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1 Das Willmore-Funktional

Wir wollen im Folgenden das Funktional

W̃ (X) =
∫
M

H2dA

für Immersionen X : U ⊂ C → R3 betrachten, wobei H die mittlere Krümmung der Immersion
und dA das induzierte Flächenelement bezeichnet.
Ebenso kann man betrachten

W (X) =
∫
M

(
H2 −K

)
dA =

∫
M

(
1
4

(κ1 + κ2)2 − κ1 · κ2

)
dA

= W̃ (X)− 2πχ(M)

Hierbei benutzt man den Satz von Gauß-Bonnet und die Tatsache, dass χ(M) nur vom Geschlecht
g von M abhängt. W und W̃ unterscheiden sich also nur um eine Konstante. Außerdem sieht
man, dass der Integrand von W (X) nicht-negativ ist und genau an den Nabelpunkten von X
verschwindet, wenn also

κ1 = κ2

Eine Immersion heißt Willmore-Immersion, wenn sie ein Minimum unter diesem Funktional ist.
Hierbei betrachten wir alle Variationen der Fläche.
Wir wollen nun wie folgt vorgehen:

1. Mithilfe des Lichtkegelmodells übertragen wir unsere Betrachtungen in den 5-dimensionalen
Minkowski-Raum R4,1. Damit lassen sich Willmore-Flächen auf S3 durch stereographische
Projektion konform auf Willmore-Flächen in R3 abbilden. Lokal kann man also auch Immer-
sionen X : U → S3 betrachten.

2. Durch Einführung des Konzepts bewegter Rahmen untersuchen wir die Flächentheorie für
S3 und leiten die Strukturgleichungen in lokalen Koordinaten her.

3. Die Definition einer Folge von Rahmen-Bündeln FX erzwingt die Existenz einer 2-Form ΩX ,
die invariant unter Rahmenverschiebungen ist.

4. Diese kanonische 2-Form ΩX wird verwendet, um eine Immersion X : U → S3 als Willmore-
Immersion zu charakterisieren, wenn δΩX ≡ 0 gilt.

5. Diese Charakterisierung wird dann in eine andere Formulierung umgeschrieben, als Null-
krümmungsgleichung einer Familie von Zusammenhängen, dazu führen wir die benötigten
Schleifengruppen ein.

6. Die Beziehung zwischen holomorphen Potentialen und Willmore-Immersionen wird unter-
sucht.
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1.1 Konforme Geometrie von Flächen in S3

Definition 1.1. Der 5-dimensionale Minkowski-Raum R4,1 ist der Vektorraum R5 versehen mit
dem inneren Produkt

B = (Bij) =


0 0 0 0 −1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
−1 0 0 0 0


Dies ist nicht die Standardwahl für ein inneres Produkt. Ein Vektor x ∈ R4,1 heißt Raum-, Licht-
oder Zeitvektor, wenn entsprechend 〈x, x〉 > 0, 〈x, x〉 = 0 oder 〈x, x〉 < 0 gilt. Wir nennen x ∈ R4,1

positiv, wenn x0 > 0 ist.
Um eine Orientierung zu erhalten, fordern wir

dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 > 0

Indem man die positiven Lichtvektoren in R4,1 durch

L+ =
{
x ∈ L5 | 〈x, x〉 = 0, x0 > 0

}
definiert, erhält man folgende Proposition:

Proposition 1.2. Der Untervektorraum

Ey =
{
x ∈ L+ | 〈x, y〉 = −1

}
mit der induzierten Metrik ist isometrisch zu R3.

Betrachtet man den Quotienten L+/R∗+, die Menge aller positiven Lichthalbgeraden, so bezeichnen
wir für x ∈ L+ mit [x] die Halbgerade, die durch x über R∗+ aufgespannt wird. Somit ist S3

diffeomorph zu L+/R∗+.
Wir wollen nun das Konzept bewegter Rahmen einführen.

Definition 1.3. Sei F der Raum der positiv orientierten Basen (Rahmen) b = (e0, e1, ..., e4) von
R4,1 mit

〈ei, ej〉 = Bij , e0, e4 ∈ L+.

Sei außerdem
O(B) =

{
g ∈M(5× 5,R) | gtBg = B

}
und definiere G als die Zusammenhangskomponente von 1 ∈ O(B).

G ist isomorph zu den linearen Isometrien von R4,1, die das Skalarprodukt, die Orientierung und
die Zeitorientierung erhalten und man kann ausrechnen:

G =
{
g ∈M(5× 5,R) | gtBg = B, det(g) = 1, g0

0 > 0
}

Außerdem wirkt G auf natürliche Weise von rechts auf F und wir können F mit G identifizieren,
indem wir setzen

F = {b = (e0, e1, ..., e4) | ∃!g ∈ G : b = εg} ,

wobei ε eine fest gewählte Basis von R4,1 ist. G ist insbesondere eine Lie-Gruppe.

2



1.2 Die Strukturgleichungen in lokalen Koordinaten und das Rahmen-

Bündel 0-ter Ordnung F (0)
X

Zunächst fasse man die Komponenten ea eines Elements b aus F (den positiv orientierten Rahmen)
auf als R4,1-wertige Funktionen. Unter dieser Identifikation berechnet man

dea =
4∑
c=0

ecω
c
a =: ecωca, (1)

mit den eindeutig bestimmten 1-Formen ωba. Differenziert man diesen Ausdruck erhält man unter
Verwendung von (1)

0 = d(dea) = dec ∧ ωca + ecdω
c
a = ebω

b
c ∧ ωca + ecdω

c
a

= ebω
b
c ∧ ωca + ebdω

b
a

und somit
dωab = −ωac ∧ ωcb (2)

Dies sind die Strukturgleichungen von É. Cartan. Wenn wir noch 〈ea, eb〉 = Bab differenzieren
erhalten wir mit ωab = Bacω

c
b

0 = d〈ea, eb〉 = 〈dea, eb〉+ 〈ea, deb〉 = 〈ecωca, eb〉+ 〈ea, ecωcb〉
= Bbcω

c
a +Bacω

c
b = ωba + ωab (3)

Daraus folgt, dass nur 10 der ωab linear unabhängig sind und dass sie eine Basis für die links-
invarianten Formen auf G bilden.
Im Folgenden bezeichnen wir mit (εg)i den i-ten Vektor in der Basis εg. Dann ist [(εg)0] der Punkt
in S3, der aufgespannt wird durch (εg)0.

Proposition 1.4. Sei X : U ⊂ C → S3 eine Immersion. Wir können sie darstellen durch eine
glatte Abbildung e0 : U → L+ mit [e0] = X, diese Abbildung ist sicherlich nicht eindeutig, wir
betrachten das Bündel

F (0)
X = {(z, e) ∈ U ×F | [e0(z)] = X}

Die Gruppe, die auf diesem Bündel von rechts wirkt ist gegeben durch

G0 =
{
g ∈ G | (εg)0 = r−1ε0 für ein r ∈ R∗+

}

=


 r−1 ctA 1

2rc
tc

0 A rc
0 0 r

 | r > 0, c ∈M(3× 1,R), A ∈ SO(3,R)


Beweis. Da (εg)0 = r−1ε0 sein soll muss die erste Spalte von g nur im ersten Eintrag g0

0 > 0
ungleich Null sein. Außerdem muss det(g) = 1 sein und I3 in B = Bij muss unter gtBg erhalten
bleiben. Somit hat g zunächst die Gestalt

 r at b
0 A c
0 0 r−1

, a, c ∈M(3× 1,R), b ∈ R, A ∈ SO(3,R)
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Es muss außerdem gelten

r at b
0 A c
0 0 r−1

t  0 0 −1
0 I3 0
−1 0 0

  r at b
0 A c
0 0 r−1

 =

 0 0 −1
0 I3 0
−1 0 0



⇔

 0 0 r
0 At a
−r−1 ct b

  r at b
0 A c
0 0 −r−1

 =

 0 0 −1
0 I3 0
−1 0 0


Daraus ergeben sich die folgenden Bedingungen:

−r−1b+ ctc− r−1b = 0
−r−1at + ctA = 0

und somit b = 1
2rc

tc sowie at = rctA. Substitution von c durch 1
r c
′ und anschließende Substitution

r′ := 1
r ergeben die Behauptung.

1.3 Die Unter-Rahmen-Bündel höherer Ordnung und die 2-Form ΩX

Wir betrachten nun Rahmen, die die Gleichung 〈de0, e3〉 = ω3
0 = 0 erfüllen.

Definition 1.5. Definiere das Unter-Rahmen-Bündel 1-ter Ordnung F (1)
X durch

F (1)
X =

{
(p, b) ∈ F (0)

X | ω
3
0| (p,b) = 0, (ω1

0 ∧ ω2
0) > 0

}
Bemerkung 1.6. F (1)

X wird via p : F (1)
X →M zu einem Prinzipal-Bündel über M mit Faser

G1 =


 r−1 ptA 1

2rp
tp

0 A rp
0 0 r

 ∈ G0 | A =

 c −s 0
s c 0
0 0 1

, c2 + s2 = 1, p =

 p1

p2

p3




Durch die Gleichungen (2) und (3) erhalten wir

0 = dω3
0 = −ω3

1 ∧ ω1
0 − ω3

2 ∧ ω2
0 (4)

Mit Cartan’s Lemma folgt dann, dass man ω3
1 und ω3

2 jeweils als Linearkombination von ω1
0 und

ω2
0 schreiben kann:

ω3
1 = h11ω

1
0 + h12ω

2
0 (5)

ω3
2 = h21ω

1
0 + h22ω

2
0

Hierbei sind die hij glatte Funktionen auf F (1)
X mit h12 = h21.

Wir wählen nun einen neuen Schnitt ẽ = εFg mit

g =


1 0 0 p3

1
2 (p3)2

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 p3

0 0 0 0 1


und p3 : U → R eine glatte Funktion. Dann hat man in den Koordinaten bzgl. ẽ die Funktionen
h̃ij (

h̃11 h̃12

h̃21 h̃22

)
=
(
h11 − p3 h12

h21 h22 − p3

)
Man kann für p3 = 1

2 (h11 + h22) definieren
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Definition 1.7. Definiere das Unter-Rahmen-Bündel F (γ)
X durch

F (γ)
X =

{
(p, b) ∈ F (1)

X | h11 + h22 = 0
}
.

Dieses ist ein Gγ-Bündel mit

Gγ =


 r−1 ptA 1

2rp
tp

0 A rp
0 0 r

 ∈ G1 | p =

 p1

p2

0




Man sieht, dass für jede glatte Abbildung g′ : U → Gγ die Eichtransformation εF 7→ εFg′ auf
F (γ)
X den Vektor e3(z) nicht verändert. Somit erhalten wir eine Abbildung γ : U → S3,1 mit

S3,1 = {y ∈ R4,1 | ‖y‖2 = 1}

so dass für alle z ∈ U , γ(z) = e3(z) ist, wobei e3 einem Schnitt in F (γ)
X entspricht. Diese Abbildung

γ nennen wir konforme Gauss-Abbildung. Geometrisch entspricht diese Abbildung der eindeutigen
orientierten Sphäre in S3, die tangential zu X(U) in X(z) ist, dort auch die gleiche mittlere
Krümmung mit der gleichen Orientierung besitzt. Die Entsprechung ist wie folgt. Für jedes γ ∈ S3,1

ist γ⊥ ⊂ L5 eine 4-dimensionale Ebene, auf der das innere Produkt den Typ (3,1) hat. Im speziellen
schickt die Projektion Π : L+ → L+/R∗+ = S3 den dreidimensionalen Kegel L+ ∩ γ⊥ auf eine
S2 ⊂ S3. Eine Orientierung auf dieser Sphäre kann man wählen, da γ und −γ die gleiche Sphäre
mit umgekehrten Orientierungen liefern.
Verschwindet (h11, h12) nicht, so ist γ eine konforme Immersion. Es folgt aus (5)

ω3
1 − iω3

2 = (h11 − ih12)(ω1
0 + iω2

0)

Außerdem haben wir
dγ = de3 = e0ω

0
3 + e1ω

1
3 + e2ω

2
3

Somit ist γ konform, wenn X konform ist, da e0 ein isotroper Vektor ist.
Es folgt nun für Rg die Rechtsmultiplikation

R∗g

ω1
0

ω2
0

ω3
0

 = g−1

ω1
0

ω2
0

ω3
0

 g = r−1A−1

ω1
0

ω2
0

ω3
0


und

R∗g

(
h11 h12

h21 h22

)
= r

(
c s
−s c

)(
h11 − p3 h12

h21 h22 − p3

)(
c −s
s c

)
Aus der obigen Betrachtung folgt nun für g ∈ G1

R∗g(ω
1
0 ∧ ω2

0) = R∗gω
1
0 ∧R∗gω2

0 = r−2
(
cω1

0 − sω2
0

)
∧
(
sω1

0 + cω2
0

)
= r−2(cs(ω1

0 ∧ ω1
0)− s2ω2

0 ∧ ω1
0 + c2ω1

0 ∧ ω2
0 − sc(ω2

0 ∧ ω2
0)

−sc(ω1
0 ∧ ω1

0)− c2ω2
0 ∧ ω1

0 + s2ω1
0 ∧ ω2

0 + cs(ω2
0 ∧ ω2

0))
= r−2(s2 + c2)ω1

0 ∧ ω2
0

= r−2ω1
0 ∧ ω2

0

sowie

R∗g

(
1
4

(h11 − h22)2 + h2
12

)
= r2

(
1
4

(h11 − h22)2 + h2
12

)
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und somit

R∗g

(
1
4

(h11 − h22)2 + h2
12

)
ω1

0 ∧ ω2
0 =

(
1
4

(h11 − h22)2 + h2
12

)
ω1

0 ∧ ω2
0 ,

das heißt, es existiert eine glatte 2-Form auf U , bezeichnet mit ΩX , so dass bzgl. p zurückgezogen
auf F (′)

X die Form

p∗(ΩX) =
(

1
4

(h11 − h22)2 + h2
12

)
ω1

0 ∧ ω2
0 ,

invariant unter Rahmenverschiebung R∗g.

Insbesondere gilt somit auf F (γ)
X (h22 = −h11):

p∗(ΩX) =
(

1
4

(h11 − h22)2 + h2
12

)
ω1

0 ∧ ω2
0

= det
(
h11 h12

h21 h22

)
ω1

0 ∧ ω2
0

= −ω3
1 ∧ ω3

2

Definition 1.8. Die Menge aller Nabelpunkte bezeichnen wir mit UX

UX = {z ∈ U | k(z) = 0}

Das Komplement ist NX = U \ UX

Das Flächenenelement, das von γ erzeugt wird ist

ω3
1 ∧ ω3

2 = −|k2|ω1
0 ∧ ω2

0

mit
k = h11 − ih12

Dies ist genau die negative Willmore-Energie, da ω1
0 ∧ ω2

0 gerade das induzierte Flächenelement
dA ist. Das Willmore-Funktional kann also geschrieben werden als

W(X) =
∫
U

−ω3
1 ∧ ω3

2 ≡
∫
U

ΩX

Bryant[1] beweist nun das folgende Theorem.

Theorem 1.9. Sei M2 eine orientierte Fläche. Dann ist X : M2 → S3 eine Willmore-Immersion
genau dann, wenn δΩX ≡ 0.

Hierbei ist die aus den Strukturgleichungen kanonisch hervorgegangene 2-Form δΩX die 1. Varia-
tion des Willmore-Integranden ΩX .
Um die Euler-Lagrange-Gleichung für die Willmore-Immersion zu schreiben, betrachten wir eine
Immersion X und einen Schnitt e im assoziierten Bündel F (γ)

X . Wir setzen ω0
3 := h1ω

0
1 + h2ω

2
0 .

Nach Cartans Lemma existieren glatte Funktionen p11, p12 = p21 und p22, so dass
dh1 + 2ω0

0h1 = ω2
1h2 + h11ω

0
1 + h12ω

0
2

+p11ω
1
0 + p12ω

2
0 (a)

dh2 + 2ω0
0h2 = ω1

2h1 + h21ω
0
1 + h22ω

0
2

+p21ω
1
0 + p22ω

2
0 (b)

(6)

gilt.Dann ist X genau dann eine Willmore-Immersion, wenn

p11 + p22 = 0. (7)
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2 Formulierung mit Schleifengruppen

In diesem Abschnitt führen wir eine andere äquivalente Bedingung für Willmore-Immersionen ein.
Dies wird eine Nullkrümmungsbedingung für eine Familie von Zusammenhängen sein.

2.1 Umformulierung der Willmore-Bedingung

Die Rechnungen von Hélein [2] sind sehr ausführlich und werden deshalb hier auch nur wiederge-
geben. Zunächst führen wir einige Matrizen

(A+, A−, A0, B+, B−, B0, C+, C−, D+, D−)

ein. Diese sind gegeben durch

A+ =

 0 0 0
X+ 0 0
0 Xt

+ 0

 A− =

 0 0 0
X− 0 0
0 Xt

− 0


A0 =

 0 0 0
X0 0 0
0 Xt

0 0

 B+ =

0 Xt
+ 0

0 0 X+

0 0 0


B− =

0 Xt
− 0

0 0 X−
0 0 0

 B0 =

0 Xt
0 0

0 0 X0

0 0 0



C+ =


1 0 0 0 0
0 0 −i 0 0
0 i 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1

 C− =


1 0 0 0 0
0 0 i 0 0
0 −i 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1



D+ =


0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 i 0
0 1 −i 0 0
0 0 0 0 0

 D− =


0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 −i 0
0 1 i 0 0
0 0 0 0 0


Hierbei ist (X+, X−, X0) eine Basis von C3, die gegeben ist durch

X+ =

 1
−i
0

 , X− =

1
i
0

 , X0 =

0
0
1


Nun geben wir noch eine Tabelle von Lie-Klammern an von den Elementen dieser Basis, sie gibt
[X,Y ] in Abhängigkeit von X und Y an.

Y A+ A− A0 B+ B− B0 C+ C− D+ D−
X
A+ 0 0 0 0 −2C+ −D+ 2A+ 0 0 −2A0

A+ 0 0 0 −2C− 0 −D− 0 2A− −2A0 0
A0 0 0 0 D+ D− −E A0 A0 A+ A−
B+ 0 2C− −D+ 0 0 0 0 −2B+ 0 −2B0

B− 2C+ 0 -D− 0 0 0 -2B− 0 -2B0 0
B0 D+ D− E 0 0 0 -B0 -B0 B+ B−
C+ −2A+ 0 −A0 0 2B− B0 0 0 −D+ D−
C− 0 −2A− −A0 2B+ 0 B0 0 0 D+ −D−
D+ 0 2A0 −A+ 0 2B0 −B+ D+ -D− 0 C+-C−
D− 2A0 0 −A− 2B0 0 −B− −D− D− C−-C+ 0
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mit E = 1
2 (C+ − C−).

Seien σ und τ die folgenden zwei Matrizen

σ =


−1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1

 τ =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 1


Mit Hilfe dieser zwei Matrizen lässt sich unsere Lie-Algebra g aufspalten. Es ist

g = k + p

mit
k = {ξ ∈ g |σξσ−1 = ξ} p = {ξ ∈ g |σξσ−1 = −ξ}

Im Folgenden bezeichnet der Zusatz ·C die Komplexifizierung einer Lie-Algebra kC = k ⊗ C. Die
Lie-Algebra k wird aufgespannt durch (C+, C−, D+, D−). Ebenso kann man die Matrix τ benutzen,
um g aufzuspalten,

g = l + q

mit
l = {ξ ∈ g | τξτ−1 = ξ} q = {ξ ∈ g | τξτ−1 = −ξ}

Die Lie-Algebra l wird aufgespannt durch (A+, A−, B+, B−, C+, C−). Die homogene Mannigfal-
tigkeit G \ L ist S3,1.
Sei nun X : M → S3 eine glatte Immersion und e = εF ein glatter Schnitt im Bündel F (1)

X . Zieht
man die Maurer-Cartan-Form zurück, so ist ω = F−1dF , dies können wir in unserer Basis von gC

schreiben als

ω = a+A+ + a−A− + b+B+ + b−B− + (b0 + b0)B0

+c+C+ + c−C− + d+D+ + d−D−

Die einzelnen Koeffizienten sind hierbei

a+ =
1
2

(ω1
0 + iω2

0) a− =
1
2

(ω1
0 − iω2

0) (8)

b+ =
1
2

(ω0
1 + iω0

2) b− =
1
2

(ω0
1 − iω0

2) (9)

b0 = (h1 − ih2)a+ = 2ha+ (10)

wobei h = 1
2 (h1 − ih2) definiert ist durch

ω0
3 = h1ω

1
0 + h2ω

2
0

c+ =
1
2

(ω0
0 + iω1

2) c− =
1
2

(ω0
0 − iω1

2) (11)

d+ =
1
2

(ω3
1 + iω3

2) d− =
1
2

(ω3
1 − iω3

2) (12)

Wegen ω3
0 = 0 gibt es keine A0-Komponente in ω.

Setzen wir nun H := 1
2 (h11 + h22) und k := 1

2 (h11 − h22)− ih12, so erhalten wir

d− = ka+ +Ha− d+ = ka− +Ha+ (13)
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und a− = a+, b− = b+, c− = c+, d− = d+, ω0
3 = b0 + b0. Nutzen wir nun die Strukturgleichungen

dωij + ωik ∧ ωkj = 0 aus, so erhalten wir folgende Beziehungen zwischen den Koeffizienten

dc+ − 2a+ ∧ b− − d− ∧ d+ = 0 (14)
d(d−) + (c+ − c−) ∧ d− + b0 ∧ a− = 0 (15)
a+ ∧ d− + a− ∧ d+ = 0 (16)
da+ + 2a+ ∧ c+ = 0 (17)
db+ + 2c− ∧ b+ + (b0 + b0) ∧ d+ = 0 (18)

und durch eine etwas längere Rechnung auch

db0 + (c+ + c−) ∧ b0 − 2b+ ∧ d− = 2H(b− ∧ a+ − b+ ∧ a−) + 2Pa− ∧ a+ (19)

Diese Gleichungen liefern uns nun auch eine zwei Parameter Familie von ω, indem wir für λ, µ ∈ C∗
setzen

ωλ,µ = λ−1µ−1b0B0 + λ−1(a+A+ + b+B+) + µ−1d−D−

+c+C+ + c−C− + λµb0B0 + λ(a−A− + b−B−) + µd+D+ (20)

Somit ist

ωλ = ωλ,1 = λ−1(b0B0 + a+A+ + b+B+)
+c+C+ + c−C− + d−D−d

+D+ (21)
λ(b0B0 + a−A− + b−B−)

=: λ−1α′1 + α0 + λα′′1

und

ωµ = ω1,µ = µ−1(b0B0 + d−D−)
+a+A+ + a−A− + b−B− + b+B+ + c+C+ + c−C−

+µ(b0B0 + d+D+)
=: µ−1β′1 + β0 + µβ′′1 (22)

Es gilt auch weiterhin ω = F−1dF = ω1,1.

Theorem 2.1. Die folgenden vier Aussagen sind äquivalent.

(a) e = εF ist ein Schnitt von F (γ)
X , d.h. H = 1

2 (h11 + h22) = 0 und X ist eine Willmore
Immersion, d.h. P = 1

2 (p11 + p22) = 0.

(b) Für alle µ, λ ∈ C∗ hat ωλ,µ Krümmung Null, d.h.

dωλ,µ +
1
2

[ωλ,µ ∧ ωλ,µ] = 0

(c) Für alle λ ∈ C∗ hat ωλ Krümmung Null, d.h.

dωλ +
1
2

[ωλ ∧ ωλ] = 0

(d) Für alle µ ∈ C∗ hat ωµ Krümmung Null, d.h.

dωµ +
1
2

[ωµ ∧ ωµ] = 0

9



Beweis. Wir berechnen zunächst unter Berücksichtigung aller Beziehungen und der Tabelle der
Kommutatoren

dωλ,µ +
1
2

[ωλ,µ ∧ ωλ,µ]

= −(λ−1µ−1a+ ∧ d− + λµa− ∧ d+)A0

+(λµ2 − λ−1)b0 ∧ d+B+ + (λ−1µ−2 − λ)b0 ∧ d−B−
+(λ−1µ−1 − λµ)[2H(b− ∧ a+ − b+ ∧ a−) + 2Pa− ∧ a+]B0

Benutzen wir nun noch die Gleichungen (10) und (13), so ergibt sich

dωλ,µ +
1
2

[ωλ,µ ∧ ωλ,µ]

= −(λ−1µ−1 − λµ)Ha+ ∧ a−A0

+(λµ2 − λ−1)2hHa− ∧ a+B+

+(λ−1µ−2 − λ)2hHa+ ∧ a−B−
+(λ−1µ−1 − λµ)[(2H(b− ∧ a+ − b+ ∧ a−) + 2Pa− ∧ a+]B0

Gilt also eine der drei Aussage (b) - (d), so muss insbesondere der Koeffizient vor A0 verschwinden,
dies passiert aber nur, wenn H = 0 ist. Für H = 0 ergibt sich die Gleichung

dωλ,µ +
1
2

[ωλ,µ ∧ ωλ,µ] = (λ−1µ−1 − λµ)Pa− ∧ a+B0

Somit ist auch P = 0 und die Aussage (a) folgt.
Ist umgekehrt H = P = 0, so folgen aus (23) die drei Aussagen (b) - (d).

Im Folgenden nehmen wir an, dass X eine konforme Immersion ist. Dann folgt aus der Bedingung
ω1

0 ∧ ω2
0 > 0, dass a+ eine (1,0)-Form ist.

Man könnte nach dem obigen Theorem annehmen, dass man eine komplette S1 × S1-Familie
von Willmore-Immersionen erhält. Dies ist aber nicht der Fall. Eine der beiden Torusaktionen ist
trivial, nur die andere ist nichttrivial.

2.2 Schleifengruppen

Hier noch einmal zur Erinnerung die Definition von Schleifengruppen.

Definition 2.2. Eine Schleifengruppe zu einer Lie-Gruppe G ist gegeben durch

ΛG = {g◦ : S1 → G | gλ =
∑
k∈Z

(g◦)kλk}

Getwistete Schleifengruppen sind

ΛσG = {g◦ : S1 → G | g−λ = σgλσ
−1}

Elemente der Schleifengruppen bezeichnen wir mit g◦ Wir betrachten im Folgenden nur messbare
Funktionen, die beschränkt bzgl. der Norm

‖g◦‖ =

(∑
k∈Z

(1 + k2)s|(g◦)k|2
)1/2

für ein s > 1/2 sind. Zusätzlich führen wir noch die Schleifengruppen

Λ+GC = {g◦ | g◦ lässt sich holomorph auf |λ| < 1 fortsetzen}

Λ−GC = {g◦ | g◦ lässt sich holomorph auf |λ| > 1 fortsetzen}
ein.
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Ebenso können wir Schleifengruppen von Lie-Algebren Λg definieren. Die Multiplikation ist immer
punktweise für ein λ definiert, dadurch erhalten wir auch eine Lie-Klammer.
Die Familie ωλ von 1-Formen, die Koeffizienten in gC besitzt und von λ ∈ C∗ abhängt, können
wir nun mit Hilfe dieser Schleifengruppen darstellen.
Aus Frobenius Theorem folgt, dass dωλ + 1

2 [ωλ ∧ωλ] = 0 die hinreichende und notwendige Bedin-
gung ist, dass lokal eine Abbildung F◦ von U nach ΛG existiert, die

dF◦ = F◦ω◦

erfüllt. Ist nun U einfach zusammenhängend, was wir im Folgenden annehmen, so existiert F◦
sogar global. Wir wählen nun einen Basispunkt p ∈ U und setzen den Startwert F◦(p) = 1. Dieses
F◦ nennen wir nun ”Extendend conformal Willmore Immersion”(ECWI). Die Menge aller ECWI
ist sicherlich nicht bijektiv zur Menge aller Abbildungen von U nach ΛG, wir suchen nun nach
Bedingungen, die die ECWIs charakterisieren.
Wir hatten die Gleichungen

F−1
λ dFλ = ωλ = α′1λ

−1 + α0 + α′′1λ

mit

α′1 = a+A+ + b+B+ + b0B0

α0 = c+C+ + c−C− + d+D+ + d−D−

α′′1 = a−A− + b−B− + b0B0 = α′1

Im Folgenden versuchen wir nun diese Gleichungen auszunutzen, um Bedingungen zu erhalten, die
Willmore-Immersionen charakterisieren. Wir starten mit einigen Beobachtungen.

(i) F◦ ∈ ΛG, d.h. es ist eine Abbildung mit Werten in ΛGC, die die Realitätsbedingung

F
λ−1 = Fλ

erfüllt.

(ii) F−1
λ dFλ ist eine Linarkombination von λ, λ0, λ−1.

(iii) α′1 und α′′1 haben Koeffizienten in pC und α0 hat Koeffizienten in k.

(iv) Die Struktur von α′1 kann geschrieben werden als

α′1 =

 0 (ηdz + γdz)t 0
νdz 0 ηdz + γdz
0 νtdz 0

 (23)

wobei η, ν, γ glatte Abbildungen von U nach C3 sind, mit

νt · ν = νt · η = 0 (24)

ν verschwindet nie (25)

∃β : U → C, γ = βν (26)

In unserem Fall sind

νdz = a+X+

γdz = b+(
∂

∂z
)X+dz

ηdz = b+(
∂

∂z
)X+dz + b0X0

11



Lemma 2.3. Die obigen Bedingungen (i) bis (iii) sind äquivalent zu den folgenden Bedingungen

∀z ∈ U F◦(z) ∈ ΛGσ (27)

λ 7→ λF−1
λ dFλ ∈ Λ+gC (28)

Beweis. Die Richtung (i)-(iii)⇒(27),(28) folgt sofort. Nehmen wir nun (28) an, dann haben wir

F−1
λ dFλ =

∑
k≥−1

θkλ
k

und die Bedingung (27) impliziert zwei Dinge: Eine Realitätsbedingung θ−k = θk, aus der wir (i)
folgern und

F−1
λ dFλ = θ−1λ

−1 + θ0 + θ−1λ

(somit gilt auch (ii)) und schließlich die Twist-Bedingung

σF−1
λ dFλσ

−1 = F−1
−λdF−λ

die (iii) impliziert.

Sei nun

E = {F◦ : U → ΛGσ | F◦(p) = 1 und F◦ erfüllt
(23), (24), (25), (26), (27), (28)}

und

W = {X : U → S3 | X ist eine konforme Willmore Immersion
mit X(p) = X0}

Wir definieren außerdem die Abbildung

P : E → W (29)
F◦ 7→ X = P(F◦) = [(εF1)0] (30)

Im folgenden Theorem werden wir nun zeigen, dass diese Abbildung bijektiv ist.

Theorem 2.4. Beginnend mit einer Immersion X ∈ W können wir eine ECWI F◦ ∈ E kon-
struieren mit [(εF1)0] = X. Umgekehrt ist für jedes gegebene F◦ ∈ E die Abbildung [(εF1)0] eine
konforme Willmore-Immersion.

Beweis. Die Konstruktion einer ECWI F◦ aus einer gegebenen konformen Willmore-Immersion
haben wir bereits im vorherigen Abschnitt durchgeführt. Wir beweisen nun die Umkehrung.
Sei also F◦ ∈ E und X = [(εF1)0]. Die Bedingungen (23),(24),(25) garantieren, dass X eine
konforme Immersion (ω1

0 ∧ ω2
0 > 0) ist. Dies folgt aus der Struktur von α′1 und a+A+ 6= 0. Wegen

Theorem 2.1 reicht es aus eine ECWI ẽ◦ = εF◦ zu konstruieren, die X hochhebt, so dass F̃−1
λ dF̃λ

die Form von ωλ hat, damit X eine konforme Willmore-Immersion ist.
Um so eine Abbildung zu finden, suchen wir zunächst nach einer Aufspaltung

F̃◦ = F◦g

mit g : U → K. Wir suchen also Abbildungen r : U → (0,∞) und R : U → SO(3) mit

g =

r−1 0 0
0 R−1 0
0 0 r


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Wegen (24) und (25) existiert ein eindeutiges g mit Rν = rX+, diese Bedingung bestimmt unsere
Wahl von g. Wir haben

F̃−1
λ dF̃λ = g−1F−1

λ dFλg + g−1dg

= λ−1α̃′1 + α̃0 + λα̃′′1

Hierbei nimmt α̃0 Werte in t an, α̃′1 und α̃′′1 Werte in pC, es gilt α̃′′1 = α̃′1 und

α̃′1 = g−1α′1g = A+dz + r2βB+dz + r

0 (Rη)t 0
0 0 Rη
0 0 0

 dz

Wegen R ∈ SO(3) und (24) gilt

(X+)t(Rη) = (r−1Rν)t(Rη) = 0,

somit gibt es u, v ∈ C mit
Rη = uX+ + vX0.

Dann lässt sich α̃′1 schreiben als

α̃′1 = A+dz + (r2βdz + rudz)B+ + rvB0dz

Dieser Ausdruck ist sehr ähnlich zu dem Koeffizienten vor α′1 in ωλ, dieser war a+A+ + b+B+ +
b0B0). Da g in der ersten Komponente nur eine Multiplikation mit einer positiven reellen Zahl
ist, erhalten wir (εF̃1)0 = (εF1g)0 = r−1(εF1). Somit ist auch X = [(εF̃1)0] und das Theorem
bewiesen.

2.3 Eichtransformationen

Wir haben im Beweis der vorherigen Theorems gesehen, dass jede ECWI so deformiert werden
kann, dass die neue ECWI F̃λ die Form (21) hat. Eine ECWI in dieser Form nennen wir norma-
lisiert. Wir haben ebenfalls bewiesen, dass es möglich ist, den Koeffizienten a+ = dz zu wählen.
Man kann auch lokal jede ECWI so umeichen, dass α′1 eine (1,0)-Form ist. Diese ECWI heißen
harmonisch.

2.4 Schleifengruppen-Zerlegung

Die Aussagen über Zerlegungen von Schleifengruppen werden hier nur wiedergegeben, eine ausführ-
liche Einführung findet man in Pressley/Segal [3].
Unser Hauptproblem ist, dass G keine kompakte Liegruppe ist und deshalb ein Ergebnis nur lokal
gilt.

Lemma 2.5. Es existiert eine auflösbare Gruppe B ⊂ KC von der Form

B = {g ∈ KC | g =

eiθ 0 0
0 R 0
0 0 e−iθ

 , θ ∈ R, R ∈ C}

mit KC = KB. Diese Aufspaltung ist ein Diffeomorphismus. Dabei ist C bestimmt durch die
Iwasawa-Zerlegung SO(3)C = SO(3)C.

Definition 2.6. Die Schleifengruppen Λ+
BGC

σ und Λ−? GC
σ sind definiert durch

Λ+
BGC

σ = {g◦ ∈ Λ+GC
σ | g0 ∈ B}

und Λ−? GC
σ = Λ+

{1}G
C
σ .
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Theorem 2.7. (a) (Iwasawa) Es existiert ein lokaler Diffeomorphismus zwischen

ΛGC
σ und ΛGσ × Λ+

BGC
σ

(b) (Birkhoff) Es gibt eine offene Teilmenge von ΛGC
σ (”große Zelle”), so dass die Abbildung

Λ−? GC
σ × Λ+GC

σ → ΛGC
σ

ein Diffeomorphismus ist.

Lemma 2.8. Ist h◦ : U → ΛGL(n,C) eine holomorphe Kurve, dann trifft entweder h◦ nie die
große Zelle oder es gibt eine Teilmenge isolierte Punkte, an denen h◦(z) nicht die große Zelle
trifft.

3 Weierstrass-Darstellung von Willmore-Immersionen

In diesem Abschnitt werden wir zunächst eine konforme Willmore-Immersionen aus holomorphen
Potentialen gewinnen. Erweitern wir umgekehrt die Menge der Potentiale auf meromorphe einer
gewissen Form, so erhalten wir auch wieder zu jedem Potential eine Willmore-Immersion.

3.1 Holomorphe Potentiale

Definition 3.1. Sei V eine offene Teilmenge von C. PV bezeichnet die Menge aller holomorphen
1-Formen µ◦ auf V (geschlossene Formen vom Typ (1,0)) mit Koeffizienten in λ−1Λ+gC ∩ ΛgC

σ

und der Term niedrigster Ordnung hat die Form

(µ◦)−1 =

0 mt 0
l 0 m
0 lt 0

 dz

mit den Bedingungen l,m : V → C3, lt · l = lt ·m = 0 und l verschwindet nicht.

Theorem 3.2. Sei U einfach zusammenhängend und µ◦ ∈ PU und z0 ∈ U . Dann gilt

1. (Integration) Es gibt eine eindeutige holomorphe Abbildung g◦ : U → ΛGC
σ mit

dg◦ = µ◦g◦ auf U
g◦(z0) = 1

2. (Lokale Zerlegung) Es gibt eine Umgebung V0 von z0 in U auf der zwei Abbildungen F◦ :
V0 → ΛGσ und h◦ : V0 → Λ+

BGC
σ definiert sind, so dass

g◦(z) = F◦(z)h◦(z), ∀z ∈ V0 (31)

gilt.

3. F◦ ist eine harmonische ECWI und somit ist z 7→ [(εF1(z))0] eine konforme Willmore-
Immersion.

Beweis. µ◦ ist eine krümmungsfreie Zusammenhangsform, dies folgt aus den Gleichungen

dµ◦ = [µ◦ ∧ µ◦] = 0

Somit folgt die erste Behauptung aus Frobenius Theorem.
In der Nähe von z0 ist g◦ nahe bei 1. Somit können wir Theorem 2.7 auf g0 = a0 = b0 = 1

anwenden und erhalten so die Existenz einer Umgebung V0 von z0, in der wir g◦ splitten können,
die zweite Behauptung gilt, also insbesondere F◦ ∈ ΛGσ (siehe (27))
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Aus (31) erhalten wir F◦ = g◦h
−1
◦ und somit

F−1
◦ dF◦ = h◦g

−1
◦ dg◦h

−1
◦ − dh◦h−1

◦

= h◦µ◦h
−1
◦ − dh◦h−1

◦

Es ergibt sich F−1
◦ dF◦ ∈ λ−1Λ+gC ∩ Λgσ (siehe (28))und somit

F−1
λ dFλ = λ−1α′1 + α0 + λα′′1

Außerdem wissen wir α′1 = h0(µ◦)−1h
−1
0 und h0 ∈ B, somit gibt es Abbildungen r : V0 → S1 und

R : V0 → C mit

h0 =

r 0 0
0 R 0
0 0 r−1


Somit ist

α′1 =

 0 (rRm)t 0
r−1Rl 0 rRm

0 (r−1Rl)t 0

 dz

Dies ist (23).Wegen R ∈ SO(3)C gilt (r−1Rl)t · (r−1Rl) = r−2tl · l = 0 und (r−1Rl)t · (r−1Rm) =
lt · m = 0 (siehe (24)). Die Gleichungen (25) und (26) folgen aus der Definition des Potentials.
Somit ist F◦ ∈ E und das Theorem wurde vollständig bewiesen.

Wir haben also ausgehend von einem holomorphen Potential (abstrakt) eine Willmore-Immersion
konstruiert. Im folgenden Abschnitt wollen wir nun den umgekehrten Weg gehen, hier erhalten
wir allerdings nur eine lokale Aussage. Um eine globale Aussage treffen zu können, müssen wir
den Potentialraum verändern.

3.2 Das meromorphe Potential einer Willmore-Immersion

Proposition 3.3. Sei X eine konforme Willmore-Immersion auf U ⊂ C. Dann existiert für jedes
z0 ∈ U eine Umgebung V0, auf der wir ein Potential µ◦ konstruieren können, so dass X wie im
obigen Theorem 3.2 aus µ◦ entsteht.

Beweis. siehe [2], S.367-368

Wir werden nun diese Proposition zu erweitern, so dass wir eine globale Immersion bekommen.
Dazu reicht es aus Potentiale zu betrachten, die vom Typ µ◦ = λ−1(µ◦)−1 sind. Allerdings dürfen
diese Potentiale auch meromorph sein. Eine Verbesserung ist dann, dass diese meromorphen Po-
tentiale eindeutig sind, nur lokale Singularitäten besitzen, aber nicht mehr vom Typ (1,0) sind.

Theorem 3.4. Sei U ⊂ C einfach zusammenhängend und X : U → S3 eine konforme Willmore-
Immersion. Für eine ECWI e0 = εF◦ : U → ΛGσ, die X hochhebt sei der Koeffizient vor λ−1 in
F−1
◦ dF◦

α′1 =

 0 (ηdz + βνdz)t 0
νdz 0 (ηdz + βνdz)
0 νtdz 0


Dann existiert eine Teilmenge S von U , die aus isolierten Punkten besteht, so dass außerhalb von
S das Splitting

F◦ = F−◦ F
+
◦

gilt. Hierbei ist F−◦ : U \S → Λ−? GC
σ und F+

◦ : U \S → Λ+GC
σ und F−◦ entsteht aus einem linearen

Potential µ◦, so dass

µλ = (F−λ )−1dF−λ

= λ−1

 0 (mdz + θldz̄)t 0
ldz 0 (mdz + θldz̄)
0 ltdz 0


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Hierbei sind l,m Abbildungen von U ⊂ S → C3 und θ : U ⊂ S → C, so dass

lt · l = lt ·m = 0 (32)

l verschwindet nie (33)

d(ldz) = d(mdz + θldz̄) = 0 (34)

gilt. Somit ist l holomorph und m ist eine Lösung von ∂m
∂z̄ = ∂(θl)

∂z . Genauer gesagt, gilt l = r−1Rν,
m = rRη, θ = r2β für ein r ∈ C∗, R ∈ SO(3)C.
Wir nennen (ldz,mdz+ θldz̄) Weierstrass-Daten von F◦. Alle Abbildungen, die die obigen Bedin-
gungen erfüllen liefern auch Weierstrass-Daten.

Beweis. Der Beweis besteht aus mehreren Schritten. Zunächst können wir die ECWI F◦ so
wählen, dass sie harmonisch ist. Diese bezeichnen wir mit aF◦. Anschließend zerlegen wir aF◦
mit Hilfe von Proposition 3.2 in

aF◦ = ag◦ · ah◦
mit ag◦ : V → ΛGC

σ und ah◦ : V → Λ+
BGC

σ . Somit gehört aF◦ genau dann zur großen Zelle, wenn
ag◦ dazu gehört. Somit trifft aF◦ nie die große Zelle oder es nimmt Werte in der großen Zelle an
außer an isolierten Punkten.
Der Übergang von F◦ zu aF◦ verändert die Eigenschaft zur großen Zelle zu gehören nicht. Wir
setzen

S = {z ∈ U |F◦(z) gehört nicht zur großen Zelle}
Wir müssen nun zeigen, dass S aus isolierten Punkten besteht. Für eine lokale endliche Über-
deckung U ⊂

⋃
a∈A Va seien A1 ⊂ A die Mengen, bei denen S aus isolierten Punkten besteht, hier

gilt S ∩ Va = Sa und A2 ⊂ A die Mengen, bei denen S ∩ Va = Va gilt. Aus den obigen Betrach-
tungen folgt A = A1

⊔
A2, seien nun S1 =

⋃
a∈A1

Va und S2 =
⋃
a∈A2

Va. Die Menge U \ S1 ist
zusammenhängend und S2 ist eine offene und abgeschlossene (da Va offen) Teilmenge von U \ S1.
Somit ist entweder S2 = ∅ oder S2 = U \ S1, woraus folgen würde, dass S = U gilt. Aber für ein
z0 ∈ U gilt F◦(z0) = 1, was sicherlich zur großen Zelle gehört. Somit gilt S2 = ∅ und S besteht
nur aus isolierten Punkten.
Wir können also Theorem 2.7 anwenden und erhalten somit eine Aufspaltung von F◦ in

F◦ = F−◦ F
+
◦

oder F−◦ = F◦(F+
◦ )−1 und somit

µ◦ := (F−◦ )−1dF−◦ = F+
◦ F
−
◦ dF◦(F

+
◦ )−1 − dF+

◦ (F+
◦ )−1 (35)

Dieses µ◦ hat Koeffizienten in λ−1Λ+gC ∩ Λ−? gC
σ und damit die Form

µλ = λ−1(µ◦)−1

Es gilt außerdem dµ◦ + 1
2 [µ◦ ∧ µ◦] = 0 und damit auch

d(µ◦)−1 = [(µ◦)−1 ∧ (µ◦)−1] = 0

Wegen (35) ist (µ◦)−1 = F+
0 α
′
1(F+

0 )−1 und für

F+
0 =

r 0 0
0 R 0
0 0 r−1


ist

(µ◦)−1 =

 0 (rRηdz + rβRνdz̄)t 0
r−1Rνdz 0 rRηdz + rβRνdz̄

0 (r−1Rνdz)t 0


Setzen wir nun l = r−1Rν und m = rRη und θl = rβRν so erhalten wir die Aussage des
Theorems.
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Sind zwei ECWI durch Eichtransformationen ineinander überführbar, dann verändern sich die
Weierstrass-Daten. Die genaue Beziehung wird nun erklärt. Sei

F ′◦ = F◦Ψ◦

dann sehen die Weierstrass-Daten von F ′◦ wie folgt aus

l′ = l

m′ = m+
∂δ

∂z
+ δ

∂l

∂z

γ′ = γ +
∂δ

∂z̄

Hierbei ist δ =
frr̃

(2a+)(1, 0)
, wobei f, r̃ Daten der Eichung Ψ◦ sind und r durch F◦ bestimmt ist.
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