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1 Das Willmore-Funktional

Wir wollen im Folgenden das Funktional
W(X) = / H2dA
M

fiir Immersionen X : U C C — R? betrachten, wobei H die mittlere Kriimmung der Immersion
und dA das induzierte Flichenelement bezeichnet.
Ebenso kann man betrachten

W(X):/M (H> - K)dA = /M
W

Hierbei benutzt man den Satz von GauB-Bonnet und die Tatsache, dass x (M) nur vom Geschlecht
g von M abhangt. W und W unterscheiden sich also nur um eine Konstante. AuBerdem sieht
man, dass der Integrand von W(X) nicht-negativ ist und genau an den Nabelpunkten von X
verschwindet, wenn also

K1 = K2

FEine Immersion heifit Willmore-Immersion, wenn sie ein Minimum unter diesem Funktional ist.
Hierbei betrachten wir alle Variationen der Fléiche.
Wir wollen nun wie folgt vorgehen:

1. Mithilfe des Lichtkegelmodells iibertragen wir unsere Betrachtungen in den 5-dimensionalen
Minkowski-Raum R*!. Damit lassen sich Willmore-Flichen auf S3 durch stereographische
Projektion konform auf Willmore-Flichen in R? abbilden. Lokal kann man also auch Immer-
sionen X : U — S? betrachten.

2. Durch Einfithrung des Konzepts bewegter Rahmen untersuchen wir die Flidchentheorie fiir
S$3 und leiten die Strukturgleichungen in lokalen Koordinaten her.

3. Die Definition einer Folge von Rahmen-Biindeln Fx erzwingt die Existenz einer 2-Form Qx,
die invariant unter Rahmenverschiebungen ist.

4. Diese kanonische 2-Form Qx wird verwendet, um eine Immersion X : U — S2 als Willmore-
Immersion zu charakterisieren, wenn §Qx = 0 gilt.

5. Diese Charakterisierung wird dann in eine andere Formulierung umgeschrieben, als Null-
kriimmungsgleichung einer Familie von Zusammenhéngen, dazu fithren wir die benttigten
Schleifengruppen ein.

6. Die Beziehung zwischen holomorphen Potentialen und Willmore-Immersionen wird unter-
sucht.



1.1 Konforme Geometrie von Flichen in S°

Definition 1.1. Der 5-dimensionale Minkowski-Raum R*! ist der Vektorraum R® versehen mit
dem inneren Produkt

0 00 0 —1
0 100 0
B=Bj)=| 0 010 0
0 001 0
-100 0 0

Dies ist nicht die Standardwahl fiir ein inneres Produkt. Ein Vektor x € R*' heifit Raum-, Licht-
oder Zeitvektor, wenn entsprechend (z,z) > 0, (x,x) = 0 oder (x,z) < 0 gilt. Wir nennen z € R*!
positiv, wenn x° > 0 ist.

Um eine Orientierung zu erhalten, fordern wir

dz® A dx' A dx? Adxd Adat >0
Indem man die positiven Lichtvektoren in R*! durch
£t ={zel’| (z,z) =0,2"> 0}
definiert, erhélt man folgende Proposition:

Proposition 1.2. Der Untervektorraum
E, = {x €LY (z,y) = —1}
mit der induzierten Metrik ist isometrisch zu R3.

Betrachtet man den Quotienten £+ /R* | die Menge aller positiven Lichthalbgeraden, so bezeichnen
wir fir € £7 mit [z] die Halbgerade, die durch z iiber R* aufgespannt wird. Somit ist 3
diffeomorph zu £ /R*.

Wir wollen nun das Konzept bewegter Rahmen einfiihren.

Definition 1.3. Sei F der Raum der positiv orientierten Basen (Rahmen) b = (eg,e1,...,e4) von
R4 mit

<6i,€j> = Bz‘j, €p,eq4 € L.

Sei auflerdem
O(B)={ge M(5 x5R)| g'Bg = B}

und definiere & als die Zusammenhangskomponente von 1 € O(B).

& ist isomorph zu den linearen Isometrien von R**!, die das Skalarprodukt, die Orientierung und
die Zeitorientierung erhalten und man kann ausrechnen:

®={geM(5x5R)|¢'Bg=DB,det(g) = 1,99 >0}

AuBlerdem wirkt & auf natiirliche Weise von rechts auf F und wir kénnen F mit & identifizieren,

indem wir setzen
F ={b=(ep,e1,...,e4) | g€ &:b=ceg},

wobei € eine fest gewihlte Basis von R*! ist. & ist insbesondere eine Lie-Gruppe.



1.2 Die Strukturgleichungen in lokalen Koordinaten und das Rahmen-
Biindel 0-ter Ordnung ]:)((0)

Zunichst fasse man die Komponenten e, eines Elements b aus F (den positiv orientierten Rahmen)
auf als R*!-wertige Funktionen. Unter dieser Identifikation berechnet man

4
c . c
de, = g ecwy =: ecws, (1)
c=0

mit den eindeutig bestimmten 1-Formen w?. Differenziert man diesen Ausdruck erhilt man unter
Verwendung von (1)

0 =d(dey) = de. Nw§ + ecdw; = ebwg A w§ + eqdw§

= el AwS + epdu?

und somit
dwpy = —wi ANwy (2)

Dies sind die Strukturgleichungen von E. Cartan. Wenn wir noch (e,,ep) = Bgy differenzieren
erhalten wir mit wqp = Bacwy

0=d(eq,ep) = (deq,ep)~+ (€q,dep) = (ecws, ep) + (€q, €cwy)
= Bbcwg + Bacwg = Wpa + Wab (3)

Daraus folgt, dass nur 10 der wj linear unabhéngig sind und dass sie eine Basis fiir die links-
invarianten Formen auf & bilden.

Im Folgenden bezeichnen wir mit (eg); den i-ten Vektor in der Basis eg. Dann ist [(eg)o] der Punkt
in $3, der aufgespannt wird durch (eg)o.

Proposition 1.4. Sei X : U C C — 83 eine Immersion. Wir kénnen sie darstellen durch eine
glatte Abbildung eq : U — LT mit [eg] = X, diese Abbildung ist sicherlich nicht eindeutig, wir
betrachten das Biindel

F ={(z,0) € U x F[eo(2)] = X}

Die Gruppe, die auf diesem Biindel von rechts wirkt ist gegeben durch

G = {g€6](eg)o=r"eo fiir cinr € RL}
r~1 ctA %rctc
= 0 A re |7>0,ce M(3x 1,R),A € SO(3,R)
0 0 r

Beweis. Da (eg)o = r e sein soll muss die erste Spalte von g nur im ersten Eintrag g3 > 0

ungleich Null sein. Aufierdem muss det(g) = 1 sein und I3 in B = B;; muss unter g‘Bg erhalten
bleiben. Somit hat g zunéchst die Gestalt

r at b
0 A ¢ |,a,ce MB3x1,R),beR,AeSO(3,R)
0 0 7t



Es muss auflerdem gelten

r at b 0o 0 -1 r at 0 0 -1
0 A ¢ 0 Is O 0 A ¢ = 0 Is 0
0 0 ¢t -1 0 0 0 0 ¢t -1 0 0
0 0 r r a 0 0 -1
& 0 At 0 A = 0 Is 0
—r~ b b 0 0 —rt -1 0 0
Daraus ergeben sich die folgenden Bedingungen:
—r ot cde—r = 0
—rlat+ctA = 0
und somit b = %rctc sowie a® = rct A. Substitution von ¢ durch %c’ und anschliefende Substitution
r = % ergeben die Behauptung. O

1.3 Die Unter-Rahmen-Biindel h6herer Ordnung und die 2-Form ()x

Wir betrachten nun Rahmen, die die Gleichung (deg, e3) = w3 = 0 erfiillen.

Definition 1.5. Definiere das Unter-Rahmen-Biindel 1-ter Ordnung .7-')((1) durch
1 0
fg() = {(pab) € ‘7:)(() | w8|(p,b) = Oa(wé /\wg) > 0}

Bemerkung 1.6. .77)((1) wird via p : f)((l) — M zu einem Prinzipal-Biindel iber M mit Faser

r~1 ptA %rptp c —s 0 P1
B, = 0 A rp €EBy| A= s ¢ 0],24+s2=1p= | p2
0 0 T 0 0 1 D3
Durch die Gleichungen (2) und (3) erhalten wir
0=dws = —w} ANw} —wS Aw? (4)

Mit Cartan’s Lemma folgt dann, dass man w$ und w3 jeweils als Linearkombination von wf und
wi schreiben kann:

w% = huwé + h12w(2) (5)
wg = hglw(l) + hggwg

Hierbei sind die h;; glatte Funktionen auf .7-')((1) mit hio = hoy.
Wir wéhlen nun einen neuen Schnitt € = eF'g mit

1 00 ps 3(ps)?
01 0 O 0
g=10 0 1 0 0
00 0 1 D3
o0 0 o0 1

und p3 : U — R eine glatte Funktion. Dann hat man in den Koordinaten bzgl. € die Funktionen

<fl11 @12) _ (hu —P3 ha2 >
ha1  hao ha1 haa — p3

Man kann fiir p3 = % (h11 + hag) definieren



Definition 1.7. Definiere das Unter-Rahmen-Biindel .7:)(?) durch
FO ={w.t) € FO | by +has = 0}

Dieses ist ein & -Biindel mit

r=t ptA grplp p1
6, = 0 A TP €&i[p= | p2
0o 0 0

Man sieht, dass fiir jede glatte Abbildung ¢’ : U — &, die Eichtransformation eF — eFg’ auf
.7-')((7) den Vektor e3(2) nicht verdindert. Somit erhalten wir eine Abbildung v : U — S3! mit

S ={y e RY |lyll* =1}

so dass fiir alle z € U, v(2) = e3(z) ist, wobei e3 einem Schnitt in ]-')(g) entspricht. Diese Abbildung
~ nennen wir konforme Gauss-Abbildung. Geometrisch entspricht diese Abbildung der eindeutigen
orientierten Sphire in S3, die tangential zu X (U) in X(z) ist, dort auch die gleiche mittlere
Kriimmung mit der gleichen Orientierung besitzt. Die Entsprechung ist wie folgt. Fiir jedes v € S3!
ist v+ C L® eine 4-dimensionale Ebene, auf der das innere Produkt den Typ (3,1) hat. Im speziellen
schickt die Projektion IT : LT — LT /R* = 53 den dreidimensionalen Kegel £ N ~* auf eine
52 c S3. Eine Orientierung auf dieser Sphire kann man wihlen, da v und —+ die gleiche Sphére
mit umgekehrten Orientierungen liefern.

Verschwindet (hi1, h12) nicht, so ist 7 eine konforme Immersion. Es folgt aus (5)

wi’ — ng = (h11 — ihlg)(w(l) + ng)

Auflerdem haben wir

0 1 2
dy = deg = eqws3 + ejwz + eaws

Somit ist v konform, wenn X konform ist, da eg ein isotroper Vektor ist.
Es folgt nun fiir R, die Rechtsmultiplikation

1 1 1
Wo ) Wo L Wo
Ry wé =g w§ g=r1 A" wé

und
R* hi1 hia —r c s hi1 — p3 hia c =S
9 \ha1  hao -5 ¢ ha1 hae —p3) \s ¢
Aus der obigen Betrachtung folgt nun fiir g € &,

Ri(wy Awg) = Riw ARjwg =172 (cwy — swj) A (swg + cwp)

= 1 %(cs(wg Awp) — s2wE Aw§ + Awg Awd — sc(wi Awd)
—sc(wg Awg) — wE Awg + 52w Awd + cs(wd Aw?))
72 (s? + A)wh AWl

= rfzwé A wg

sowie ) )
R; <4 (hll — h22)2 + h%2> = ’)"2 <4 (hll — h22)2 + h%2>



und somit
1 1
Ry <4 (h11 — hao)® + hrﬁ) wy Awj = <4 (P11 — has)” + hfz) wo A,

das heift, es existiert eine glatte 2-Form auf U, bezeichnet mit Qx, so dass bzgl. p zuriickgezogen
auf .7:/(‘;) die Form
. 1
P (Qx) = (4 (hll — h22)2 + h%2> w(l) A wg,

invariant unter Rahmenverschiebung R7.

Insbesondere gilt somit auf ]—')(;’) (haa = —h11):
* 1 2 2 1 2
p'(Qx) = (7 (ha1—ha)” +hip Jwg Awy

hir hi2\ 1, o
det <h21 B )wo AW

= —w? A wg’
Definition 1.8. Die Menge aller Nabelpunkte bezeichnen wir mit Uy

Ux ={z € U|k(z) =0}
Das Komplement ist Nx = U \ Ux
Das Fliachenenelement, das von ~ erzeugt wird ist

Wi AWS = —|k?wh Awid
mit

k= hi1 —ihi2

Dies ist genau die negative Willmore-Energie, da w§ A w? gerade das induzierte Flichenelement
dA ist. Das Willmore-Funktional kann also geschrieben werden als

W(X):/fa)?/\wgz/ﬂx
U U

Bryant[1] beweist nun das folgende Theorem.

Theorem 1.9. Sei M2 cine orientierte Fliche. Dann ist X : M? — S° eine Willmore-Immersion
genau dann, wenn 0Qx = 0.

Hierbei ist die aus den Strukturgleichungen kanonisch hervorgegangene 2-Form §2x die 1. Varia-
tion des Willmore-Integranden Qx.

Um die Euler-Lagrange-Gleichung fiir die Willmore-Immersion zu schreiben, betrachten wir eine
Immersion X und einen Schnitt e im assoziierten Biindel F )(g ). Wir setzen WY = h1w? + howd.
Nach Cartans Lemma existieren glatte Funktionen py1, p12 = p21 und pos, so dass

dhy + 2w8h1 = w%hg + hua)? + hm&)g

+p11w§ + p1aw (a) (6)
th + 2w8h2 = w%hl + hglcU? + hQng
+p2a1wh + paowi (b)

gilt.Dann ist X genau dann eine Willmore-Immersion, wenn

p11 +p22 = 0. (7)



2 Formulierung mit Schleifengruppen

In diesem Abschnitt fithren wir eine andere dquivalente Bedingung fiir Willmore-Immersionen ein.
Dies wird eine Nullkriimmungsbedingung fiir eine Familie von Zusammenhéngen sein.

2.1 Umformulierung der Willmore-Bedingung

Die Rechnungen von Hélein [2] sind sehr ausfiihrlich und werden deshalb hier auch nur wiederge-
geben. Zunéchst fiihren wir einige Matrizen

(A+7A77AO;B+7vaBOa C+7C*aD+7D7)

ein. Diese sind gegeben durch

0 0 O 0 0 0
Ar=1X+ 0 0 A_=|X_ 0 O
0 X, 0 0 Xt o0
0 0 0 0 XL 0
Ag=|Xo 0 O B,=10 0 X4
0 Xt 0 0 0 0
0 Xt 0 0 X, 0
B.=|0 0 X_ Bo=(0 0 X
0 0 0 0 0 0
10 0 0 O 1 0 0 0 O
0 0 — 0 O 0 0 4 0 O
C,=10 ¢ 0 0 O cC_=1]10 —i 0 0 O
00 0 0 O 0 0 00 O
00 0 0 -1 0 0 0 0 -1
00 0 0 O 000 0 O
00 0 -1 0 000 —-10
D,=10 0 0 i O D_=]10 0 0 — 0
01 - 0 O 01 4 0 0
00 0 0 O 000 0 O
Hierbei ist (X4, X_, Xg) eine Basis von C?, die gegeben ist durch
1 1 0
Xi=\|—-i], Xo=|i], Xo=10
0 0 1

Nun geben wir noch eine Tabelle von Lie-Klammern an von den Elementen dieser Basis, sie gibt
[X,Y] in Abhéngigkeit von X und Y an.

Y[ A A_ | A | By B_ | By, | Cy | C- D, D_
X
A, 0 0 0 0 | —2C; | —Dy | 244 0 0 24,
A, 0 0 0 | —2C_| 0 | -D_| 0 | 24_ | —24, 0
Ay 0 0 0 D, | D_ | —E | 4 A, A, A
B, 0 2C_ | —D. | 0 0 0 0 | —2B; 0 2B,
B_ 20, 0 -D_ 0 0 0 |2B_| 0 2B, 0
Bo D, | D_ E 0 0 0 | -Bo | -Bo B, B_
C, 24, | 0 —Ay | 0 2B Bo 0 0 D, D_
C_ 0 | —24_ | -4, | 2B, 0 Bo 0 0 D, —D_
D, 0 24, | A, | 0 2By | -B, | Dy | -D_ 0 C.-C_
D_ 24, 0 | —A_| 2B, 0 |-B_|-D_| D_ |C_-Cy 0




mit £ = 3(Cy — C_).

Seien o und 7 die folgenden zwei Matrizen

-1 0 0 0 O 100 0 O
0 1 0 0 O 010 0 O
c=]10 010 O =10 0 1 0 O
0 001 O 0 00 -1 0
0 00 0 -1 0 00 0 1

Mit Hilfe dieser zwei Matrizen ldsst sich unsere Lie-Algebra g aufspalten. Es ist
g="t+p
mit
t={¢cgloto™ =¢& p={¢ecglogo™ =-¢}
Im Folgenden bezeichnet der Zusatz -© die Komplexifizierung einer Lie-Algebra ¢€ = ¢ @ C. Die

Lie-Algebra £ wird aufgespannt durch (Cy,C_, D4, D_). Ebenso kann man die Matrix 7 benutzen,
um g aufzuspalten,

g=1+q
mit
(={¢eg|lrer™' =€ q={ceg|rer!=-¢}
Die Lie-Algebra [ wird aufgespannt durch (A, A_, By, B_,C4,C_). Die homogene Mannigfal-
tigkeit & \ £ ist 1.
Sei nun X : M — S eine glatte Immersion und e = €F ein glatter Schnitt im Biindel F )((1 ). Zieht

man die Maurer-Cartan-Form zuriick, so ist w = F~1dF, dies kénnen wir in unserer Basis von g©
schreiben als

w = atA +a A _+b"B, +bB_+ (" +9)B,
+ctCy+c¢ Co+d"Dy+d D_

Die einzelnen Koeffizienten sind hierbei

at = %(wé + iwg) a = %(wé - iwg) (8)
bt = %(w? + iwg) b~ = %(w? — iwg) 9)
bo = (h1 — ihg)a+ = 2h(1+ (10)

wobei h = 1(hy — ihs) definiert ist durch

0 1 2
w3 = hiwy + howy

1 1

ct = §(w8 +iwy) ¢ = i(wg — iws) (11)
1, . . 1

At = (i +iw3) d7 = (w] —iw)) (12)

Wegen wi = 0 gibt es keine Ap-Komponente in w.
Setzen wir nun H := %(hn + hoo) und k := %(hn — hgs) — ihq2, so erhalten wir

d-=kat +Ha  d"=ka +Ha" (13)



und a” =at,b” =bt, ¢ =ct,d” =dF, w) =b + 0. Nutzen wir nun die Strukturgleichungen
dw + wy, A w}“ = 0 aus, so erhalten wir folgende Beziehungen zwischen den Koeffizienten

dct —2a" AbT —d” AdT =0 (14)

dd )+ (cm—c)Ad  +°ANa” =0 (15)

atAd”+a AdT =0 (16)

dat +2aT Act =0 (17)

dbt 4+ 2c7 AT+ (B0 +B0) AdT =0 (18)
und durch eine etwas langere Rechnung auch

db® + (¢t +c )N — 20" Ad™ =2H(b™ AaT —bT Aa")+2Pa” AaT (19)

Diese Gleichungen liefern uns nun auch eine zwei Parameter Familie von w, indem wir fiir A\, u € C*
setzen

Way = A 0By + NN aT AL + b By +utd D
+cTCy + ¢ O + Aub"By + Ma~ A_ +b"B_) + pd™ D (20)
Somit ist
WX = W) 1 = A_l(bOBO +G+A+ +b+B+)
+ctCy+c¢ C_o+d D_d"Dy (21)
A0By+a~A_ +b"B_)
= A o) +ag+ Af
und

Wy =wi, = ;fl(bOBo +d D_)
+atA, +a A_+b B_+b"B +ctCL +cC_
+u(b0By +d* D)
=1 By + Bo + upy (22)

Es gilt auch weiterhin w = F~'dF = wy ;.
Theorem 2.1. Die folgenden vier Aussagen sind dquivalent.

(a) e = €F ist ein Schnitt von ]—')(;’), d.h. H = 1(h11 + has) = 0 und X ist eine Willmore
Immersion, d.h. P = %(pu + pag) = 0.

(b) Fir alle p, A € C* hat wy , Krimmung Null, d.h.
1
de,H + §[W/\7u A w,\w] =0
(¢) Fiir alle A € C* hat wy Kriimmung Null, d.h.
1
dwy + 5[&))\ /\LJ)\] =0
(d) Fir alle pp € C* hat w, Krimmung Null, d.h.

1
dw,, + 5[‘% ANwy] =0



Bewetis. Wir berechnen zunéchst unter Beriicksichtigung aller Beziehungen und der Tabelle der
Kommutatoren

dW)h# + 5[(.{])\’“ AN w)\yﬂ]

= —(\'ptaT AdT 4+ ApaT AdT)Ag
O\ = A HOANdTBy + AN 2 = N0 AdT B
+A T Tt = A [2H (DT AaT —bT AaT) +2Pa” AaT]By

Benutzen wir nun noch die Gleichungen (10) und (13), so ergibt sich

1
dor +  Gloaup Awal

= —(\ 't = A HaT Aa Ay
+(Ap? = AX"H2hHa™ AaT By
+(A w2 = N\)2hHaT Na” B_
+O\T = A [(2H(b™ AaT — bt AaT)+2Pa” AaT]By

Gilt also eine der drei Aussage (b) - (d), so muss insbesondere der Koeffizient vor A verschwinden,
dies passiert aber nur, wenn H = 0 ist. Fiir H = 0 ergibt sich die Gleichung

1
dwy,, + *[WA,M A W/\,u] = (/\71/171 — A)Pa™ A at By

2
Somit ist auch P =0 und die Aussage (a) folgt.
Ist umgekehrt H = P = 0, so folgen aus (23) die drei Aussagen (b) - (d). O

Im Folgenden nehmen wir an, dass X eine konforme Immersion ist. Dann folgt aus der Bedingung
wh Aw? >0, dass a™ eine (1,0)-Form ist.

Man koénnte nach dem obigen Theorem annehmen, dass man eine komplette S! x S'-Familie
von Willmore-Immersionen erhélt. Dies ist aber nicht der Fall. Eine der beiden Torusaktionen ist
trivial, nur die andere ist nichttrivial.

2.2 Schleifengruppen
Hier noch einmal zur Erinnerung die Definition von Schleifengruppen.

Definition 2.2. FEine Schleifengruppe zu einer Lie-Gruppe & ist gegeben durch

AG ={go: 5" = &|gr=> (9o)r\'}

keZ
Getwistete Schleifengruppen sind
A® =1{go: 8" = B|g_\=0gro '}

Elemente der Schleifengruppen bezeichnen wir mit go Wir betrachten im Folgenden nur messbare
Funktionen, die beschrdinkt bzgl. der Norm

1/2
90| = <Z(1 + kQ)sl(go)MZ)

keZ

fiir ein s > 1/2 sind. Zusdtzlich fiihren wir noch die Schleifengruppen
ATSC = {g, | go lisst sich holomorph auf |\| < 1 fortsetzen}

A6t = {90 | go ldsst sich holomorph auf |A\| > 1 fortsetzen}

emn.

10



Ebenso kénnen wir Schleifengruppen von Lie-Algebren Ag definieren. Die Multiplikation ist immer
punktweise fiir ein A definiert, dadurch erhalten wir auch eine Lie-Klammer.

Die Familie wy von 1-Formen, die Koeffizienten in g€ besitzt und von A € C* abhingt, kénnen
wir nun mit Hilfe dieser Schleifengruppen darstellen.

Aus Frobenius Theorem folgt, dass dwy + %[wA Awy] = 0 die hinreichende und notwendige Bedin-
gung ist, dass lokal eine Abbildung F, von U nach A® existiert, die

dF, = Fow,

erfiillt. Ist nun U einfach zusammenhingend, was wir im Folgenden annehmen, so existiert F,
sogar global. Wir wihlen nun einen Basispunkt p € U und setzen den Startwert Fi,(p) = 1. Dieses
F, nennen wir nun ”Extendend conformal Willmore Immersion” (ECWI). Die Menge aller ECWI
ist sicherlich micht bijektiv zur Menge aller Abbildungen von U nach A®, wir suchen nun nach
Bedingungen, die die ECWIs charakterisieren.

Wir hatten die Gleichungen

FildFy =wy =4\ +ag + of

mit
a’l = CL+A+ + b+B+ + bOBO
ag = ¢"Cy+c C_+d"Dy+d D_
of = aA_+b B_+By=a}

Im Folgenden versuchen wir nun diese Gleichungen auszunutzen, um Bedingungen zu erhalten, die
Willmore-Immersionen charakterisieren. Wir starten mit einigen Beobachtungen.

(i) F, € A®, d.h. es ist eine Abbildung mit Werten in A, die die Realititsbedingung

F)\71:F)\

erfiillt.
(ii) F;ldFA ist eine Linarkombination von A, A%, A~
(iii) o} und o haben Koeffizienten in p* und aq hat Koeffizienten in &.

(iv) Die Struktur von o kann geschrieben werden als

0 (ndz+~dz)! 0
o) = | vdz 0 ndz + vdz (23)
0 vidz 0

wobei 7, v, glatte Abbildungen von U nach C? sind, mit

viev=vn=0 (24)
v verschwindet nie (25)
38:U—C, v=p0v (26)
In unserem Fall sind
vdz = atX,
W = L)X
ndz = b*(%)X+dz + 6% X



Lemma 2.3. Die obigen Bedingungen (i) bis (iii) sind dquivalent zu den folgenden Bedingungen
VzeU Fo(z) € AB, (27)
A= AFdFy, € ATt (28)

Beweis. Die Richtung (i)-(iii)=-(27),(28) folgt sofort. Nehmen wir nun (28) an, dann haben wir

FildFy = ) op\F
k>—1

und die Bedingung (27) impliziert zwei Dinge: Eine Realititsbedingung 6_j = 0y, aus der wir (i)
folgern und o
F)\_ldF)\ = 9_1)\_1 +60g+60_1)

(somit gilt auch (ii)) und schlieBlich die Twist-Bedingung

oF 'dF\o™t = F~\dF_,
die (iii) impliziert. O
Sei nun

E={F,:U— A&, | Fo(p)=1und F, erfiillt
(23), (24), (25), (26), (27), (28)}

und

W={X:U—-S8% | X isteine konforme Willmore Immersion
mit X (p) = Xo}

Wir definieren auflerdem die Abbildung

PE - W (29)
FO — X = P(FO) = [(ﬁFl)Q} (30)

Im folgenden Theorem werden wir nun zeigen, dass diese Abbildung bijektiv ist.

Theorem 2.4. Beginnend mit einer Immersion X € W konnen wir eine ECWI F, € & kon-
struieren mit [(eFy)o] = X. Umgekehrt ist fir jedes gegebene Fo € E die Abbildung [(eF1)o] eine
konforme Willmore-Immersion.

Beweis. Die Konstruktion einer ECWI F, aus einer gegebenen konformen Willmore-Immersion
haben wir bereits im vorherigen Abschnitt durchgefithrt. Wir beweisen nun die Umkehrung.

Sei also F, € £ und X = [(eF1)o]. Die Bedingungen (23),(24),(25) garantieren, dass X eine
konforme Immersion (w} A w3 > 0) ist. Dies folgt aus der Struktur von o} und a* A, # 0. Wegen
Theorem 2.1 reicht es aus eine ECWI é, = €F, zu konstruieren, die X hochhebt, so dass F N LdF \
die Form von w) hat, damit X eine konforme Willmore-Immersion ist.

Um so eine Abbildung zu finden, suchen wir zunéchst nach einer Aufspaltung

Fo: od

mit g : U — K. Wir suchen also Abbildungen r : U — (0,00) und R : U — SO(3) mit

r1 0 0
g=| 0 R O
0 0 T
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Wegen (24) und (25) existiert ein eindeutiges g mit Rv = r X, diese Bedingung bestimmt unsere
Wahl von g. Wir haben

Fy'dFy = g 'Fy'dFyg+g 'dg
= A'@ + a0 + A&

Hierbei nimmt &, Werte in t an, &, und &; Werte in pC, es gilt &} = &) und

0 (Rp)t O
& =g lalg=A.dz+r*BB,dz+r |0 0 Rn|dz
0 0 0

Wegen R € SO(3) und (24) gilt
(X4)"(Rn) = (r~'Rv)"(Rn) = 0,
somit gibt es u,v € C mit
Rn=uX; +vXp.

Dann lésst sich @) schreiben als
&) = Aydz + (r*Bdz + rudz) By + rvBodz

Dieser Ausdruck ist sehr &hnlich zu dem Koeffizienten vor of in wy, dieser war a™ Ay + b" By +
b'By). Da g in der ersten Komponente nur eine Multiplikation mit einer positiven reellen Zahl
ist, erhalten wir (eFy)o = (eFig)o = r'(eF}). Somit ist auch X = [(¢F})o] und das Theorem
bewiesen. O

2.3 Eichtransformationen

Wir haben im Beweis der vorherigen Theorems gesehen, dass jede ECWI so deformiert werden
kann, dass die neue ECWI Fy die Form (21) hat. Eine ECWI in dieser Form nennen wir norma-
lisiert. Wir haben ebenfalls bewiesen, dass es moglich ist, den Koeffizienten a* = dz zu wihlen.
Man kann auch lokal jede ECWI so umeichen, dass o} eine (1,0)-Form ist. Diese ECWI heiflen
harmonisch.

2.4 Schleifengruppen-Zerlegung

Die Aussagen iiber Zerlegungen von Schleifengruppen werden hier nur wiedergegeben, eine ausfiihr-
liche Einfithrung findet man in Pressley/Segal [3].

Unser Hauptproblem ist, dass & keine kompakte Liegruppe ist und deshalb ein Ergebnis nur lokal
gilt.

Lemma 2.5. FEs existiert eine auflisbare Gruppe B C &S von der Form

e 0 0
B={gerClg=(0 R 0 |,0cR Rec}
0 0 e

mit RS = RKB. Diese Aufspaltung ist ein Diffeomorphismus. Dabei ist € bestimmt durch die
Twasawa-Zerlegung SO(3)¢ = SO(3)¢.

Definition 2.6. Die Schleifengruppen A%@S und A7 &S sind definiert durch
AG8S = {g. € A6 | g0 € B}

und Ay 8 = A

C
(1195
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Theorem 2.7. (a) (Iwasawa) Es ezistiert ein lokaler Diffeomorphismus zwischen

ABS und A®, x AL S5

(b) (Birkhoff) Es gibt eine offene Teilmenge von ASS ("grofie Zelle”), so dass die Abbildung
ATBS x AT6C — ABC
ein Diffeomorphismus ist.

Lemma 2.8. Ist h, : U — AGL(n,C) eine holomorphe Kurve, dann trifft entweder ho, nie die
grofie Zelle oder es gibt eine Teilmenge isolierte Punkte, an denen ho(z) nicht die grofie Zelle

trifft.

3 Weierstrass-Darstellung von Willmore-Immersionen

In diesem Abschnitt werden wir zunéchst eine konforme Willmore-Immersionen aus holomorphen
Potentialen gewinnen. Erweitern wir umgekehrt die Menge der Potentiale auf meromorphe einer
gewissen Form, so erhalten wir auch wieder zu jedem Potential eine Willmore-Immersion.

3.1 Holomorphe Potentiale

Definition 3.1. Sei V' eine offene Teilmenge von C. By bezeichnet die Menge aller holomorphen
1-Formen po auf V (geschlossene Formen vom Typ (1,0)) mit Koeffizienten in A~1A+g® N AgC
und der Term niedrigster Ordnung hat die Form

0 mt 0
(,Uo)—l = l 0 m | dz
0o I 0

mit den Bedingungen l,m :V — C31t -1 =1'-m = 0 und | verschwindet nicht.
Theorem 3.2. Sei U einfach zusammenhdngend und po € Py und zg € U. Dann gilt
1. (Integration) Es gibt eine eindeutige holomorphe Abbildung g, : U — A®BS mit

dgo = pogo auf U
go(20) = 1

2. (Lokale Zerlegung) Es gibt eine Umgebung Vo von zo in U auf der zwei Abbildungen F, :
Vo — AB, und ho : Vo — A;Qﬁg definiert sind, so dass

9o(2) = Fo(2)ho(2), Vz eV (31)
gilt.

3. F, ist eine harmonische ECWI und somit ist z — [(eF1(2))o] eine konforme Willmore-
Immersion.

Beweis. [i, ist eine kriimmungsfreie Zusammenhangsform, dies folgt aus den Gleichungen
dito = [pto A 1] =0

Somit folgt die erste Behauptung aus Frobenius Theorem.

In der Nihe von zy ist g, nahe bei 1. Somit kénnen wir Theorem 2.7 auf g9 = a9 = by = 1
anwenden und erhalten so die Existenz einer Umgebung Vj von zq, in der wir g, splitten konnen,
die zweite Behauptung gilt, also insbesondere F, € A&, (siche (27))
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Aus (31) erhalten wir F, = g,hs* und somit
F7ldF, = hogsldgohg™ — dhohg
= hopohst —dhohst
Es ergibt sich F;'dF, € A™'A+tg® N Ag, (siehe (28))und somit
F{ldEy = A1) + ap + Aaf

Auflerdem wissen wir of = ho(to)—1hg L und hg € B, somit gibt es Abbildungen 7 : Vy — S* und
R:Vy— € mit

0 0
R 0
0

1"71

ho =

O O 3

Somit ist
0 (rRm)? 0
o) = |r7'RI 0 rRm | dz
0 (r~ 'Rt 0

Dies ist (23).Wegen R € SO(3)C gilt (r'RI)* - (r"*Rl) = r~2![-1 =0 und (r—*RI)! - (r'Rm) =
I* - m = 0 (siehe (24)). Die Gleichungen (25) und (26) folgen aus der Definition des Potentials.
Somit ist F, € £ und das Theorem wurde vollstdndig bewiesen. O

Wir haben also ausgehend von einem holomorphen Potential (abstrakt) eine Willmore-Immersion
konstruiert. Im folgenden Abschnitt wollen wir nun den umgekehrten Weg gehen, hier erhalten
wir allerdings nur eine lokale Aussage. Um eine globale Aussage treffen zu kénnen, miissen wir
den Potentialraum verédndern.

3.2 Das meromorphe Potential einer Willmore-Immersion

Proposition 3.3. Sei X eine konforme Willmore-Immersion auf U C C. Dann existiert fir jedes
zo € U eine Umgebung Vy, auf der wir ein Potential o konstruieren kénnen, so dass X wie im
obigen Theorem 3.2 aus o entsteht.

Beweis. siehe [2], S.367-368 O

Wir werden nun diese Proposition zu erweitern, so dass wir eine globale Immersion bekommen.
Dazu reicht es aus Potentiale zu betrachten, die vom Typ 1o = A1 (o) _1 sind. Allerdings diirfen
diese Potentiale auch meromorph sein. Eine Verbesserung ist dann, dass diese meromorphen Po-
tentiale eindeutig sind, nur lokale Singularitéten besitzen, aber nicht mehr vom Typ (1,0) sind.

Theorem 3.4. Sei U C C einfach zusammenhingend und X : U — S3 eine konforme Willmore-
Immersion. Fiir eine ECWI ey = €F, : U — A®,, die X hochhebt sei der Koeffizient vor A\™1 in
FldF,

0 (ndz+ Brdz)! 0
oy = | vdz 0 (ndz + Brdz)
0 vidz 0

Dann ezistiert eine Teilmenge S von U, die aus isolierten Punkten besteht, so dass auferhalb von
S das Splitting

F,=F Ff
gilt. Hierbei ist F5 : U\ S — A7®S und F : U\ S — AT &S und F entsteht aus einem linearen
Potential o, so dass

pa = (Fy)7ldFy
0 (mdz+ 01dz)" 0
= X!l 0 (mdz + 0ldz)
0 ltdz 0
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Hierbei sind 1,m Abbildungen von U C S — C3 und 0 : U C S — C, so dass

Pl=1m=0 (32)
[ verschwindet nie (33)
d(ldz) = d(mdz + 0ldz) =0 (34)

gilt. Somit ist I holomorph und m ist eine Losung von %—ZL = %, Genauer gesagt, gilt | = r 'Ry,
m =rRn, 0 =123 fir einr € C*, R € SO(3)C.
Wir nennen (Idz, mdz + 0ldz) Weierstrass-Daten von F,. Alle Abbildungen, die die obigen Bedin-
gungen erfillen liefern auch Weierstrass-Daten.

Beweis. Der Beweis besteht aus mehreren Schritten. Zunichst konnen wir die ECWI F, so
wihlen, dass sie harmonisch ist. Diese bezeichnen wir mit ,F,. AnschlieBend zerlegen wir ,F,
mit Hilfe von Proposition 3.2 in
aFo = afo * aho

mit 490 : V — A&C und 4h, : V — A% &C. Somit gehort ,F, genau dann zur grofien Zelle, wenn
aJo dazu gehort. Somit trifft ,F, nie die grofle Zelle oder es nimmt Werte in der groflen Zelle an
aufler an isolierten Punkten.
Der Ubergang von F, zu oF, verindert die Eigenschaft zur groBen Zelle zu gehoren nicht. Wir
setzen

S ={z € U| F5(z) gehort nicht zur grofien Zelle}

Wir miissen nun zeigen, dass S aus isolierten Punkten besteht. Fiir eine lokale endliche Uber-
deckung U C |J,c 4 Va seien A; C A die Mengen, bei denen S aus isolierten Punkten besteht, hier
gilt SNV, =8, und A C A die Mengen, bei denen S NV, = V, gilt. Aus den obigen Betrach-
tungen folgt A = A || As, selen nun Sy = UaeA1 V, und Sy = UaeA2 Va. Die Menge U \ Sy ist
zusammenhéngend und S; ist eine offene und abgeschlossene (da V, offen) Teilmenge von U \ S;.
Somit ist entweder Sy = () oder Sy = U \ S1, woraus folgen wiirde, dass S = U gilt. Aber fiir ein
20 € U gilt F5(29) = 1, was sicherlich zur grofien Zelle gehort. Somit gilt S = () und S besteht
nur aus isolierten Punkten.

Wir kénnen also Theorem 2.7 anwenden und erhalten somit eine Aufspaltung von F, in

F, = FCF+

oder F; = F,(F;)~! und somit
po = (Fy ) 'dFy = FfFy dF,(FS) ™" —dFF(FF)™! (35)
Dieses p, hat Koeffizienten in A=*A*g® N A7 ¢S und damit die Form
= A" (o)1
Es gilt aulerdem dpuo + %[uo A pto] = 0 und damit auch
d(po) -1 = [(fo)—1 A (o) -1] =0

Wegen (35) ist (p10)_1 = FyF oy (Fy" )~ und fiir

r 0 0
Ff=[0 R 0
0 0 rt
ist
0 (rRndz + rBRvdz)* 0
(tto)—1 = | r'Rvdz 0 rRndz + rBRvdz
0 (r~'Rvdz)! 0
Setzen wir nun ! = r'Rv und m = rRn und 6l = rBRv so erhalten wir die Aussage des
Theorems. O
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Sind zwei ECWI durch Eichtransformationen ineinander iiberfithrbar, dann verdndern sich die
Weierstrass-Daten. Die genaue Beziehung wird nun erklért. Sei

F = F, ¥,

dann sehen die Weierstrass-Daten von F. wie folgt aus

Ur =1
m = + @ + g
0z 0
;D
Hierbei ist § = L, wobei f,7 Daten der Eichung ¥, sind und r durch F, bestimmt ist.

(2a+)(1,0)
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