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1 Einleitung

Diese Vortragsreihe soll die Beschreibung von konformen CMC-Immersionen f : M — SU(2) =
S® von Tori nach S? darstellen (vergleiche [3] fiir die spezielle Situation von harmonischen Ab-
bildungen). Im Falle des Torus interessiert man sich zunéchst fiir ein Prinzipal-SU (2)-Biindel
P und ein Higgsfeld ¢’ € QY0(M;adP ® C), das der (1,0)-Anteil des Higgstensors ¢ = f~'df
ist. Ausgehend von den Gleichungen

47(6) =0, d%(:0) = SH[p A ] (1.1

folgt, dass %(;5’ ein holomorpher Schnitt von adP ®c¢ K ist, wobei d¥ die duflere Ableitung des
Zusammenhangs V = d — %(b und K das kanonische Biindel der holomorphen 1-Formen auf
M bezeichnet.

Dariiberhinaus soll auch die Spin-Struktur der Immersion f : M — SU(2) untersucht und
eine Spektralparameter-abhéngige Familie von flachen Zusammenhingen V) mit A € C* ein-
gefithrt werden, um anschlieflend die Spektralparameter-abhéngige Holonomie und die damit
assoziierte Spektralkurve zu verstehen.

2 Differentialgeometrische Voraussetzungen

Der Ausgangspunkt der Untersuchung von konformen CMC-Immersionen nach SU(2) ist im
Allgemeinen eine glatte Abbildung
f:M -G,



wobei M eine Riemannsche Fliche und G eine Lie-Gruppe mit bi-invarianter Metrik ist. Da
die links-invarianten Vektorfelder X : G — T'G ausgestattet mit dem Kommutator [-, -] der
Liealgebra g von G entsprechen, erhélt man durch die Linkstranslationen der Lie-Gruppe

TG ~ Gxg
vg — (9, dng;l(Ug))
eine Trivialisierung des Tangentialbiindels zu G. Die g-wertige 1-Form g +— 6, mit
by: TG — g
Vg = dngl(Ug)

ist die Maurer-Cartan-Form, welche verkiirzt auch als §# = g~'dg geschrieben wird. Sie erfiillt
die Strukturgleichung von Maurer-Cartan

d@—i—%[@/\@] ~0. (2.1)
Fir f : M — G erfiillt der Pullback ¢ = f*6 ebenso die Maurer-Cartan-Gleichung, da
d(f*e) + %[f*e N9 = frdo+ f*%[e A 6]
1 (do + %[0 A 6])
= 0.

Die 1-Form ¢ = f~'df € Qi(M,g) wird im Folgenden von zentraler Bedeutung sein; wir
wollen aber zunéchst einen kurzen Einschub iiber kovariante Ableitungen einer Lie-Gruppe
machen.

Es existiert genau eine kovariante Ableitung V auf G, beziiglich welcher alle linksinvarianten
Vektorfelder X € g flach sind. Ist A : g x g — g eine bilineare Abbildung, so induziert diese
ein Tensorfeld Ay € T2 (@) durch die Definition

Ax(v,w) == X(O(v),0(w))y fur alle g € G und v, w € T,G.
Die kovariante Ableitung V> := V° 4+ A, ist dann durch folgende Eigenschaft charakterisiert
VX0, X1 € g: Vi, X1 = MXo, X1).

Zu der globalen Trivialisierung ¢ : TG ~ G X g existiert genau eine kovariante Ableitung V%,
fiir welche alle Schnitte
X = p(- X) €eT(TG)

flach sind. Da fiir alle X € g aufgrund von ¢ (g) = X, Vg gilt ¢ = X, existiert genau eine
kovariante Ableitung VO auf G, beziiglich welcher alle linksinvarianten Vektorfelder X € g
flach sind.

Sind V und V’ kovariante Ableitungen auf G, so existiert genau ein Tensorfeld A € TU-2)(@),
so dass fiir jede C*°-Abbildung f: M — G gilt:

Vpe M,veT,M,Y € X¢(G): V.Y —V,Y =A(fiv,Y)).



Wir haben eine kovariante Ableitung V° eingefiihrt, welche durch die Flachheit aller linksin-
varianten Vektorfelder charakterisiert ist. Ist nun A : g X g — g eine bilineare Abbildung, so
induziert diese ein Tensorfeld Ay € T(12)(@) durch die Definition

Ax(v,w) := A(0(v),0(w)), fir alle g € G und v, w € T,G.

Hierbei ist # wieder die kanonische 1-Form (Maurer-Cartan-Form) von G, fiir die 0(X,) = X
gilt. Die kovariante Ableitung V* := V% + A ist dann durch folgende Eigenschaft charakte-
risiert

VX0, X1 €g: Vi, X1 = A(Xo, X1).

Lemma 1. Sei G Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und A : g X g — g eine bilineare Abbildung.
Dann ist die von A induzierte kovariante Ableitung V* linksinvariant. Dariiberhinaus erhilt
man jede linksinvariante kovariante Ableitung von G auf diese Weise.

Wir interessieren uns fiir die Frage, wann ein Vektorbiindel 7 : E — B bzgl. einer kovarianten
Ableitung V flach ist. Hierfiir betrachtet man

Definition 1. Der Krimmungstensor R von V ist fiir Vektorfelder X,Y € X und Schnitte
s € I'(m) tiber
R(X,Y)S = Vvas — VyVXS — V[X,Y]s

definiert. Ist R = 0, so sagt man, dass 7 bzgl. V flach ist.

Bemerkung 1. Die durch Links- bzw. Rechtstranslation induzierten Trivialisierungen ¢,
von T'G einer Lie-Gruppe G fiihren zu kovarianten Ableitungen V%, V!, bzgl. derer (G, V°)
und (G, V) flach sind.

Lemma 2. Fiir die kovarianten Ableitungen V° und V! gilt
VY — V%Y = [X,Y] VXY € X(G).

Beweis. Wir wollen (VE—V%)Y berechnen und betrachten folgende Eich-Transformation von
TG ~ G x g, die die linksinvarianten Vektorfelder von G in die rechtsinvarianten Vektorfelder
von G {iiberfiihrt:

Ad(g): TG — TG
(9:5) — (9,959 ")

Dann gilt AVE = VA, d.h.
VE = Ad(g) 'V Ad(g).

Somit erhalt man

(VE-VR)Y = (Ad(9)'VEAd(g) - VK)Y = Ad(g)"ad(X)Y
= [X,Y].

O]

Es soll nun untersucht werden, wie die Groflen Kriimmung und Torsion fiir kovariante Ablei-
tungen V¢ aussehen, wenn wir fiir X,Y € X(G)

A(X,Y)=¢-[X,Y],c€R

setzen.



Lemma 3. Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und V*¢ die kovariante Ableitung zu
Ae mit A (X,Y) =¢-[X,Y]. Dann gilt fiir deren Kriimmungstensor

VX,Y,Zcg: RX,Y)Z = (s> —¢)-[[X,Y],Z].
Fiir e € {0,1} ist daher (G, V<) flach.

Beweis. Aufgrund der vorherigen Uberlegungen wissen wir, dass fiir die Schnitte ¢? gilt
©? = Z und deshalb kénnen wir wie folgt rechnen:

As e R o A
R(X,Y)Z = V¢VyZ -VyEVEZ — VixyZ

= e VX[V, Z]—e V§¥[X, Z) — ¢ [[X,Y), 2]

= XV 2) - [V [X, 2] - e - [[X,Y], Z]

= (& —¢)-[[X,Y]. 2],
wobei die letzte Gleichung aus der Jacobi-Identitét fiir die Lieklammer [-, -] folgt. O]
Definition 2. Der Torsionstensor T einer Mannigfaltigkeit (G, V) ist durch

T(X,Y)=VxY -VyX —[X,Y] VX,Y € X(G)

definiert.

Das Auffinden der Levi-Civita-Ableitung auf der Liegruppe G wird durch folgenden Satz
moglich.

Satz 1. Auf jeder pseudo-riemannschen Mannigfaltigkeit GG existiert genau eine torsionsireie,
metrische kovariante Ableitung V, die sogenannte Levi-Civita- Ableitung der Mannigfaltigkeit.

Lemma 4. Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und V*< die kovariante Ableitung zu
Ae mit A(X,Y) =¢-[X,Y]. Dann gilt fiir deren Torsionstensor

VX,)Yeg: T(X,)Y)=(2e—-1) - [X,Y].
Fiir ¢ = 3§ ist daher (G, V<) torsionsfrei.
Beweis. Eine kurze Rechnung zeigt
T(X,Y) = V¥Y -Vy¥X —[X,Y]

= - [X,)Y]—¢e- [V, X] - [X,Y]

= (26-1)-[X,Y].
Somit folgtTE(){:)%—l:O(:)e:%.
Der Levi-Civita-Zusammenhang von G ist somit

V= %(v1 + V),

wobei wir ab jetzt in Analogie zu [3] V! =: VZ und V° =: V setzen.

Um die in der Einleitung genannten Gréfien berechnen zu kénnen, wollen wir uns nocheinmal
die Cartansche (dufere) Ableitung fiir Vektorbiindel-wertige Differentialformen in Erinnerung
rufen.



Definition 3. Sei 7 : £ — G ein Vektorbiindel mit kovarianter Ableitung V, r € N und
f: M — G eine C*°-Abbildung. Unter einer m-wertigen Differentialform ldngs f vom Grad

7 verstehen wir eine Familie (wp)pen von Elementen w, € A™(T,M, Ey(,), so dass fiir jedes
r-Tupel Xi,..., X, € X(M) gilt:

(p = wp(Xi(p),-. -, Xr(p))) € Ly (m).

Mit €% () bezeichnen wir die Menge aller m-wertigen Differentialformen lings f vom Grad r.
Satz 2. Fiir jedes r € Ny existiert eine R-lineare Abbildung
d¥ : QU (m) — Q5 (),

so dass fiir jedes w € Q%(7) und alle Xo, ..., X, € X(M) gilt

(@Vw)(Xo,.... X,) = D (-1 (Vx,(W(Xo,..., Xir ... Xp))

DX, X, Koy X X X,
1<J

Firw=sc¢ Q?(ﬂ') = I'y() reduziert sich die Formel auf

(dVs)(X) = Vxs.

3 Eich-Theorie-Formalismus fiir konforme Abbildungen

Die bisher gemachten Beobachtungen werden nun dabei helfen, die globale Beschreibung von
CMC-Immersionen besser zu verstehen. Als erstes wollen wir angeben, wie V — VI auf
Schnitten wirkt.

Lemma 5. Fiir einen Schnitt s € I'(7) des Biindels 7 : TG — G gilt
VE(s) = VE(s) +ad(g 'dg)s

Beweis. Wir wollen (V# — V%)(s) berechnen und betrachten folgende Eich-Transformation
von TG ~ (G x g, die die linksinvarianten Vektorfelder von GG in die rechtsinvarianten Vektor-
felder von G iiberfiihrt:

A: TG — TG
(9,8) — (g9,9s9")

Dann gilt AVE = VA, d.h.
Vi =A4"VA

Somit erhalt man

(VAE=VH)(s) = (A'VFA-VE)(s)=A""dg g7, gsg™ "]
= [g'dg, ).



Bemerkung 2. Zieht man den Levi-Civita-Zusammenhang V von G vermége f : M — G
zurtick, so folgt fiir Schnitte s € I'¢(m)

1
V(s) = S (VI 4+ V5)(s) = ds+ [gb, s| mit ¢ = f1df.
Der Higgstensor ¢ = f~'df ist eine 1-Form mit Werten in der Liealgebra g von G und somit

kann man in unserer Situation von folgenden Daten ausgehen:

(1) Die kompakte Riemannsche Fliche M ist mit einem G-Prinzipal-Faserbiindel P verse-
hen, genauer: 7 : P = f*P — M mit P = GXxG — G. Das zur adjungierten Darstellung
assoziierte Faserbiindel lautet dann TG ~ G x g — G (Details spéter).

(2) Durch Zuriickziehen der induzierten Zusammenhinge V¥ und V¥ auf G erhilt man
einen Zusammenhang auf P, ndmlich den zuriickgezogenen Levi-Civita-Zusammenhang
V= 3(VE+VE).

(3) Die Differenz der Zusammenhinge V¥ und V% ergibt eine 1-Form V¥ — VF = ¢ ¢
QY (M, adP) vermoge der zu P assoziierten adjungierten Darstellung.

Lemma 6. Fiir ¢ = f~ldf gilt
d% (¢) = 0.

Beweis. Wir benutzen die Cartansche Ableitungs-Formel fiir VB-wertige Differentialformen:
d¥(9)(X0, X1) = Vxo6(X1) — Vx,0(Xo) — 6([Xo, X1])
= k00X + 19(X0), 6(X1)]
-V, 6(X0) — 316(X1),6(X0)] - 6([Xo, Xi))
= a7 (9) (X0, Xa) + 516 A 6](Xo, X1)
= 0,
da ¢ = f~ldf die Maurer-Cartan-Gleichung erfiillt. 0

Um die bisher gemachten Feststellungen in das Konzept der Theorie der Laxpaare, des er-
weiterten Rahmens und der Sym-Bobenko-Formel einzuordnen, werden die hierfiir benotigten
Resultate nocheinmal kurz zusammengestellt.

Proposition 1. Der S>-Rahmen F = (f, f., fz, N) erfiillt

F.=FU, F:=FV,

wobei
0 0 —2¢ 0 0 —2¢* 0 0
1 2 H —2u
Y- Uy 0 TH O v- 0 0 0 ;Qe
0 0 0 Qe =" 1 0 2uz H
0 Q 2He*™ 0 0 2He*™ Q@ 0
Beweis. Siehe z.B. [4], Proposition 2.41. O



Wir wollen ausnutzen, dass SU(2) x SU(2) eine zweifache Uberlagerung von SO(4) ist.

Lemma 7. Die zweifache Uberlagerung von SO(4) ist SU(2) x SU(2) vermoge der Grup-
penwirkung

X FXG!

und das Lax-Paar (U, V) wird zu Lax-Paaren

1 —u, e "Q 1 Uz 2(H +i)e"

—u, e "Q 7 1 uz 2(H —i)e"
—2(H+de*  u, )7~ 2\—etQ —uz
Beweisskizze. Betrachte die Pauli-Matrizen

(01 (0 = (1 0
TT=\1 0) 27\ o) 7\ —1)°

Zusammen mit der 2 x 2 Einheitsmatrix 1 bilden die Pauli-Matrizen durch {1,401, i09,i03}
eine Basis fiir den Ring der Quaternionen.

Seien F' = F(z,z,)\), G = G(z2,z,\) € SU(2) die Matrizen, die io1,i09 und ios in die
2 x 2-Matrix-Form von e1, ey und N {iiberfiihren, d.h.

N |

transformiert.

e = F(iO‘l) G_l, €9 = F(iO’Q) G_l N = F(iag) G_l.

Wir definieren

U <U11 U12> — F\F,, V= <V11 Vm) = FF;

U21 U22 V21 V22
ﬁ— — (;:]].l (212 — G_lGZ, ‘7 — ‘le ‘:/].2 — G_IGE
U21 UQQ V21 V22

und konnen die Eintrdge von U, U ,V und V durch den konformen Faktor u, die mittlere
Kriimmung H und das Hopf-Differential ) ausdriicken. Indem wir die Gleichungen

f:]c fm 0 1 —1 fy fy 0 1 —1
el 7]~ 2en i 0 G, e 7]~ 2en 10 G

benutzen, erhalten wir

f. = 2ie"F <(1) 8) Gl f:=2ie"F (8 é) G L.

Mithilfe der in Proposition 1 formulierten Bedingungen an die Ableitungen von f, f,, fz und
N gelangt man durch direktes Rechnen zum Ergebnis (vergleiche [4], Lemma 5.2). O



Ausgangspunkt fiir unsere Untersuchung sind somit erweiterte Rahmen F,G : M — SU(2),
welche die Laxpaare

F,=FU, F:=FV, G,=GU, G:=GV mit U,U,V,V € SU(2)

16sen und zu su(2)-wertigen 1-Formen «,3 € Q'(M, su(2)) fiihren, welche sich aus U, Uu,v
und V wie folgt zusammensetzen

a=Udz+Vdz=F'dF, B=Udz+ Vdz=G 'dG.
Dann ist f = FG~! und ¢ = f~!df = G(a — #)G~! und man erhilt das folgende

Lemma 8. Sei f : M — SU(2) eine konforme Immersion und ¢ = f~'df. Die mittlere
Kriimmung H ist gegeben durch
2dx ¢ = Hp N ¢)].

Beweis. Siehe z.B. [4], Lemma 5.3. O
Durch Einfiihren eines Spektralparameters A € S gelangt man zu folgendem Resultat:
Satz 3. Sei u: R? — R eine glatte Funktion und definiere

o — 1 u,dz — uzdz ix"letdz + iQe "dz
AT 9 1Qe Ydz + ie¥dz —u,dz + uzdz ’

Dann gilt 2day + [y A ay] = 0 genau dann, wenn @ holomorph und u eine Losung der
reduzierten Gauf-Gleichung ist:

1 _
2@625 =+ §(€2u — QQG_Qu) = 0, QE = 0.

Fiir jede Losung u der obigen Gleichung und den zugehorigen erweiterten Rahmen F), Ag, A1 €
St X\ # A1, d.h. A, = e, ist die durch die Sym-Bobenko-Formel definierte Abbildung

_ -1
f - F)\1F)\0
eine konforme Immersion mit konstanter mittlerer Kriitmmung

Ao+ A
_ 20 ity — ),

H— —
Mo — A

konformem Faktor v = ¢*/v/H? + 1, und Hopf-Differential Qdz2 mit Q = %()\1_1 ~AHQ.
Beweis. Siehe [4], Theorem 5.4. O

Wir werden diese Familie von flachen Zusammenhéngen spéter mit der von Hitchin eingefiihr-
ten Familie (V),cc+ in Beziehung setzen. Zunéchst folgt aber

Lemma 9. Fiir eine CMC-Immersion f : M — SU(2) gilt mit ¢ = f~'df

4 (50) = SHI6 A 9],

Im Falle einer Minimalfliche gilt also insbesondere dY (x¢) = 0.



Beweis. Es ist ¢ = f~ldf = G(a — 3)G~! und man erhilt sofort

—1

x¢p=N¢p = —pN mitN:G<é 0>G—1.

Damit erhélt man wieder mit Cartans Formel fiir die &uflere Ableitung

d¥ (x¢)(Xo, X1) = Vx,*d(X1) = Vi, * ¢(Xo) — *6([Xo, X1])
=V, +6(X1) + 5[0(Xo), #6(X1)]
%, * 6(X0) — 3[6(X1), #6(Xo)] — #([Xo, X1
= a7 (46) (Ko, X) + 3 [9(X0), NO(X1)] — £ [6(X0), No(Xu)]
= d7"(x6)(Xo, X1)
= %H[sﬁ A ¢)(Xo, X1).
Fiir eine Minimalfléiche gilt H = 0 und somit folgt in diesem Fall dV (x¢) = 0.
Wir wollen nun ¢ € Q' (M, su(2)) in die K- und K-Komponente zerlegen und erhalten
¢=¢ +¢" mit ¢ € QM adP @ C).
Aufgrund der Spurfreiheit von ¢ gilt ¢" = —¢'*. Der Hodge-*-Operator wirkt auf ¢ wie
#(¢' + ¢") = —i¢) + i¢”
und man erhélt

Lemma 10. Mit den obigen Bezeichnungen erfiillt ¢’

d'¢ + %(1 —iH)[¢" A ¢'] = 0.
Insbesondere erhélt man fiir H =0

d'¢ + %[(;3" Al =0.

Beweis. Wir wissen bereits, dass gilt

a6+ Jlongl = 0

dv¢ = SHIGAG]

Damit folgt durch Umformung d * ¢ + Hd¢ = 0, oder nach Ausschreiben der x-Operation

(H —i)d¢' + (H +14)d¢” = 0.

AuBlerdem gilt
d) = —dg" — ¢/ N ¢"] bzw. dd" = —d¢ — [¢' A"



und man erhalt

¢ =~y i) N

d/¢” _ —%(1+iH)[¢//\¢”].

Damit folgt die Behauptung. O

Bemerkung 3.

(a)

Durch das obige Lemma folgt, dass 9 := d” + (1 —iH)¢" dem (0, 1)-Anteil des Zusam-
menhangs Vg :=d+ 3(1 +iH)¢' + 5(1 — iH)¢" auf dem Biindel adP ® C entspricht.
Aufgrund des Typs gilt

9% =0,
d.h. adP @ C erhélt vermoge 0 die Struktur eines holomorphen Vektorbiindels, wobei O
durch die adjungierte Darstellung wirkt. Aus der Flachheit von 0 folgt némlich aufgrund

des Newlander-Nirenberg-Theorems, dass ker(d) die Garbe der holomorphen Schnitte
einer holomorphen Struktur auf adP ist. In diesem Fall ist das Higgsfeld ¢ damit
automatisch ein holomorpher Schnitt von adP ®¢ K, d.h.

d¢' = <d” + %(1 - z’H)qS") ¢ =0.

Insbesondere erhélt man im Falle H = 0 die holomorphe Struktur durch den (0, 1)-Anteil
der kovarianten Ableitung dV.

Aufgrund der hergeleiteten Gleichungen ist der Zusammenhang
1 1
d+ 51+ A H(+iH)¢ + S+ - iH)¢"
fiir alle A € C* flach, d.h. es existiert ein fy : M — SU(2) mit

fldf = %(1 + A Y1 +iH) + %(1 + ) (1 —iH)¢".

14+iH
1—H

Insbesondere erhélt man fiir A = die urspriingliche Immersion f: M — SU(2).

Da es sich in unserem Fall um einen SU(2)-Zusammenhang handelt, kénnen wir annehmen,
dass er auf einem Rang 2 Vektorbiindel V' mit symplektischer Form (-, -) definiert ist. Hierfiir
benéGtigen wir noch das folgende Resultat.

Proposition 2. Das durch Linkstranslation trivialisierte Tangentialbiindel

TS? ~ S* x ImH ~ SU(2) x su(2)

induziert ein komplexes C2-Vektorbiindel

V=MxH~MxC?>— M

iiber M. Der (j, k)-Anteil der induzierten quaternionisch hermitischen Form (-,-) versieht V'
mit einer C-bilinearen symplektischen Struktur.

10



Beweis. Wir betrachten das Hauptfaserbiindel
P =SU(2) x SU(2) — SU(2),
wobei G = SU(2) von rechts auf P operiert. Das trivialisierte Tangentialbiindel an SU (2)
TSU(2) ~ SU(2) x su(2)

erhélt man dann als assoziiertes Biindel vermége der adjungierten Darstellung von SU(2).
Wir identifizieren C? ~ H und wihlen die Darstellung h = a + bi mit a,b € C, d.h.

a b
Hah_<_b a).

x :SU(2) — GL(2,C)

Sei nun die Darstellung
mit
x(p):C* = C% h—h-p= b fiir pe SU(2)

gegeben. Betrachtet man nun das assoziierte Faserbiindel Px SU(Q)(C2 — SU(2) (vergleiche [1],
Band 4, S. 227ff), so ldsst sich auf jeder Faser dieses Biindels eine der zur Vektorraumstruktur
von C? isomorphe Vektorraumstruktur definieren. Hierfiir betrachtet man das Biindel P x
C? — SU(2) und geht zum Quotienten unter der Wirkung der Gruppe

Gx(PxC? — PxcC?
(9, (p,h)) = (gp,x(9)h)

iiber. Durch Zuriickziehen vermoge f : M — SU(2) erhilt man ein triviales C2-Biindel
MxC*— M

iiber M. Auf H wird vermége [z,y] — (z,y) := x - § eine quaternionisch hermitesche Form
definiert. Wir berechnen « - § und erhalten

s (@ b (¢ —d\ _ a6_+lztj —ad + be
Y=\-b a) \d ¢) " \ad—be ac+bd
Somit wird durch den (j, k)-Anteil dieser quaternionisch hermiteschen Form eine symplekti-
sche Form (-,-) definiert, genauer

Tl Y1
, = + Z2y1.
<<m2> <y2>) 192 + Tayn

Die Form (-, -) ist offenbar C-bilinear. O

Bemerkung 4. Durch die obige Identifikation wird das Higgsfeld ¢’ zu einem holomorphen
Schnitt in End(V) ® K, d.h. man erhélt einen symmetrischen, spurfreien komplex linearen
Endomorphismus von V.

Definition 4. Eine Abbildung f : M — SU(2) heifit konform, wenn die zuriickgezogene
Metrik in der konformen Klasse der Riemannschen Fliche M liegt.

11



Proposition 3. Sei f: M — SU(2) eine Abbildung einer kompakten Riemannschen Fliche
M nach SU(2) und sei (V,¢) der entsprechende Zusammenhang und das Higgs-Feld. Dann
ist f genau dann konform, wenn det ¢’ = 0.

Beweis. Der Pullback der bi-invarianten Metrik auf SU(2) unter der Abbildung f ist g =
2(¢, ¢), d.h.

g = —tr((f71df)?) = —tr (¢°)
_ (tr <¢/2> + 2r (¢/¢//) +tr <¢//2>> )
Eine Metrik liegt in der konformen Klasse von M, wenn sie beziiglich einer holomorphen
Koordinate z lokal von der Form hdzdz ist. Somit liegt g in der konformen Klasse, wenn die

dz?- und dz?-Komponenten verschwinden, d.h. genau dann, wenn tr(qb/Q) = 0. Da ¢’ lokal eine
spurfreie 2 x 2-Matrix ist, folgt

det ¢/ = —%tr(¢/2) =0

genau dann, wenn f konform ist. Die zuriickgezogene Metrik lautet dann g = —2tr (¢'¢”). O

4 Das Spin-Biindel der Immersion f: M — SU(2)

Wir wollen nun die Spin-Struktur der Immersion f : M — SU(2) beschreiben und die zuvor
beschriebenen Objekte damit in Beziehung setzen. Um dies tun zu kénnen, miissen wir uns
fiir einen Moment mit Erweiterungen holomorpher Vektorbiindel beschiftigen, wie sie in [2]
behandelt werden.

Zunichst wird ein holomorphes Vektorbiindel 7 : V' — M vom Rang n {iber einer Riemann-
schen Fliche M vermoge der Ubergangsfunktionen bei Kartenwechseln mit einem Element
Y € HY(M,GL(n,©)) identifiziert. Fiir eine gegebene Uberdeckung U = {U,} von M wird
dieses durch einen Kozykel (¢n5) € Z1(U,GL(n, O)) reprisentiert.

Bemerkung 5. Die Isomorphieklasse des Biindels, welches dem Element Id € H*(M, GL(n, O))
entspricht, ist das triviale Biindel

m: M xC"*"— M.

Satz 4. Der Funktor zwischen der Kategorie der holomorphen Vektorbiindel V By, auf einer
Riemannschen Flache M und der Kategorie der lokal freien Oy;-Moduln

¢:VBy — Lokal freie Oy-Moduln
E — [U~T(UE)]

ist eine Aquivalenz von Kategorien. Insbesondere erhilt man eine Bijektion zwischen holo-
morphen Vektorbiindeln auf M und lokal freien Op;-Moduln.

Beweis. Siehe [7], Proposition 4.1. O
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Definition 5. Ein holomorphes Vektorbiindel ¢ € H'(M, GL(n,0)) heiBt Unterbiindel eines
holomorphen Vektorbiindels ¢ € H*(M, GL(m, O)), wenn die entsprechende lokal freie Garbe
O(p) eine Untergarbe von O(1)) ist, so dass der Quotient O(v)/O(p) lokal frei ist.

Die Quotientengarbe entspricht dann einem holomorphen Vektorbiindel § € H' (M, GL(r, O)),
genannt das Quotientenbiindel § = /¢ und 1 wird Erweiterung des Biindels ¢ durch das
Biindel 6 genannt.

Bemerkung 6. Im Falle einer Erweiterung existiert eine exakte Sequenz von lokal freien
Garben der Form
0— O(p) — O(p) — O(9) — 0.

Wir interessierun uns im Folgenden fiir den Rang 2 Fall und benétigen folgenden

Satz 5. Fiir zwei holomorphe Geradenbiindel ¢1, 2 iiber einer Riemannschen Fliche M be-
steht eine 1:1-Beziehung zwischen Aquivalenzklassen von Erweiterungen des Geradenbiindels
¢1 durch das Geradenbiindel (5 und Elementen der Kohomologiegruppe H' (M, O (1 &Yy 1))
Die triviale Erweiterung ( @ @2 entspricht hierbei dem Null-Element der Gruppe.

Beweis. Siehe [2], Theorem 13. O

Proposition 4. Sei # : V — M das zuvor beschriebene Rang 2 Vektorbiindel iiber der
Riemannschen Fliche M vom Geschlecht g mit symplektischer Struktur (-, -). Dann definiert

L:=ker¢ CV

ein holomorphes Geradenbiindel und es gilt
LeocL~K™!,

d.h. S := L' ist ein Spin-Biindel der Riemannschen Fliche M. Fiir den Grad von S gilt
degS=g¢g—1.

Beweis. Wir wissen, dass wir ¢ = f~!df wie folgt schreiben konnen: ¢ = ¢/ +¢”. Dadet ¢/ =0
und tr¢/ = 0 gilt, erhilt man vermoge det ¢’ = %((trgb’)Q — tr¢'2) die Nilpotenz von ¢/, d.h.
#2 =0. Da ¢ einen nicht-trivialen Kern besitzt und nicht verschwindet ist

L:=ker¢ CV

wohldefiniert. Da fiir alle v € V gilt ¢2v = ¢/(¢/(v)) = 0, liegt Im¢/ C ker ¢/ = L. Somit ist
¢’ ein nicht-verschwindender holomorpher Schnitt in Hom(V/L, L ® K), d.h.

¢ € H'(M,Hom(V/L,L ® K)).

Da V iiber eine symplektische Form (-, -) verfiigt, erhélt man vermoge der faserweise definier-
ten Abbildung

(V/L)y — L;
y = [Lpoz— (y,3)]

den Isomorphismus V/L ~ L*. Insbesondere definiert ¢’ aufgrund von

Hom(V/L,L ® K) ~ Hom(L*, Lo K) ~ (L**® L& K ~ [* ® K
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einen holomorphen Schnitt a € HY(M, L? ® K). Da L? ® K einen nullstellenfreien Schnitt
besitzt, erhilt man somit
LeocL~K™!,

d.h. S := L' ist ein Spin-Biindel der Riemannschen Fliche M. Insbesondere gilt
deg(S ® S) = 2deg(S) = deg(K) =29 — 2
und somit folgt deg(S) =g — 1. O

Bemerkung 7. Betrachtet man ein zu L komplementéires C*°-Geradenbiindel L' (welches
aufgrund der vorherigen Uberlegungen mit L* identifiziert werden kann), so definiert V' €
H°(M, L? ® K) fiir einen lokalen Schnitt ¢t € H°(M, L’) mit

OVt t) =V (tt)

die Kohomologieklasse [b'] € H'(M, L?) (siche Satz 5), welche die Nicht-Trivialitit der Er-
weiterung

0—L—V —L"—0

misst. Die triviale Erweiterung V = L @ L* entspricht hierbei dem Null-Element der Gruppe
(vergleiche [2]).

5 Eine Familie von flachen Zusammenhingen V, und deren

Holonomie

Um die Konstruktion der Spektralkurve, einer hyperelliptischen Riemannschen Fléiche, zu
verstehen, ist es erforderlich die Holonomie der holomorphen Familie von Zusammenhéingen

1 1
AEC = Vii=d+ (14 A H(A+iH)¢ + ST+ - iH)¢"
zu untersuchen. Fiir ein festes A € C* ist die Kriimmung des Zusammenhangs V durch
1 1 2
RY» = <d + 5(1 +AH(A+iH)¢ + 5(1 +A)(1 - iH)qu”)
=0

gegeben. Dies folgt aus dV# ¢ = dVH¢" = 0 sowie aus den Gleichungen aus Lemma 10. Ist
G = SU(2), erhdlt man eine Familie von flachen SL(2,C)-Zusammenhingen, die fiir |A\| =1
sogar unitéir sind.

Die folgenden beiden Resultate sollen die Familie der flachen Zusammenhénge (Vy),cc- mit

den Zusammenhangsformen «, 3 € Q'(M, 5u(2)) aus dem ersten Vortrag in Verbindung brin-
gen.

Proposition 5. Die Zusammenhangsmatrix zu

Vaimdt S04 AL E) b L) - iE)
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wird vermoége der Eich-Transformation G in den flachen Zusammenhang %,\ = d 4 o) mit
Zusammenhangsmatrix

N 1 ( —u,dz + uzdz e "Qdz + —2iA(1 — iH)e“dZ)
A p—

2 \ =2\ (1 +iH)etdz — e "Qdz u,dz + —uzdz

transformiert. Hierbei ist G € SU(2) der Rahmen, der zu 3 = GG € QY (M, 5u(2)) gehort.
Insbesondere erhiilt man fiir \; = —1 bzw. Ay = £ die flachen Zusammenhangsmatrizen

1—if
a, 3 € QY (M, su(2)) aus dem ersten Vortrag.

Beweis. Ausgehend von
1 0 —4ie" dz
_plge e -1
¢=[df =CGla=p)G QG <—4z'e“ dz 0 > G
ergibt sich fiir ¢y = 2(1+ A1) (1 +iH)¢' + 2(1+ \)(1 — iH)¢" die folgende Gestalt:

by = 1 0 —2i(1+ A)(1 —iH)e* dz> o1

3¢ <—2i(1 +ATH(1 +iH)et dz 0

Wir betrachten nun die Eich-Transformation G und berechnen die neue Zusammenhangsma-
trix G 1¢\G + G~1dG:

S 1 0 —2i(1+N)(1 —iH)e"dz
AT o\ =2i(1+ A (1 4+ iH)ev dz 0
4 1 —u,dz + uzdz e “Qdz + 2i(1 —iH)e"dz
2 \2i(1+iH)e"dz — e "Qdz u.dz + —uzdz
_ 1 —u,dz +uzdz e "Qdz + —2i\(1 —iH )e"dz
T 2\ —2iA Y1+ iH)evdz — e Qdz uydz + —uzdz

O

Bemerkung 8. Durch Reskalierung des konformen Faktors e* und nach Ausfiihren einer
Mobiustransformation, die eine andere A-abhéngige Familie von flachen Zusammenh#ngen
induziert, erhélt man die in Satz 3 beschriebene Darstellung.

Ausgehend von einem flachen SL(2,C)-Zusammenhang auf M und einem Basispunkt zy be-
schreibt die Holonomie eine Darstellung der Fundamentalgruppe

m (M) — SL(2,C).

Ist M ein Torus, so gilt w1 (M) ~ Z @ 7Z. Fiir gewihlte Erzeuger der abelschen Gruppe 71 (M)
entspricht eine Darstellung zwei kommutierenden SL(2,C)-Matrizen, die im Falle der oben
beschriebenen Familie von flachen Zusammenhéngen (V) ec+ holomorph von A abhéngen.
Sind H(\) und H(\) Matrizen, die der Holonomie um die zwei Erzeuger von 71 (M) entspre-
chen, so gilt

det(H(\)) = det(H(N) =1, HNHN) = HNH(\).

Die Holonomie-Matrix H () héngt von der Wahl des Basispunkts zg € M ab. Dies gilt jedoch
nicht fiir ihre Konjugationsklassen und somit insbesondere fiir ihre Eigenwerte.
Da det(H(\)) = 1, erhélt man fiir die Eigenwerte p und p~! von H(\) das folgende
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Lemma 11. Die Eigenwerte p und p~! von H()) erfiillen die Gleichung
wobei h(\) = tr(H(A)).

Beweis. Fiir 2 x 2-Matrizen gilt die Formel

det(A) = = (tr(4)? — tr(A?%)) .

N)\»a

Wir berechnen das charakteristische Polynom:

0=det(H(\) —pl) = %W“HM_“Dz_mﬂﬂM—MD%)
= é ((tr(H(N) — 2p)* — tr(H(N)? — 2uH(N) + p*1))
= L () — (V) + 45
—tr(H(N)?) + 2utr(H () — 21?)
= ()R — a(HO) — ptr(HO) +
= 12 =hNu+1,
da det(H(\)) = 1 ist. .

Fiir die noch folgenden Resultate benttigen wir noch das analytische Fredholm-Theorem.

Definition 6. Seien X und Y Banach-Réume. Ein Operator T' € £(X,Y) heifit kompakt,
wenn beschrinkte Mengen aus X auf priakompakte Mengen aus Y abgebildet werden.

Satz 6. Sei D eine offene, zusammenhiingende Teilmenge von C, H ein Hilbertraum und
f + D — L(H) eine analytische Operator-wertige Funktion, so dass f(z) fiir alle z € D
kompakt ist. Dann gilt entweder

(a) (1 — f(2))~! existiert fiir kein z € D,
oder

(b) (1 — f(2))~! existiert fiir alle z € D\ S, wobei S eine diskrete Teilmenge von D ist.
Beweis. Siehe [6], Theorem VI.14. O

Aus dem obigen Lemma folgt sofort, dass die Eigenwerte durch

= % [h(A) + /h(\)? — 4}

gegeben sind. Dies ist eine zweiwertige Funktion auf C* mit Verzweigungspunkten an den
Nullstellen ungerader Ordnung von h(A)? — 4. Eine Hauptzutat, um zu zeigen, dass die Spek-
tralkurve endliches Geschlecht hat, ist es zu untersuchen, ob es nur endlich viele solcher
Verzweigungspunkte gibt. Dies leistet die folgende
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Proposition 6. Seien (Vy,¢') der induzierte Zusammenhang und das Higgsfeld auf einem
Torus M fiir eine konforme Immersion f : M — SU(2). Seien auBerdem H(\) und H()\) die
Holonomie-Matrizen des flachen Zusammenhangs Vy = d + (1 + A71)(1 +iH)¢' + 1(1 +
A)(1 —iH)¢"” um die zwei Erzeuger von 71(M). Dann besitzt die Funktion

h(A\)? —4 mit h(X) = tr(H(\))
nur endlich viele Nullstellen ungerader Ordnung in C*.

Beweis. Sei A = Ag eine Nullstelle ungerader Ordnung von h(A\)? —4 und setze t = A — \g. Da
H(\) und H(A) holomorph von A abhéngen, besitzen sie eine Potenzreihenentwicklung um
A= )\0:

H(t) = iAiti, H(t) = iBiti.
=0 =0

Es gilt h(\g)? = 4, d.h. tr(Ap) = £2. Sei zuniichst tr(Ag) = 2. Dann folgt ausgehend von der
Gleichung p + i = 2 fiir die Eigenwerte von Ay, dass gilt p = 1.

Wenn h()\)? — 4 eine Nullstelle der Ordnung (2m + 1) bei A = \g hat, dann gilt
(2+t-tr(A)) + 17 - tr(Ag) +...)2 =4+ 2" g(1),
wobei g eine Funktion mit g(0) # 0 ist. Koeffizientenvergleich ergibt
tr(4;) =0, 0<i<2m+1 und tr(Agmi1) #0. (%)
1. Fall: Ag = 1. Dann folgt aus
det(H(t)) = det(Ag +t- Ay +12- Ag+...) =1

mit
Qet(HO) 1) = 3 (ir(HO) ~ 1)~ tr((H) ~ 1)%)
= 2 () ~ 2 — w(H()? ~ 2H) + 1))
= % (te(H(\))? — te(H(N)?)) — 2te(H(A)) + 2+ tr(H())) — 1
— 2 (H),
dass gilt

1+ iti -tr(A;) 4 det (i tiAi> =1.
=1 1=1

Indem wir (x) benutzen erhalten wir

>t tr(Ay) + det <Z tiAZ-) =0.
i=2m+1 i=1
Sei A; =0 fiir 0 < ¢ < k und Ag # 0. Dann gilt aufgrund der obigen Gleichung

i t' - tr(A;) + det (i t%,-) =0
i=k

i=2m+1
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und somit

o0
2t (Agmat) + Z thtr(A;) + t2F det <Z tikAi> =0.

1=2m+2 i=k

Ausgehend von Jacobis Formel zur Berechnung der Ableitung der Determinante folgt zunéchst

det (ZtiAZ) = det <tkAk+t Z tilAZ)
i=k

i=k+1
= t**det(Ay) + tr (tkadj(Ak) > ti_lAZ») -t 4+ Ot
i=k+1
= tMdet(Ap) + Y tr(adj(Ap)A;) tFT + O
i=k+1
und somit
2t (Agmyr) + Z ttr(A;) + 1 det(Ag) + Y tr(adj(Ag)Ay) 7+ O ) = 0.
1=2m-+2 i=k+1

Da tr(Agm+1) # 0 gilt, muss es einen Term in det (Z;’ik tiAi) geben, der sich mit tr(Agm+1)
weghebt, d.h. 2m 4 1 > 2k. Somit muss det(A;,) verschwinden, da t?* det(A) der Term mit
der niedrigsten Ordnung ist. Auflerdem gilt k£ < 2k < 2m + 1 und somit folgt mit (x), dass
tr(Ag) = 0 sein muss.

Somit ist Ay # 0, aber det(Ay) = tr(A;) =0, d.h.

(01
et ))e

2. Fall: Ay # 1. Da die Eigenwerte von Ag beide 1 sind, muss gelten

(11
w=n(y 1)

Somit hat der erste nicht-skalare Koeffzient von H(t) = 322, A;t" in beiden Fillen immer
einen eindeutigen Eigenraum.

Die Holonomie-Matrix H(t) = S°°, B;t' kommutiert mit H(t), d.h. By kommutiert mit dem
ersten nicht-skalaren Koeffizienten von H(¢). Somit muss By von der Form

a b
2= )
1 b
mes(1 ).

Somit haben Ag und By einen gemeinsamen Eigenraum mit Eigenwert 1 fiir Ag und Eigenwert
+1 fiir By. Beriicksichtigt man noch den Fall tr(A4g) = —2, so erhélt man +1 als mogliche

sein. Da det(By) = 1, folgt
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Eigenwerte fiir Ag und By.
Betrachten man nun den Zusammenhang
1 1
Vi =d+5(1+ ANHA+iH)¢ + (L+20)(1 — iH)¢"

auf dem Vektorbiindel V, so erhilt durch Ubergang zur 4-fachen Uberlagerung des Torus,
die durch Verdoppeln der Perioden des erzeugenden Gitters entsteht, einen flachen SL(2,C)-
Zusammenhang, so dass die Holonomie-Matrizen einen gemeinsamen Eigenraum zum Eigen-
wert +1 haben (die Vorzeichen bei Ay und By werden dadurch eindeutig).

Somit erhélt man einen globalen (kovariant konstanten) Schnitt s von V, der die folgenden
Gleichungen 16st:

OVrs = (d’ + %(1 +2 A+ iH)(;S’) s=0,
Vs = (d// + %(1 + Xo)(1 — iH)qb") s=0.

1. Fall: Angenommen 9V*s = (d' + 1(1+ \g')(1 + iH)¢') s = 0 hat eine nicht-verschwindende
Losung fiir alle A € C*. Dann gilt dies insbesondere fiir [A| = 1, d.h. ) ist von der Form \ = ¢%
und wir betrachten deshalb den flachen unitiren Zusammenhang

1 . 1 .
Vp=d+(1+ "1 +iH)¢ + S+ (1 —iH)¢",
so dass gilt OVEs = (d' + 3(1 4+ e ) (1 +iH)¢') s = 0. Wir wissen bereits, dass
0=RVE =9VBIVE 4 9VBIVE
gilt und erhalten somit 9VB9VEs = 0. Somit gilt

/ (0VEs,0VEs) :/ OVE(9VEs,s) =0,
M M

unter Verwendung des Satzes von Stokes, und man erhélt

_ 1 )
oVBs = (d” +5(1+ e (1 - iH)(b”) s=0,

d.h. s ist kovariant konstant und somit ein globaler flacher Schnitt von V. Somit wird durch
die SU(2)-Holonomie ein Vektor in sich selbst iiberfiihrt, d.h. die Holonomie ist fiir alle  mit
€| = |\| =1 trivial:

H)\) =H\ =1, |\=1.

Da H()) und H()) holomorph von X abhiingen, folgt somit H(\) = H(\) = 1 VA € C*, d.h.
h(A) = 2 und man erhilt keine Nullstellen ungerader Ordnung.

2. Fall: Wir nehmen nun an, dass der elliptische Operator
1
OVX i=d + S+ MY +iH)¢
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invertierbar ist. Er hingt holomorph vom Paramater A € C*U{occo} ab, so dass es nur endliche
viele Werte fiir A mit |A| > 1 gibt, so dass

OVrs = (d’ - %(1 +27Hi —i—iH)qS’) s=0

gilt. Dies folgt aus der Tatsache, dass d’ + %(1 +iH)¢' ein elliptischer Operator ist. Fiir ein
p ¢ Spec(d + 3(1+iH)¢') ist (d' + $(1+iH)¢' — pul)~! ein kompakter Operator. AuBerdem
gilt
1 1 1
d + S+ AN DA +iH)¢ = (d + 5(1 +iH)¢' — pl) + (ixl(l +iH)¢' + pl)

sowie

(d’ + %(1 +iH)¢ — ml)l (d’ - %(1 + A H(1+ z’H)gb’)

-1
= 1+ (d’ - %(1 +iH)¢' — ,ul) (;)\1(1 +iH)¢' + ;ul) :

Deshalb kann man fiir die Operator-wertige Funktion

-1
fOAY=— <d’ + %(1 +iH)¢ — uﬂ) <;>\_1(1 +iH)¢ + uﬂ)

das vorangegangene Theorem anwenden (f(A~!) ist als Produkt eines kompakten und eines
beschréinkten Operators kompakt) und erhilt, dass

L—f(A™)

-1
= 1+ (d’ + %(1 +iH)¢' — ,ul) (;/\1(1 +iH)¢ + uﬂ)

= (d’ - %(1 +il)¢' — /ﬂl) B (d’ + %(1 +a7h( +z‘H)¢’)

auf (C*U{oo}) \ S invertierbar ist, wobei S eine diskrete Teilmenge von C* U {oo} ist. Da
(d+3(1+iH)¢ — ,u]l)_l offenbar invertierbar ist, muss d’ + (1 4+ A71)(1 +iH)¢' fiir eine
diskrete Teilmenge von A-Werten nicht-invertierbar sein, also inbesondere auch fiir |A| > 1.
Mit einem dhnlichen Argument folgt, dass der elliptische Operator

= 1
OVr = d" + S+ —iH) "

der fiir [A| < 1 holomorph von A abhingt, nur fiir endlich viele Werte von A mit |A| < 1 nicht
invertierbar ist. Insgesamt gibt es also nur endlich viele Werte \g, so dass

1
OVis = (d'+2(1+)\01)(1+iH)¢’>s:O,
= 1
OVrs = (d//+2(1+)\0)(1 —iH)qb") s=0
erfiillt ist und die Behauptung ist gezeigt. O
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Die folgende Proposition setzt die Holonomien zu den verschiedenen Erzeugern der Funda-
mentalgruppe 71 (M) zueinander in Beziehung.

Proposition 7. Sei die gleiche Situation wie in der vorherigen Proposition zugrunde gelegt
und seien 2(\) und A(\) die Spuren der Holonomien um die zwei Erzeuger der Fundamental-
gruppe 71 (M) = Z @ Z. Dann entsprechen die Nullstellen ungerader Ordnung von h%()\) — 4
den Nullstellen ungerader Ordnung von h2(\) — 4, es sei denn H()\) = +1.

Beweis. Es ist klar, dass fNLZ()\) —4 bei einer Nullstelle ungerader Ordnung von h?(\) —4 ebenso
verschwindet. Ist H(\) = £1, so verschwindet dieser Ausdruck mit endlicher Ordnung an der
Stelle A = A\g. Angenommen die Ordnung der Nullstelle von 52(/\) — 4 ist gerade, also z.B. 2n,
dann lisst sich A2 — 4 mit ¢ = A — \o wie folgt schreiben

h? —4=1t™§(t), wobei §(0) # 0.
Die Eigenwerte erfiillen dann die Gleichung

[L:ilj:tn \/g(t)

2 )

die sich als Potenzreihe in t entwickeln ldsst. Wir wissen, dass Quotienten konvergenter Po-
tenzreihen einen Korper bilden und bezeichnen diesen mit K. Dann ist H () eine 2 x 2-Matrix
mit Eintragen und Eigenwerten in K, d.h. die Eigenvektoren sind ebenfalls aus K.

Die Eintréige von H(t) sind auch aus K und wir wissen, dass

H(t)H(t) = H(t)H(t).

Somit sind die Eigenvektoren von H(t) auch Eigenvektoren von H(t) und es folgt, dass H(t)
Eigenwerte in K besitzt. Nun ist aber \g eine Nullstelle ungerader Ordnung von h? — 4, d.h.

v gl(t
R —4 =t gt) und p=h=+ tm+;g< )

und es folgt, dass h? — 4 ebenso eine Nullstelle ungerader Ordnung bei A besitzen muss, da
ué K. O

6 Die Spektralkurve

Wir wollen Hilfsmittel aus der algebraischen Geometrie verwenden um h(\) genauer zu un-
tersuchen. Hierfiir miissen wir das Verhalten von h()) fiir A — 0 bzw. A\ — oo untersuchen
um von C* zur Kompaktifizeriung CP' iibergehen zu kénnen. Unter Ausnutzung der quater-
nionischen Struktur auf dem Vektorbiindel V' erhilt man fiir die Holonomie-Matrix H () die
Beziehung

HA Y =H\

Fiir die Spur der Holonomie folgt damit h(A~!) = h()), so dass es geniigt, das Verhalten von
h(A) fiir A — 0 zu untersuchen um gleichzeitig das Verhalten fiir A — oo zu verstehen. Der im
Falle einer konformen Abbildung f : M — S? relevante Fall wird in [3] mit der Proposition
3.10 behandelt.
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Proposition 8. Seien (Vy,¢') der induzierte Zusammenhang und das Higgsfeld einer kon-
formen Immersion nach S® und sei ¢ = —x2dz? € H°(M, K?) das Hopf-Differential (bis auf
einen Vorfaktor). Dann gibt es eine punktierte Umgebung von 0 € C, in der die Eigenwerte
(X)) und fi(\) der Holonomien

tlogp(\) = kA2 +ikm + A2b(A2),
tlogii(\) = TEA2 +ikm+A2b(\2), (k k€ Z),
erfiilllen mit M = C/I', wobei I das durch z =1 und z = 7 € H erzeugte Gitter in C ist.

Beweisskizze. Wir betrachten das holomorphe Biindel V auf M x C, welches durch die holo-
morphe Struktur

o = d' + %(1 N = iH)g!

definiert wird. Wir wissen bereits, dass fiir die Holonomie nicht H(A) = 1 gilt und dass
wir eine punktierte Umgebung U der 0 € C finden kénnen, so dass h(\)? — 4 auf U keine
Nullstellen ungerader Ordnung besitzt. Somit kénnen wir lokal holomorphe Eigenwerte und
Eigenrdume der Holonomie-Matrizen definieren und schreiben deshalb

V)\ :L)\EBLX,

wobei Ly und L3 die Eigenrdume zum gemeinsamen Eigenwert 1 der beiden Holonomie-
Matrizen H(X), H()) sind.

AuBerdem konnen wir annehmen, dass der Operator 9V» = d” + (1 + A)(1 — iH)¢" auf
Vy fiir A € U invertierbar ist. Auf L) ist ein flacher Zusammenhang definiert, d.h. aus der
Invertierbarkeit folgt, dass Ly ® Ly nicht holomorph trivial ist.

Betrachte nun das Biindel

EndoVy ~ L3 @ 1@ L2

durch die kovariant konstante Zerlegung bzgl. des Zusammehangs Vy = d + %(1 + A7 H (1 +
iH)¢'+3(14+X)(1—iH)¢". Der kovariant konstante Schnitt von EndgV), der Vy in die direkte
Summe V) = L)@ L} zerlegt, ist holomorph und da L%\ holomorph nicht-trivial ist, wird durch
diesen Schnitt der 1-dimensionale Raum H°(M, EndoV)) erzeugt.

Wir wenden uns wieder dem Biindel V auf M x C zu und betrachten die direkte Bild-Garbe
von EndoV. Fiir A # 0 ist dim H°(M,EndoVy) = 1 und man erhilt deshalb ein holomorphes
Geradenbiindel auf U. Sei nun 1 ein lokaler holomorpher Schnitt, d.h.

(2, \) = Po(2) + M1(2) + N2aha(z, ),
wobei 12 holomorph ist. Fiir A # 0 gilt
OVAp(z,\) = (d' + %(1 + A1 i H)Q) (Wo(2) + M1 (2) + MNha(z,\)) = 0.

Wir wollen den Torus M durch C/I" beschreiben, wobei I' das durch z = 1 und z =7 € H
erzeugte Gitter in C ist. Da ¢’dz nicht verschwindet, kénnen wir aufgrund der Flachheit von
tp annehmen, dass ¢y = ¢’ gilt. Dann gilt

det ) = det ¢ — Mr(¢'v1) +... = =Mtr(d'v1) + ...,
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d.h. wir kénnen keine Eigenwerte von 1) finden, die holomorph in A sind, wenn tr(¢'¢) # 0.
Dies ist tatsédchlich immer der Fall, da man durch die in Proposition 5 beschriebene lokal
holomorphe Trivialisierung erreichen kann, dass 9V# die Gestalt

S 1 —u e '@
Vg _ _ z
o =Udz= 2 <—2(H —i)et  uy, > dz
hat. Dann folgt U = —; + k¢’ und bzgl. der Trivialisierung —tr(¢'11) = tr(¢'U) = C - Qdz?,
d.h. dety = —k?X +.... Fiir n? = X erhiilt man somit

det ) = —k**(1 + a1 +...),

d.h. fiir ¢ sind die holomorph von 7 abhingigen Eigenwerte £xn(1 + ...) auf einer 2-fachen
Uberlagerung U C Cvon U C C wohldefiniert. Somit existiert ein wohldefiniertes holomorphes
Geradenbiindel L, iiber M x U, das fiir n # 0 der Eigenraum der Holonomie des flachen
Zusammenhangs

d+ %(1 +u ) (L +iH)¢ + %(1 + ) (1 = iH)¢"

ist. Sei s(z,m) = s0(2) + ns1(2) + n?s2(z,7n) ein lokaler, nicht-verschwindender holomorpher
Schnitt. Dann gilt

1

d/
(d"+ 5

(L+n (L +iH)@ ) (so +ns1+...) = 0(so +ns1 +...)

fiir eine (1,0)-Form 6 = an;rf + % + ag + . ... Aufgrund der obigen Gleichungen erhélt man
a_9 = 0 sowie a_; = —kdz und nach Integration bzgl. der beiden Erzeuger der Fundamen-
talgruppe 71 (M)

K ~ KT -
:I:logu(n):—ﬁ—i—a—i—..., :l:logu(n):—?—i—a—i—....

Da der flache Zusammenhang d + 5(1 + 7~ 2)(1 +iH)¢' + (1 4+ n?)(1 — iH)¢" nur von n?
abhéngt, folgt

log pu(—n) = +log u(n) + 2kmi,
d.h. a = —a mod 27iZ bzw. a,a € wiZ. O

Ausgehend von den bisherigen Daten kénnen wir nun einer konformen Immersion f : M —
SU(2) ein Objekt aus der algebraischen Geometrie - eine hyperelliptische Kurve - zuordnen.

Definition 7. Seien (Vp, ¢') die einem Torus M zugeordneten Groflen bzgl. einer konformen
Immersion f : M — SU(2) und seien ag,... ,an,al_l, ...,a, !t die Nullstellen ungerader
Ordnung von h()\)? — 4. Dann wird durch die zweifache Uberlagerung

7'['22—>(CP1,

die bei aq, ... ,an,al_l, ...,a; 1 0 und oo verzweigt ist, die assoziierte hyperelliptische Kurve
Y. definiert.

Bemerkung 9.
(a) Die Funktionen p(A) und fi()) sind einwertig auf 3\ 7710, 00}; sie sind die Eigenwerte
der Holonomie-Matrizen H(A\) und H(\).
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(b) Fiir einen fest gewihlten Punkt x € M kann man die Holonomie-Matrix H, () betrach-
ten, die durch Parallel-Verschiebung des flachen Zusammenhangs

Vaimdd S0+ AL H)S LX) i)

entlang geschlossener Kurven durch z, die in der Homotopie-Klasse der Erzeuger von
71 (M) liegen, entsteht. Im Falle einer konformen, harmonischen Abbildung wird durch

E,(\) C ker(Hy(\) — (X)) fiir A e ¥

auf ¥\ 77140, 00} ein holomorphes Geradenbiindel (das sogenannte Eigenraum-Biindel)
definiert, welches sich auf A = 0, co fortsetzt und somit ein holomorphes Geradenbiindel
auf der ganzen hyperelliptischen Kurve by ergibt, genauer: L, ist der Eigenraum von
¢ Ve = V@ K.

Abschlieflend sollen noch ein paar grundlegende Eigenschaften der hyperelliptischen Kurve
genannt werden.

Bemerkung 10. Sei ¥ die zu (Vy,¢') assoziierte hyperelliptische Kurve auf einem Torus
M. Dann gilt:

(i) S verfiigt iiber eine anti-holomorphe Involution p Y — 3%, die mit 7 : ¥ — CP!
vertauscht und die antiholomorphe Involution A — A~! auf CP' induziert.

(ii) Die hyperelliptische Involution o : 3 — 3, welche die zwei Blitter der Uberlagerung
vertauscht, vertauscht mit 7 : ¥ — CP! und hat keine reellen Fixpunkte (die Fixpunkte
von o sind die Verzweigungspunkte von 7 : ¥ — CP?).

(iii) Die durch 6 = dlogu = %” bzw. 0 = dlog i = %ﬂ definierten Differentiale der zweiten
Art mit doppelten Polstellen bei 771(0) und 7—!(c0) erfiillen

o0 =—0; o*0=—-0; ph=—-0; p6=-—0.

(iv) Jede Periode von 6 und 6 ist von der Form 2inr fiir n € Z.

Wir kommen nun zur Definition der Spektralkurve 3, deren Normalisierung die hyperellipti-
sche Kurve 3 ist. Betrachte hierfiir das Eigenraum-Geradenbiindel F, auf ¥. Sowohl E, als
auch o*FE, sind Unterbiindel des trivialen Biindels

ixvx—é

und durch Anwendung der symplektischen Form (-,-) auf V erhélt man einen holomorphen
Schnitt w des Geradenbiindels E; @ o*E}. Durch die Definition von w iiber die symplektische
Form (-, ) folgt, dass w an den Punkten p € 3 verschwindet, an denen E, und o*E, iiberein-
stimmen. Es stellt sich die Frage nach der Multiplizitit der auftretenden Verzweigungspunkte
sowie dem Vorhandensein anderer Punkte, fiir die w verschwindet. Es gilt somit ausgehend
von der Gleichung fiir die hyperelliptische Kurve
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zwel Félle zu unterscheiden:

1. Fall: Betrachte einen Punkt )\;, der kein Verzweigungspunkt von = : 3 — CP! ist, so dass
Bi = m(A\;) mit B; # 0,00 und w mit der Ordnung m; verschwindet. Dann ldsst sich das
Eigenraum-Biindel auf der singuldren Kurve (vergleiche [3])

= (A= B:)*™p(N)

definieren. Nimmt man die anderen Nullstellen Aq,...,A\; von w hinzu, die keine Verzwei-
gungspunkte von 7 : ¥ — CP! sind, so erhilt man die singulire Kurve

k

7’ =] = 8)"™p(N).

i=1

2. Fall: Der Schnitt w verschwindet an den Verzweigungspunkten von 7 : PO CP'; es kann je-
doch sein, dass dies mit einer hoheren Multiplizitét als 1 geschieht (die aufgrund der Definition
zwingend ungerade sein muss). Angenommen w verschwinde iiber jedem Verzweigungspunkt
a; (und damit auch fiir 071._1) mit Multiplizitdt 2n; + 1. Dann lésst sich auf &hnliche Weise wie
zuvor das Eigenraum-Biindel F, auf der singuldren Kurve

l
7 =[O =)™ (A —a; ") ip(N)
i=1
definieren.

Es sei noch angemerkt, dass A = 0, co keinen weiteren Beitrag zu den Nullstellen von w leisten
und somit in diesem Sinne keine Singularitéten produzieren. Abschlieffend ldsst sich nun die
Definition der Spektralkurve geben.

Definition 8. Ist n? = p(\) die zu (V,¢') assoziierte hyperelliptische Kurve und w der
Schnitt des Geradenbiindels E* ® o*EZ, der an den Verzweigungspunkten a; und &; ' mit
Multiplizitéat 2n; + 1 und an den verbleibenden Punkten (1, ..., 8 mit Multiplizitdt m; ver-
schwindet, dann wird die Spektralkurve durch die Gleichung

n* =p(N)g(N)r(N)

definiert, wobei ¢(\) ein Schnitt ist, der mit Multiplizitéit 2n;+ 1 an den Verzweigungspunkten
i, @; ! (1 <i <) verschwindet und r(\) ein Schnitt ist, der mit Multiplizitit 2m; bei 7(3;)
verschwindet.

Bemerkung 11.

(a) Sind die einzigen Punkte, an denen die Eigenraum-Biindel {ibereinstimmen, die Ver-
zweigungspunkte mit Multiplizitdt 1, so stimmen die hyperelliptische Kurve und die
Spektralkurve iiberein.

(b) Da die Eigenrdume der Holonomie fiir A # 0,00 an verschiedenen Punkten z,y € M
durch Parallel-Transport des Zusammenhangs V) :=d+ (1 + A1) (1 +iH)¢ + (1 +
M) (1 —1iH)¢" auseinander hervorgehen, ist die Spektralkurve unabhiingig von der Wahl
des Basispunktes z.
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