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CMC-Flichen in S?

Bezeichne S3 = {(z1, 72,23, 74) € R?| Z?:l z; = 1} C R* die 3-Sphére. Diese
ist mit der vom euklidischen Skalarprodukt induzierten Metrik eine einfach-
zush. vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Kriimmung 1.
Sei weiterhin ¥ C C offen und einfach-zush. und f : ¥ — S2 eine konforme Im-
mersion mit Karte w. Mit der Normalen Ng von S3 C R* gilt f(w) || Ns(f(w)).
Daher existiert ein eindeutiger normierter Vektor Ny, so dass (f, fuw, fw, N¢)
eine positiv orientierte Basis des R* bilden.

Definition 1. F = (f, fw, fw, N¢) heit erweiterter Rahmen bzw. Extended
Frame der Immersion f : X — S3.

Mit der komplex bilinearen Fortsetzung des euklidischen Skalarproduktes gilt
<f7N>:<fw7N>:<f’LT)uN>:O7 <f7f>:<N7N>:]~
<fw7fw>:<f@afﬁ)>:03 <fw7fﬂ)>:2€2u

Analog zum Fall in R? erhiilt man das Laxpaar in S? fiir den Extended Frame
F:
Fu=FU, Fo=FV

mit
0 0 —2™ 0 0 —2% 0 0
1 2w, 0 —H o o 0 —1de
U=110 o 0 —1de2 | V=11 0 2w —H
0 A 2He*™ 0 0 2He*™ A 0

Die Integrabilitdtsbedingung mit dieser Gestalt von ¢ und V liefert

fww:]:uj =4 Uw—vw—[u,V]:O

1 —
Qi + 2624 (1 + H?) — iAAe’Q“ =0, Ag=2H,e*



Dies sind die Maurer-Cartan-Gleichung fiir das Laxpaar und die Gauss-
Codazzi-Gleichungen in S3. Sei nun H = const. und defniere eine transfor-
mierte Karte durch

z =21+ H?w

sowie fiir ¢ € R eine Funktion Q : ¥ — C durch A = 2v/1 + H2eQ.
Mit f, = f.4 = f.2v/1+ H? folgt
A= (fuus N) = (for, NYA(1+H?) = 2/1 + H2YQ = Q=21+ H2 " (f,,,N)
Die Gauss-Codazzi-Gleichungen in diesen Koordinaten lauten
dus + e — QQe 2 =0, Q=0

Das ist die Gauss-Codazzi-Gleichung in R? im Fall H = % Daher beschreiben
Losungen des Laxpaares in R? ebenfalls CMC-Flichen in $%. Um aus gegebenen
Daten (u, H, Q) eine CMC-Fliche in S3 zu konstruieren, benutzt man analog zu
R3 eine Darstellung durch 2 x 2-Matrizen und erhilt eine entsprechende Formel

fir die Immersion.
Matrixdarstellung von S?

Identifiziere Punkte in R* mit 2 x 2-Matrizen durch

T, +1iT4y T3+ 129 )

X1,T2,T3,T4) — . .
(w1, 22, 23, 74) <—x3+m2 T, — 1Ty

Punkte aus 3 werden dabei auf Matrizen der Form ( j% 2 ) mit |a?+|b]? =

1 abgebildet. Damit gilt S = SU,. Das Skalarprodukt des R* ist in dieser
Darstellung gegeben durch

1 —
(X,7) = Qspur(XYt).

Die kanonische Wirkung von SOy auf S$3 wird induziert durch die universelle
Uberlagerung SU; x SUy — SO, via

X A1 XA, X, A Ay € SU,

Die Sym-Bobenko-Formel

Analog zum Fall in R? erhélt man aus Losungen F € SU, des 2 x 2-Laxpaares
eine CMC-Immersion durch die Sym-Bobenko-Formel in S3.



Proposition 1. Sei ¥ C C offen und einfach-zush. Wihle t1,t5 € R so dass
t1 # ta modZ. Seien u,Q eine Losung der Gauss-Codazzi-Gleichung in S° und
F)\ eine Losung des Laxpaares

F,=FU,  F.,=FV,

1 Uy —Alev 1 —uz; —AQe ™™
U= 2 ( A1Qe ¢ —U, ) , V= 2 ( et Uz ‘
mit det(F) =1 fiir A € S*. Dann ist mit \; = e'*s
B B 6i<t17t2)/2 0 o
f(z,2) = Fx (2, 2) 0 eiltz—t1)/2 Fy,(2,2)

eine CMC-Immersion in S® mit Krimmung H = cot(ty —t1) und Normalenfeld

. ei(tl—tz)/Q 0 1
N =iF ( 0 _pilta—t1)/2 F,

Beweis : Mit der Formel (X,Y) = %spur(X?t) berechnet sich

<f1N>:<fzvN> = <f57N>:<fz>fz>:<f27f2>:07 <N7N>:1

Weiterhin gilt

1 1 -
(fofo) = 56 sin®(ts = 11), (foes N) = 5Qe™ 0 F ) sin(ty — 1),
d.h. die Immersion ist konform und der konforme Faktor und das Hopfdifferential
sind konstante Vielfache von 4e%* bzw. Q. Fiir die mittlere Kriimmung benutze

1 1
foz = —562“ sin®(ty — ) f + 562“ sin(te — t1) cos(ta — t1)N

Damit ergibt sich

1 1
H= ispur(S) = 567211 sin ™2 (ty — t1)2e2“ sin(ty — ty) cos(ty — t1) = cot(ta —ty)

O

Die Sym-Bobenko-Formel in R? als Grenzwert aus S3

Wir méchten nun untersuchen, wie die Sym-Bobenko-Formel in R? geometrisch
interpretiert werden kann. Sei dazu ein Frame F) : ¥ — SUs gegeben, welcher
das Laxpaar 16st. Mit der Sym-Bobenko-Formel fiir S? erhiilt man eine Immersi-
on mit Kritmmung cot(t2 —¢1) (s.o.). Betrachtet man den Grenzwert to — ¢ so
geht |H| — oo. Damit jedoch der konforme Faktor der Fliche gleich bleibt, muss
diese durch den Proportionalitatsfaktor sinfl(tg — t1) gestreckt werden. Dabei
landet die Immersion, die durch die Sym-Bobenko-Formel geliefert wird, nicht



mehr in der Einheitssphére, sondern einer um diesen Faktor gestreckten Sphére.
Im Grenwert verschwindet lokal die Kriimmung des umgebenden Raumes, d.h.
die Fliche liegt in R3. Die anschlieBende Rechnung zeigt, dass auf diese Weise
die bekannte Sym-Bobenko-Formel fiir R? gewonnen werden kann.

Bezeichne mit fy die Immersion, die aus der Sym-Bobenko-Formel mit ¢; = 0
und X = e™2 folgt, also

(it2)/2 0
(& _
fA:F,\( 0 67<it2)/2 )Fl !

Der Proportionalititsfaktor ist gegeben durch

= /1 +cot?(t) = m

Betrachte dann die Differenz fy = 1+ H2(f\ — f1) und berechne den Grenz-

wert

. rs . 1
ilinlfAZ;l_)Hll V1+H2(fy — fi) = lm(fx—fﬁ
— lim L(f)\ —f1)=2 hm )]\CA )\fll =27 )1\1_)ml ()\JE\Q_J;I>

=1 ett — et

A f\/X_fl 8 8 )\% 0 1
=2i hrni:?za(fﬁ)b\:l:?za {Fﬁ( 0 -} >F1 }Al
A

A—1 A —1

oA 0 A%
1 i 0 aFl -1

Dies ist genau das negative der getwisteten Sym-Bobenko-Formel in R? fiir
H= % Man erhélt dadurch die am Nullpunkt punktgespiegelte Fléche.

OF 5 (A& 0 i 0 —
:21( 1 >F1 2\f|/\ 1+21Ff( ! 0 _i)\—% >F1 1‘>‘=1

Die Sym-Bobenko-Formel in H?

Zuletzt betrachten wir den hyperbolischen Raum H?, die Raumform konstanter
Kriimmung —1 definiert durch

3

H3 = {(xo,xl,x27x3)€R31|Zm — a2 =—1,29 > 0}
j=1

deren Metrik durch die Minkowski-Metrik des R induziert wird:

(,y) = x1y1 + T2y2 + T3Y3 — ToYo



Fiir eine konforme Immersion f : ¥ — H3 einer einfach-zush. Menge ¥ C
C definiert man analog zum Fall in S mit dem Normalenfeld N von f den
erweiterten Rahmen als

F:(fvfw7fﬁ)aN)

und erhélt aus der Konformitit sowie den Eigenschaften der Minkowsi-Metrik
das Laxpaar

Fo=FU,  Fo=FV

mit
0 0 2e2u 0 0 2% 0 0
1 2u 0 -H 0 0 0 —1Ade 2w
_ w _ 2
U= 0 0 0 —3Ae72 |0 V= 1 0 2ug —-H
0 A 2He*™ 0 0 2He*™ A 0

Aus der Maurer-Cartan-Gleichung fiir das Laxpaar ergeben sich die Gauss-
Codazzi-Gleichungen in H?:

1 —
& g + 202 (H? — 1) — 5AA6_2“ =0, Ag=2H,e*".

Bemerkung: Im Gegensatz zu den Fillen R? und S kommt hier der Term
H? — 1 vor. In den vorherigen Betrachtungen konnten die Gauss-Codazzi-Gl.
durch Koordinatentransformation auf die sinh-Gordon-Gleichung reduziert wer-
den. Dies ist hier nur méglich, falls |[H| > 1, da sonst die Terme in €?* und e=2“
das gleiche Vorzeichen haben und man damit zu 2u,5 — cosh(2u) = 0 gelangt.
Daher ist fiir den Fall |H| < 1 eine andere Losungstheorie notwendig.

Sei ab nun |H| > 1 konstant. Dann fiihrt die Transformation z = 2v/ H? — 1w,
A=2VH? —1e?¥(Q, 1) € R wieder auf die Gleichung

duys + e** — QQe %" =0, Q:=0,

welche identisch zur Gauss-Codazzi-Gleichung in R3 mit H = % ist. In diesen

Koordinaten ist das Hopfdifferential gegeben als Q = 2v/H? — le= 2% (f,., N).
2 x 2-Laxpaar und Sym-Bobenko-Formel

Beschreibe Punkte in H? durch die Matrixdarstellung

o+ 3 T —1x9 )

Xo,T1,T2,T — .
L (i

Diese Abbildung bildet die Punkte von H? auf die hermiteschen Matrizen mit
Determinante 1 ab. Es kann gezeigt werden, dass sich diese stets als F' Ft, Fe



S LoC schreiben lassen, wobei diese zuordnung eindeutig ist bis auf Multiplika-
tion mit Matrizen aus SUs; (siehe [R] Lemma 5.2.1). Daher gilt

H? > SL,C /SU,

Das Minkowski-Skalarprodukt ist in dieser Darstellung gegeben durch (X, X) =
—det(X).

Mit dieser Identifikation und der oben beschriebenen Reduktion des Laxpaares
auf den R3-Fall kann nun die Immersion zu gegebenen (u, H, Q) beschrieben
werden.

Proposition 2. Sei ¥ C C einf.-zush. Wihle ein ¢ € R\{0} und ¢ € R.
Seien u und QQ Losungen der transformierten Gauss-Codazzi-Gleichungen und
Fy\ € SLyC Lésung des Laxpaares. Setzte Fo = F\_pa/2eiv und

- ed/4 0
= FO < 0 G_Q/4 )

~—=t ~ —t
f(z,2)=FF, N=FoF

Dann beschreibt

eine konforme CMC-Immersion in H? mit H = coth(—q) und Normalen N.

Beweis : Analog zur Sym-Bobenko-Formel in $2 zeigt man mit Hilfe der For-
mel fiir das Minkowski-Skalarprodukt, dass f : ¥ — H? eine konforme CMC-
Immersion mit H = coth(—gq) ist, deren konformer Faktor und Hopfdifferential
konstante Vielfache von e2* bzw. @ sind.

Bemerkung: Im Gegensatz zu R® und S darf hier der Sym-Punkt \g =
e/2¢™ nicht auf S' gewihlt werden. Im Grenzwert [\o| — 1 geht |H| — oo.
Dies hat unter Anderem zur Folge, dass es in H? keine CMC-Tori mit Spektral-
geschlecht g = 1 geben kann (siehe spétere Vortrige).



