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Moving Frames

Sei ¥ eine einfach zusammenhingende Riemannsche Fliche und f : ¥ — R3
eine konforme Immersion. Es gilt

<fZ’fZ>:<f57f2>:O? <fz,f2>:262u

wobei u : ¥ — R der konforme Faktor und ( , ) die komplex bilineare Fortset-
zung des euklidischen Skalarproduktes sind. Im letzten Vortrag wurden bereits
das Einheitsnormalenfeld

‘fz X fy|7

der Formoperator S und die mittlere Kriimmung

_ 1( (foaes N)  (fay. N) >
4e24 \ (fuoys N)  (fyys N)

N =

1
262u

1 1
H= §spur(5) = @<fwz + fyys N) =

sowie das Hopfdifferential Q = (f.., N) definiert.

<fz2;N>

Aus der Konformitéit der Immersion sowie den Formeln fiir H und @Q ergeben
sich durch Rechnung die folgenden Gauss-Weingarten-Gleichungen:

for=2u.f. +QN, f.:=2He*N, fzz=2u:f:+QN (1)
1 —2u 1 N ,—2u
N, = 5(_2Hfz —Qe ""fz), N:z= 5(—2Hf2 —Qe " f;)
Als Beispiel wird die erste Identitéit gezeigt:
0
(Forfo) = 26% = o= (fer fo) = (foxs f) + {f2, o) = 4™z

Das zweite Skalarprodukt verschwindet, da aufgrund (f,, f.) = 0 gilt, dass
(f., f2z) = —{f., f-2). Damit folgt (f.., fz) = 4e*“u,.



Definiere

fa _fy 1

1
€1 = = 7€7u(fz + fi)a €2 1= = 7ieiu(fz - fi) (2)
lfzl 2 lfyl 2
(Wegen {fe, fo) = |f2|? = 4€2* gilt | f,| = 2e%, sowie f, + fz = f, aufgrund der
Definition der Wirtingeroperatoren.) Mit der orthogonalen Zerlegung von f,,
sowie (f.., f») = 0 folgt

fzz - <fzzael>el + <fZZ7e2>62 + <fzz7N>N

= (fazr [ +f2>4€%(fz + f2) = (foz f2 _f2>4€%(fz —fz) + QN
= <fzz7f2>46%2fz + QN =2u,f, + QN.

Dies ist die erste Identitdt der Gauss-Weingarten-Gleichungen.

Definition 1. Mit den obigen Definitionen von ey, es und N heifst die Abbildung
F:¥—S0;3, F(z,2)=(e1,e,N)
begleitendes Dreibein bzw. Moving Frame der Immersion f : Y — R3.

Aus den Gauss-Weingarten-Gleichungen folgt unmittelbar das folgende Glei-
chungssystem fiir F, das sogenannte Laxpaar in 3 x 3-Form:

F.=FU, F.=FV

1 0 2iu, —Qe * —2He"

U= 5 —2iu, 0 —iQe " + 2Hie"
Qe ™™ +2He* Qe " —2Hie" 0

1 0 —2iuz —?e‘“ — 2He"

V= 2iuz 0 Qe " — 2Hie"
2 Qe "+ 2He"* —iQe " + 2Hie" 0

Matrixmodell fiir R3

Sei nun H = const., d.h. f ist eine CMC-Fldche. Dann existiert die zu f asso-
ziierte Familie fy, A € S'. Betrachtet man zu jeder dieser Flichen den Moving
Frame F), erhdlt man eine Abbildung

F:S'x % = 803, F=27F(27)N),

also eine Familie von Moving Frames parametrisiert durch A € S*.

Fiir jedes A und jeden Punkt (z, Z) € ¥ sind die Vektoren {e1(z,Z, A), ea(z, Z, A\) }
eine Basis des Tangentialraumes T, z x)M, wobei M die immersierte Fléche



fA(2) ist. Ergénzt durch den Normalenvektor N ist der Moving Frame somit
eine Orthonormalbasis des R3, die entlang der Fliche verschoben wird.

Als néchstes soll die Frage untersucht werden, wie man aus einem gegebenen
Frame F die Immersion f gewinnen kann. Um einfachere Rechnungen und eine
einheitliche Theorie fiir die anderen Raumformen S® und H® zu bekommen,
betrachtet man eine Darstellung des Frames durch 2 x 2-Matrizen. Definiere
hierzu die Pauli-Matrizen

(1) (0 F) (i 0)

Mit diesen erhilt man eine Basis der Quaternionen als {Id, —ioy, —ic3, —ios}.
Der Imaginiirteil der Quaternionen Im(H) = {—ioy, —iog, —ios} ist isomorph
zur Liealgebra suy. Identifiziere R mit suy via

i i P —T3 x1 + g
(x17$2,$3)'—> $120'1 +£C220'2+.’E320'3— B ( o1 — izs T3 > (4)
In dieser Identifikation entspricht die Wirkung von SO3 auf R? der adjungierten
Operation von SUs auf die Liealgebra suts.

X — AXATY, X € suy, A€ SU,

SUs ist die universelle Uberlagerung von SQOs, daher einfach zusammenhingend.
A und — A entsprechen der gleichen Transformation. Das Skalarprodukt von zwei
Vektoren x,y € R? entspricht in der Matrixdarstellung

(z,y) = —2spur(XY),
wobei X und Y die entsprechenden Matrixdarstellungen sind.

Als néchstes soll der Frame in dieser Identifikation dargestellt werden. Sei dazu
im sup-Modell F' € SU; diejenige Matrix, die die Basis {—§01, =502, —503} in
(e1, €2, N) transformiert:

e =F (—;01> Fl e=F (—;ag> F' N=F (—;ag> F1 (5

(Dieses F existiert, da beide Basen ONB sind und die adjungierte Operation

von SUj einer Drehung entspricht.)

Weiter sei zg € X ein ausgezeichneter Punkt. Ohne Einschrankung gelte F'(2g, Zo, \) =
Id V) € S, d.h. bei 2 ist der Moving Frame die Standardbasis des R3. Dies
kann durch eine Isometrie von f(z, z, \) fiir jedes A immer erreicht werden. Da-

mit ist der Frame eine Abbildung

F)\ZE—)SUQ.



Die Frage am Anfang des Abschnitts kann tatséchlich positiv beantwortet wer-
den. Ist der Frame einer CMC-H Immersion gegeben, so kann daraus die Im-
mersion f zuriickgewonnen werden durch die Sym-Bobenko-Formel

f(z,2)= SH [F( 0 —i >F z)\a)\F L (6)

Ein Beweis dieser Tatsache muss auf spéater verschoben werden, da hierzu weite-
re Uberlegungen und die Einfithrung der Laxpaare nétig sind. Das Erstaunliche
an der Sym-Bobenko-Formel ist, dass man erwartet, integrieren zu miissen, da
der Frame (e1,e2, N) die Ableitungen von f enthilt. Eine geometrische Be-
griindung, warum die Sym-Bobenko-Formel funktioniert wird ebenfalls spéater
gegeben, nachdem CMC Immersion in die 3-Sphére studiert wurden.

Das Laxpaar einer CMC-Immersion

Sei F': ¥ — SUy Frame einer CMC-Immersion. Man mochte darstellen, wie
sich der Frame &ndert, wenn er entlang der Flidche lduft. Jedoch liegen die
Ableitungen F,(z,Zz, A) fiir (z,Z) € ¥ in verschiedenen Tangentialrdumen von
SU, und kénnen daher nicht direkt verglichen werden. Deshalb definiere

U:=F'F, V:=F'F; (7)

Durch den Faktor F~! wird jeder Tangentialvektor zuriickgezogen in den Tan-
gentialraum der Identitéit von SUs, dies ist die Liealgebra suy. Um die Eintréige
von U und V zu berechnen schreibe

U:(““ 'Uf12)’ V:(vn vm).
U1 U2 V21 V22
Es gilt

Jo _ fo _pl
[fal — 2em 7 2

€1 =

Damit folgt

_1 ; N ) - U _ lu O —1 lu 0 —1 1
o= gthaif) =ctaicea = F (e (O ) =g (0 )

_ . u 0 0 -1
——zeF<1 O)F .

Analog ergibt sich

1 . u - u 0 1 _
ffzi(fz+zfy):e el +ie"ex = —ie F(O O)F L



Berechne die zweiten Ableitungen und benutze die Integrabilitéitsbedinung f.; =
fz-. Dabei wird benutzt, dass per Definition F, = FU, F; = FV, sowie
d(FY)=-F~YdF)FL.

L iU, 0 0 —-1_ . u 0 0 -1, u 0 0 -1 —1
fzz = ZeuzF<10>F zeFV(l())F —|—zeF<10>F FVF

- _ieuu5p< (1) 8 )F—l —ie“F( viz 0 >F—1 +ie“F< 0 0 )F—l
vy 0 V11 V12

= —je"usF 00 F~l 4 et F T 0 )F1
1 0 V11 — V22 V12

Durch eine analoge Rechnung ergibt sich

0 1 U U — U
o _u 1, :u 21 22 11 -1
fz= e uzF< 0 0 >F + 1€ F< 0 g >F .

Die Integrabilitatsbedingung liefert

. —vV12 0 _ . U1 —Uy + U2 — UL —
e"F F 1_ e F Z F 1
—uz + V11 — V22 V12 0 —ug]

S v —va2 —uz =0, ug—uip —u, =0, u =—vi2.
Aus den Gauss-Weingarten-Gl. erhélt man

i

foz = 2He*N = 2He*"F ( 2 > FL

o

0

N

In der vorherigen Formel fiir f,s ist der Eintrag links oben —ie“wv15. Damit folgt
V12 = He" = —U21-

Fiir die restlichen Eintrdge von U und V berechne
- —1e"uyg 0 1
fzz B F ( —ie“(uz + Ug9 — u11) ie"ulg F
und vergleiche mit den Gauss-Weingarten-Gl.

,1)\72Q 0
_ -2 _ 2 . —1
fez=2ufo+ A QN—F< —2ju e %)\_QQ )F
1 —uy—2
= U192 = 56 A Q

Mit einer analogen Rechnung fiir f5zz und Vergleich mit der Gauss-Weingarten-
Gl. folgt

J—
V21 = —56 )\ZQ



Da F € SU, gilt det(F) = 1 und wegen F~'F,, F~'F; € suy gilt spur(U) =
spur(V) = 0. Deshalb

Uz Uz

Uga — ULl = Uy, Ul tue=0 = Uil = T U2 = o
- - Uz Uz

V11 — V22 = Uz, Vi1 +v22=0 = wv1 =5 V2=

Damit ist das Laxpaar U, V vollstdndig charakterisiert. Zusammengefasst ergibt
sich

Proposition 1. Sei F\ : ¥ — SUs, A € S', Frame einer konformen CMC
Immersion. Dann gilt
F,=FU, F,=FV

mit dem Lazxpaar

1 —u, e ¥AT2Q 1 Uz 2He"
U_2<—2He“ Uy )’ V_2<6“A2Q —Usz )

Beweis der Sym-Bobenko-Formel

Zunéchst erinnern wir an die schon eingefiihrte Sym-Bobenko-Formel. Wir be-
zeichnen die urspriingliche Immersion mit f und deren Rahmen mit F : ¥ —
SUs. Die Sym-Bobenko-Formel ist definiert als

f(z,z)72H [F(O —i>F z)\a)\F ]\_1.

Um zu zeigen, dass die so gewonnene Abbildung (bis auf Isometrie) mit f tiber-
einstimmt, berechnen wir die Tangentialebene in jedem Punkt und verwenden
die eben gezeigte Gestalt des Laxpaares.

:ﬁ 0 —1 0 —2

1 ; ; F F
£, {F( o0 >F—1 —F( 00 )F‘leF_l NG ZF_l—i—i)\a—F"leF_l

O O

0 —3

R i 0Nt o0 0N it A OFU) L OF
= _FU(O >F F( >F FUF™ =A== 2 Pl iAo

2\ 2iHe" —iU,

FlFUFl}

(32

L.

A=1

1 [ 1 4 o u)\—2 1 i io—u )\ —2
_ 1 F§ ( iU, ie ./\ Q )F_l gl ( i, e UATQ )F_l —i)\FaUF_l}
L A=1

0 0

1 0 0\ . 0\ ot _ s
_2HF<—22’H6“0>F __ZBF( 0>F =f

M i u)—2 _9,—u)\—3
:L F( 0 e %\ Q)F_l—i/\Fl(O 2e7 %\ Q)F_l]
L 2 A=1
0
1



Ebenso berechnet man
. 0 1 1
fzzeF<O O)F = f5.

Da fz = f, und fg = f5 gilt, unterscheiden sich f und f hochstens durch eine
Konstante. Dies entspricht einer Translation in R3.

Die Gauss-Codazzi-Gleichungen

Sei eine CMC-Immersion f : ¥ — R? mit Moving Frame F : ¥ — SU, gegeben.
Oben haben wir gesehen, dass F' das System gewohnlicher Differentialgleichun-
gen

F, =FU, F,=FV

mit dem Laxpaar U, V erfiillt. Die Integrabilitdtsbedinung fiir dieses System ist
gegeben durch
Fi:=F. & ([FU);=(FV),

& FVU + FU; = FUV +FV, < FU;—-V,-UV+VU)=0
s U, -V, —[U,V]=0. (8)

Die letzte Gleichung heiffit Maurer-Cartan-Gleichung des Laxpaares. Setzt
man in diese die konkrete Gestalt von U und V ein, erhilt man

—Uys — H262u 4 %6721;@@ %67UA72Q2
Ug—VZ—[U, V] = ( %e_u)\gaz Uys — ie_QuQQ + H262u =0
Dies ist dquivalent zu den Gauss-Codazzi-Gleichungen fiir CMC-Fldchen:
dus; — QQe ™ +4H?e* =0, Q:=0. (9)

Somit sind fiir CMC-Immersionen die folgenden Eigenschaften dquivalent:

e Der Frame F erfiillt das DGL-System mit dem Laxpaar U, V.

e Der konforme Faktor u, das Hopfdifferential Q und die mittlere Kriimmung
H erfiillen die Gauss-Codazzi-Gleichungen.

Um die umgekehrte Aussage zu erhalten, d.h. von gegebenen Daten (u, H, Q) ein
Moving Frame und die zugehorige Immersion durch die Sym-Bobenko-Formel
zu erhalten bendtigen wir folgendes

Lemma 1. Seid C C eine offene Menge mit 0 € U. Zu gegebenen U,V : U —
s, C existiert eine Lésung F = F(z,z) :U — SL,C des Laxpaares

F.—FU,  F.=FV
zu jedem Anfangswert F(0) € SL,,C genau dann, wenn
U: -V, - [U,V]=0.

Weiterhin gilt fir zwei Losungen F,F, dass F = GF mit einer konstanten
Matriz G.



Beweis : Aus der Existenz einer Losung des Laxpaares folgt wie oben beschrie-
ben die Maurer-Cartan-Gleichung.

Fiir die andere Richtung identifiziere C 2 R? und schreibe z = x +14y. Das obige
Gleichungssystem ist dann dquivalent zu

F,=FU+V)=FA,  F,=F(iU—iV)=FB.

Lose zunéchst zum Anfangswert F'(0) die lineare Differentialgleichung F, (x,0) =
F(z,0)A(x,0) und anschliefiend fiir festes z die Gleichung F),(x¢, y) = F(zo,0)B(xo,0).
Dann gilt V(z,y) die Gleichung F,, = FB. Um zu zeigen, dass dadurch F' wohl-
definiert ist und F, = F'A erfiillt, betrachte

G=F,— FA
Es gilt
Gy = Fyy—F,A-FA, = (FB),—FyA-FA, = F,B+FB,—FBA-FA,+FAB—-FAB

= (F, — FA)B+ F(B, — A, — BA+ AB)

Der zweite Term verschwindet genau dann, wenn U und V die Maurer-Cartan-
Gleichung erfiillen. Damit gilt G, = GB mit Anfangswert G(0) = 0, somit auch
(F + G)y = (F 4+ G)B mit Anfangswert F'(0). Wegen der Eindeutigkeit der
Losung folgt G = 0 und damit F, = F'A. Damit ist das Laxpaar erfiillt.

O

Mit Hilfe dieses Lemmas lédsst sich nun die Umkehrung obiger Aussage formu-
lieren. Seien u,@ : ¥ — R und H = const. gegeben, die die Gauss-Codazzi-
Gleichungen 16sen. Das zugehorige Laxpaar U,V erfiillt fiir jedes A € S! die
Integrablitdtsbedingung

U;: -V, —[UV]=0.

Daher existiert zum Anfangswert F(0,0,\) = Id VA € S! eine lokale Losung
des Laxpaares F) : ¥ — SU,. Nun muss noch gezeigt werden, dass die Sym-
Bobenko-Formel angewandt auf diesen Frame tatséchlich eine konforme Immer-
sion mit den gesuchten Daten liefert.

Proposition 2. Die gegebene CMC-H-Fldche f und die durch die Sym-Bobenko-
Formel gewonnene Abbildung f unterscheiden sich nur durch eine Translation
des R3.

Umgekehrt ist fiir Funktionen u,@ : ¥ — R und H = const., die die Gauss-
Codazzi-Gleichungen erfillen und die entsprechende Lésung des Laxpaares mit
F(z,2,\) € SUy Y\ € S die durch die Sym-Bobenko-Formel definierte Ab-
bildung fx, A € S1, eine konforme CMC-H-Immersion mit konformem Faktor
uw und Hopf-Differential A\™2Q. Somit produziert die Sym-Bobenko-Formel die
assoziierte Familie fy.



Beweis : Der erste Teil wurde bereits gezeigt. Ebenso folgt aus dem Lemma, dass
lokal eine Losung des Laxpaares gefunden werden kann. Da U,V € su, gilt F)\ €
SUs VA. Um zu zeigen, dass die Sym-Bobenko-Formel eine konforme Immersion
mit den gewiinschten Invarianten liefert, berechne die folgenden Ableitungen.
Mit den Formeln fiir f, und f5 von oben folgt

0 —1

fI = (f2+f5) 6uF< —Z 0 >F17 fy :Z(fz*fi) euF< (1) _01 )Fl

Das Vektorprodukt des R? ist in der sus-Darstellung gegeben durch die Lieklam-
mer [A, B] = AB — BA, sowie das Skalarprodukt durch (4, B) = —2spur(AB).
Damit folgt fiir das Normalenfeld

_ fo % fy
|fz X fy|

" 0 —i 0 -1 0 -1 0 —i _
w55 (1 9) (0 ) (% )]
262“F<_0i ?)Fl

sowie

(o % Syl = /=2spur((fr % f,)(fo % £,)) = /BeTspur(Td) = 4e*",

N

also

i 0
262“F( Lo )F—l
O o
N = ‘ 1F( N 0>F1.

4e2u 2 i

Um zu zeigen, dass die Immersion konform ist, berechne
2u -1 0 -1 2u
(fo, [z) = —2spur(fyfz) = —2spur |e“*F 0 1 F =4e
Ebenso ergibt sich (fy, f,) = 4e?". Schliellich gilt
—i 0 1
(fa, fy) = —2spur | F 0 i F =0.

Damit ist die Immersion konform und die Metrik gegeben durch g = 4e2%(dx? +
dy?), d.h. u ist der konforme Faktor. Das Hopf-Differential ist gegeben durch
(f22, N). Berechne zunéchst

for = _@-euuzp< (1’ 8 )F‘l—ie“FU( (1) 8 )F‘l—i—ie“F( (1) 8 >F‘1FUF‘1

i 0 0 1w 0 0 1
—zeuzF(lo)F zeF[U,(l())]F



Damit gilt

gm=aemel(( 2 8+ (8 DDA )

o 0 0 —lemuAT2Q 0 2
= 1e"spur {( i, 0 ) + ( —iu. —lemua2Q =2"7Q.

Die mittlere Kriimmung ist gegeben durch

a2 )2 8D )

Somit ist das Hopf-Differential der konformen Immersion gegeben durch A\=2Q
und die mittlere Kriimmung durch H. Das beweist die zweite Aussage.

O

Das Laxpaar in getwisteter Form

Fiir das obige System von DGL fiir den Moving Frame gibt es verschiedene
Varianten. Das bisher behandelte ist das sogenannte ungetwistete Laxpaar. Da-
neben gibt es noch die getwistete Form. Diese ist zur vorherigen dquivalent,
da die damit konstruierten Fliachen sich von den ungetwisteten nur durch eine
Immersion unterscheiden. Jedoch ist es fiir die Lektiire von Artikeln oder der
Arbeit mit CMClab wichtig zu wissen, in welcher Notation gearbeitet wird.

Bezeichne nun F' den bisher betrachteten Moving Frame in ungetwisteter Form.
Dann gilt . = . o

F,=FU, F;=FV
mit dem oben beschriebenen Laxpaar. Definiere nun einen transformierten Fra-

me F' durch
. A
F=—o3(F 1) ( \OF (1) )ag

VA

Mit dieser Defnition von F' erhélt man ein Laxpaar von der Form

F,=FU,  F.=FV

U— 1 U, —2Hev 1 v — 1 —uz; —Qe 7%\
T 9\ Qe uat —Uu, ’ T2\ 2He%\ Uz

In dieser Notation lautet die Sym-Bobenko-Formel

1 [ 1.(i 0\, . OF

Diese Abbildung héingt mit der durch die ungetwistete Sym-Bobenko-Formel
mit dem Laxpaar U, V gewonnenen Abbilgung f zusammen durch

f(z,2,0) = —o3(f(2,2,\)os.

10



Dies entspricht im su;-Modell fiir R? einer Drehung, wobei die Paulimatrix o3
genau einer Drehung um den Winkel 7 um die x1-Achse entspricht. Daher gilt
obige Propostition auch fiir das Laxpaar in getwisteter Form, d.h. die Sym-
Bobenko-Formel erzeugt die zu einer CMC-Fliiche assoziierte Familie.
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