Kapitel 12

Das Lebesgueintegral auf dem RY

12.1 Treppenfunktionen

Zunéchst fithren wir die Klasse der Mengen von Quader im R? ein.

Definition 12.1. Fin Quader ist ein d-faches kartesisches Produkt von Intervallen
Q=L x..xIj={zeR |z €1,,...,2q € I;} CR?

wobei I, ..., I; C R Intervalle sind. Sie kénnen den linken bzw. rechten Rand enthalten
und nicht enthalten. Wenn alle Intervalle beschrdankt sind heifit der Quader endlich.

Fiir jeden solchen Quader definieren wir das Volumen als das Produkt der Léngen
aller Intervalle Iy, ..., I;. Wenn die Intervalle alle beschrankt sind, sind alle ihre Léngen
endlich und das Volumen des entsprechenden Quaders ist dann auch endlich. Das Vo-
lumen bezeichnen wir mit u(Q).

Definition 12.2. Fine Teilmenge A des R? heifit Nullmenge, wenn es fiir jedes € > 0
eine Folge von endlichen Quadern (Q)nen im RY gibt, mit

AcC O Q. und f:,u(Qn) <e.
n=1

n+1
Lemma 12.3. Jede abzihlbare Teilmenge von R? ist eine Nullmenge.

Beweis: Sei (z,,)nen eine beliebige Folge und € > 0. Sei @, fir alle n € N der Quader
mit Zentrum z,, dessen Kantenlingen alle gleich v/e-2-" sind. Dann iiberdeckt die
Folge (Qn)nen die Folge (2, )neny im RY. Wegen der geometrischen Reihe gilt aber

Zu(@n) :Ze~2_"2622_":e.
n=1 n=1 n=1

Also gibt es fiir jedes € > 0 eine Folge (Q,)nen, die (Z,)nen iiberdeckt, und deren
Gesamtvolumen nicht grofler als e ist. q.e.d.
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Lemma 12.4. Fine hichstens abzihlbare Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine
Nullmenge.

Beweis: Sei |-, A, eine hochstens abzihlbare Vereinigung von Nullmengen. Dann
besitzt fiir jedes € > 0 jedes A, eine Uberdeckung von Quadern, deren gesamtes Vo-
lumen nicht grofler ist als € - 27", Die hochstens abzédhlbare Vereinigung dieser jeweils
hochstens abzéhlbar vielen Quader ist wegen Satz 2.48 eine hochstens abzéhlbare Men-
ge von Quader mit einem Volumen nicht goBer als > >° €27 = e. Also wird |J,~; A,
von abzéhlbar vielen Quadern iiberdeckt, deren Volumen nicht grofler ist als €. q.e.d.

Definition 12.5. FEine Treppenfunktion ist eine endliche Linearkombination von cha-
rakteristischen Funktionen von endlichen Quadern, d.h. solcher Funktionen, die gleich
1 sind, auf Elementen des Quaders und sonst gleich 0.

Proposition 12.6. Endlich viele Quader lassen sich in endlich viele paarweise dis-
Junkte Quader zerlegen. Jede Treppenfunktion ist eine endliche Linearkombination von
charakteristischen Funktionen von paarweise disjunkten endlichen Quadern.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass je zwei Quader @, und @, im R? eine disjunkte
Vereinigung von hochstens 3%-Quadern ist. In einer Dimension folgt das daraus, dass
zwei Intervalle in R entweder disjunkt sind, oder die Schnittmenge und die beiden
Komplemente jeweils im anderen Intervall beides Intervalle sind, oder das eine Intervall
in dem anderen enthalten ist und das Komplement dieses Intervalls in dem anderen
Intervall eine disjunkte Vereinigung von hochstens zwei Intervallen ist. Wenn wir das
auf alle Faktoren R im kartesischen Produkt anwenden, lassen sich zwei Quader in eine
disjunkte Vereinigung von hochstens 3%-Quadern zerlegen.

Wenn wir das auf alle endlichen Quader einer Treppenfunktion anwenden, dann
nimmt diese Treppenfunktion auf jedem der paarweise disjunkten endlichen Quader
genau einen Wert an und 148t sich als eine endliche Linearkombination von chrakteri-
stischen Funktionen von paarweise disjunkten endlichen Quadern schreiben.  q.e.d.

Als néchstes wollen wir das Integral von Treppenfunktionen definieren. Zunéchst
definieren wir fiir jede charakteristische Funktion y¢ eines Quaders das Integral

/ Xodp = p(Q).

Proposition 12.7. Sei f eine Treppenfunktion und seien
f= Z CiXQi = Z djXR,
( J

zwei Zerlegungen in endliche Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen
von endlichen Quadern. Dann ist

/ fan =Y @) = 3 dyu().
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Beweis: Wir zerlegen alle diese endlichen Quader @); und R; in endlich viele paarweise
disjunkte endliche Quader. Dabei zerlegen wir wie im vorangehenden Beweis beschrie-
ben jeden der d Faktoren im kartesischen Produkt in eine disjunkte Vereinigung von
endlich vielen beschrankten Intervallen. Auf jedem Quader dieser Zerlegung nimmt f
die Summe aller ¢; bzw. d; an, deren entsprechnende Quader @); bzw. R; diesen Quader
enthalten. Dann geniigt es offenbar zu zeigen, dass die MaBle 1(Q;) bzw. u(R;) jeweils
gleich der Summe der MaBe aller der Quader der Zerlegung sind, die in Q; bzw. R;
enthalten sind. Wegen dem Distributivgesetz folgt das aus dem Spezialfall mit d = 1.
Der folgt daraus, dass die Gesamtlédnge einer disjunkten Vereinigung von Intervallen
gleich der Summe der Intervalllingen ist. q.e.d.

Wegen dieser Proposition definiert das Integral f — [ fdu eine lineare Abbildung
von dem Raum aller Treppenfunktionen nach R.

Proposition 12.8. Seien f und g zwei Treppenfunktionen mit f > g. Dann gilt

[tz [ giu

Beweis: Wir zerlegen die beiden Vereinigungen von Quadern der Treppenfunktion f
und der Treppenfunktion ¢ in eine gemeinsame disjunkte Vereinigung von Quadern.
Auf jedem der Quader ist f grofler oder gleich g. Deshalb gilt das auch fiir die Summen,
die die entsprechenden Integrale berechnen. q.e.d.

12.2 Lebesgueintegrable Funktionen auf dem R

Satz 12.9. Sei (f,)nen eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, deren
Integrale (f f“d'“)neN beschrinkt sind. Dann ist fogende Menge eine Nullmenge:

{z € R| (fu(2))nen konvergiert nicht }.

Beweis: Sei M > 0 eine obere Schranke von ([(f, — f1)dp)

neN’

/(fn—fl)d,ugM fiir alle n € N.
Dann ist fiir alle € > 0 und alle n € N, die Menge
M M
She= {x e R fo(x) — fi(z) > ?} = {x c R fo(z) > - +f1(x)}

eine monoton wachsende Folge von endlichen Vereinigungen von Quadern. Aus der
Konstruktion einer gemeinsamen Zerlegung in eine disjunkte Vereinigung von Quadern
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im Beweis von Proposition 12.6 folgt, dass das relative Komplement eines Quaders in
einem anderen Quader wieder eine disjunkte Vereinigung von Quadern ist. Dann ist

U Sn € — Sl J€ 52 J€ \ Sl 5) (53,6 \ 5275)

eine abzéhlbare Vereinigung von disjunkten Quadern. Weil f,, — f; nichtnegative Funk-
tionen sind, ist 57 (f. — f1) goBer oder gleich xg, .. Also gilt fiir das Maf} von S,

/xSmdu /M fldu—M/ _f)dp<e

Wegen der Monotonie ist dann auch das Gesamtvolumen der abzédhlbaren Vereinigung
U2, S nicht groBer als e. Weil die kritische Menge S gleich der Schnittmenge

n=1

S = {z € RY(f,(2))ney konvergiert nicht } = ﬂ <U Sn e)

e>0

ist, folgt, dass diese Menge S eine Nullmenge ist. q.e.d.
Die Komplemente von Nullmengen werden fast iiberall genannt. Also konvergiert
jede monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen fast iiberall.

Satz 12.10. Fiir jede Nullmenge A C R? gibt es eine monoton wachsende Folge (fn)nen
von Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen ([ fodi)nen, so dass A in der Men-
ge enthalten ist, auf der die Folge ( fn)nen nicht konvergiert.

Beweis: Sei A eine Nullmenge. Dann gibt es fiir jedes n € N eine Uberdeckung von A
mit abzéhlbar vielen Quadern, deren Gesamtvolumen nicht grofler ist als 27". Sei nun
(Qn)nen eine Abziahlung der Vereinigung aller dieser Quader. Dann gehért jeder Punkt
von A zu unendlich vielen Quadern. Also definiert die Reihe (3 x0, )nen €ine monoton
wachsende Folge von Treppenfunktionen, die auf A nicht konvergiert. Die Integrale
(3" J X@.d1)nen sind beschrénkt durch > 27" = 1. g-e.d.
Fiir jede monoton wachsende Folge (f,,)nen von Treppenfunktionen mit beschréink-
ten Integralen ( Ik fnd,u)neN konnen wir jetzt den Grenzwert fast iiberall definieren:

o) lim f,(z) wenn(f,(x)),en beschrankt ist
€T) = n—oo
0 wenn (f,,(z))nen nicht beschrankt ist.

Dann wollen wir [ fdp als den Grenzwert lim,, . [ fndp definieren. Damit diese Defi-
nition aber konsistent nur von der fast iiberall definierten Funktion f abhéingt, benoti-
gen wir noch die folgenden Lemmata.

Lemma 12.11. Sei (f,,)nen eine monoton fallende Folge von Treppenfunktionen, die
fast tiberall gegen Null konvergiert. Dann ist (f fnd,u) wen €ine Nullfolge.
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Beweis: Kein [ f,dp kann kleiner Null sein, weil sonst f, auf einem Quader mit
positiven Mafl negativ ist und (f,,)nen dort nicht gegen Null konvergiert. Offenbar gibt
es einen kompakten Quader )y aulerhalb dessen f; verschwindet. Fiir jedes n € N sei
A, die Menge der Unstetigkeitsstellen von f,,, also der Punkte, an denen f,, nicht lokal
konstant ist. Dann ist A, abgeschlossen und in (), enthalten, und als eine endliche
Vereinigung von d — 1-dimensionalen Quadern eine Nullmenge. Dann ist auch A =
U2, A, eine Nullmenge. Sei B die Nullmenge aller Punkte, an denen (f,)nen nicht
gegen Null konvergiert. Fiir jedes € > 0 gibt es eine Uberdeckung | J°°_, Q,, D (AU B)
durch Quader, deren Gesamtvolumen nicht gréfier ist als 5. Indem wir die Kanten aller
Quader um ein hinreichend kleines € verlangern, dabei aber den Mittelpunkt festhalten,
erhalten wir auch eine solche Uberdeckung U>_, Qm D (AU B) durch offene Quader,
deren Gesamtvolumen nicht grofler ist als e. Fiir jeden Punkt = € @ \ (AU B) gibt
es ein N, mit fx, (z) < e. Weil (f,)neny monoton fallend ist, gilt f,(z) < e fir alle
n > N. Weil alle fxn, bei den Punkten von @ \ (A U B) lokal konstant sind, gibt
es eine offene Uberdeckung von offenen Quadern (Rz)ze0o\(auB) von Qo \ (A U B),
und entsprechende Zahlen (N;).coo\(aup), so dass auf R, fir n > N, gilt f, < e
Dann bilden (R;)zcq\ (aup) zusammen mit (Qp,)men eine offene Uberdeckung von Q.
Weil @y kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung. Wenn n grofler ist als die
entsprechenden endlich vielen N,’s kénnen wir [ f,du abschétzen durch

0< / Fadpt < e(max{fi(z) | € Qo} + u(Qu)).

Auf den Quadern (Q,,)men schitzen wir dabei f durch max{fi(x)|z € Qo} ab und auf
den Quadern (R,),e00 (aun) durch e. Also konvergiert ([ fndu) ey gegen Null. g.e.d.

Lemma 12.12. Seien f und g fast iberall definierte Grenzwerte von monoton wachsen-
den Folgen (fn)nen und (gy)nen von Treppenfunktionen mit beschrinkten ([ fndp)

und (f gnd,u)neN. Wenn fast tiberall f > g gilt, dann gilt auch

neN

lim [ f,dp > lim /gndu.

n—oo

Beweis: Fiir jedes feste m € N erfiillen die Funktionen

((gm = fa)nen = (%(g’” ot lgm - f"D)neN

die Voraussetzungen von dem vorangehenden Lemma. Deshalb konvergieren die ent-
sprechenden Integrale gegen Null. Wegen ¢, — fu < (¢ — fu)™  folgt aus Propo-
sition 12.8 und Lemma 12.11

/gmd,u— lim /fnd,u <0 und damit auch lim [ gndp < lim /fnd,u.q.e.d.

m—00
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Aus Lemma 12.12 folgt, dass wir das Integral auf die Grenzwerte von monoton
wachsenden Folgen von Treppenfunktionen mit beschrankten Integralen konsistent fort-
setzen konnen. Seien namlich (f,)neny und (gy,)neny monoton wachsenden Folgen von
Treppenfunktionen mit beschréinkten Integralen ( i fnd,u)n oy und ( J gnd,u) wene deren
Grenzwerte fast iiberall iibereinstimmen, dann kénnen wir Lemma 12.12 sowohl auf
diese Folge, als auch auf die vertauschten Folgen anwenden und erhalten

lim [ fh,dp > lim /gndu > lim /fndu.

Definition 12.13. Sei I'(RY) die Menge der Aquivalenzklassen von fast tiberall defi-
nierten Funktionen f, fir die es monoton wachsende Folgen (g,)nen und (hy)nen von
Treppenfunktionen mit beschrdnkten Integralen (f gndu)neN und (f hnd,u)neN gibt, so
dass fast tiberall gilt

f=lim g, — lim h,.
n—oo n—oo
Hierbei werden zwei Funktionen miteinander identifiziert, wenn sie fast tiberall mitein-
ander tibereinstimmen.

Satz 12.14. (FEigenschaften der lebesgueintegrablen Funktionen)

(i) LMRY) ist ein Vektorraum diber R und das Integral iiber Treppenfunktionen induziert
eine lineare Abbildung

[rrw)—rs— [ o
(ii) Wenn f € L}R?) fast iiberall nicht negativ ist, dann gilt /fd,u > 0.

(iii) Wenn f € [NRY), dann ist auch |f| € [MNR?) mit ‘/fd,u‘ < /|f\d,u.

Beweis: (i) Seien (g,)nen, (hn)nen, (Gn)neny und (hy,)neny monoton wachsende Folgen
von Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen. Wenn die Grenzwerte

g(z) — h(x) = lim g,(z) — lim h,(x)
fast tiberall mit den Grenzwerten von

G(z) — h(z) = lim gu(2) — lim hy(2)

n—oo n—oo

iibereinstimmen, dann stimmen auch die Funktionen g(z) + h(z) und §(z) 4+ h(x) fast
iiberall {iberein und sind fast iiberall auch die Grenzwerte von

(gn + En)nEN bZW- (gn + hn)neN-
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Dann folgt aus Lemma 12.12

/(9+ﬁ)dﬂz/gdu+/f~ld,u=/f]du+/hdu:/(§+h)dp.

Daraus folgt wegen der Linearitét des Integrals

Jto=nau= [oau— [nan= [gau— [au= [G-Pan

Deshalb definiert [ eine Abbildung von L'R) nach R. Die Linearitit folgt aus den
Rechenregeln fiir Folgen und der Linearitdt des Integrals auf Treppenfunktionen.

(ii) Wenn (g, )nen und (hy,)nen monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit
beschréinkten Integralen sind, so dass fast tiberall lim,, .., g, —lim,, o h,, nicht negativ
ist, dann ist auch fast {iberall ¢ = lim,, o g, > lim, ., h, = h. Aus Lemma 12.12
folgt dann [ gdu > [ hdp bzw. [(g — h)du > 0.

(iii) Sowohl die Minima als auch die Maxima von zwei monoton wachsenden Folgen
von Treppenfunktionen mit beschrankten Integralen sind wieder monoton wachsende
Folgen von Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen. Wenn f fast iiberall die
Differenz g—h der Grenzwerte der monoton wachsenden Folgen (g, )neny und (hy,)nen von
Treppenfunktionen mit beschrénkten Integralen ist, dann ist | f| fast iiberall die Diffe-
renz g —h der Grenzwerte der monoton wachsenden Folgen (g, )nen = (max{gn, hn})nen
und (hy,)ney = (min{ gy, Ay bnen von Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen.
Deshalb ist |f| € LHR?). Wegen (ii) folgt dann aus —|f| < f < |f|

—/mw$/ﬁms/umtbm.\/m@s/mw. qe.d

Satz 12.15. Fine beschrinkte Funktion, die auflerhalb einer beschrdnkten Menge ver-
schwindet und deren Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge bildet, gehort zu L}(R?).

Beweis: Wir wihlen einen Quader Qo = [a1,b1] X ... X [ag, bg], auBerhalb dessen die
Funktion verschwindet. Wir zerlegen fiir alle n € N und alle i = 1,...,d das Intervall
[a;, b;] in die Vereinigung der Intervalle

[CL,’, bz] = [ai, a; + bi;,:“} U (CL,’ + bi;”,ai + 2%} Uu...U (ai + (2” — ].)bi;nai s b,} .
Die kartesischen Produkte dieser Zerlegungen ergeben eine Zerlegung P, von )y in eine
Vereinigung von 2% paarweise disjunkten Quadern. Dann sei f, die Treppenfunktion,
die auf jedem der 2" Quader gleich dem Infimum der entsprechenden Funktionswerte
von f ist. Offenbar ist (f,),en €ine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen,
deren Integrale durch [|f|s - #(Q) beschrinkt sind. An allen Punkten x, € R¢, an
denen f stetig ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein 6 > 0, so dass aus x € B(zg,?) folgt
f(z) € B(f(zo),€). Dann gibt es auch ein N € N, so dass der Durchmesser von
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kleiner ist als N§. Fiir alle n > N ist dann der Teilquader der 2" Teilquader von @,
der xy enthilt, in B(z,d) enthalten. Deshalb gilt dann

f(wo) — € < fulwo) < f(20).

Also konvergiert (f,(zo)) gegen f(xg). Weil aber die Menge der Unstetigkeitsstellen
von f eine Nullmenge ist, konvergiert (f,)neny dann fast iiberall gegen f. q.e.d.

Satz 12.167 Sei f € L'(RY) mit [ |f|du = 0. Dann ist f fast iberall gleich Null.

Beweis:* Seien (g, )neny und (h,)neny monoton wachsende Folgen von Treppenfunktio-
nen mit beschréankten Integralen, so dass fast iiberall gilt

f(x) = lim go(z) — lim hy(z).

n—oo n—oo

Fiir alle n € N seien gn = max{ gy, ﬁn} und h,, = min{g,, fzn}

Dann gilt fast iiberall |f(x)] = lim g,(x) — lim h,(z).

Wenn [ |f]du = 0 gilt also auch lim [ g,dp = lim /hnd,u.

Fiir ,0 > 0 sei N € N so gewahlt, dass lim [ g,dp — /hmd,u < €.

fir alle m > N gilt. Wir definieren g als den fast {iberall definierten Grenzwert
lim,, oo gn- Weil (g5 )neny und (hy,)neny monoton wachsend sind, ist die Menge

{z € RY||f(x)] > 0} in den Mengen
{z € RY| g(2) — hp(x) > 6} = {x € R?| g,(x) — hyn(z) > 6 fiir ein n € N}

enthalten. Sei also Ay ={rx € RY| gy(x) — hpn(z) > 0} und firn =2,. ..
A, ={z € R g,(2) — hpn(z) > 6 und g,_1(2) — hp(x) < 5} Dann ist

{r e R )~ hu(e) > 6} = J A, wnd 3 p(4) < i < [ (g hu)dp <
n=1 n=1

Also ist fiir alle § > 0 die Menge {z € R? | g(x) — lim,,_o0 hm(2) > 0} eine Nullmenge.

WEeil die abzahlbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge ist, folgt, dass

die Menge |, {7 € R? | g(z) — limy—c0 lun(2) > 1} eine Nullmenge ist. Also ist fast

tiberall g(x) < h(x) = lim, o0 by (2). Aufgrund der Konstruktion gilt aber fast iiberall

g(x) > h(z). Also ist fast iiberall | f(z)| = g(x) — h(z) = 0. q.e.d.
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12.3 Das Riemann- und das Lebesgueintegral

In diesem Abschnitt wollen wir das Riemannintegral mit dem Lebesgueintegral in Be-
ziehung setzen. Fiir d > 1 sind die riemannintegrablen Funktionen f auf einem endli-
chen Quader )y dadurch charakterisiert, dass das Unterintegral, also das Supremum
aller Integrale von Treppenfunktionen nicht grofler als f, mit dem Oberintegral, also
dem Infimum aller Integrale von Treppenfunktionen nicht kleiner als f, iibereinstimmt.
Zunéchst wollen wir die riemannintegrablen Funktionen charakterisieren.

Satz 12.17. (Lebesguekriterium) Eine beschrankte Funktion auf einem endlichen Qua-
der Qo = [a1,b1] X ... X [aq, by ist genau dann riemannintegrabel, wenn ihre Unstetig-
keitsstellen eine Nullmenge bilden. Insbesondere sind alle riemannintegrablen Funktio-
nen auch lebesgueintegrabel und die beiden Integrale stimmen tiberein.

Beweis: Wir zerlegen fiir alle n € N und alle ¢ = 1,...,d das Intervall [a;, b;] in die
Vereinigung der Intervalle

[ai,bi] = [ai,ai + %] U (CLZ' + bi;n“i,ai +2%] Uu...u (ai + (2” — 1)%,(%] .

Das entspricht fiir d = 1 der Partition p,, € P[a, b] aus dem Beweis von Korollar 8.11.
Die kartesischen Produkte dieser Zerlegungen ergeben eine Zerlegung P, von )y in
eine Vereinigung von 2"¢ paarweise disjunkte Quadern. Fiir alle f € Br(Qy) seien

folx) =inf{f(y) | y € Q@ mit Q € P, und z € Q}
Fo(z) =sup{f(y) |y € Q mit Q € P, und = € Q}

Es sind (f,)nen und (F,)nen monoton wachsende bzw. monoton fallende Folgen von
Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen. Wenn die Folgen ([ f,dut)nen und
(| Frdp)nen gegen den gleichen Grenzwert konvergieren, dann ist f riemannintegrabel.

Wenn die Menge {z € Qo | lim, o Fr(x) > lim, . fn(x)} eine Nullmenge ist,
folgt aus Lemma 12.12 lim,, o [ Fdp = lim, . | fudp. Umgekehrt folgt aus dieser
Gleicheit, dass fiir alle € > 0 die Gesamtvolumen der Mengen

Sne={r € Qo | Fu(x) = fulz) = €}

im Grenzwert n — oo nach Null konvergieren. Also ist dann die Schnittmenge
Se =) Sue = {a? € Qo | lim Fy(z) — lim fo(z) > e}
n=1
aller dieser Mengen eine Nullmenge. Dann ist auch die Menge

{z € Qo lim Fy(x) > lim f(e)} = (] 51
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eine Nullmenge. Deshalb gilt genau dann lim, .. [ F,dp = lim, . [ fndp, wenn die
Menge {z € Qo | lim,, o0 Fy,(z) > lim,, . fn(2z)} eine Nullmenge ist.

Wenn f bei z stetig ist, dann gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0, so dass alle
' € B(x,0) N Qo auch |f(z') — f(z)| < €/2 erfiillen. Dann gilt fiir n > M

[Fn(@) = fu(2)] < [Fu(z) = f(2)] +[f(2) = fu(z)| <€

Dann gilt auch lim,, .., F,(z) = lim,_ f,(x). Also ist f riemannintegrabel, wenn die
Unstetigkeitsstellen von f eine Nullmenge bilden.

Wenn umgekehrt f riemannintegrabel ist, dann folgt fiir d = 1 aus dem Kriteri-
um von Riemann, dass die Integrale ([ F,du)neny und ([ frdu)nen gegen die gleiche
Zahl konvergieren. Fiir d > 1 gibt es zwei Folgen von Treppenfunktionen nicht kleiner
bzw. nicht grofler als f, deren Integrale gegen die gleiche Zahl konvergieren. Die Mi-
nima bzw. Maxima der jeweils ersten n Folgenglieder dieser beiden Folgen definieren
eine monoton fallende (F},),en bzw. wachsende Folge (f,,)nen von Treppenfunktionen
mit beschrénkten Integralen, deren Integrale gegen die gleiche Zahl konvergieren. Die
Differenz (F,, — fn)nen ist eine monoton fallende Folge von nichtnegativen Treppen-
funkltionen, deren Integrale gegen Null konvergieren. Wegen Satz 12.16 (siehe auch
Korollar 12.23) konvergieren dann beide Folgen fast iiberall gegen die gleiche Funkti-
on f. Die Unstetigkeitsstellen aller dieser Treppenfunktionen der beiden Folgen sind
abzéhlbare Vereinigungen von Nullmengen und damit Nullmengen. Von jedem Punkt
im Komplement dieser Nullmenge sind alle Quader der Treppenfunktionen, die den
Punkt enthalten, eine Umgebung. Wenn f bei x im Komplement dieser Nullmenge
unstetig ist, dann gibt es ein € > 0, so dass fiir alle 9 > 0 gilt:

sup{f(z') | 2’ € B(z,0) N Qo} —inf{f(2') | ' € B(z,0) NQo} > €.

Deshalb konvergieren diese beiden Folgen nur dann fast {iberall gegen die gleiche Funk-
tion, wenn die Unstetigkeitsstellen von f eine Nullmenge bilden. q.e.d.

Beispiel 12.18. (i) Sei (7,)nen eine Abzihlung aller rationalen Zahlen in (0,1). Dann
st fiir 0 < e < 1 das Komplement der Teilmenge

U ((ra =270 De,r, + 27 0e)y 0 [0, 1))
n=1

von [0, 1] keine Nullmenge, weil alle offenen Intervalle
L= (r, — 27" e, r, + 270 e) 0 [0, 1]

hichstens das Maf €2™™ haben und Y - €27 =€ < 1. Also ist die Folge

(H(l - XQ))
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eine monoton fallende Folge von Treppenfunktionen, die gegen eine lebesgueintegrable
Funktion konvergiert. Weil die rationalen Zahlen dicht in [0, 1] liegen, ist diese Funk-
tion an allen Punkten im Komplement der offenen Menge \J,—, I, unstetig. Also ist
der Grenzwert von ([T,_ (1 — x1,)),.cn €ine lebesgueintegrable Funktion, die nicht rie-
mannintegrabel ist. Diese offene Menge ist also ein Beispiel fiir eine offene Menge,
deren Rand positives Lebesquemafs hat, also eine charakteristische Funktion mait nicht

verschwindendem Lebesgueintegral.
(ii) Seip € N\ {1,2} und x die Funktion x : R - R, x~— x(z) mit

(z) 0 wenn es eine ganze Zahl ¢ € Z gibt mit x —q - p € (1,2)
) —
X 1 sonst.

Dann definiert die Folge (szl x(p* - l’))neN eine monoton fallende Folge von Trep-
penfunktionen auf [0,1] mit beschrinkten Integralen. Auf [0,1] ist die Funktion also
lebesgueintegrabel. Sie hat aber offenbar Unstetigkeitsstellen bei allen Zahlen, deren p-
adische Bruchdarstellung aus endlich vielen Ziffern aus {0,2,...,p — 1} besteht, und
am Ende eine 1 oder 2 hat. Der Abschluss dieser Menge besteht aus allen Zahlen aus
den Komplementen der Vereinigung von den offenen Mengen mit p-adischen Biichen

(0.21...2,1, 0.21...2,2) 21y 2n € 40,2, p—1}.

Das Maf$ dieser disjunkten Vereinigung von offenen Menge ist

505 -

n=0 p

Also ist das Komplement dieser offenen Menge eine Nullmenge. Diese Menge ist aber
gleichmdchtig zu der Menge aller Folgen mit Werten in {0,2,...,p —1}. Wennp > 2
ist diese Menge nicht abzihlbar. Aber der Grenzwert lim,_o ([Tpe, x(p"z)) ist rie-
mannintegrabel und lebesgueintegrabel.

12.4 Der Satz von Fubini

Fiir jeden Quader Q@ = I} x ... x I; x I;1; C R? x R und jedes z € R? ist die
Funktion R — R, y~— xg(z,y) eine Treppenfunktion auf R. Wenn wir diese Funktion
integrieren erhalten wir eine Treppenfunktion auf dem R%:

/ (2, ) dply) Lénge von I;,1 wenn x € I} X ... X I,
x, =
XQUE YIGHY 0 wenn x & I; X ... X 1.

/(/ XQ(x’y)dM(y)) dp(x) = p(Q).

Also ist
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Wegen der Linearitit des Integrals definiert die Abbildung [ du(y) also eine lineare
Abbildung von den Treppenfunktionen auf R? x R in die Treppenfunktionen auf R
Und fiir jede Treppenfunktion f auf R? x R gilt

J(freomi)=

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass diese Abbildung eine Abbildung
[dntw): D x®) - LY

induziert, so dass fiir alle f € I'}(R? x R) gilt

J(J et f 1

Wenn f > g zwei Treppenfunktionen auf R? x R sind, dann erfiillen fiir jedes z € R?
die entsprechenden Treppenfunktionen f, : y — f(x,y) bzw. g, : y — ¢g(z,y) auch
fz = g.. Wegen Proposition 12.8 gilt fiir die Integrale auch

/ F (. y)dp(y) > / 9z, 9)du(y).

Also definiert [ du(y) eine lineare monotone Abbildung von den Treppenfunktionen auf
R? x R in die Treppenfunktionen auf R?. Damit diese Abbildungen eine Abbildung von
[HR? x R) nach L}(RY) induziert, miissen zwei fast iiberall definierte Grenzwerte von
monoton wachsenden Treppenfunktionen, die fast iiberall iibereinstimmen, auch auf
zwei fast iiberall definierte Grenzwerte von monoton wachsenden Treppenfunktionen
abgebildet werden, die fast iiberall iibereinstimmen.

Lemma 12.19. Sei S C R? x R eine Nullmenge. Dann ist fast tiberall in x € R?, die
Menge S, = {y € R| (z,y) € S} eine Nullmenge von R.

Beweis: Wegen Satz 12.10 gibt es eine monoton wachsende Folge ( f,,)nenvon Treppen-
funktionen auf R? x R mit beschrinkten Integralen, die auf S divergiert. Dann sind
auch die entsprechenden Integrale ([ f,du(y))nen itber R monoton wachsende Trep-
penfunktionen mit beschrinkten Integralen auf R?. Wegen Satz 12.9 konvergieren die
entsprechenden Integrale dann fast iiberall auf z € RY. Fiir alle z € R?, fiir die die
Integrale konvergieren, sind die entsprechenden Einschrankungen auf {x} x R monoton
wachsende Folgen von Treppenfunktionen auf R mit beschrdnkten Integralen. Wegen
Satz 12.9 sind also fiir alle z € R? so dass die Integrale iiber R konvergieren, die
Mengen S, Nullmengen. q.e.d.
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Proposition 12.20. Die Integration tiber R induziert eine lineare monotone Abbildung
von I}(R? x R) nach [}(RY), so dass fiir alle f € [}(R? x R) gilt

J(J e f 1

Beweis: Weil die Integration iiber R eine monotone lineare Abbildung von den Trep-
penfunktionen auf R? x R in die Treppenfunktionen auf R¢ definiert und wegen Lem-
ma 12.19, induziert sie eine Abbildung von den Aquivalenzklassen von den Grenzwerten
von monoton wachsenden Folgen von Treppenfunktionen mit beschrankten Integralen
auf R? x R in die entsprechenden Aquivalenzklassen auf R% Wegen der Konstrukti-
on des Lebesgueintegrals induziert sie also auch eine Abbildung von I}(R? x R) nach
L}HR?). Weil fiir alle Treppenfunktionen f auf R¢ x R gilt

/(/ f(x,y)du(y)) du(x) = /fdu-

gilt das auch fiir alle f € L}(R? x R). q.e.d.
Die Argumente zeigen die analoge Aussage auch fiir die vertauschten Faktoren R x
R?. Wenn wir die mehrfach anwenden erhalten wir also

Korollar 12.21. (Satz von Fubini) Fiir alle Funktionen f € I}NR% x RY) gilt

/(/f”d“ ))d“ /(/ff’fydu ) n(y). qe.d.

Mit dem Satz von Fubini und dem Lebesguekriterium konnen wir jetzt auch Inte-
grale auf dem R ausrechnen. Als erstes konnen wir fiir fast alle (zo,...,2,) € R? das
Integral ffooo f(z1,...,24)dx; ausrechnen. Dabei kénnen wir die Methoden der eindi-
mensionalen Integration, wie wir sie bei dem Riemannintegral kennen, benutzen. Dann
integrieren wir genauso iiber dz,, ..., dxy bis wir schlieflich haben

/f d,u—/ ]Ofa:l,..., Ydxy ... dxg.

Wir konnen die Reihenfolge dieser eindimensionalen Integrale beliebig vertauschen.

12.5 Konvergenzsitze

In diesem Abschnitt werden wir drei Aussagen dariiber beweisen, wann Grenzwert-
bildungen mit der Integration vertauschen. Als erstes werden wir die Konvergenz von
monotonen Folgen mit beschréinkten Integralen beweisen.
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Satz 12.22. (Satz der monotonen Konvergenz von Beppo Levi)  Sei (fn)nen eine
monotone Folge in L}(R?) mit beschrinkten Integralen. Dann konvergiert (fn)nen fast
iiberall gegen eine Funktion f in L}(R?) und es gilt

lim fnd,u:/fd,u.

Beweis: Sei (f,,)nen eine monotone Folge in L (R?) mit beschriinkten Integralen. Durch
Ubergang zu (£f,)neny konnen wir annehmen, dass (f,)nen eine monoton wachsende
Folge von Funktionen mit beschrankten Integralen ist. Fiir alle n € N seinen (Gpnm )men
und (ﬁnm)meN monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit beschréinkten
Integralen, so dass fast iiberall gilt

fo= 1m Gum— lim hy,,.
m—0oQ m—0oQ

Die entsprechenden Folgen der Integrale ([ gnmdit)men und ( [ P dj1) men konvergieren.
Fiir alle n € N sei M(n) € N so gewéhlt, dass fir alle m,m’ > M(n) gilt

Fiir alle n € N seien h,,,,, und g,,, induktiv definiert durch

B 1m, fi <M . ~
B = % ~ ! ~ 1:,11“ " (n) und Gnm = Gnm — hnM(n) + hp—im
hnm - hnM(n) + hn—lm fir m > M(’”f)

mit hg,, = 0 fiir alle m € N. Weil fiir alle n € N die Folge (ﬁnm)meN monoton wachsend
ist, bestehen die Folgen (A, )men induktiv fir alle n € N nur aus nicht negativen
Funktionen. Weil auch die Folgen (G,m)men monoton wachsend sind, sind fiir alle n € N
auch die Folgen (gnm)men und (h,m)neny monoton wachsend. Aufgrund der Wahl von
M(n) sind die Integrale ([ hpmdp — [ Bn—1mdp)men beschrénkt durch 27", Also sind
alle Integrale ([ hpmdp)nmen beschrinkt durch 1. Weil ([ f,du)nen beschrinkt sind,
sind auch die Integrale ([ gumdit)n,men beschrénkt. Fiir alle n € N bzw. m € N seien

gn = lim gnm und h, = lim h,,,,
Gm = max{qim, - - -, Gmm und h,, = max{him, - - -, R }-

Dann gilt fiir alle n € N auch fast iiberall f,, = g, — h,. Aulerdem ist die Fol-
ge (hp)neny auf Grund der Definition von h,, fast iiberall monoton wachsend und
(gn)nen = (fn + ha)nen auch. Offenbar sind (g, )men und (ﬁm)meN monoton wach-
sende Folgen von Treppenfunktionen mit beschrankten Integralen. Seien g und h die
entsprechenden Grenzwerte. Fiir n < m gilt
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Also gilt fiir die entsprechenden Grenzwerte m — oo fast iiberall
gn < g und hngﬁ.
Weil (g )nen und (hy,)nen fast tiberall monoton wachsende Folgen sind, gilt fast iiberall
gm <max{gi,...,gm} = gm und h,, < max{hy,...,hm} = hp.

Also gilt fast iiberall g = gund h = h bzw. f = §—h = g — h. Aus Lemma 12.12 folgt

/ fdp = lim / (gm—ﬁm> dp = lim [ (go—hy)dp = lim / fodp. qed.

n—oo

Korollar 12.23. (Norm || - ||1) Auf [}(R?) definiert
[ Ll(Rd) —R, f—|flh= f |f|du eine Norm.

Beweis: Die Dreiecksungleichung und die Eigenschaft

ML :/w \fldp = |M~/|f\du= NI

folgt aus der Monotonie und der Linearitdt des Lebesgueintegrals. Zu zeigen bleibt
noch, dass aus || f|l; = 0 folgt f = 0 fast iiberall. Sei also [ |f|du = 0. Dann konvergiert
wegen dem Satz der monotonen Konvergenz die Folge (n|f|)nen fast iiberall. Also gilt
auch fast iiberall |f| = 0. q.e.d.

Korollar 12.24. (Lebesque’s Satz der beschrinkten Konvergenz) — Sei (fn)nen eine
Folge in I}(RY) und k € LNRY), so dass fast diberall gilt |f,] < k fir alle n € N.
Wenn (fn)nen fast dberall gegen f konvergiert, dann ist f € LNR) und ([ f.dp)

konvergiert gegen [ fdu.

neN

Beweis: Seien (gpnm)men und (hpm,)men definiert durch

9nm :min{fnafn—i-la---afn—i-m} und hnm :max{fnafn+l>-">fn+m}-

Fiir alle n € N sind wegen den Eigenschaften der lebesgueintegrablen Funktionen
(9nm)men monoton fallende Folgen in ' (R%) mit durch [ kdu beschréinkten Integralen,
und (A )men monoton wachsende Folgen von Funktionen mit durch f kdp beschrank-
ten Integralen. Wegen dem Satz der monotonen Konvergenz konvergieren diese Folgen
fast iiberall gegen Funktionen (g, )nen und (hy,)ney in IF(RY). Fast iiberall sind

gn:inf{fn7fn+17fn+27"'} und hn :Sup{fn7fn+17fn+27“‘}

monotone Folgen in I} (R?) mit beschrinkten Integralen. Also konvergieren (g, )nen und
(hn)nen fast iiberall gegen f. Dann gilt auch

/gndu < /fndu < /hndu und /fdu < lim /fndu < /fdu- g.e.d.
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Korollar 12.25. (Vollstindigkeit von [}(R?), Satz von Riesz-Fischer) [MR?) ist mit
| - |l1 ein Banachraum.

Beweis: Sei (f,)men eine Cauchyfolge in L' (R?). Dann gibt es eine Teilfolge (f,,., )men,
so dass fiir alle m € N gilt || f,., = fan|l1 <27™. Die Reihe (30 | funs: — f”m‘)neN
erfiillt dann die Voraussetzungen des Satzes der monotonen Konvergenz. Also kon-
vergiert sie fast iiberall gegen eine Funktion & € I}(R%). Dann konvergiert auch die
Folge (fn, — fai)men fast iiberall und erfiillt mit & € L}'(R?) die Voraussetzungen
von Lebesgue’s Satz der beschrankten Konvergenz. Dann konvergiert auch die Teilfol-
ge gegen einen Grenzwert f € L}R?). Weil (f,)nen eine Cauchyfolge ist, konvergiert
(Il fn = fll1)nen gegen Null, und damit auch (f,)nen gegen f. q.e.d.

Satz 12.26. (Fatou’s Lemma) Sei (fn)nen €ine Folge in [}R®) von fast diberall nicht
negativen Funktionen, die fast tiberall gegen f konvergieren. Wenn (f fnd,u)

schrinkt ist, dann ist f € LM RY) und es gilt

neN be-

fdp < lim inf /fn+md,u.
n—o0 meEeNg
Beweis: Sei wieder ¢, = min{ f,, fut1,-- -, form}. Dann erfiillen fiir alle n € N die
Folgen (gnm)men die Voraussetzungen des Satzes der monotonen Konvergenz. Also kon-
vergieren fiir alle n € N diese Folgen gegen ¢g,, € [} (R?) mit g, = inf{f,, fus1,...}. Die
Folgen (g, )nen erfiillen wieder die Voraussetzungen des Satzes der monotonen Kon-
vergenz und konvergieren fast iiberall gegen f. Also gilt auch f € L}R?) und fast
iiberall f,4m > g, fiir alle m € Ny. Es folgt [ fdu = lim, o [ godp und [ fdu <
lim,, infmeNOffnerd,u. q.e.d.

12.6 Messbare Mengen und Mafle

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wann wir eine lebesgueintegrable Funktion iiber
eine Teilmenge integrieren kénnen. Das fiihrt dann zu einer allgemeineren Definition
vom Volumen von sogenannten messbaren Mengen. Dieses Volumen heisst Maf.

Definition 12.27. Eine Menge A C R? heisst messbar, wenn fiir jede nicht negative
Funktion f € INRY) das Produkt f - xa mit der charakteristischen Funktion von A
lebesgueintegrabel ist.

Fiir messbare Mengen A bilden die Produkte von lebesgueintegrablen Funktionen
mit der charakteristischen Funktion y4 von A den Teilraum von I*(R?) aller lebes-
gueintegrablen Funktionen, die auflerhalb von A verschwinden. Als diesen Teilraum
definieren wird den Raum L!'(A) aller lebesgueintegrablen Funktionen auf A.

Definition 12.28. Fiir messbare Teilmengen A von R? sei I[N A) C [NR?) der Teil-
raum aller lebesqueintegrablen Funktionen auf R?, die auflerhalb von A verschwinden.
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Satz 12.29. (i) Das Komplement einer messbaren Menge ist messbar.
(ii) Die Schnittmenge von abzdihlbar vielen messbaren Mengen ist messbar.
(iii) Jede offene Menge ist messbar.

Beweis: (i) Weil die charakteristische Funktion des Komplements gerade 1 minus der
charakteristischen Funktion ist, folgt (i) daraus, dass L'(R?) ein Vektorraum ist.

(ii) Sei (A,,)nen eine Folge von messbaren Mengen und f eine nicht negative Funktion
in L}(R?). Dann ist die Folge (f []_; X4,)nen eine monoton fallende Folge in L'(R¢)
mit beschrinkten Integralen. Wegen dem Satz der monotonen Konvergenz konvergiert
sie in ['(R?). Der Grenzwert stimmt fast iiberall mit fx 4 iiberein, wobei A = (°2, A,,.
(iii) Jeder Quader ist messbar, weil die Multiplikation einer Stufenfunktion mit der
charakteristischen Funktion eines Quaders eine Stufenfunktion ergibt. Die Menge aller
offenen Quader mit rationalen Koordinaten ist abzidhlbar. Weil jede offene Menge U
gleich der Vereinigung aller der offenen Quader ist, deren Koordinaten in Q% liegen,
und die in U liegen, folgt (iii) aus (i) und (ii) und den de Morganschen Regeln. q.e.d.

Definition 12.30. Fine Teilmenge B der Potenzmenge P(X) einer Menge X heisst o—
Algebra, wenn diese Teilmenge B C P(X) unter Komplementbildung und dem Schnitt
von abzdhlbar vielen Elementen von B abgeschlossen ist. Wenn X ein metrischer Raum
ist, dann heissen die Elemente der kleinsten o—Algebra, die alle offenen (und abge-
schlossenen) Mengen enthdlt, Borelmengen.

Definition 12.31. Sei B eine o-Algebra auf der Menge X. Dann heisst p : B — RS
Mapjs, wenn fir alle Folgen (A,)nen von paarweise disjunkten Mengen in B gilt

K (U An) = ZN(AH)
n=1 n=1
Satz 12.32. (Lebesguemap) Seien B(RY) die Borelmengen von RY. Dann definiert
p:BRY - RS, A lim /XQ”XAd,u mit  Qn = (—n,n)®  fir allen € N

ein Maf auf den Borelmengen des R?, also ein Borelmafs. Es heifit Lebesquemaps.

Beweis: Wegen Satz 12.29 sind alle Borelmengen messbar. Sei (A, ),en eine Folge von
paarweise disjunkten Borelmengen. Fiir jede nichtnegative Funktion g € I} (R?) ist

n

(gf)nen mit  fo=1—J[(1—xa,) firalleneN
k=1
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eine monoton wachsende Folge von Funktionen in L' (R¢) mit beschriinkten Integralen.
Also konvergiert die Folge (gf,)nn gegen eine Funktion gf in L}(R?), und es gilt

n—oo

lim [ gfudp = / afdn.

Wenn wir diese Aussage auf die Folge (¢, )nen der charakteristischen Funktionen von
den Quadern ), anwenden, dann konvergiert die entsprechende Folge (¢, f)nn entwe-
der gegen eine lebesgueintegrable Funktion, und p(|J, oy An) ist endlich, oder das Maf
der disjunkten Vereinigung der Borelmengen (A, ),en ist undendlich. In beiden Fillen
folgt die o—Additivitat aus den Rechenregeln fiir Folgen. q.e.d.

Definition 12.33. Eine Aquivalenzklasse von fast iiberall definierten rellen Funktionen
auf R? heisst messbar, wenn es eine Folge von Treppenfunktionen gibt, die fast iberall
gegen einen Reprdsentanten der Aquivalenzklasse konvergiert.

Satz 12.34. (i) Die messbaren Funktionen bilden mit der punktweisen Addition und
Multiplikation und der Skalarmultiplikation eine Algebra, die [}(R?) enthilt.

(i) Wenn f und g messbar sind, dann auch |f|, max{f, g} und min{f, g}. Ist aufser-
dem fast tberall f ungleich Null, dann ist auch % messbar.

(iii) Der Grenzwert einer fast iberall konvergenten Folge von messbaren Funktionen
15t messbar.

(iv) Die Aquivalenzklassen von stetigen Funktionen sind messbar.

(V) FEine messbare Funktion ist genau dann lebesqueintegrabel, wenn ihr Betrag durch
eine lebesqueintegrable Funktion beschrdnkt ist.

(vi) Eine Menge A C RY ist genau dann messbar, wenn x4 messbar ist.

Beweis (i): Die Treppenfunktionen bilden eine Algebra, und damit auch die messbaren
Funktionen. Alle lebesgueintegrablen Funktionen sind nach unserer Definition messbar.
(ii):Der Betrag, das Maximum und das Minimum von Treppenfunktionen sind wieder
Treppenfunktionen. Wenn eine Folge ( f,,)nen von Treppenfunktionen fast iiberall gegen
eine nicht verschwindende Funktion f konvergiert, dann konvergiert die Folge

#(Z) wenn f,(z) #0

n)n mit niRESR, z gu(z) =
(Gn)nen g gn() {0 wenn f, () = 0

von Treppenfunktionen fast iiberall gegen %
(iii): Sei (f,)nen eine Folge von messbaren Funktionen, die fast iiberall gegen f kon-
vergiert. Sei h folgende positive lebesgueintegrable Hilfsfunktion auf R%:

2—n—d

h:th(x):m

mit n € N so dass = € (—n,n)?\ (1 —n,n —1)%
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Die Folge (gn)nen von messbaren Funktionen

h2) fo(a)
ERTAC I

h(x
konvergiert fast iiberall gegen g = ﬁ‘]}' Wegen Lebesgue’s Satz der beschriankten

Konvergenz sind alle (g,)ney und dann auch g lebesgueintegrabel und damit auch
messbar. Dann ist wegen (i) und (ii) auch folgende Funktion messbar:

g RT =R, 2+ gy(z) = fir allen € N

hf
hg hh+\f| o h*f —f
— o hlfI 2 — o
o~ h— AL R Rl A

(iv): Fiir jede stetige Funktion f und jeden Quader @) ist wegen Satz 12.15 das Pro-
dukt von f mit der charakteristischen Funktion von @) lebesgueintegrabel. Die Fol-
ge (fx@,)nen der Produkte mit den charakteritischen Funktionen der Quader @, =
(—n,n)¢ konvergiert punktweise gegen f. Also folgt (iv) aus (i) und (iii).

(v): Sei (fn)nen eine Folge von Treppenfunktionen, die fast iiberall gegen f konvergiert
und |f| < k fiir ein k € L}(R?). Dann konvergiert auch (max{—k, min{k, f,}})nen fast
iiberall gegen f. Aus Lebesgue’s Satz der beschriankten Konvergenz folgt (v).

(iv): Fiir eine messbare Menge A C R? konvergieren die Produkte (xaXq, )nen der
charakteristischen Funktionen mit denen der Quader @Q,, = (—n,n)¢ punktweise gegen
Xa. Wegen (iii) ist also x4 messbar. Die Umkehrung folgt aus (i) und (v). q.e.d.

Satz 12.35. (i) Eine Aquivalenzklasse f von fast iiberall definierten reellen Funktio-
nen auf R? ist genau dann messbar, wenn

(ii) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) < a} messbar.
(iii) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) > a} messbar.
(iv) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(z) < a} messbar.
(v) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) > a} messbar.
(vi) Fiir alle k >0 in [}HR?) liegt die Funktion max{—Fk, min{k, f}} in L}(R?).

Beweis (i)=-(ii) folgt aus Satz 12.34, weil die Folge n (max(a + 1/n, f) — max(a, f))
gegen die charakteristische Funktion der Menge {z € R? | f(z) < a} konvergiert.

(ii) e (iii) < (iv) < (v): Wegen Satz 12.29 sind (ii) und (iv) bzw. (iii) und (v) dquivalent.
Wegen {z € R | f(z) < a} =U,on{z €R? | f(z) <a— 1} und {z € RY| f(z) <
a} =Nen{z € R?| f(x) < a+ +} sind auch (ii) und (iv) dquivalent.

(v)=(vi): Wenn eine Funktion f die dquivalenten Bedingungen (ii)—(v) erfiillt, dann
sind folgende Funktionen fiir alle n € N messbar:

. d
fui RIS R, xH—ZX{meRdu 2} T X feerilsws b}
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Die Folge (fn)nen konvergiert gegen f. Aus Satz 12.34 (iii) und (v) folgt (vi).

(vi)=(i): Sei Q, fiir allen € N der Quader Q,, = (—n,n)%. Wegen (vi) besteht die Folge
(max{—nyq,, min{nxg,, f}})nen aus lebsgueintegrablen Funktionen und konvergiert
punktweise gegen f. Also folgt (i) aus Satz 12.34 (i) und (iii). q.e.d.

12.7 Die Riaume [7(RY)

Eine komplexwertige Funktion ist genau dann lebesgueintegrabel bzw. messbar, wenn
sowohl der Realteil als auch der Imaginérteil lebesgueintegrabel bzw. messbar sind.
Eine messbare komplexe Funktion ist offenbar genau dann lebesgueintegrabel, wenn
der Absolutbetrag lebesgueintegrabel ist. Aus Satz 12.35 folgt, dass fiir jede messbare
Funktion f und p € R auch die Funktion | f|? messbar ist.

Definition 12.36. Fir alle 1 < p < oo sei IP(RY) die Menge aller Aquivalenzklassen
von fast diberall definierten messbaren Funktionen von R? nach K, fiir die die Funktion
|f|P lebesqueintegrabel ist. Der Raum L°(R?) ist definiert als die Menge aller Aquiva-
lenzklassen von messbaren beschrinkten Funktionen von R? nach K.

Fiir K=R und p = 1 stimmt diese Definition mit Definition 12.13 iiberein.

Satz 12.37. Fiir alle 1 < p < oo ist IP(R?) zusammen mit der Abbildung

|-]: PRY =R, fr|fll,= {'(flflpdu): fiir 1 <p < o0
inf{C e Ry | |f| < C a.e} fiirp=occ.

ein normierter Vektorraum. Fir 1 < p,q,r < oo mit % —l—% =L und f € P(RY) und

T

g € LY(RY) gilt fg € L'(R?) und die Héldersche Ungleichung: || fall» < Il fllsll9]l4-

Die Dreiecksungleichung der Norm || - ||, wird wieder Minkowski-Ungleichung ge-
namnt: fiir alle f,g € [P(RY) gilt £+ g € IP(RY) und | + gll, < [[£lly + gllp
Beweis: Wir beweisen zuerst die Holdersche Ungleichung. Indem wir zu den Funk-
tionen |f|” und |g|" tibergehen anstatt der Funktionen f und g, und den Exponenten

1, g und Z anstatt r, p und ¢, geniigt es den Fall 1 = = 1 fiir nicht-—negative reelle
Funktlonen zu betrachten. Es gilt ndmlich [|f[|} = ||\f| ||p bzw lgllg = [llgl"|[«. Fiir
p=1 g =00 bzw. p =00, ¢ =1 folgt die Holdersche Unglelchung aus den Elgen—
schaften der lebesguesintegrablen Funktionen. Fiir f = 0 oder g = 0 ist die Aussage
offensichtlich. Sei also f #0, g Z0und 1 < p,q < oo mit 1 = % + %. Die Youngsche

s \g\
1£1lp l9llq

Ungleichung ergibt fiir die Funktionen und

P q
/1 gl /] + 91 fast iiberall.

<
AUl lglle = WA Nl
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Wegen f € IP(R?) und g € L4(R?) ist die rechte Seite lebesguesintegrabel und das
Integral gleich 1. Also ist auch die linke Seite lebesguesintegrabel und das Integral
kleiner oder gleich 1. Daraus folgt fg € LHRY), ||fglli < || fllpllgllq-

Wegen Korollar 12.23 erfiillen die Abbildungen f +— || f]|, die Positivitit. Die Linea-
ritat ist offensichtlich. Fiir p = 1 und p = oo ist die Dreieckungleichung schon gezeigt.
Sei also 1 < p < oo und f,g € IP(R?). Offenbar gilt fiir f,g € I[P(RY) fast {iberall
|f +g]P < 2PmaxP{|f|,|g]} < 2°(|f|P+ |g|P). Also liegt f+ g in IP(R?). Die Holdersche
Ungleichung ergibt fiir die Funktionen |f+g[? = |f+g||f+ 9P~ < (|f|+|g])|f+9gP~!
mit f,g € IP(RY) und1:%+%<:>(p—1)q:p

Lf+ gl < N f - 1f + 9P+ Hlg - 1F + 9P~ < Ul + gl LF + gllp
Daraus folgt die Minkowski Ungleichung. q.e.d.
Satz 12.38. (Satz von Riesz Fischer) Fiir alle1 < p < oo ist IP(RY) ein Banachraum.

Beweis: Fiir p = oo folgt die Aussage aus den Sdtzen 9.44 (iii) und 12.34 (iii). Sei 1 <
p < oo und (f,,)nen eine Cauchyfolge in IP(R?). Sei (fy,, )men eine Teilfolge mit || f,,,.,, —
famllp < 27™ fiir alle m € N. Die monoton wachsende Folge g, = | fn, | + 21 | frss —
fn,| fiir alle m € N erfiillt wegen der Minkowskiungleichung |||, < 14| fu, ||, fiir alle
m € N. Wegen dem Satz der monotonen Konvergenz, konvergiert (g2, )nen gegen eine
Funktion k € L}(R?). Wegen dem Monotonieprinzip konvergiert (g,,)men fast iiberall
gegen eine messbare Funktion g. Dann konvergiert (f,, )men fast iiberall gegen eine
messbare Funktionen f. Wegen Lebesgue’s Satz der beschrinkten Konvergenz ist | f|?
lebesgueintegrabel und damit f € IF(R?). AuBerdem gilt fast iiberall |f — f,,...| <
lg — gm| und |lg — gmll, < 27™. Also konvergiert (fy,,)men in IF(RY) gegen f. Weil
(fa)nen eine Cauchyfolge ist konvergiert sogar (fy)nen in IP(R?) gegen f. q-e.d.

Definition 12.39. Flir jede messbare Menge A CR? und alle 1 < p < oo sei [P(A)
der Unterraum von [P(RY) aller Aquivalenzklassen von Funktionen, die auferhalb von
A wverschwinden.

Fiir messbare Mengen A und 1 < p < oo ist offenbar IP(A) C IP(R?) abgeschlossen.
Korollar 12.40. Fir A messbar und 1 < p < oo ist IP(A) ein Banachraum. q.e.d.

Satz 12.41. Fiir alle messbaren Mengen A C R? und alle 1 < p,q < oo mit % +% =1
ist folgende Abbildung eine Isometrie:

J:I(A) - L(P(A)K), g jg) mit  j(g): P(A) K, fr / Fadp.
A
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Beweis: Fiir messbaren Mengen A C R% und 1 < p < oo ist j wegen der Holder-
schen Ungleichung lipschitzstetig mit L = 1. Wir definieren f so, dass im Beweis der
Holderschen Ungleichung die Youngsche Ungleichung eine Gleichheit wird. Sei also
a 141
gl (gl Gt g
g g g

Fiir 1 < ¢ < coist f messbar und liegt in [7(A). Es gilt | f||> = [|g| und || fgl» = [[g]|Z.
Daraus folgt

f mit f(z) =0 fir g(z) = 0.

ey gl | "
gl = g0+ = zzﬂﬁwsmwwsmmmmmgeﬁmnm}
P

lglla

Also ist fiir 1 < p < oo die Abbildung j eine Isometrie. Fiir p = 1, ¢ = oo und jedes
e > 0ist {z € R? | |g(x)] > ||g]|loc — €} keine Nullmenge und messbar. Auf allen
Funktionen f € I!(A), die auerhalb dieser Menge verschwinden, nimmt |j(g)| groBere
Werte als (||g|lco — €)]| f|l1 an. Also gilt fiir jedes € > 0 und jedes g € L°(A) \ {0} auch
lglle — € < [17(9)]| < |lglloo- Dann ist auch fir p =1 j eine Isometrie. q.e.d.

12.8 Jacobi’s Transformation von Maflen

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie sich die Integration unter Koordinatentrans-
formationen verhilt. Wir verallgemeinern also die Substitutionsregel auf R?. Wir be-
nutzen in diesem Abschnitt auf R? die Norm || - || aus Definition 9.9. Dann sind
namlich die offenen Bille genau die offenen Quader mit gleichen Kantenldngen.

Lemma 12.42. (i) Die Multiplikation mit einer beschrinkten messbaren Funktion f
ist eine lineare Abbildung in L(L}(RY)), deren Norm beschrinkt ist durch || f]|oc-

(ii) Sei @ : U — O eine bijektive lipschitzstetige Abbildung zwischen den offenen
Mengen U,O C R® mit Lipschitzkonstante L. Dann ist f — f o ®~1 eine lineare
stetige Abbildung L}(U) — I}(O), deren Norm beschrinkt ist durch L%,

(iii) Sei @ : U — O eine bijektive Abbildung zwischen offenen Mengen U,O C RY mit
|P(z) —P(y) — (. —Y)||oo < €]|lz —Y|oo fiir z,y € U und ein € € (0,1). Dann gilt

[rovdu= [ ran<@-0 - nifl i atle f € 2O).
U (@)

Beweis: (i) folgt aus der Holderschen Ungleichung in Satz 12.37: || fg|l1 < || fllscllg]]1-
(ii) Im Beweis von Satz 12.29 (iii) haben wir gesehen, dass die Schnittmenge eines
offenen Quaders  C R? mit U als offene Menge eine Vereinigung von den abzihlbar



12.8. JACOBI'S TRANSFORMATION VON MASSEN 175

vielen offenen endlichen Quadern (Q,,),en mit rationalen Koordinaten ist. Wir konnen
sogar erreichen, dass die Abschliisse dieser Quader in U liegen. Wegen Proposition 12.6
ist Qni1 \ (Q1U...UQ,) fir alle n € N eine disjunkte Vereinigung von endlich
vielen Quadern. Induktiv erhalten wir Q N U als eine abzéhlbare Vereinigung von
paarweise disjunkten endlichen Quadern mit rationalen Koordinaten, deren Abschliisse
in U liegen. Also liegen die Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen von
Quadern mit rationalen Koordinaten, deren Abschliisse in U liegen, dicht in I'(U). Fiir
jeden Quader Q in U ist xgo® ™! = x4 Jeder Quader mit rationalen Koordinaten ist
eine disjunkte Vereinigung von endlich vielen Quadern mit gleichen Kantenldngen, also
bis auf eine Nullmenge eine disjunkte Vereinigung von endlich vielen offenen Béllen
beziiglich der Norm || - || aus Definition 9.9. Wegen Satz 12.29 ist ®[U] messbar.
Wenn @) gleiche Kantenlédngen hat liegt das Bild ®[Q)] innerhalb des Quaders mit dem
Volumen L% - p(Q), dessen Zentrum das Bild des Zentrums von @ ist, und dessen
Kantenldngen L mal der Kantenldngen von () sind. Fiir jede Treppenfunktion f €
L}U) ist dann f o ®~! lebesgueintegrabel und es gilt

1f o @7l < LY f1]1.

Die Abbildung f +— f o ®~! setzt sich zu einer linearen stetigen Abbildung I'(U) —
I}O) fort, deren Norm beschrinkt ist durch L.

(iii) Wie in (ii) geniigt es die Behauptung fiir chrakteristischen Funktionen von offenen
Billen beziiglich || - || zu beweisen. Aus ||®(z) — ®(y) — (. — 1)]|oo < €]|7 — yl|oo folgt

(1 =eflr =yl < 1(2) = 2(Y)llc < T+ )]z — Yl

Aus ®(z) € B(®(y),r) folgt z € B(y, ) und ®(z) € B(®(y),r) aus v € B(y,
Wegen 1 — (14+¢€)7% < (1 —¢)7¢ — 1 folgt dann

The)-

‘/XQ oédu—/mdu' < ((1=e)™=1) u(Q).

Wegen der Linearitit und der Dreiecksungleichung folgt die Behauptung fiir alle Trep-
penfunktionen f, und weil diese dicht liegen fiir alle f € L'(IR). q.e.d.

Satz 12.43. Sei A € L(R?) ein invertierbare lineare Abbildung. Dann ist
w(A) : NRY) — LNRY),  frm(A)f  mit (r(A)f)(x) = f(A™'2)

eine stetige lineare Abbildung, deren Norm beschrinkt ist durch || A||?.Es gilt

/W(A)fd,u = | det(A)| /fdu fiir alle f € IMR?).
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Beweis: Wegen Lemma 12.42 (ii) ist die Abbildung
m(A) : LR — LI(RY), [ m(A)f

beschrénkt durch || A]|?. Alle Quader mit rationalen Kanten sind disjunkte Vereinigun-
gen von Quadern mit gleichen Kantenlédngen. Weil die charakteristischen Funktionen
von Quadern mit rationalen Kantenldngen dicht liegen in den charakteristischen Funk-
tionen von allen Quadern, liegen die Treppenfunktionen von Quadern mit gleichen
Kantenlingen dicht in I}(R?). Fiir diagonale Matrizen A gilt wegen dem Satz von
Fubini a(A) = | det(A)|. Dann gilt fiir alle A

/foA_ld,u = a(A)/fd,u mit  «a(A) = /XA[[OJ]d}d/JJ fiir alle f € L'(RY).

Fiir zwei invertierbare Elemente A, B € L(RY) gilt 7(A- B) = n(A) - n(B). Also gilt
a(A-B) = a(A)a(B). Aus a(1) = 1 folgt a(A™!) = a™(A). Dann gilt a(A) = | det(A)|
fiir alle diagonalisierbaren Matrizen A. Aufgrund der Jordanschen Normalform, ist jede
Matrix A mit paarweise verschiedenen Eigenwerten diagonalisierbar. Weil die Diskri-
minante des charakteristischen Polynoms einer Matrix A ein Polynom in den Eintrigen
von A ist, liegt die Teilmenge aller Matrizen, deren Diskrimante nicht verschwindet,
dicht in allen Matrizen. Also liegen die diagonalisierbaren Matrizen dicht in allen inver-
tierbaren Matrizen. Wegen Lemma 12.42 (iii) folgt |a(A™!) —a(1)] < ((1—€)~%—1)a(1)
aus ||A7! — 1|] < e. Dann folgt |a(A4) — a(B)| < (1 — ||[A7Y|e)~¢ — 1)]a(A)| aus
|A — BJ| <e. Also ist « stetig. Fiir alle A gilt dann a(A) = | det(A)|. g.e.d.

Satz 12.44. (Jacobische Transformationsformel) Sei ® : U — O eine stetig diffe-
renzierbare bijektive Abbildung von der offenen Menge U C R? auf die offene Men-
ge O C RL Wenn @ auf U in L(R?) invertierbar ist, dann ist die Abbildung f —
|det (@) (f o ®) eine Isometrie von L}O) nach [}U), d.h. fir f € I}O) gilt

[ et @150 @)= [ ga

Beweis: Im Beweis von Lemma 12.42 (ii) haben wir gesehen, dass die Treppenfunk-
tionen mit kompaktem Triger in O dicht in I}(O) liegen. Deshalb geniigt es

[ 1t (@) (xg 0 @) = ()

fiir alle charakteristischen Funktionen xg von kompakten Quadern in () C O zu zeigen.
Weil @ auf U in £(R?) invertierbar ist, ist wegen dem Satz der inversen Funktion ®~!
stetig differenzierbar und die Ableitung 42 auf ®[Q] wegen Korollar 9.35 beschréinkt
und wegen Satz 9.39 gleichméfig stetig. Dann gibt es fiir jedes € > 0 eine Zerlegung () =
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Q1 U...UQy in paarweise disjunkte Quader, auf deren Urbilder ®~[Q4], ..., ®7'[Qx]
jeweils ||® — A|| < ||A]le oder auch [|®" o A~ — 1|| < ||A| - [|A7 e < e gilt, wobei
A der Wert von ® an einem Punkt zy des Urbildes des jeweiligen Quaders ist. Aus
dem Schrankensatz folgt ||(® o A7) (z) — (Po A1) (y) — (x — Y)||oo < €]|7 — Yl|o- Aus
Lemma 12.42 (iii) folgt firn =1,..., N

‘/XQn o®o A dy — p (Qn)

< ((1 - 6)_d - 1) K (Qn) :

Auf den Quadern x € Qq,...,Qn liegen jeweils alle Eigenwerte von @' (z) o A™! in
(1 —¢,14+¢). Es folgt |det(®’) — det(A)| < |det(A)[((1+ €)% —1). Satz 12.43 ergibt

[ laet @)1 (xq, o @1~ [ o, 0 B0 A7 ] < (1407 = 1) (1= (@)

Im Grenzwert e — 0 folgt dann / |det (D)| (xg o ®)du = p(Q). q.e.d.

12.9 Integration iiber den Rand einer Menge

In diesem Abschnitt definieren wir die Integration iiber den Rand einer offenen Teil-
menge () C R?. Dafiir muss dieser Rand allerdings stetig differenzierbar sein.

Definition 12.45. (Zerlegung der FEins) Eine glatte Zerleqgung der Fins beziglich
einer offenen Uberdeckung einer offenen Teilmenge 2 C RY, ist eine abzihlbare Familie
(fn)nen von glatten Funktionen f, : Q — [0,1], so dass

(1) fir jedes x € Q auf einer Umgebung von x nur endlich viele f, ungleich Null sind.
(ii) Fir alle x € Q gilt > 07 | falz) = 1.
(iii) Jedes f, auferhalb eines Elementes der offenen Uberdeckung verschwindet.

Satz 12.46. (Ezistenz der Zerlequng der Eins) Jede offene Uberdeckung U einer offe-
nen Teilmenge Q0 C RY besitzt eine glatte Zerlegung der Eins.

Beweis: Fiir 0 < a < b < 0o sei fo, € C°(R) definiert durch

1 fir 0 < |z| <a
fap ' R—=1[0,1], == fap(x) = exp (st exp (5722)) fiira <|z|<b
0 fir b < ||

Jeder Punkt z einer offenen Menge 2 C R? ist im Inneren eines abgschlossenen Balles
B(y,r) C Q mit rationalem Zentrum y € QN Q% und rationalem r € Q enthalten.
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Deshalb ist jede offene Menge Q C R? eine abzihlbare Vereinigung von relativkom-
pakten offenen Teilmengen von 2. Weil der Abschluss von endlich vielen Teilmengen
dieser abzihlbaren Uberdeckung jeweils kompakt ist und deshalb von endlich vielen
Elementen der Uberdeckung iiberdeckt wird, gibt es eine Folge von offenen Teilmengen
(On)nen von €, die 2 iiberdecken, und deren Abschliisse O, fiir allen € Nin O, ent-
halten sind. Wir setzen Oy = O_; = 0. Fiir jedes n € N ist jeder Punkt z € 0,\ O,_; in
einem Ball B(y,r) enthalten, fiir den B(y,2r) in O, \ O,_2 und in einer der offenen
Mengen von U enthalten ist. Also wird die kompakte Menge O,, \ O,,_1 von endlich
vielen solchen Béllen iiberdeckt. Wir erhalten induktiv eine Folge von offenen Billen
(B(Yn,Tn))nen, die  tiberdecken, und deren Bélle (B(yy,, 2r,))nen jeweils in einer der
offenen Mengen von U enthalten sind, und die jeweils nur mit endlich vielen anderen
Billen von (B(yn, 27,,))nen nicht schnittfremd sind. Dann ist die Familie (f,,)nen

n—1
fn : Q_> [O’ 1]7 x’_)fn( ) f7"n27"n ||x_yn|| H f?“m27"m ||x ym”))
m=1

- n

H ~ frmzrn (2 =ymlD)) = [T = frnzrn (I = yl])).

m=1 m=1

eine glatte Zerlegung der Eins beziiglich der Uberdeckung /. Denn induktiv gilt

H@)+ o fu(@) + (U= fron (2 =0l]) - - (U= frpar (e =ynl) = 1 fiir jedes n € N,

und fir alle n € N verschwindet (1 — f., o, (|[z — ynl|) auf B(y,,r,). q.e.d.
Die Mengen, die wir im Gauf3’schen Satz betrachten wollen, sollen einen zweimal
differenzierbaren Rand haben.

Definition 12.47. Eine offene Menge Q C RY hat einen k-mal (stetig) differenzier-
baren Rand 02 = Q N Q°, wenn jeder Punkt x € Q eine offene Umgebung U C R?
und eine bijektive, k-mal (stetig) differenzierbare Abbildung ® : U — O C R? auf eine
offene Teilmenge mit k—mal (stetig) differenzierbarer Umkehrabbildung besitzt, so dass

P[QNU] = B(0,r) N {x € RYzy > 0}
d[Q°NU] = B(0,r)N {z € RYzy < 0}
®[OQ N U] = B(0,r) N {x € RYzy = 0}

Ein Vektor y gehort genau dann bei x € 92 zum Tangentialraum an 02, wenn gilt
' (z)y-eq =0 — y- (®'(z)) eq =0 mit eg = (0,...,0,1).

Deshalb ist der duflere Normalvektor N(z) im Punkt x gegeben durch

Nw) = = @ @) ea @) eu
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Unter stetig differenzierbaren Abbildungen ® mit stetig differenzierbaren Umkehrab-
bildungen transformieren sich der Tangentialraum an den Rand durch die Jacobimatrix
und der Normalenvektor durch die transponierte der Jacobimatrix.

Beispiel 12.48. (i): Sei f eine einmal stetig differenzierbare Funktion auf RY, deren
Gradient V f keine gemeinsamen Nullstellen mit f hat. Dann hat die Menge Q = {z €
R? | f(z) < 0} einen stetig differenzierbaren Rand. Der Rand 09 ist die Hyperfliche,
auf der f verschwindet, die wegen dem Satz der impliziten Funktion lokal das Bild einer
stetig differenzierbaren Abbildung von offenen Teilmengen von R' nach R? ist. Auf
dem Rand 0N) ist V f ein Vektor, der orthogonal auf dem Tangentialraum an den Rand
steht, und nach auflen zeigt. Deshalb ist va” die duflere Normale.

(ii): Der Ball B(y,r) mity € R? und r > 0 im R ist gleich der Menge B(y,r) = {x €
R? | (x — y)? — r*> < 0}. Die Funktion f(z) = (x — y)* — r? ist offenbar unendlich oft
differenzierbar, und der Gradient V f(x) = 2(x — y) hat nur eine Nullstelle bei x = y.
Also hat der Ball B(y,r) einen unendlich oft differenzierbaren Rand.

Lemma 12.49. Sei Q C R? eine offene Menge mit stetig differenzierbarem Rand und
®: U — O C R? eine einmal stetig differenzierbare Abbildung mit den Eigenschaften
wie in Definition 12.47. Sei [ eine stetige Funktion auf 0Q2 mit kompaktem Trager die
aufserhalb von U verschwindet. Dann ist das Lebesgueintegral

[ (@ ea] - aet @) £) o @ s

B[OQNU]
unabhingig von der Wahl von ®. Hierbei ist eq = (0,...,0,1).

Beweis: Seien ® und ® zwei solche stetig diﬁerenzierbare Abbildungen von der offenen
Teilmenge U nach O bzw. O. Dann ist ® o & ! eine stetig differenzierbare Abbildung
von O nach O. Im Folgenden seien y = ®(x) die entsprechenden Koordinate von O und
®(z) von O. Dann ist die letzte Komponente der Koordinaten von ® bzw. ® auf dem
Rand 0f) identisch gleich Null. Also verschwinden auf dem Rand 0f2 alle Eintrége der
letzten Zeile bis auf das letzte (® o ®~1) . von der Jacobimatrix (® o ®~1)’. AuBerdem
ist die Determinante dieser Jacobimatrix gleich dem Produkt von (® o &~ 1), mit der
Unterdeterminante der entsprechenden (d — 1) x (d — 1) Matrix, in der die letzte Zeile
und die letzte Spalte gestrichen wurde. Also sind folgende Vektoren gleich:
(@0 @™ )jgea = ((Po®7))'eq
(@)ea = (@) (@0d7Y)es = (&0 ®7);(d) e,

Weil e4 in beide Mengen ®[Q N U] und ®[Q N U] hineinzeigt, ist (® o ®1),, positiv.
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Dann ergibt Satz 12.44

[ (e fo

d[oONU]

Il (OO

d[oONU]

-1 N
) f) 0 & dppar =

) - f) od o ((i) o (I)_l)d,uRd,l =

= [ (l@)ealdet@)™ £) 00 s qed

3[00NU]
Mit Hilfe dieses Lemma’s definieren wir das Integral einer Funktion auf 0.

Definition 12.50. Sei Q C R? cine offene Teilmenge mit stetig differenzierbarem
Rand, und f eine stetige Funktion auf 0). Dann definieren wir das Integral f(’)Q fdo
indem wir den Rand O lokal auf Teilmengen von R4~1 x {0} abbilden und es dann mit
einer entsprechenden Zerlegung der Fins in eine Summe tiber die entsprechenden Inte-
grale aus dem vorangehenden Lemma auswerten. Wegen dem vorangehenden Lemma ist
das entsprechende Integral, wenn es existiert, unabhdingig von den lokalen Abbildungen.

12.10 Der Gaufische Satz

Satz 12.51. (Gauf’scher Satz oder Divergenzsatz) Sei$) C RY ein offenes beschrink-
tes Gebiet mit zweimal differenzierbarem Rand und f eine auf Q) stetig R4 -wertige Funk-
tion, die auf Q) stetig differenzierbar ist, und deren partielle Ableitungen sich stetig auf
Q forstsetzen lassen. Dann gilt:

/V-fd,u:aéf-]\fdo—

Q

Hierbei ist N die dufsere Normale auf dem Rand Of).

Beweis: Offenbar sind die linke und die rechte Seite der Gleichung linear in f. Deshalb
kénnen wir mit Hilfe einer Zerlegung der Eins die Funktion f in eine Summe von Funk-
tionen mit Tréagern in kleinen offenen Mengen zerlegen. Auflerdem kénnen wir f in eine
Summe f = )., e;f; mit der kanonischen Basis ey, ..., eq von R? zerlegen. Zunichst
mochten wir solche f betrachten, die aulerhalb einer kompakten Teilmenge von € ver-
schwinden. Fiir jedes ¢ = 1,...,d gibt es dann ein Intervall I;, so dass f; auflerhalb
der Menge {x € R? | z; € I;} verschwindet. Wegen dem Hauptsatz verschwindet dann
fiir jedes (x1,...,2i 1, Tit1, ..., 2q) € R¥T das Integral fll- g—i(xl, ..., xq)dz; iiber das
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Intervall I;. Wegen dem Satz von Fubini folgt dann fQ V -e; fidu = 0 Also erfiillen alle
Funktionen mit kompaktem Tréger in €2 den Gauflschen Satz.

Zuletzt betrachten wir Funktionen f die auerhalb einer Umgebung U C R? eines
Randpunktes verschwinden, wie sie in Definition 12.47 beschrieben ist. Es existiert also
eine zweimal differenzierbare Abbildung ® : U — O C R? mit zweimal differenzier-
barer Umkehrabbildung, so dass ® den Teil U N JQ vom Rand in U auf eine offene
Teilmenge von R~ x {0} abbildet. Wir definieren f = (|det (® N f))o®~t, wobei
wir punktweise die Ableitung ®" auf den Vektor f wirken lassen. Dann folgt aus der
Definition 12.50

/f~Nda - /(H edH\det(@)rlf.N)o@‘lduRH
o0

[OONU]

= — / <|det (@) f- (@) ed> o ® 'dpga

2[00NU]
= - / f : edd,uqu = / f : Nd,uRdﬂ
2[00NU] @[6QNU]
Hierbei haben wir die d&uere Normalen N(z) = —| (@) eq|| "t (®)' eq und N = —

eingesetzt. Wenn wir f durch f ausdriicken und Jacobi’s Transformation von Maflen
benutzen, erhalten wir

/v fdu = / <|det((I>’)|_1(Vx-|det((1>’)|((1>’)_1fo<1>))o<1>_1d,u
3[QNU]

Im Folgenden bezeichnen wir mit y die Koordinaten auf O und mit .J die Jacobimatrix
Jij = gi’; = 6% . Mit Satz 10.4 (iii) und Korollar 11.7 erhalten wir

d 1

] 0.
Vo (@) fod = Y a” fio®+ Z T gt

1,j=1 i,5,k=1

of;
6‘yk

- Z aJ]kal fio®+(V,-f)od.

4,5,k l=1
Um den Gradienten der Determinante der Jacobimatrix zu berechnen, benttigen wir

Lemma 12.52. Sei A eine differenzierbare Abbbildung von (to—€,to+€) in die n x n—
Matrizen. Wenn A(ty) invertierbar ist, dann gilt
ddet(A(to))
dt

_ det(A(to)) Spur (A—l(to)d“;(t%)) |
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Beweis: Fiir zwei n x n-Matrizen A und B gilt
det(A +tB) = det(A)det(1l +tA™'B).

Offenbar ist det(1l +tA~!B) ein Polynom in ¢t vom Grad n, und die Koeffizienten sind
Polynome in den Koeffizienten von A~'B. Weil aber die Unterdeterminanten von 1
genau dann nicht verschwinden, wenn die genausovielte Spalte wie Zeile gestrichen
wird und dann die Unterdeterminanten gleich Eins sind, gilt

det(1l +tA™'B) = 1 4t Spur(A~'B) + Terme hoherer Ordnung.

d
Damit folgt pr det(A+tB)| = det(A)Spur(A~'B). q.e.d.
Damit erhalten wir =
Vet @) @) Fob = @) S 15 2o

i,5,k, =1
Wegen dem Satz von Schwarz gilt

0Jji 0%y, _ 0%y, _ 9Jjk
or,  Oxpdxr;  Ox;0r, O

, und damit auch / V- fdu = / v, - fdu.
Q 3[QNU]
Damit haben wir gezeigt, dass der Gaufische Satz fiir Funktionen f, die aulerhalb einer

offenen Umgebung U C R? verschwinden, wie sie in Definitiopn 12.47 beschrieben ist,
genau dann gilt, wenn er fiir die entsprechenden Funktionen f gilt:

/ V, - fdu = / f - Ndpga.
3[QNU] 3[00NU]
Fiir die Funktionen f gilt fir alles = 1,...,d—1 wieder fQ 0f: d,u = 0. Fiir 7 = d benut-

zen wir den Satz von Fubini und den Hauptsatz der leferentlal und Integralrechnung
und erhalten

[QNU] B[OQNU]

Daraus folgt der Gaufy’sche Satz. q.e.d.



