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Kapitel 1

Mengen und Abbildungen

1.1 Mengen

Georg Cantor(1845-1918) hat den Begriff der Menge definiert als ,eine Zusammen-
fassung von wohlbestimmten und wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens zu einem Ganzen®“. Diese Objekte werden Elemente der Menge
genannt. Um ein Objekt a als Element der Menge A zu kennzeichnen, schreiben wir
a € A. Ist a dagegen kein Element der Menge A, so schreiben wir a & A.

Wir konnen Mengen dadurch beschreiben, dass wir alle ihre Elemente angeben, also
z.B. ist

A= {a}

die Menge, die nur das Element a enthélt und B
B ={a,b,c}

die Menge, die drei Elemente a,b und ¢ enthélt. Dabei kann auch ein Element einer
Menge wieder eine Menge sein:

C ={a {a}}.
M = {z € X | z hat die Eigenschaft p} oder nur M = {z | z hat die Eigenschaft p}

bezeichnet die Menge aller Elemente x (von der Menge X)), die die Eigenschaft p haben.!
A ist eine Teilmenge von B, wenn alle Elemente von A auch Elemente von B sind.
In Symbolen A C B.

Bei dieser Beschreibung muss man allerdings Vorsicht walten lassen, um die Russellsche Antinomie
zu vermeiden. Lat man ndmlich die Menge aller Mengen zu, die sich nicht selbst als Element enthalten,
so wird nicht entscheidbar, ob diese Menge sich selbst als Element enthélt oder nicht. Als Ausweg
wird in der axiomatischen Mengenlehre die Frage, ob eine Menge Element einer Menge ist, nicht in
allen Fillen als sinnvoll zugelassen.
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1.2 Operationen von Mengen

Die Vereinigung zweier Mengen A und B ist die Menge A U B aller Elemente, die in
mindestens einer der beiden Mengen A und B enthalten sind. Der Durchschnitt zweier
Mengen A und B ist die Menge A N B aller Elemente, die sowohl Element von A als
auch Element von B sind. Die Differenzmenge A\ B ist die Menge aller Elemente von
A, die nicht Element von B sind. Das kartesische Produkt der Mengen A und B ist die
Menge aller geordneten Paare (a,b) von Elementen von A und B.

Ax B={(a,b)|a€ Aund b€ B}

Die Potenzmenge P(M) einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von M. Dabei
ist die leere Menge () stets ein Element der Potenzmenge.
z.B. P({a,{a}}) = {0,{a}, {{a}},{a, {a}}}.

Wenn wir nur Teilmengen einer vorgegebenen Menge M betrachten, dann wird fiir
eine solche Menge A € P(M) die Menge M \ A auch als das Komplement A¢ bezeichnet.
Diese Operationen erfiillen die folgenden Regeln:

(Idempotenz) AUA=A ANA=A
(Kommutativitét) AUB=BUA ANB=BnNA
(Assoziativitit) AN(BNC)=(ANnB)NC AU(BUC)=(AUuB)UC
(Distributivitdt) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
(de Morgan) (AN B) = A°U B° (AUB) = AN B°
ACAUB ANBCA
Aud=A AND=10
A\A=1 A\D=A
(A=A ACB<<= B°C A°
(AC Bund B C A) = A=B
AUuB=B — ACB
ANB=A < ACB
(ACCund BCC) = (AUB)CC
(CCAund C C B) — Cc(AnB)

AxDP=0xA=0

(AxC)U(BxC)=(AUB)xC (AxC)N(BxC)=(ANB) x C.



1.3. RELATIONEN 9

1.3 Relationen

Als Relationen auf einer Menge bezeichnet man Aussagen iiber mehrere Elemente der
Menge, die entweder wahr oder falsch sind. Wir wollen hier nur Aussagen iiber zwei
Elemente einer Menge A betrachten. Jede solche Relation beschreiben wir durch eine
Teilmenge R aller geordneten Paare in A x A, in der wir alle die Paare zusammenfassen,
fiir die die Aussage der Relation wahr ist. Wir sagen dann, dass (a,b) € A x A diese
Relation erfiillt, wenn (a,b) zu der Teilmenge R gehort. Andernfalls erfiillt (a,b) die
Relation nicht. Wir fiithren jetzt folgende Eigenschaften einer Relation ein:

Reflexivitét: fiir alle a € A erfiillt (a,a) die Relation.
Symmetrie: falls (a,b) die Relation erfiillt, dann auch (b, a).

Transitivitat: falls (a,b) und (b, c) die Relation erfiillen, dann auch (a, c).

Definition 1.1. Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation, die reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist.

Eine Aquivalenzrelation definiert dann sogenannte Aquivalenzklassen. Fiir jedes
a € A ist die Aquivalenzklasse [a] von a die Teilmengen aller Elemente b € A, so
dass (a,b) die Relation erfiillt. Die Transitivitdt impliziert, dass fiir jedes Element
b € [a] die entsprechende Aquivalenzklasse [b] eine Teilmenge von [a] ist. Wenn zwei
Aquivalenzklassen [a] und [b] beide ein Element ¢ € A enthalten, dann sind wegen der
Symmetrie sowohl a als auch b in [¢] enthalten. Also ist [a] C [¢] C [a] und [b] C [¢] C [b].
Damit gilt [a] = [c] = [b]. Also sind zwei Aquivalenzklassen entweder disjunkt oder
gleich. Wegen der Reflexivitit ist jedes Element in einer Aquivalenzklasse enthalten.
Also zerfillt A in eine disjunkte Vereinigung von Aquivalenzklassen, d.h. jedes Element
von A gehort zu genau einer Aquivalenzklasse.

1.4 Abbildungen

Eine Abbildung f : X — Y ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Element x von X
genau ein Element f(x) aus Y zuordnet:

f:X=Y, z— f(x)

Die Menge X der Argumente wird Definitionsbereich genannt und die Menge Y, in
denen die Abbilde liegen, Wertebereich. Das Bild ist die Teilmenge aller Elemente y
des Wertebereichs Y, die Abbild eines Arguments in X sind:

Bild f[X]={y €Y | 3z € X mit f(x) =y}. I steht fiir “es gibt (mindestens) ein”
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Definition 1.2. Eine Abbildung f: X — Y, x> f(z) heifst

(i) injektiv, wenn je zwei verschiedene Elemente x,x" € X auch auf verschiedene Ele-
mente von Y abgebildet werden:

Vo, 2" € X folgt aus x # 2’ auch f(x) # f(2'). ¥ steht fir “fiir alle”

(ii) surjektiv, wenn das Bild von f der ganze Wertebereich Y ist.

VyeY 3dxeX mit f(z)=y.

(iii) bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Fiir jede Teilmenge B C Y ist das Urbild von B unter f die Menge aller Elemente
von X, die nach B abgebildet werden:

Bl ={zeX | f(x) € B}.
Fiir eine bijektive Abbildung f : X — Y, x> f(z) besteht fiir jedes y € Y das Urbild
/7' {y}] nur aus genau einem Element. Also existiert auch die Umkehrabbildung
Y =X ye f ) mit f{y}] = {7 ()}
Offenbar gilt dann f~1(f(z)) = x fiir alle z € X und f(f~!(y)) =y fir alley € Y.

1.5 Komposition von Abbildungen
Seien f: X =Y, z— f(zx)undg:Y — Z, y+— g(y) Abbildungen, dann definiert
gof: X —2Z 1z~ g(f(x)) die sogenannte Komposition (Verkettung) von f und g.

Satz 1.3. Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h. fir Abbildungen f :

X—=Y, z— f(x),9:Y =2, y—gly)undh:Z -V, =z h(z) gilt

ho(gef)=(hog)of.

Sei f: X =Y, x— f(x) eine Abbildung und seien 1y : X — X, = — x und
1y : Y — Y,y — y die identischen Abbildungen von den Mengen X und Y . Dann gilt

Jolx=f=1yof=f

Ist die Abbildung f bijektiv, dann gilt auch foft=1y und f'of=1x.
Beweis: (ho(goef))x) =h(g(f(x))) = (hog)e f(z) VreX
folx(z) = f(z) = (1y o f)(x) Ve e X
fof7w)=ff"y)=y=1r(y) Vyeyv

o f(z)=fHf(z) =2 = 1x(2) Ve e X. q.ed.



Kapitel 2

Reelle Zahlen

2.1 Axiome der reellen Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen R wird durch folgende Axiome charakterisiert:

A1l. Axiome der Addition
A2. Axiome der Multiplikation
A3. Distributivgesetz

A4. Ordnungsaxiome
A5. Vollstandigkeit

A1l. Axiome der Addition 2.1. FEs gibt eine Operation
+: RxR—->R, (z,y)— x4y mit

(i) Kommutativgesetz: x +y =y + x fir alle v,y € R.

(i) Assoziativgesetz: v + (y + z) = (z + y) + 2z fir alle x,y,z € R.

(iii) Ewistenz der Null: es gibt eine Zahl 0 € R mit x +0 = x fir alle x € R

(iv) Ezistenz des Negativen: zu jedem x € R gibt es ein —x € R mit x 4+ (—z) = 0.

A2. Axiome der Multiplikation 2.2. Es gibt eine Operation
RxR—=R, (z,y)— x-y mit

(i) Kommutativgesetz: x -y =y - x fir alle z,y € R.
(i) Assoziativgesetz: x - (y-z) = (z-y) - z fir alle z,y,z € R.
(iii) FEwistenz der Fins: es gibt eine Zahl1 € R;1# 0 mit x -1 = x fir alle v € R

(iv) Ezistenz des Inversen: zu jedem x € R\ {0} gibt es ein x™' € R mit x -2~ = 1.

11
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A3. Distributivgesetz 2.3.

r-(y+2)=(@x-y)+(x-2)=x-y+x-z firalex,y zecR.
Definition 2.4. Allgemein heifst eine Menge K, die die Axiome A1-A3 erfillt Korper.
Fiir Korper gelten daher auch alle Folgerungen aus A1-A3. Es gibt viele Korper.

Beispiel 2.5. Der kleinste Korper besteht aus zwei Elementen Zs = {0,1}. Die Ope-
rationen + und - sind dann definiert durch:

0+0=0 0+1=1 0-0=0 0-1=0
1+0=1 1+1=0 1-0=0 1-1=1

Zeige dass diese Definitionen von + und - auf Z, die Axiome A1-A3 erfiillen und
umgekehrt durch A1-A3 eindeutig bestimmt sind. In R soll aber 1 +1 = 2 # 0
gelten, so dass wir noch weitere Axiome benétigen um den Korper der reellen Zahlen
zu charakterisieren.

Wir beniitzen folgende Abkiirzungen:

p-y=z+(-y) oy=o-y —ay=—(z-y) Va,y € R
1
— =zt g:y-ﬂc_l Ve e R\ {0},y e R
x x

r4+yt+z=z+y+z) ayz=x-(y-2) zy+z=(x-y)+=z2 Vr,y,z € R

Satz 2.6. (Folgerungen aus A1)

(i) Fallsz+y=x+z2, danny =z

(ii) Fallsx+y=x, danny =0

(iii) Fallsz+y =0, danny = —x

(iv) —(—z) ==z

Bemerkung 2.7. (i) heifit Kirzungsregel. (ii) zeigt, dass die Null eindeutig durch die

Figenschaft x4+ 0 = x bestimmt ist. (iii) zeigt, dass das Negative (—x) eindeutig durch
z + (—x) = 0 bestimmt ist.

Beweis: (i) Sei x +y = = + z, dann folgern wir

=y+0 =0+y =(rz—x)+vy
=(—z+2)+y) =-z+(x+y) =—-a+(@+2) =(-z+2z)+=z
=(x—1z)+=z =0+z2 =2z+0 = z.

(ii) Sei x + y = x, dann gilt x + y = x + 0. Also folgt aus (i) y = 0.
(iii) Sei z +y = 0, dann gilt © + y = = + (—z). Also folgt aus (i) y = —=x.
(iv) —z +x = + (—x) = 0. Also folgt aus (iii) z = —(—z). q.e.d.
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Satz 2.8. (Folgerungen aus A2)

(i) Falls x # 0 und vy = xz, danny = z
(i) Falls x #0 und xy = z, dann y =1
(iii) Fallsz #0undx-y=1, danny = z~!
(iv) Falls x #0, dann (z7") "' =2

Bemerkung 2.9. Die Folgerungen sind analog zu denen aus Al. Wieder heifit (i)
Kiirzungsregel, (ii) impliziert wieder die Eindeutigkeit der Eins und (iii) die Findeu-
tigkeit des Inversen.

Beweis: (i) Sei z # 0 und zy = xz, dann folgern wir

y=1y2<x%>y:Gx)y:%(w):é(m:( ) (

(ii) Sei  # 0 und xy = x, dann gilt zy =z - 1 Also folgt aus (i) y
(iii) Sei  # 0 und zy = 1, dann gilt xy = = - x~'. Also folgt aus (i
(iv) Sei x # 0. Dann ist vl = zrl = 1. Also folgt aus (iii)

RIH

)
=1.
)y =2l
= (27

Satz 2.10. (Folgerungen aus A1-A3)
(i) z-0=0 fir alle x

(ii) v -y=0<«<=2=0 oder y=0
(iii) (—2)y = —zy = z(-y).

(iv) (1) - z=—x

(v) (=2)(=y) = vy

(vi) z # 0,y # 0 dann (zy) ' =y lz™!

Bemerkung 2.11. Die Null hat kein multiplikatives Inverses, sonst wire ja 0-0~1 = 1,
was (i) widerspricht.

Beweis: (i) z-04+2-0=2-(0+0) =x-0. Aus (ii) von Satz 2.6 folgt dann x -0 =0
(ii) Sei z -y = 0 und x # 0. Dann gilt wegen (i)
1

yzy-lzl-yz(—

1 1
x)-y— (r-y)=—-0=0.
x x x

Wegen der Kommutativitit folgt aus (i) auch die Umkehrung 0 -y =z -0 = 0.
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(iii) 0=0-y = (v + (—2))y = 2y + (—x)y. Aus (iii) im Satz 2.6 folgt dann

(iv) Setze in (iii) y = 1.

(v) Wegen (iii) gilt (—z)(—y) = —(z - (=y)) = —(—2y) = zy.

(vi) 1= ay(zy)™" = (zy) oy = ((zy) o)y = y((zy)'2).

=y l=(vy) lo. =y ot = (zy) toz! = (xy)~ L q.e.d.

A4. Ordnungsaxiome 2.12. Es gibt eine Relation < in R mit drei Figenschaften:

(i) Totalitdt der Ordnung: Fiir je zwei reelle Zahlen x,y € R gilt genau eine der drei
folgenden Relationen x <y oder x =y oder y < x.

(ii) Transitivitit: * <y undy <z= 2 < 2

r+c<y+c firaleceR

(iii) Monotonie: x < y =
r-c<y-c fiir alle0 <ceR

Wir benutzten folgende Abkiirzungen:

r>y<=y<uzw
r<y<=(r<yoderx=y)<=y>zx
R* = {x € R| 0 < 2} positive Zahlen
R™ = {z € R | 2 < 0} negative Zahlen
Ry = {x € R| 0 < 2z} nichtnegative Zahlen
Ry = {z € R| z < 0} nichtpositive Zahlen

Satz 2.13. (Folgerungen aus A4)

i) 0<z= —2s<0undz<0= —x>0
(i) z<y<=0<y—z

(iii) r <y unda <0 = ay < ax

(iv) 2£0=2-2=2>0

(v) z>0=1>0

(Vi) 0<z<y=0<,<;

Bemerkung 2.14. Da 1-1 =1 folgt aus (iv) 1 > 0. Dann folgt aus (i) —1 < 0. Also
gilt —1 < 22 fiir jedes x € R. Also gibt es keine reelle Zahl x mit x? = —1.
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Beweis: (i) Sei 0 < z. Dann folgt mit Monotonie 0 + (—z) < x + (—z), also —x < 0.

Sei z < 0. Dann folgt mit Monotonie x + (—z) < —z also auch 0 < —uz.

(ii) Sei x < y. Dann folgt mit Monotonie x — z < y — x, also auch 0 < y — «.

Sei umgekehrt 0 < y — . Dann folgt mit Monotonie x < y.

(iii) Sei z < y und @ < 0. Dann folgt aus (i) —a > 0. Also gilt wegen Monotonie

—ar < —ay <= 0 < ax — ay <= ay < az.

(iv) Sei z > 0. Dann folgt wegen Monotonie 2% > 0 -z = 0.

Sei z < 0. Dann folgt aus (i) —z > 0 und mit Monotonie z? = (—z)-(—xz) > 0-(—z) = 0.

(v) Sei z > 0. Dann ist @ # 0. Aus (iv) folgt 1 - 2 > 0. Mit Monotonie folgt dann
=T > 0.

(v1) Sei 0 < 7 < y. Dann ist z > O und y > O also wegen (v) auch > 0 und i > 0.

1_ 1

_ _ 1
Dann folgt mit Monotonie TR 5 5 Yy = ; 5 y= .. q.e.d.

Satz 2.15. (Arithmetisches Mittel) Seien x,y € R, dann gilt
rT+y
T<y=r< <y

Also liegt zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen immer eine weitere.

Beweis: Aus x < y folgt mit Monotonie z +x < z +y < y + y. Weil aber x + x =
x(1+1):2xund2:1—|—1>Ofolgtdann2x<3:~|—y<2yundx<I—;“y<y q.e.d.

Ubungsaufgabe 2.16. Es gelten auch folgende Regeln:
(i) a<bunde<d=a+c<b+d

(ii) 0<a<bund0<c<d= ac<bd

(iii) ab > 0 <= entweder a > 0,b > 0 oder a < 0,b <0

(iv) ab < 0 <= entweder a > 0,b <0 oder a < 0,b >0

Definition 2.17. (Betrag)
Der Betrag einer reellen Zahl x € R ist die nicht negative Zahl

x fallsx >0 <= x>—=x
|z| = = max{z, —z}.

—x falsr <0 <+— z<-—x

lls y <
max{z,y} = v Jallsyse Vz,y € R
y fallsy >x
Aus der Definition folgt
lz] >0 und 2| =0 <=2 =0.
—lz| <z < || = r <l|zr|und —x < |z|

| — z| = |z denn | — 2| = max{—=z,z}.
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Satz 2.18. (FEigenschaften des Betrags) Fir alle z,y € R gilt:
(i) || >0und |z| =0<=2=0

(ii) |z -yl =[] - |y]

(iii) [z +y| < |z] + [y]

Beweis: (i) haben wir schon gesehen.

(ii) Wegen Satz 2.10 (iii) und (v) &ndern sich beide Seiten nicht wenn wir  durch —z
bzw. y duch —y ersetzen. Fiir x > 0 und y > 0 ist die Aussage klar.

(iii) Zwei Félle: z+y > 0= |z +y| =2+ y < |z| + y < |z| + |y| wegen Monotonie.

r+y<0=|z+y|l=—2—y<|z|—y <|z|+ |y| wegen Monotonie. q.e.d.
Folgerung 2.19. l|lz] = |y|| < |z —y|
Beweis: 2] = o —y+yl < |z —yl+ ]yl = [z] = [y| < o —y].

Vertausche x und y = |y| — |z| < |y —z| = |z —y|. Also gilt ||z]| —|y|| < |z —y|.q.e.d.

Definition 2.20. (Abstand)
Der Abstand d(x,y) zweier Zahlen x,y € R ist die nicht negative Zahl d(x,y) = |x—yl|.

Satz 2.21. (FEigenschaften des Abstands)
Der Abstand d : R xR — R, (z,y) — d(x,y) hat folgende Eigenschaften:

(i) d(z,y) >0 und d(z,y) =0 <= x =y
(ii) d(z,y) = d(y, )
(iii) d(z,y) < d(x,z) +d(z,y) fir alle x,y,z € R.

Beweis: folgt aus den Folgerungen der Definition und Satz 2.18.
(iii) [z —y|=lz—2+2z—y| < |z —z|+ |z —y| q.e.d.

Definition 2.22. Sei M C R eine nicht leere Teilmenge von Zahlen.

(i) M heifft nach oben beschrinkt, falls es eine Zahl § € R gibt, so dass x < 3 fir alle
x € M gilt. B heifit dann obere Schranke von M.

(ii) M heifit nach unten beschrankt, falls es eine Zahl o € R gibt, so dass o < x fiir
alle x € M gilt. a heif$st dann untere Schranke .

(iii) M heifit beschrinkt, wenn M nach oben und unten beschrdinkt ist.
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Definition 2.23. (Supremum einer Menge) Sei M C R eine nicht leere nach oben
beschrinkte Menge. Eine reelle Zahl s heifit die kleinste obere Schranke von M oder
das Supremum, wenn sie eine obere Schranke von M ist, und es keine obere Schranke
von M gibt, die kleiner ist als s. Wir schreiben dann s = sup M. Wenn das Supremum
einer Menge existiert ist es eindeutig, weil jedes Supremum weder kleiner noch griofer
als ein anderes Supremum von M ist.

Definition 2.24. (Infimum einer Menge) Sei M C R eine nicht leere nach unten
beschrinkte Menge. Fine reelle Zahl t heifit grosste untere Schranke von M oder Infi-
mum von M, wenn es eine untere Schranke von M ist, und es keine untere Schranke
von M gibt, die gréfser ist als t. Wir schreiben dann t = inf M. Auch das Infimum ist
eindeutig, wenn es existiert.

Bemerkung 2.25. Folgende Charakterisierung erleichtert manche Beweise:

s=supM <= s ist obere Schranke und Ve>0 dex e M mits—e<ux.
t=inf M <= t st untere Schranke und Ve >0 dxr e M mitx <t+e.

Warnung 2.26. Das Supremum sup M bzw. Infimum inf M braucht nicht zu der Men-
ge M zu gehdren.

Definition 2.27. (Mazimum und Minimum) Sei M C R eine nicht leere nach oben
beschrinkte Menge. Ein Element m € M wvon M, das eine obere Schranke von M ist
heiffit Mazimum. Wir schreiben dann m = max M. Analog heifit ein Element m einer
nicht leeren nach unten beschrinkten Menge M, das eine untere Schranke von M ist
Minimum. Wir schreiben dann m = min M.

A5. Vollstandigkeitsaxiom 2.28. Fiir jede nicht leere nach oben beschrinkte Menge
M existiert das Supremum s = sup M € R.

Wir werden sehen, dass die rationalen Zahlen Q A1-A4 erfiillen aber nicht Ab5.
Wir fithren jetzt die Intervalle ein, das sind folgende Teilmenge der reellen Zahlen:

[a,b] ={zr € R |a <z < b} fir allea <beR
[a,0) ={z €R |a <z <b} fir allea <beR
(a,b] ={r eR|a<x<b} fir allea <beR
(a,b) ={z €R|a<xz<b} fir allea <beR
(—oo,b) ={z eR |z <b} fiir alle b € R
(—o0,b) ={z eR |z < b} fiir alle b € R

la,00) ={z €R|a <z} fir alle a € R
(a,00) ={x €R|a <z} fiir alle a € R
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Offenbar ist b eine obere Schranke von (a, b). Andererseits gibt es wegen Satz 2.15 fiir
jedes < b ein y = max{*2, %2} mit z < y und y € (a,b). Also gibt es keine obere

Schranke von (a, b), die kleiner ist als b. Damit ist b = sup(a, b). Analog gilt:

infla,b] = a supla, bl = b

infla,b) = a supla,b) = b

inf(a,b] = a sup(a,b] =b

inf(a,b) = a sup(a,b) = b
(—00, b] nicht nach unten beschriankt sup(—o0, bl =b
(—00, b) nicht nach unten beschréinkt sup(—o0,b) = b

inf[a,00) = a [a,00) nicht nach oben beschriankt

inf(a,00) = a (a,o00) nicht nach oben beschrankt

Satz 2.29. (i) Fir jede nicht leere nach unten beschrinkte Menge M existiert das
Infimum inf M € R.

(ii) FEine nicht leere nach oben beschrinkte Menge M besitzt genau dann ein Maximum,
wenn sup M € M. In diesem Fall ist max M = sup M.

(iii) FEine nicht leere nach unten beschrinkte Menge M besitzt genau dann ein Mini-
mum, wenn inf M € M. In diesem Fall ist min M = inf M.

Beweis: (i) Weil die Ordnungsrelation nicht symmetrisch ist, erhalten wir dadurch,
dass wir in einer Aussage alle auftauchenden Ordnungsrelationen umkehren, eine andere
Aussage. Zum Beispiel erhalten wir die Definition der unteren Schranke, indem wir in
der Definition der oberen Schranke alle Ordnungsrelationen umdrehen. Dann erhalten
wir aber auch die Definition des Infimums, indem wir in der Definition des Supremums
alle Ordnungsrelationen umkehren. Weil z < y <= —y < —ux, sind also Aussagen
iiber Ordnungsrelationen zwischen reellen Zahlen dquivalent zu den analogen Aussagen,
in denen wir alle Ordnungsrelationen umdrehen und alle reellen Zahlen durch ihre
Negativen ersetzen!. Insbesondere besitzt die Menge M genau dann ein Infimum, wenn
die Menge —M = {z € R | —z € M} ein Supremum besitzt und es gilt inf M =
—sup —M. Also folgt (i) aus dem Vollstandigkeitsaxiom AB5.

"'Wenn diese Aussagen aber algebraische Operationen benutzen, die nicht vertriglich sind mit der
Abbildung jeder rellen Zahl auf ihre Negative, wie z. B. das Produkt zweier reeller Zahlen, dann
miissen bei dieser Ersetzung auch die algebraischen Operationen entsprechend geédndert werden, also
z. B. das Produkt in das negative des Produktes.
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(ii) Wenn sup M € M, dann ist sup M eine obere Schranke von M, die Element von
M ist. Wenn sup M ¢ M, dann gilt fiir alle x € M sogar x < sup M. Dann gilt aber
fiir alle oberen Schranken s von M.

x <sup M < s fiir alle z € M.

Also gibt es in M keine obere Schranke von M.

(iii) analog zu (ii). q.e.d.
Also existiert max|a, b] = max(a, b] = max(—oo,b =b
min[a, b] = min[a, b) = min[a, o) = a,
wéhrend la,b) und (a,b) und (—o0, b) kein Maximum besitzen
und (a,b] und (a,b) und (a, co) kein Minimum.

Wenn wir die reellen Zahlen durch —oo und oo erweitern, kénnen wir auch fiir unbe-
schrinkte Mengen obere und untere Schranken und Suprema und Infima definieren.

2.2 Die erweiterte Zahlengerade R

Definition 2.30. Die erweiterte Zahlengerade besteht aus R = R U {+oo} U {—o0}.

Mit oo bezeichnen wir auch +oo. Die Ordnungsrelation 1i8t sich auf R durch
—00 < x < oo fiir alle ¥ € R fortsetzen und erfiillt offensichtlich auch (i) und (ii)
des Ordnungsaxioms. Die Operationen + und - lassen sich teilweise auf R fortsetzen:

T+ 00 = o0, r—oo0=—o0 firalle x € R.

oo fiir z > 0 —oo fiir x > 0

T - 00 = ) - (—00) = )

—oo fiir x < 0, oo fiir x < 0

r _0 oo Joofirz>0 —oo ] —oo fiirx >0

© —oo r —oo fiir x < 0, r oo fiir z < 0.

Auflerdem gilt oo+ 00 = 0 —00 — 00 = —00
00+ 00 = 00 o0o(—00) = -0 (—00)(—00) = 0.
+oo +oo 0

Nicht definiert sind oo — oo, 0+ (+o0).

+o0’ 0 0

R ist also kein Korper. Die Definitionen von oberen und unteren Schranken, von Supre-
mum und Infimum, und von Maximum und Infimum {ibertragen sich auf die erweiterte
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Zahlengerade. Offenbar ist co das Maximum und —oo das Minimum von R. Insbeson-
dere ist oo eine obere Schranke und —oo eine untere Schranke von jeder Teilmenge
von R. Weil dann aber oo die einzige obere Schranke einer Teilmenge M von R C R
ist, die in R keine obere Schranke hat, ist co dann auch das Supremum von M als
Teilmenge von R. Analog ist —oo das Infimum einer Teilmenge von R C R, die keine
untere Schranke in R hat. Daraus folgt, dass jede Teilmenge von R ein Supremum und
ein Infimum hat. AuBerdem gilt wieder, dass eine Teilmenge M C R genau dann ein
Maximum bzw. Infimum hat, wenn sup M € M bzw. inf M € M gilt. In diesen Féllen
ist wieder max M = sup M bzw. min M = inf M. Wir benutzen die Symbole sup, inf,
max und min sowohl fiir Teilmengen von R als auch fiir Teilmengen von R, so dass aus
dem Zusammenhang klar werden muss, was genau gemeint ist.

2.3 Die natiirlichen Zahlen N C R

Wir wollen die natiirlichen Zahlen als Teilmenge der reellen Zahlen charakterisieren.
Aufgrund von A2 gibt es das Element 1 € N C R, das wegen (ii) in Satz 2.8 eindeutig
ist. Aus (iv) im Satz 2.13 folgt 1 > 0 aus 1 = 1- 1. Wegen der Monotonie ist dann die
Nachfolgerabbildung monoton:

N — N, n—n+1l>n
1l—14+1=2>1, 2—24+1=3>2, n—n+1>n,

Definition 2.31. Fine Menge M C R heifit induktiv, falls
(i) 1 € M (FEinselement).
(ii) a € M = a+ 1€ M (invariant unter der Nachfolgerabbildung).

R selber ist offenbar induktiv oder auch [1, 00). Offenbar ist der Durchschnitt zweier
induktiver Mengen wieder induktiv.

Definition 2.32. (Natirliche Zahlen) N ist die kleinste induktive Teilmenge von R,
also der Durchschnitt aller induktiven Teilmengen von R.

Satz 2.33. Es gilt N = {1}U{n € R | n—1 € N} = {1}UBild der Nachfolgerabbildung.

Beweis: Wegen (1+1)—1=1,(n+1)—1=(n—1)+ 1 und weil N eine induktive
Menge ist, ist auch S = {1} U{n € R | n — 1 € N} eine induktive Menge. Also folgt
S D N. Weil N eine induktive Menge ist, folgt S C Nausn=(n—1) + 1. q.e.d.

Satz 2.34. (Prinzip der vollstindigen Induktion) Eine Teilmenge S C N erfiille
i)1es (ii)ae S=a+1€S5. Dann ist S = N.
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Beweis: S ist offenbar eine induktive Menge. Also gilt N C S. Andererseits ist S eine
Teilmenge von N. Also folgt N = S. q.e.d.
Beweis durch vollstindige Induktion: Um eine Aussage A(n) iiber alle natiirlichen
Zahlen n € N zu beweisen geniigt es also zu zeigen:

(i) die Aussage A(1) ist richtig.
(ii) Falls die Aussage A(n) richtig ist, dann auch A(n + 1).
Ein solcher Beweis heifit Beweis durch vollstéandige Induktion.

Satz 2.35. (Bernoulli-Ungleichung) FEs gilt
(14+x)">14+nx fir allex € (—1,00) und alle n € N.
Gleichheit gilt nur fir x =0 oder n = 1.

Beweis durch vollstdndige Induktion: Fiir x = 0 oder n = 1 gilt offenbar die Gleich-
heit. Fiir jede natiirliche Zahl n € N sei A(n) die Aussage

Fiir alle € (—=1,0) U (0,00) gilt (14 2)"™ > 1+ (n+ 1)z

(i) Wenn z # 0 dann folgt (1 + z)> =1 + 2z + 2% > 1 + 2z. Also gilt A(1).
(ii) Es gelte A(n). Dann folgern wir fiir x € (—1,0) U (0, 00) aufgrund der Monotonie:

Wegen z > —1 gilt 1 +2 >0, und wegen x # 0 folgt daraus

Q4+2)(1+2)">0+2) A+ n+D)r)>1+nm+2z+(n+1)2* > 1+ (n+2)z.
Also gilt A(n+1). q.e.d.

Satz 2.36. Fir alle n € N gibt es keine Zahl in N zwischen n — 1 und n.

Beweis durch vollstandige Induktion:

(i) [1,00) ist eine induktive Menge. Also ist NN (0,1) = NN [0,00) N (0,1) = 0.

(ii) Wir nehmen an, dass es fiir ein n € N keine natiirliche Zahl in (n — 1,n) gibt.

Wenn es eine Zahl m € NN (n,n + 1) gibt, dann liegt m wegen Satz 2.33 auch in

{1}U{z e R|xz—1 € N}. Wegen 1 < n < m ist m nicht gleich 1. Also liegt m dann in

{n € R|n—1¢& N}. Wegen der Monotonie liegt m — 1 dann in N und (n — 1,n), was

der Annahme wiederspricht. Also gibt es keine natiirliche Zahl in NN (n,n + 1).q.e.d.
Firallen € Nist also {me N|m <n+1}={meN|m <n}U{m+1}. Fir

alle n € N schreiben wir deshalb {1,...,n} ={m e N|m <n}.

Satz 2.37. (Wohlordnungsprinzip). Fiir jede nichtleere Menge M C N ezistiert min M.
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Beweis: Weil [1,00) eine induktive Menge ist, ist N nach unten durch 1 beschrinkt.
Also existiert inf M. Dann gibt es ein Element m € M mit m < inf M +1, weil inf M +1
keine untere Schranke von M ist. Wegen dem vorangehenden Satz sind alle Elemente
von N und damit auch M entweder kleiner oder gleich m — 1 oder gréfler oder gleich
m. Wegen der Monotonie gilt m — 1 < inf M. Also sind alle Elemente von M nicht
kleiner oder gleich m — 1, und damit géfer oder gleich m. Dann ist m = min M .q.e.d.

Satz 2.38. (Archimedes-Eudozos)
(i) Fir jede reelle Zahl x € R gibt es eine natiirliche Zahl n > x.

(ii) Fiir jedes e > 0 gibt es einn € N mit = < e.
Beweis: (i) Es reicht zu zeigen, dass N keine obere Schranke hat. Wenn N eine obere
Schranke hat, dann existiert sup N, und dn € N mit n > supN—1, weil supN —1 keine
obere Schranke von N ist. Dann gilt N> n + 1 > sup N, was ein Widerspruch ist.
(ii) Nach (i) gibt es ein n > L. Aus Satz 2.13 (v)-(vi) folgt = < e. q.e.d.
Definition 2.39. (ganze Zahlen Z, rationale Zahlen Q)
Z = NU{0}U{reR|—z€eN}
No = Nu{0}
Q = {xeR]EImEZundElneNmitx:T}.
n

Wegen dem Satz von Archimedes-Eudoxos gibt es viele rationale Zahlen.
Satz 2.40. Sei a < b. Dann existiert r € Q mit a < r < b.

Beweis: Fiir alle n € N ist a < ™ < b dquivalent zu na < m < nb. Wegen b —a > 0
gibt es nach Satz 2.38 (i) ein n € N mit n > ﬁ Dann gilt na < nb und nb — na > 1.

Wir nehmen zunéchst a > 0 an. Sei m die kleinste natiirliche Zahl, die gréfer ist als
na. Wegen Satz 2.33 sind die natiirlichen Zahlen enthalten in {1}U{z € R | x—1 € N}.
Also ist m — 1 entweder eine natiirliche Zahl oder gleich Null. Dann folgt

m—1<na<m <= na<m<na-+1<nb.

Als néchstes nehmen wir b < 0 an. Sei —m die kleinste natiirliche Zahl, die grofer
ist als —nb. Wieder ist —m — 1 entweder eine natiirliche Zahl oder Null. Also folgt

—-m—-1<-nb<-m <= na<nb—1<m<nb.

Wenn a < 0 und b > 0 ist, wahlen wir m = 0. q.e.d.

Wir haben sogar gezeigt, dass Va < b mit b — a > 1 das Intervall (a,b) eine ganze
Zahl enthélt. Also enthélt jedes Intervall mindestens eine und damit sogar unendlich
viele rationale Zahlen. Insbesondere gibt es fiir jede reelle Zahl und jedes € > 0 eine
rationale Zahl r € (z — €,z +¢€), die dann d(z,r) < € erfiillt. Wir sagen, dass Q dicht in
R liegt. Die rationalen Zahlen erfiillen als Unterkorper der reellen Zahlen die Axiome
A1-A4. Wir werden gleich sehen, dass sie nicht das Vollstindigkeitsaxiom A5 erfiillen.
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2.4 Die Peano Axiome

Es gibt andere Moglichkeiten die reellen Zahlen einzufithren. Man kann zuerst die
natiirlichen Zahlen einfithren und danach der Reihe nach die ganzen Zahlen, die ratio-
nalen Zahlen und die rellen Zahlen. Dabei kann man die natiirlichen Zahlen im Rahmen
der Mengenlehre einfithren oder sie durch die Peano Axiome charakterisieren:

1. Peano Axiom: 1 € N (Einselement).
2. Peano Axiom: Vn € N 3 genau einen Nachfolger n’ € N (Nachfolgerabbildung).
3. Peano Axiom: Fiir alle n € N gilt n’ # 1 (Eins ¢ Bild der Nachfolgerabbildung).

4. Peano Axiom: Fiir alle n,m € N folgt n = m aus n’ = m’ (Injektivitat der
Nachfolgerabbildung).

5. Peano Axiom: Jede Teilmenge S C N mit folgenden Eigenschaften umfafit die
natiirlichen Zahlen N C S (Jede Teilmenge, die die Eins enthélt und invariant ist
unter der Nachfolgerabbildung ist gleich N).

(i)1es. (ii) Falls n € S, dann ist auch n’ € S.

Man kann die natiirlichen Zahlen also durch diese Axiome charakterisieren und dann
damit die reellen Zahlen einfiiren. Dafiir muss wesentlich mehr Schlussfolgerungsarbeit
geleistet werden, bevor die rellen Zahlen eingefiihrt sind. Wir wollen in diesem Ab-
schnitt kurz vorstellen, wodurch sich diese zweite Einfithrung der reellen Zahlen, von
der von uns gewéhlten unterscheidet, und sie in ihren Grundziigen vorstellen.

Die Addition von natiirlichen Zahlen n + m wird Vn,m € N so eingefiihrt, dass
(i) n+1=n'fir alle n € N und (ii) n 4+ m' = (n+m)’ fir alle n,m € N gilt.
Fiirn =1 gilt 1+1 = 1’ und fiir alle m € N folgt aus 1+m = m/ auch 1+m' = (m/) =
(1+m)". Wegen dem 5. Peano Axiom ist also 1+ m fiir alle m € N durch m’ definiert.
Wenn fiir ein n € N durch diese Bedingungen n + m fiir alle m € N definiert ist, dann
folgt aus (i) n' +1 = (n') = (n+1)". Wenn n’ + m fiir ein m € N definiert ist, dann
folgt aus (ii) ' +m' = (n’ +m)’ also ist dann wegen dem 5. Peano Axiom n’' + m fur
alle m € N definiert. Also ist wegen dem 5. Peano Axiom die Menge aller n € N, fiir
die n + m durch diese Bedingungen fiir alle m € N definiert ist gleich N. Deshalb ist
dadurch die Addition zwischen allen natiirlichen Zahlen definiert. Mit Hilfe der Peano
Axiome kann man dann folgern, dass die Addition kommutativ und assoziativ ist.
Die Multiplikation von natiirlichen Zahlen nm wird Vn,m € N so eingefiihrt,
dass (i) nl = n fir alle n € N und (ii) nm’ = n-m+ n fir alle n,m € N gilt.
Wieder kann man aus den Peano Axiomen folgern, dass diese Bedingungen eine Mul-
tiplikation n - m fiir alle n, m € N definiert. Danach zeigt man, dass auch die Multipli-
kation kommutativ, assoziativ und zusammen mit der Addition distributiv ist.
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Die Ordnungsrelation wird auf den natiirlichen Zahlen durch n < n+m und m <
n+m Vn,m € N eingefiihrt. Sie erfiillt A4 wobei alle n € N als positiv gelten.
Ganze Zahlen: Die ganzen Zahlen werden als formale Differenzen n — m eingefiihrt.
Wegen n —m =7 —m < n +m = 7+ m sind das Aquivalenzklassen in N x N

(n,m) ~ (f,m) = n+m=n+m V(n,m), (n,m) € N x N

Die Addition, Multiplikation und Ordnungsrelation von N wird auf Z fortgesetzt.
Rationale Zahlen: Die rationalen Zahlen werden als formale Briiche ™ mit (m,n) €
Z x N eingefiihrt. Wegen ™ = % & mi, = mn sind das Aquivalenzklassen in Z x N

(m,n) ~ (m,n) = mn = mn Y(m,n), (m,n) € Z x N

Addition, Multiplikation, Ordnungsrelation wird auf Q definiert, so dass A1-A4 gilt.
Reelle Zahlen werden als Dedekindsche Schnitte eingefiihrt, also Mengen A C Q mit

(i) A#0,Q (i) peAund g<p=qeA. (iii) A hat kein Maximum.
Addition, Multiplikation, Ordnungsrelation wird auf R definiert, so dass A1-Ab5 gilt.

2.5 Wurzeln und Intervallschachtelung
Satz 2.41. (Quadratwurzeln) Fiir alle a > 0 gibt es genau ein b > 0 mit b* = a.

Wir schreiben b = v/a = a2.
Beweis der Eindeutigkeit: Aus 0 < 2 < y folgt aufgrund der Monotonie 2% < xy <
y%. Also gibt es hochstens ein b > 0 mit * = a.
Beweis der Existenz: Die Menge M = {z € R} | 2% < a} enthilt 0. Aus z > a + 1
folgt
> z(a+1)>(a+1)*=a>+2a+1>2a>a.

Also ist a + 1 eine obere Schranke von M. Sei b = sup M. Aus 0 € M folgt 0 < b.

Wenn b? < a, folgt 0 < a — b2, Fir h = min{l, &2} gilt 0 < h < 1 und A(2b + 1) <
h(2b+ 2) < a — b%. Hieraus folgt

(b+h)> =b*+2bh +h*> < b +20h+h =b*+ h(2b+ 1) < b* +a — b* = a.

Also ist b < b+ h € M im Widerspruch zu b = sup M.
Wenn a < b%, folgt 0 < b, —=b* < a—b* <0 und —3 < % < 0. Also folgt aus der
Bernoulli Ungleichung

a — b? 2 a—b\? a—b?
1 =0 (1 >0 (1+2 = a.
() =o (1) 20 (102 ) =0
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Dann folgt aus > b(1 + %3 ) wieder 22 > b2(1 + & T )2 > ¢ und damit auch = & M.
Also ist b(1 + %3 ) < b eine obere Schranke von M im Widerspruch zu b = sup M.
Weil also weder b* < a noch a < b? gilt, folgt b* = a. q.e.d.
Wir werden in Beispiel 3.9 fiir jedes n € N zeigen, dass es fiir jedes a > 0 genau
ein b > 0 gibt mit b” = a. Wir schreiben dann b = Va = ax. Insbesondere gibt es
also genau ein v/2 € R, aber wie wir gleich sehen werden gilt v/2 ¢ Q. Also erfiillt Q
tatséchlich nicht das Vollstdndigkeitsaxiom AS5.

Lemma 2.42. V2 ¢ Q

Beweis: Wir zeigen, dass es nicht zwei natiirliche Zahlen n,m € N geben kann mit
(m)2 = 2. Wenn es zwei solche Zahlen gibt, dann enthélt die Teilmenge

n

M = {n € N| 3m € N mit m? = 2n°}

der natiirlichen Zahlen ein kleinstes Element n. Sei also mZ = 2n2. Wenn mg ungerade
ist, also mg = 2my—1 mit m; € N, dann ist auch m2 = (2m;—1)% = 2(2m3—2m;+1)—1
ungerade, im Wlderspruch zumd = 2nZ. Also ist mo gerade mit mg = 2my und my € N.
Dann folgt m? = 4m3 = 2n3 oder auch 2m3 = n3. Dann gehort my zu M und es gilt
no < msy. Das ergibt folgenden Widerspruch m3 < 2m3 = n2 <ngms <m3.  q.e.d.

Satz 2.43. (Intervallschachtelungsprinzip) Seien I, = [a,,b,] C R, abgeschlossene
Intervalle a,, < b, firn=1,2,--- mit folgenden Figenschaften.

(i) Iny1 C I, fiir allen € N
(ii) Fiir jedes € > 0 gibt es einn € N, so dass b, — a,, < €.
Dann enthdlt (5, In = {x} der Durchschnitt genau ein x € R.

Dieser Satz ist falsch fiir offene Intervalle. So ist z.B. 1,5, (0,%) = 0 nach dem
Satz von Archimedes-Eudoxos.
Beweis: Wegen (i) gilt

ap <ap < <A <appr < Sy b <o < by < by

Also besteht die Menge A = {aj,as,---} aus unteren Schranken der Menge B =
{b1,ba, - - - } und umgekehrt die Menge B aus oberen Schranken der Menge A. Sei also
x = sup A und y = inf B. Dann sind x und y obere Schranken von A und untere
Schranken von B. Also gilt © < y und x,y € (-, In- Es gilt sogar (., I, = [z,y].
Andererseits ist wegen (ii) fiir alle ¢ > 0 und alle n € N auch y —z < b, —a, < e.
Dann muss aber 0 <y — 2 < inf {¢|e > 0} = 0 und deshalb y = x gelten. q.e.d.
Umgekehrt folgt aus dem Intervallschachtelungsprinzip, den Axiomen A1-A4 und
dem Satz von Archimedes-Eudoxos das Vollstindigkeitsaxiom (Ubungsaufgabe). Des-
halb konnen die reellen Zahlen auch durch die Axiome A1-A4, den Sazt von Archime-
des-Eudoxos, und das Intervallschachtelungsprinzip charakterisiert werden.
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2.6 Maichtigkeit von Mengen

Definition 2.44. Zwei Mengen heiffen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive Abbildung
zwischen thnen gibt.

Offensichtlich ist die Relation von Mengen gleichmiichtig zu sein eine Aquivalenzre-
lation, d.h. sie ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. Deshalb stellt sich die Frage, die
Aquivalenzklassen dieser Relation zu bestimmen. Eine Menge ist genau dann endlich,
wenn sie fiir ein n € N gleichméchtig ist zu {1,...,n}. Fir n # m sind die Mengen
{1,...,n}und {1,..., m} nicht gleichméchtig. Deshalb entsprechen die Aquivalenzklas-
sen der endlichen Mengen genau den natiirlichen Zahlen. Indem wir die Eins mit der
Menge {0} indentifizieren und die Nachfolgerabbildung fiir Mengen durch A — AU{A}
definieren, erhalten wir die natiirtlichen Zahlen als folgende Mengen:

{0}

{0,{0}}

{0,103, {0,{0}}}
{0,£03,{0,{0}},{0, {0}, {0, {0} }}}

{0,£03,{0,{0}}, {0, {0}, {0, {0}}}, ...}

Alle Aquivalenzklassen kann man als eine Erweiterung von N betrachten.

1111

I O I R

Definition 2.45. FEine nicht leere Menge A heifit

endlich, falls es ein n € N gibt, so dass A gleichmdchtig ist zu {1,2,--- ,n}.
unendlich, falls sie nicht endlich ist.

abzahlbar, falls sie gleichmdchtig ist zu N.

hochstens abzidhlbar, wenn sie endlich oder abzdhlbar ist.

Satz 2.46. (i) Jede nichtleere Teilmenge von N ist hichstens abzihlbar.

(ii) FEine Menge A ist genau dann hdchstens abzihlbar, wenn es eine surjektive Abbil-
dung von N auf A gibt.

Beweis: (i) Jede Teilmenge M C N konnen wir aufgrund des Wohlordnungsprinzip
der Grofle nach mit dem kleinsten Element anfangend durchnumerieren. Wenn M nach
oben unbeschrankt ist, erhalten wir so eine bijektive Abbildung von N nach M und M
ist abzdhlbar. Andernfalls ist M C {1,...,n} fiir ein n € N und damit endlich.

(ii) Sei A eine hochstens abzidhlbare Menge. Wenn A endlich ist, gibt es ein n € N,
so dass A gleichméchtig ist zu {1,2,--- ,n}. Die Abbildung N — {1,2,--- ., n}, m—
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min{m,n} ist eine surjektive Abbildung, so dass dann auch eine surjektive Abbildung
auf A existiert. Wenn A abzéhlbar ist, gibt es eine bijektive Abbildung von N auf A.
Sei umgekehrt A eine Menge und f eine surjektive Abbildung von N auf A. Dann
existiert eine Abbildung g : A — N, a — min f~![{a}], die offenbar eine bijektive
Abbildung von A auf eine Teilmenge von N definiert. Also ist A gleichméchtig zu einer
Teilmenge von N und damit wegen (i) hochstens abzahlbar. q.e.d.

Ubungsaufgabe 2.47. Zeige, dass jede endliche Teilmenge der reellen Zahlen ein
Mazimum und ein Minimum besitzt.

Satz 2.48. (i) Die Menge N x N ist abzihlbar.

(ii) FEine hichstens abzihlbare Vereinigung von héchstens abzihlbaren Mengen ist wie-
der hiochstens abzdhlbar.

Beweis: (i) Wir definieren eine injektive Abbildung f von N x N nach N durch die
sogenannte Diagonalnummerierung:

- . r4+y—2
f(w,y)=y+(x+y 2)2<$+y Doy > n
n=0

Diese Abbildung ist injektiv. Gilt namlich x + y < 2’ + ¢ so folgt aus
fey)—y<f@y)—y -G +y-2) wmdy—y <y<az+y-1<a'+y -2

flay) < fla' ) +y—9 — @ +9 —2) < f(2',y).

Gilt aber x +y = 2’ + ¢/ so gilt auch f(x,y) — f(«",v') =y — .

Also definiert diese Abbildung eine bijektive Abbildung von N x N auf eine Teilmenge
von N. Dann folgt (i) aus (i) vom vorangehenden Satz.

(ii) Wegen (ii) im vorangehenden Satz geniigt es eine surjektive Abbildung n +— A,, von
N in die hochstens abzihlbaren Mengen zu betrachten. Wegen (ii) im vorangehenden
Satz gibt es dann fiir alle n € N eine surjektive Abbildung f,, : N — A,,. Dann ist

F:NxN— UA”’ (n,m) +— fn(m)

neN
eine surjektive Abbildung. Also folgt (ii) aus (i) und dem vorangehenden Satz. q.e.d.
Korollar 2.49. Q ist abzdihlbar.

Beweis: ZxN — Q, (m,n)+— ™ ist eine surjektive Abbildung. Z ist abzahlbar, also
ist Q hochstens abzahlbar. Q ist aber nicht endlich und damit abzéhlbar. q.e.d.

Satz 2.50. Die Menge der reellen Zahlen ist nicht abzdhlbar.
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Beweis: Wir nehmen an R ist abzéhlbar. Sei also (x,,)nen €ine Durchnumerierung von
R. Wihle a,b € R mit a < b. Sei I; = [a, b]. Wir definieren induktiv eine Folge (I,)nen
von Intervallen. Fiir alle n € N wéhlen wir dafiir ein abgeschlossenes Teilintervall I,
von I,,, das nur ein Drittel so grof} ist wie I,, und x,, nicht enthélt. Fiir alle n € N liegt
dann z,, nicht in dem Intervall [,,. Wegen dem Intervallschachtelungsprinzip ist aber
(Nnen In nicht leer. Also gibt es eine reelle Zahl, die nicht zu der Menge {z, | n € N}

gehort. Das widerspricht der Annahme, dass R abzéhlbar ist. q.e.d.
Auch die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen ist nicht abzédhlbar. Wir kénnen sie
mit den Folgen identifizieren, die Werte in Z, = {0,1} annehmen, also der Menge

aller Abbildungen von N nach Z,. Diese Folgen lassen sich aufgrund der dyadischen
Entwicklung mit der Teilmenge [0, 1] C R identifizieren. Diese ist gleichméchtig zu R.

2.7 Der Korper der komplexen Zahlen

Motivation: Wir hatten aus der Ordnungsrelation gefolgert, dass 2% > 0 gilt, falls z # 0.
Deshalb existieren in den reellen Zahlen keine Quadratwurzeln von negativen Zahlen.
Erweitert man die reellen Zahlen durch eine Quadratwurzel » von —1, so erhélt man
die komplexen Zahlen, in denen sich dann alle algebraischen Gleichungen 16sen lassen.

Definition 2.51. (Komplexe Zahlen) Die Komplexzen Zahlen C ist die Menge R x R
aller geordneten Paare (x,y) von reellen Zahlen zusammen mit den Operationen

+: CxC—C, ((z,y), (u,v)) — (z,y) + (u,v) = (x + u,y + v)
CxC—C, ((z,y), (u,v)) — (zu — yv,zv + Yu)

Mit dieser Definition erfiillt C die Korperaxiome A1-A3. Dabei ist

Null : 0c = (0,0) Eins : lc = (1,0)
negatives Element : —(z,y) = (—z, —y)
. _ x -y ..
El t: .= f 0,0).
inverses Elemen (z,y) (xQ A y2> tr(z,y) # (0,0)

Wir bezeichnen komplexe Zahlen meistens auch nur durch einen Buchstaben, {iblicher-
weise z. Die Null und die Eins bezeichnen wir auch durch 0 und 1, so dass aus dem
Zusammenhang klar werden muss, ob es sich um die Null bzw. Eins der reellen oder
der komplexen Zahlen handelt. Aulerdem benutzen wir dieselben Abkiirzungen wie bei
den reellen Zahlen:

1
z24+(—2)=2z—2=0 27 = z-—=1 usw.
2
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Da die komplexen Zahlen eine Erweiterung der reellen Zahlen sind, konnen wir die
reellen Zahlen als Teilmenge der komplexen Zahlen auffassen. Dafiir definieren wir eine
injektive Abbildung

R—C, z~ (z,0)

Offenbar ist diese Abbildung vertréglich mit den Operationen 4+ und - von R und C:

(#,0) + (,0) = (z +9,0) (z,0) - ( 0) = (wy, 0)
(0,0)=0 1,0) =
—(#,0) = (==,0) (2,0)7 ( ~10)

Definition 2.52. (imagindire Einheit) » = (0,1) € C.

Dann gilt :* = (—1,0) = —1. Wir kénnen also auch schreiben (z,y) = x +1y. Dann
ergeben sich die Operationen + und -

r+wtut+w = x+u+i(y,v)
(z+uw)(u+w) = zut+i(yu+ 2v) +Pyv = 2u — yo +o(yu + 2v)

Fiir die komplexe Zahl z = x + 1y heifit

r = R(z) Realteil von z y = (z) Imaginérteil von z
2z heifit reell, falls $(z) =0
z heiBt imaginér, falls R(z) =0

Definition 2.53. (kompleze Konjugation) Die Abbildung C — C, z=z+wy+> z =
x —wy heifst komplexe Konjugation oder einfach nur Konjugation

Die komplexen Zahlen erhalten wir aus den reellen Zahlen, indem wir reelle Vielfa-
che einer Wurzel aus —1 hinzufiigen. Weil aber (—1) - (—1) = 1 ist das Negative einer
Wurzel aus —1 wieder eine Wurzel aus —1. Welche dieser beiden Wurzeln aus —1 wir
zur imagindren Einheit machen ist aber eine Konvention. Deshalb ist die Konjugation
ein Endomorphismus der komplexen Zahlen, d.h. eine bijektive Abbildung, die mit den
Operationen + und - vertraglich ist, die die reellen Zahlen invariant 1a8t.

Satz 2.54. (i) (2) ==
(i) :+w=z+w

w=2z -w

(iv) z+ 2z =2Rz und z — 2 = 213()

(V) z -z st reell und nicht negativ.
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Beweis: (i)-(iv) nachrechnen. (v) (z +w)(x —w) = 22 + y* > 0. q.e.d.
Definition 2.55. (Betrag) Der Betrag einer komplexen Zahl z = x + wy ist definiert

als die reelle nicht negative Wurzel aus z -z : |- |[C - R, zw— |z| =2z 2.
Satz 2.56. (Figenschaften des Betrags)

(i) |2/ >0und |z2|=0<=2=0

(ii) [z w| = |z| - |w|

(iii) |z +w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung)

(iv) Iz = [w]] < |z = w|

(v) [2] = ||

(vi) [R(2)] < |z] und [S(z)] < |z]

Beweis: (ii) |z - w*> = zw(zw) = zzww = (|z||w|)* Wegen der Eindeutigkeit der
Wurzel folgt dann |z - w| = |z| - |w].

(vi) Fir z = 0 ist die Aussage offensichtlich. Sei also z = z + 1y # 0. Dann gilt
2?2 < 22+ 92 Aus /22 + 92 < x folgt aber mit Monotonie 22 + y? < xy/22 + y2? < 2%
Also gilt © < /2?2 4+ y? und damit auch |}(z)| < |z|. Durch vertauschen von z und y
erhalten wir [J(z)] < |z|.

(iii) |z +w|* = (z + w)(Z + w) =z2Z4+ 204+ wZ+ww =zzZ+2R(zw)+ ww
< lel* +2lew| + [wf* = 2" + 20zljw] + Jwl* = (J2] + |w])*.

Aus |z| + |w| < |z + w] folgt mit Monotonie (|z] + |w|)? < (|z| + |w|)|z +w| < |z + w]|?.
Also gilt |z + w| < |z| + |w].

(iv) folgt aus (i)-(iii) genau wie im reellen Fall.

(v) |z]*> = zz = |z|*. Dann folgt wegen der Eindeutigkeit der Wurzel |z] = |z|. q.e.d.

Definition 2.57. (Abstand) Der Abstand zweier komplexer Zahlen ist die nicht ne-
gative Zahld: Cx C - R, (z,w)— d(z,w) = |z — w|

Aus den Eigenschaften des Betrages folgt genau wie im Reellen.
Satz 2.58. (FEigenschaften des Abstandes)
(i) d(z,w) >0 und d(z,w) =0 <= z=w
(ii) d(z,w) = d(w, 2)
(iii) d(z,w) < d(z,u) + d(u,w). (Dreiecksungleichung).

Wir veranschaulichen die komplexen Zahlen in der zweidimensionalen Ebene. Der
Abstand ist der euklidische Abstand zwischen den entsprechenden Punkten der Ebene.



Kapitel 3

Zahlenfolgen

3.1 Konvergenz

Im Folgenden werden wir des 6fteren Aussagen vorstellen, die sowohl fiir die reellen
Zahlen als auch fiir die komplexen Zahlen gelten. Wir benutzen dann das Symbol K
um entweder die reellen oder die komplexen Zahlen zusammen mit den entsprechenden
Abbildungen und Operationen zu bezeichnen. Die Elemente von K wollen wir dann ein-
fach Zahlen nennen. Eine Folge ist eine Abbildung N — K, n + a,,. Wir bezeichnen sie
mit (an)nen. Wir interessieren uns vorwiegend fiir die Grenzwerte solcher Zahlenfolgen.

Definition 3.1. Die Folge (a,)nen heifit konvergent, wenn es eine Zahl a € K gibt und
fiir jedes € > 0 ein N € N, so dass |a, — a| < € fiir alle natirlichen Zahlen n > N gilt.
Die Zahl a heifit dann Grenzwert der Folge (a,)nen

Wir schreiben dann lim,,_., a,, = a oder lim a,, = a oder auch a,, — a fiir n — oo.

Beispiel 3.2. lim % =0

Beweis: Nach dem Satz von Archimedes-Eudoxos gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N
mit 1 < e. Dann gilt wegen (iv) in Satz 2.13 fiir alle n > N auch |X — 0| <e. q.e.d.

Satz 3.3. (i) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

(ii) FEine kompleze Folge konvergiert genau dann, wenn die entsprechenden Folgen der
Realteile und Imagindrteile konvergieren.

(iii) Fir jede konvergente Zahlenfolge (an)nen ist {|a,| | n € N} C R beschrinkt.
Beweis: (i) Seien a und b zwei Grenzwerte einer konvergenten Folge (ay,)nen, so dass
lan, —a| < § fiir alle n > N und |a,, — b| < § fiir alle n > M gilt. Dann folgt

€

5 =€ fir alle n > max{N, M }.

0<la—bl <la—a+la, —b] < 5+

31
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Dann gilt auch 0 < |a — b| < inf(0,00) = 0. Also ist |a — b| = 0 und damit auch a = b.
(ii) Die Realteile und Imaginérteile einer komplexen Folge (z,)nen bilden zwei reelle
Folgen (x,)nen und (yn)neny mit z, = x, + iy, fiir alle n € N. Sei z = = + iy die
Zerlegung einer komplexen Zahl in Realteil und Imaginérteil. Wegen Satz 2.56 (vi)

max{|zn — |, [yn — y[} < [zn — 2]

konvergieren die Real- bzw. Imaginérteile einer konvergenten komplexen Folge gegen
den Realteil bzw. Imaginérteil des Grenzwertes. Konvergieren umgekehrt die Folgen
(Tp)nen bzw. (Yn)nen gegen x bzw. y, dann gibt es fiir jedes € > 0 zwei natiirliche
Zahlen N, M € N so dass |z, — x| < § fiir alle n > N gilt, und [y, —y| < § fiir alle
n > M. Dann gilt fiir alle n > max{N, M}

|Tn + iy, — & +iy| < |z, — 2| + |y, — y| < e

Also konvergiert eine komplexe Folge genau dann, wenn ihre Realteile und Imaginérteile
konvergieren.
(iii) Sei (an)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Dann gibt es ein N € N, so
dass |a, —al < 1 fiir alle n > N gilt und damit auch |a,| < |a, —a+a| < 1+ |a|. Daraus
folgt la,| < max{|a| + 1, |a1], |az], -, |an—1|}  fiir alle n € N. q.ed.
Eine Folge (a,)nen heiBit divergent, wenn sie nicht konvergiert, wenn es also kein
a € K gibt, so dass lim,, .., a, = a. Wenn es fiir eine reelle Folge fiir jedes b € R ein
N € N gibt, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > N gilt a,, > b bzw. a, < b dann

schreiben wir lim,, o, a,, = 0o bzw. lim,, .., a,, = —oc Weil in beiden Féllen die Folgen
nicht beschrankt sind, kénnen sie wegen dem vorangehenden Satz nicht konvergieren.
Es gilt offenbar lim,, .., n = oo und lim,, .., —n = —c.

Satz 3.4. (i) Sei|z| <1 dann gilt lim, 2" =0
(ii) Sei |x| > 1 dann ist (z")nen divergent.

(iii) Sei x =1 dann gilt lim,,_ 2™ =1

(iv) Seix € (1,00) dann gilt lim,,_ z" = co.

(v) Seilz| =1 und x #1 dann ist (x")nen divergent.

Beweis: (i) Wenn = = 0 ist gilt natiirlich lim, . 2" = 0. Sei also 0 < |z| < 1.
1—|z|

Dann ist 1 < ﬁ =14+ymity = Tl Dann folgt aus der Bernoulli-Ungleichung
ﬁ ={1+y)" >14+ny >ny = nl‘_THx‘ Dann folgt |z|" < %1|—$\|x|- Aus dem Satz

von Archimedes-Eudoxos folgt dann, dass es fiir jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass
% <e€- %'f‘ Daraus folgt fiir alle n > N

1 1
R S W
nl—|z|

— < €.
NT—|a] =€
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(iii) Wegen 1™ =1 ist lim,, o, 1" = 1.
(iv) Sei > 1. Dann ist y = x — 1 > 0. Also gilt aufgrund der Bernoulli-Ungleichung

=(14y)">1+ny >ny=n(z—1).
Dann gibt es fiir jedes b € R ein N € N mit N > :C%l Dann folgt fiir alle n > N:
2" >n(x—1)> N(x—1)>b.
Also gilt lim,, o, 2" = o0.
(ii) Fiir |z| > 1 gilt wegen (iv) lim,,_« |2"| = co. Also ist (2™),en nicht beschrinkt.
(v) Fiir alle y € K und alle natiirlichen Zahlen n gilt
ly ="+ ]y — 2" = 2" 2" = | - 1 - o

-1
Fiir |x] =1 mit x # 1 gilt also max{|y_x”|"y_xn+1’} > |z > ’
Also kann es fiir  # 1 keinen Grenzwert geben. q.e.d.

Satz 3.5. (Rechenregeln) Fir konvergente Zahlenfolgen (xy,)nen und (Yn)nen gilt
(i) lm (z,+y,) = lim 2z, + lim y,
(i) lim Az, = A lim z, fir alle A € K.

(iii) lim z,y, = (lim z,)( lim y,)

11
(iv) Wenn x,, # 0 fir alle n € N und nh_}r& x, # 0, dann gilt auch nllj& - = T
(v) lim |z,| =] lim z,]|.
n—oo n—oo

(vi) Wenn zwei reelle Folgen (z,)nen und (Yn)nen fir alle n € N x,, < y, erfillen,
dann gilt auch lim z, < lim y,.

(vii) Wenn zwei reelle konvergente Folgen (xy,)nen und (Yn)nen fir allen € N z, <y,
erfiillen und den gleichen Grenzwert haben, dann gilt fir jede reelle Folge (2 )nen,
die x, < z, <y, fir alle n € N erfullt, lim z, = lim z, = lim y,.

n—oo n—oo

Beweis: (i) Seien z = hm T, und y = hm yn. Dann gilt es fiir jedes € > 0 natiirliche

Zahlen N, M € N, so dass |z, — 2| < ; Tiir alle n > N und |y, —y| < § fiir alle

n > M gilt. Dann gilt |z, +yn — (z +y)| < |2p — 2| + |yn —y| < § + 5 = € fiir alle
n > max{N, M }. Also konvergiert (z, + yn)nen gegen x + y.
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(ii) Fir A =0 gilt lim Az, = A lim x,,. Sei also A # 0 und damit 0 < |A|. Dann gibt

n—oo n—oo

es fiir jedes € > 0 ein N € N, so dass |z, — z| < o fiir alle n > N gilt. Daraus folgt:
Az, — Ax| < A - |z, — 2| <€ fiirallen > N.

(iii) Seien z = lim z,, und y = lim y,,. Weil (x,,),en konvergiert, gibt es ein A > 0 mit

|z, < A fiir alle n € N Also gibt es fiir alle € > 0 zwei natiirliche Zahlen N, M € N,

so dass |z, — x| < a7 fir n > N gilt und [Yn — y| < 55 fiir alle n > M. Dann gilt

cly|
|Tnyn — 2y| = [TnYn — Tny + 20y —2y| < |2al - |yn —yl+ 20—z Jy| < 5 +m Se€
fir alle n > max{N, M}.
(iv) Aufgrund der Voraussetzungen gibt es ein N € N, so dass |z, — x| < % fiir alle

n > N gilt. Daraus folgt

2]

|| > x| — |2 — 20| > > und

2
< — firallen > N.
e g

Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein M € N, so dass |z, — x| < % fiir alle n > M gilt.
Dann gilt fiir alle n > max{/N, M } auch

1 1

T, T

T — T,

- ez 201

zat | |zal - f] 2 ol la]

(v) folgt aus der Ungleichung ||z,| — |z|| < |z, — x|
(vi) Seien z = lim z,, und y = lim yn. Fiir alle € > 0 gibt es zwei natiirliche Zahlen

N und M, so dass |z, — x| < § fur alle n > N gilt und |y, —y| < § fiir alle n > M.
Dann gilt fiir alle n > max{N, M }

=y < (—2n) + (Wn—y) + (0 —yn) <€

Also ist # — y < inf(0, 00) < 0. Daraus folgt = < y.

(vii) Seien z = lim z, und y = lim y,. Fiir alle € > 0 gibt es zwei natiirliche Zahlen
N,M € N, so dass |z, — x| < € fiir alle n > N gilt und |y, — z| < € fur alle n > M.
Fiir alle n > max{N, M} gilt dann

—e<zp,— <z, —x<y,—xr<E€
Daraus folgt |z, — z| < e. q.e.d.
Offenbar gilt fiir alle n € Ny

l+z+22+.. . +2")(1—-2)=0+a+...+2") — (v +2°+ ...+ 2" =1 - 2"

n+1

Also gilt 1—|—x—{—...—|—x”:1_— fiir x # 1 und n € Ny.
—x

Aus Satz 3.4 folgt, dass die Folge y, = 1+z+...42" fiir 2| < 1 gegen 1= konvergiert.
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- 1
Satz 3.6. li M= — Il < 1. .e.d.
atz nirgomz:o:p T fiir |x| q.e

3.2 Konvergenzprinzipien

Wir stellen 3 Methoden vor, um zu entscheiden, ob eine Folge konvergiert oder nicht.

Definition 3.7. (Monotonie) FEine reelle Folge (ay,), oy heift:
monoton wachsend, wenn a,1 > a, fir alle n € N.

streng monoton wachsend, wenn a,1 > a, fir alle n € N.
monoton fallend, wenn a,1 < a, fir alle n € N.

streng monoton fallend, wenn a,.1 < a, fir alle n € N.

Satz 3.8. (Monotonieprinzip)

(i) Eine monoton wachsende (fallende) beschrinkte reelle Folge (a,)nen ist konvergent,

und es gilt lim a, =supa, bzw. lim a, = inf a,.
n— o0 neN n—oo neN

(i) Fiir eine monoton wachsende (fallende) unbeschrinkte reelle Folge gilt

lim a, =00  bzw. lim a, = —oc.

n—00 n—00
Beweis: (i) Sei (a,)nen eine monoton wachsende (fallende) beschriankte reelle Folge.
Dann existiert sup,,cy an bzw. inf,cy a,. Fiir alle € > 0 gibt es ein N € N, so dass

ay > supa, — € bzw. ay < inf a,, + €.
TLEN ’VZEN

Dann gilt aber fiir alle m > N:

supa, — € < ay < a,, < supa, bzw. inf a, <a,, <ay < inf a, + €.
neN neN neN neN

Dann gilt aber auch |a,, — sup,cy an| < € bzw. |a,, — inf, ey a,| <e.

(ii) Sei (an)nen eine monoton wachsende (fallende) reelle unbeschriankte Folge. Dann

gibt es fiir jedes b € R ein N € N, so dass ay > b bzw. ay < b gilt. Dann gilt aber fiir

alle m > N auch a,, > ay > b bzw. a,, < ay < b. q.e.d.

Beispiel 3.9. Existenz und Konstruktion der k—ten Wurzel. Fir alle a > 0 und alle
k € N\ {1} definieren wir die Folge (ay)nen rekursiv durch

a—a”
Upi1 = ap | 1+ 2| fiir alle n € Ny.
k- ak

n

a—1
k
Fiir a =1 st dann a, =1 fir allen € N. Fir a # 1 gilt fir alle n € N

Cl0:1+

0<a, < ag, ap < Gp_1 und a < aﬁ.
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Beweis durch vollstandige Induktion:

(i) Fiira >0unda # list —1 < —% < % = 0. Wegen der Bernoulli-Ungleichung gilt
b= (1+41) > 14a—1=na Esfolgt =1 < — < 2% < 0. Also gilt 0 < ay < aq
a0

a—af\" a—aF
und mit der Bernoulli-Ungleichung alf > alg (1 + - 0) > alg (1 +k . 0) = a.
kag kag

(ii) Wir nehmen an es gilt 0 < a, < ag, a, < ap_; und a < af fiir ein n € N.
k
Dann folgt —1 < —% < o

a—a
k-ak

< 0. Daraus folgt 0 < a,41 < a, < ag und wegen der

—a\"* _ gk
Bernoulli-Ungleichung: a¥ ., > af (1 + akasn) > af (1 + kaka’?n) =a. q.e.d.

Die Folge (ay,)nen ist also monoton fallend und beschrénkt. Wegen dem Monotonie-
prinzip konvergiert sie dann. Sei b = lim,, .o, a,,. Wir formulieren die Rekursionsglei-
chung um zu

Unyr - ka"™ !t = (k —1)a" +a.

Bilden wir links und rechts den Grenzwert n — oo so erhalten wir
kb* = (k — 1)b* + a oder auch b* = a.

Also existiert eine Zahl b mit b* = a. Diese Folge konvergiert sehr schnell. Auierdem
sind fiir rationale a alle Folgenglieder rational.

Satz 3.10. (i) Fir jede positive Zahl a > 0 und jede rationale Zahl r gibt es genau
eine positive Zahl a”. Fiir r=0 setzen wir a® = 1.

(ii) Fir jede positive rationale Zahl r >0 und 0 < a < b gilt auch 0 < a” < 1".
(iii) Fir jede negative rationale Zahlr < 0 und 0 < a < b gilt auch 0 < b" < a’.

Beweis: (i) Fiir r = % definieren wir a” = /a?. Offenbar ist a” eine positive Losung
der Gleichungen (a")? = (a?)" = P fiir alle n € N. Wir zeigen, dass fiir a,b € R*
und fiir n € N die Ungleichung a < b dquivalent ist zu @™ < b™. Denn fir n € N\ {1}
gilt

V' —a” = (b—a)(b" P+ 0" 2a+ ...+ ba""*+a" ).

Also folgt aus 0 < a < b auch a” < 0" und aus 0 < b < a auch a" < b". Also ist
fiir @ > 0 und b > 0 die Ungleichung a < b &quivalent zu der Ungleichung a™ < b™.
Also gibt es fiir alle n € N und alle g > 0 genau eine positive Losung der Gleichung
y" =a". Firr <0ist a" = afr die entsprechende positive Zahl.

(i) Seir =2 > 0. Dann ist fiir a,b € R" die Ungleichung a < b dquivalent zu a? < b

und das wiederum &quivalent zu as < bi.
(iii) Sei r = -2 < 0. Dann folgt (iii) aus (ii) wegen (vi) Satz 2.13. q.e.d.
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Definition 3.11. (Teilfolge) Eine Teilfolge einer Folge (ay,)nen ist eine Folge (by,)men
von der Form b, = a,,, , wobei 0 < ny < ng < ... eine streng monoton wachsende Folge
von nattrlichen Zahlen ist.

Z.B. hat die divergente Folge a,, = (—1)" zwei konvergente Teilfolgen b,, = as,, = 1
und ¢, = agme1 = —1.

Satz 3.12. (monotone Teilfolgen) Jede reelle Folge enthilt eine monotone Teilfolge.

Beweis: Sei (a,)nen eine reelle Folge und A die Menge A = {n € N | a,, > a,,Ym > n}.
Wenn A eine unendliche Menge ist, dann sei n; < ny < ... eine Abzdahlung der Elemente
von A. Die Teilfolge (by)men = (@n,, )men ist dann monoton fallend.

Wenn A eine endliche Menge ist besitzt sie ein Maximum N. Dann gibt es also
zu jedem n > N ein m > n, so dass a,, > a, ist. Also definieren wir induktiv eine
Teilfolge (by,)men, so dass by, 1 > by, gilt fiir alle m € N. Diese Folge ist streng monoton
steigend. Also enthélt (a,),en entweder eine monoton fallende oder eine streng monoton
steigende Folge. Umgekehrt gilt auch, dass (a,)n,en entweder eine monoton steigende
oder eine streng monoton fallende Folge enthélt. q.e.d.

Satz 3.13. (Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstrafl) Jede beschrinkte reelle Folge
besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz besitzt jede Folge (a,)nen eine monotone
Teilfolge (b, )nen. Wenn die urspriingliche Folge beschrénkt ist, ist auch die Teilfolge
beschréankt. Diese konvergiert dann wegen dem Monotonieprinzip. q.e.d.

Korollar 3.14. Jede beschrinkte komplexe Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wegen max{|z|, |y|} < |z +wy| sind die reellen Folgen der Realteile und Ima-
ginérteile einer komplexen beschréinkten Folge beschrankt. Wegen dem Auswahlprinzip
von Bolzano-Weierstrafl besitzt die Folge der Realteile eine konvergente Teilfolge, und
dann auch die entsprechende Teilfolge der Imaginérteile. Wegen Satz 3.3 (ii) konvergiert
die der zweiten Teilfolge entsprechende komplexe Teilfolge. q.e.d.

Definition 3.15. (Cauchyfolge) FEine Folge (a,)nen heifit Cauchyfolge, wenn es fiir
jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass |a, — a,| < € fir alle n,m > N gilt.

Satz 3.16. (Kriterium von Cauchy) Fine Zahlenfolge konvergiert genau dann, wenn
sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis: Sei (a,)nen eine konvergente Folge. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N,
so dass alle m > N die Ungleichung |a,, — lim,_. a,| < § erfiillen. Also gilt auch

lam — ai| < |ay, — lim a,| +| lim a, —a| < e fiir alle m,l > N.
n—oo n—oo
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Sei umgekehrt (a,),en eine Cauchyfolge. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir alle
m > N gilt |a,, —an| < 1, und damit auch |a,,| < |ay|+ |am — an| < |an| + 1. Fiir
alle n € N gilt dann aber |a,| < max{|a1],...,|an_1],|an|+ 1} Deshalb ist die Folge
a, beschrankt und besitzt wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstraf3 eine
konvergente Teilfolge (b,,)nen. Sei a = lim, ., b,. Dann gibt es fiir jedes € > 0 zwei
natiirliche Zahlen N, M € N, so dass alle n,m > N die Ungleichung |a, — an| < 5
erfiilllen und alle n > M die Ungleichung |b, — a| < §. Weil (b, )nen eine Teilfolge von
(@n)nen ist, folgt |a, — al <|a, — b,| + |b, — a| < € fiir alle n > max{N,M}. q.e.d.

Unter der Annahme der Axiome A1-A4 und dem Satz von Archimedes-Eudoxos
sind folgende Aussagen dquivalent:

Vollsténdigkeitsaxiom A5.

(i) aus dem Monotonieprinzip.
Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstraf3.
Jede Cauchyfolge konvergiert.
Intervallschachtelungsprinzip.

Wir konnen die reellen Zahlen auch als Aquivalenzklasse von Cauchyfolgen von
rationalen Zahlen auffassen, wobei zwei Cauchyfolgen &dquivalent heiflen, wenn ihre
Differenz eine Nullfolge ist.

3.3 Hiufungspunkte

Definition 3.17. (Hdufungspunkt) Die Grenzwerte von konvergenten Teilfolgen hei-
fen Hiufungspunkte. Bei reellen Teilfolgen sind zusdtzlich +o00 bzw. —oo Hdaufungs-
punkte, wenn es Teilfolgen mit diesen Grenzwerten gibt.

Satz 3.18. (Limes superior und Limes inferior) Ist die Menge der reellen Hiufungs-
punkte einer reellen Folge nicht leer und nach oben (unten) in R beschrdnkt, so besitzt
sie ein Maximum (Minimum) in R.

Beweis: Wir nehmen an, dass die Menge der Haufungspunkte der Folge (a,)nen in R
nach oben beschrinkt ist. Sei a € R das Supremum der Haufungspunkte, dann gibt es
fiir jedes m € N einen Haufungspunkt b,, € (a — ﬁ, a]. Dann gibt es aber auch eine
Teilfolge (¢im)men von (an)nen, die |y —bp| < ﬁ fiir alle m € N erfiillt. Dann gilt aber
fiir alle m € N sogar |c,, — a| < |ep — b | + [b, — a] < % Also ist a ein Hiufungspunkt
von (ay,)neny und damit ein Maximum aller dieser Haufungspunkte. Der Beweis fiir das
Minimum ist analog. q.e.d.
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Definition 3.19. Fir eine nach oben (unten) beschrinkte reelle Folge heifit das Supre-

mum (bzw. Infimum) der Hiufungspunkte Limes superior bzw. inferior. Wir bezeichnen

es mit lima,, = limsup a, bzw. lima,, = hTILIi ng Q-

Satz 3.20. (i) @ ist genau dann der Limes superior einer nach oben beschrinkten
reellen Folge (an)nen, wenn fir alle € > 0 unendlich viele Elemente der Folge
a, > a — € erfillen, aber hochstens endlich viele a, > @ + €.

(ii) a ist genau dann der Limes inferior einer nach unten beschrdnkten reellen Folge
(an)nen, wenn fir alle € > 0 unendlich viele Elemente a,, < a + € erfillen, aber
hdochstens endliche viele a, < a — €.

Beweis: Wir beweisen wieder nur (i), weil (ii) analog zu beweisen ist. Sei (a,)nen eine
nach oben beschrinkte Folge. Wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstraf ist
jede untere Schranke einer Teilfolge von (a,)nen auch eine untere Schranke von minde-
stens einem Haufungspunkt. Also ist die Charakterisierung der Zahl @ in (i) dquivalent
dazu, dass alle Zahlen, die kleiner sind als @ keine oberen Schranken der Haufungs-
punkte von (a,),en sind, aber alle Zahlen, die grofler sind als @ obere Schranken der
Héufungspunkte von (a,),en sind. Dann ist @ der maximale Haufungspunkt. q.e.d.

Korollar 3.21. Eine reelle Folge konvergiert genau dann, wenn sie beschrankt ist und
wenn lima,, = lima,, gilt, sie also nur einen Hdaufungspunkt hat.

Weil lima,, und lima, das Maximum und das Minimum der Haufungspunkte sind,
ist lima,, = lima,, dquivalent zu der Bedingung, dass es nur einen Haufungspunkt gibt.
Beweis: Wenn (a,,),en beschriankt ist und lima,, = lima,, = a gilt, dann folgt aus dem
vorangehenden Satz, dass es fiir jedes € > 0 ein N gibt, so dass fiir alle n > N gilt
lima, — € < a,, < lima,, + €. Also gilt |a, — a| < ¢ und (a,),en konvergiert gegen a.
Wenn (ay,)neny konvergiert, dann konvergiert jede Teilfolge gegen a = lim,, ., a,. Also
besitzt (ay,)neny nur einen Haufungspunkt und es gilt lima,, = lima,, = a. q.e.d.

Korollar 3.22. Seien (an)nen und (bn)nen nach unten (bzw. oben) beschrinkte reelle
Folgen, die fiir allen € N a,, < b, erfillen. Dann gilt lima,, < limb,, bzw. lima,, < limb,.

Beweis: Sei (d,)nen eine Teilfolge von (by,)nen, die gegen limb, (bzw. (¢,)nen eine
Teilfolge von (a,)nen die gegen lima,,) konvergiert. Dann gibt es eine Teilfolge (¢, )nen
von (ap)nen (bzw. (dy)nen von (by)nen), die fir alle n € N auch ¢, < d, erfiillt. Diese
Teilfolge ist beschrankt und besitzt eine konvergente Teilfolge. Wir konnen also ohne
Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass (¢, )nen (bzw. (d,)nen) konvergiert.
Dann ist aber lim,, .., ¢, ein Haiufungspunkt von (a,)nen (bzw. lim,, ., d,, ein Hifungs-

punkt von (by,)nen). Also gilt lima,, < lim ¢, < lim d,, = limb,,
(bzw. lima, = lim ¢, < lim d, < limb,). q.e.d.

n—o0 n—oo



40 KAPITEL 3. ZAHLENFOLGEN

3.4 Beispiele
(i) Fiir alle z € Cist lim Z: = 0.

Beweis: Wegen dem Satz von Archimedes-Endoxes gibt es ein N € N mit |z| < N.
Dann gilt fiir alle n > N

n

x R P i 1 A W 21
n'| (N—-1)! N--n =~ (N-1!\N n  (N-1! n
Weil aber % eine Nullfolge ist, konvergiert dann ‘%‘ auch gegen Null. q.e.d.

(ii) Fiir alle positiven rationalen Zahlen r > 0 gilt lim # =0.

n—oo

Beweis: Nach dem Satz von Archimedes—Eudoxos, gibt es fiir alle ¢ > 0 ein N € N

mit N > % Dann gilt aber fiir alle n > N auch n—lr < % < €. Also konvergiert #

nach Null. q.e.d.
(iii) Fir alle z € RT gilt lim /z = 1.

Beweis: Sei zundchst © > 1. Sei also y, = /r — 1 > 0. Wegen der Bernoulli—
Ungleichung gilt dann z = (1 + y,)" > 1 + ny,. Daraus folgt 0 < y, < xn;l Dann
konvergiert i, aber gegen Null. lim /z =1+ lim y, = 1.

n—oo 1
Sei jetzt 0 < # < 1. Dann ist £ > 1. Also gilt lim /2 = ———= = 1. q.e.d.

e lim ¢/1

n—oo z

Binomische Formel 3.23. Fir alle n € N und alle Zahlen x,y € K gilt

= 3 ()t ot (1) = MLkt )y ()

k=0

Beweis: durch vollstéandige Induktion:
(i) Offenbar ist (;) = (}) = 1, und die Binomische Formel ist fiir n = 1 richtig.
(ii) Wenn die Binomische Formel fiir n € N gilt, dann folgt

@™ = @t =@ Y ()

k=0

n+1
n kn+1k kn—i—lk
(20 )t ()

I
(]

i — 1) (n— k49 nm—1)---n—k+1 nt1—
:;(k( )k'( +)+( )k;l( ))$ky+k
_ Z((n+1)n--l-€!(n—k+2)> kg1,

B
Il
o
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Also gilt sie auch fiir n + 1. q.e.d.
(iv) lim {/n=1.

Beweis: Sei y, = /n — 1 > 0. Wegen der Binomischen Formel gilt fiir alle n € N

n

n=(Vn)"=0+y)" =) (Z)yfi

k=0

-1
Fiir alle n > 2 folgt nZl—i—%yi — < Yn <

Also ist y, eine Nullfolge. q.e.d.

S|
S_Iw

(v) lim ¥/n! = oo.

BeweiS' Wegen (i) gibt es fiir alle x € R ein N, so dass fiir alle n > N gilt fL—T < 1.

\F <1<z < /nl. Also folgt lim V/n! = cc. q.e.d.

Satz 3.24. Sei (a,)nen €ine positive Folge, dann gilt

Ay Qn,

lim () < lm /ay T ¢/a, < Im () .

an+1

Wenn die Folge J/ay, also einen reellen Hdufungspunkt hat, dann hat auch die Folge ==

einen reellen Hiufungspunkt. Und wenn gilt lim (“"“) < oo dann auch lim {/a, < co.

an+1

Beweis: Wenn lim ( = 0 ist, ist die erste Aussage trivial. Wir nehmen also an,

dass es ein a > 0 gibt und fiir alle 0 < € < a ein N € N gibt, so dass alle n > N auch
ntl > g — € erfiillen. Dann gilt fiir alle n > N

an

Qn, AN+1 Qn n— ( ) an
ay  an ap—1 (a=e) = Wl =N (a— = (a—eN {a=e)

Wegen (iii) gilt dann lim¢/a, > (a — €). Weil dies fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt auch
lim /a,, > a. Also ist lim/a, > a nicht kleiner als der kleinste Haufungspunkt von
(“2%)nen. Und wenn diese Folge (“2£),,cn keinen reellen Haufungspunkt hat, dann hat
auch die Folge ({/ay)nen keinen reellen Haufungspunkt

Fiir die Folge (a,') . = lim (/a,)
Wegen Satz 2.13 (vi) und Satz 3.5 (iv) ist fiir jede positive Folge (b,)nen limb, ! =
(Mbn)_l. Also folgt die zweite Ungleichung aus Satz 2.13 (vi). q.e.d.

-1
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(vi) (Z l) ist streng monoton wachsend und beschrankt. Fiir n > 3 gilt
neN

n —1
5 1
= — = 2 B
D S B B +z( )
k=0 k=1
nll

1
= Zk = 2+41-—

Also konvergiert diese Folge. Der Grenzwert heifit Eulersche Zahl e € (2, 3).

w |

(vii) lim (1+1)" =e.

n—oo

Beweis: Wegen der Binomischen Formel gilt fiir alle n € N

1\" < /n\1l <nn-1)--(n—k+1) 1 1
(“ﬁ) _Z(k:)ﬁ‘z o e =

k=0 k=0 ’ k=0
1 -1)---n—k+1) 1 1
Fiir alle £ € N gilt nh—{{olo (Z) e nh—{EO n(n —1) nk(n +1) T

-1
Also gilt fiir alle m € N lim < > E lim ( )—k = o
n—>oo n :
k=0

Weil sup (Z %) = e gilt, folgt dann e < lim (1 + ;) < lim (1 + 1)” <e. q.e.d.

meN \ k=0

(viii)* 11m v =€

Beweis: Sei (a,),en die positive Folge ’;—T Dann gilt “ZII = ((’;111);; = (1+ %)n
Wegen (vii) folgt lim,, oo “ = e Dann folgt aus Satz 3.24

T—On41
< lim < lim =e.
i o < T <
Daraus folgt lim —— =e. q.e.d.

n—oo 1/



Kapitel 4

Reihen

4.1 Konvergenzkriterien

Definition 4.1. Sei (a,)nen eine Folge. Dann heifit die Folge (Sy)nen mit s, = > a;
j=1

die zu (an)nen gehorende Reihe. Diese Folge bezeichnen wir mit () ap),,cy-

Wenn die Reihe () a,,),, oy konvergiert, dann bezeichnen wir den Grenzwert mit

n o0 oo n
lim Y a; =) a, = ) a,. Analog definieren wir »_ a, = lim ) a;.
j=1 n=1 —0

n—00 ;_ neN n=m n j=m

Beispiel 4.2. (i) Geometrische Reihe (32 q"),cn,-
S¢ = =4""" " Dann folgt aus dem letzten Abschnitt
j=0

Fiir ¢ # 1 hatten wir berechnet:

1—q °

> 1
Fiir <1 st ( ") konvergent: M= —
gl 2.4") g > q

No

Friir > 1 ist < ") divergent.
= > d") . divers

Fiir reelles g > 1 st (Z q”) divergent: Z q" = oo.

neNg

[e.°]

(ii) Die (-Funktion ist definiert als ((s) = > & st der Grenzwert (wenn er existiert)
n=1
der Reihe ()

ns)neN. Zundchst ist diese Reihe nur fir alle rationalen Zahlen
s € Q definiert. Fiir s =1 ust (Z #)neN divergent.
Beweis: Diese Reihe ist monoton wachsend. Also ist nur die Frage, ob sie beschrankt

1 1
ist oder nicht. Fiir alle n € N gilt aber + + ...+ > — > —. Also
n+1 n+2 n-+n 2n 2

43
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2777.
1
sind fiir alle n € Ny jeweils die Summen Z =1+ Z Z ; >1+ g q.e.d.
j= 1 m=1 j=2m-141
(iii) Fiir alle k& € N ist die Reihe (Z m%@\] konvergent und es gilt
; D = o
Beweis:
nzlnn+1 “(n+k) “—~knn+1)--(n+k)
1 (& 1 — 1
B E(;n '(n+k—1)_g (n—l—k—l))
1 /1 1
 k\kl (m+1)---(m+k)
. 1
Die Folge — konvergiert aber gegen Null. q.e.d.

(m4+1)---(m+ k)
Wenn wir das Cauchykrlterlum und das Monotonieprinzip auf Reihen anwenden,
so erhalten wir:

Satz 4.3. (Cauchykriterium fiir Reihen) Die Reihe (3 an), oy konvergiert genau dann,

m
> aj

j=n

wenn es fir jedes € > 0 ein N gibt, so dass < € fiir alle m > n > N gilt.q.e.d.

Satz 4.4. (Monotonieprinzip fir Reihen) Sei (a,)nen eine Folge von nicht negativen
Zahlen. Dann konvergiert die Rezhe > an)neN genau dann, wenn sie beschrinkt ist.

Fiir den Grenzwert gilt dann Z a, = sup Z Q- q.e.d.

o meN

Definition 4.5. (absolut konvergent) Die Reihe (D ay)
wenn die Rethe (Y |an|), o konvergiert.

nen heift absolut konvergent,

neN

Satz 4.6. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert. Und es gilt

o0
< Z‘an"

n=1

oo
D an

n=1

Zaj < Z la;| fir alle m > n. Also ist
j=n j=n
die Reihe einer absolut konvergenten Reihe eine Cauchyfolge und konvergiert. Insbe-

Beweis: Aus der Dreiecksungleichung folgt
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sondere gilt fiir alle m € N auch Z an| < Z |a,,|. Dann erfiillen auch die Grenzwerte
n=1 n=1

< Z |y q.e.d.

Aus dem Monotome Prinzip und Satz 3.5 folgt das

Satz 4.7. (Majoranten Kriterium) Die Folgen von nicht negativen Zahlen (ay)nen
und (by)nen erfillen b, < a, fir alle n € N.

(1) Wenn auflerdem (> an)nen konvergiert, dann konvergiert auch (3 by)nen
(i) Wenn auflerdem (3 by )nen divergiert, dann gilt > " b, => 7 a, = co. q.e.d.

Beispiel 4.8. Fiir alle n,k € N ist (nﬂi)kﬂ < n._(}wrk). Also folgt aus der Konvergenz

von (D m) auch die Konvergenz von () #)nEN-

Satz 4.9. (Wurzeltest) Sei (a,)nen eine Folge und sei o = lim {/|a,,].
(i) Falls a <1, dann konvergiert (3 an), oy absolut.

(ii) Falls a > 1, dann divergieren (Y ap), ey und (3 |an|)

neN-
Im Fall lim {/|a,| = 1 kann die Reihe (3" a,,), .y sowohl konvergent als auch diver-
gent sein. Soist z.B. lim {/+ =1= lim {/-5. Aber die Reihe (37 +) _ ist divergent,

n—oo n—o0

wahrend die Reihe (Z #)n oy Konvergent ist.

Beweis: (i) Sei a < 1. Dann gibt es fiir jedes @ < § < 1 aufgrund von Satz 3.20 (i)
ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt {/|a,| < 8 < |a,| < " Weil aber (> 3")
konvergiert, ist auch (3 a,), oy absolut konvergent.

(ii) Sei > 1. Dann gibt es wieder aufgrund von Satz 3.20 (i) unendlich viele {/|a,| >
1. Also kann die Folge (|an|)nen nicht gegen Null konvergieren. Dann sind Reihen
(D an) ey und (3 |an|), ey keine Cauchyfolgen, also divergent. q.e.d.

neN

Satz 4.10. (Ezponentialfunktion:) Fir alle x € K definieren wir

(e 9]

oo
exp(z) : K— K, z— exp(z Zm—'— Zfl—
=0 n=1

Aufgrund des Beispiels (v) im letzten Kapitel ist lim Unl = oo. Also gilt auch

n—oo

lim { 2 = lim Izl = 0.
n—o00 n! n—oo 1/nl
Deshalb konvergiert die Reihe (Z ) neNo absolut
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An41
an |’

Satz 4.11. (Quotiententest) Sei (a,)nen eine Folge und sei o = lim

(i) Falls a <1, dann konvergiert (3 ay), oy absolut.

(ii) Falls es ein N € N gibt, so dass alle n > N auch
divergieren (Y an),en Und (3 |an|),en-

an, +1

> 1 erfiillen, dann

an41
an

Beweis: (i) Wegen lim {/|a,| < lim

(Satz 3.24) folgt (i) aus dem Wurzeltest.

n

An41 Qp41 . ap, AN+1
Qn

lan| > lan| > 0. Also ist

(ii) Aus > 1 folgt |an1| =
Qp Ap—1 N
|an| keine Nullfolge und die Reihen (3 ay,),,cy und (3 |ay|)

nen divergent. q.e.d.

Satz 4.12F (Cauchy’s Verdichtungssatz) Sei (an)nen e€ine nicht negative monoton
fallende Folge. Dann konvergiert die Reihe () ay), oy genau dann, wenn die Reihe
(D>-2%agn), ey konvergiert.

Beweis*: Fiir alle n € N sel s,, = zn: a; und t,, = Zn: 2/ a4;. Wegen der Monotonie von
(an)nen gilt fiir alle j € N: - =

Qi+ Qi1 + o Agiri_1 < Pag < 29141 F Qo149 + ...+ ;)
und fiir j = 0 gilt: a1 < a; < 2a;. Deshalb gilt fiir alle n € N

Son+1_1 < by < 289n.

Also ist die Folge (¢,)nen genau dann nach oben beschriankt, wenn die Folge (s,)nen
nach oben beschrankt ist. q.e.d.
Die Reihe (3 #)HGN ist fiir s € Q\ {0} genau dann konvergent, wenn die Reihe

» <22:>s)neN - (),

konvergent ist, also genau dann, wenn s > 1. = Fiir alle s € Q mit s > 1 ist {(s)
wohl definiert.

Satz 4.13. (Alternierende Reihe von Leibniz) Sei (an)nen, €ine monoton fallende
Nullfolge. Dann konvergiert (> (—1)"ay,)

neNp

Beweis: Wegen dem Monotonieprinzip sind alle a,, einer monoton fallenden Nullfolge

(@n)nen, nicht negativ. Sei fir alle n € Ny s, = > (—1)"a,,. Dann folgt aus der
m=0
Monotonie:

§51 <83 < ... < Sopq1 < < Sg S <89 < s
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Also ist die Folge (s2541)nen, monoton wachsend und beschréankt und (sa;,)nen, mono-
ton fallend und beschréankt. Dann konvergieren aber beide Folgen und es gilt

lim s9, — hm Soms1 = — lim (—=1)*"ay, 1 = lim ag,11 =0
Also konvergiert die Reihe () (— 1)”an)n€N q.e.d.
Damit ist also die Reihe Zn 0 — +1 -y 1 — " konvergent, wiihrend sie nicht

absolut konvergiert, weil Y >° |+ = oco.

4.2 Dezimalbruchdarstellung von reellen Zahlen

Als Ziffern wihlen wir Z = {0,1,...,9} (bzw. {0,1,...,p—1}). Sei (2, )nen eine Folge
mit Werten in Z. Definiere die entsprechende Zahlenfolge (3 @),y mit x, = 2% fiir
alle n € N. Dann ist () x,),.y nach dem Majorantenkriterium absolut konvergent,

weil lim p/2-1 (hm Vp — 1) = = =. Also definiert z = Z x,, eine reelle Zahl. Sei

1
T
n—00 4 n—00 p P’ n—1

jetzt M die Menge aller Folgen M = { zn)n€N|(zn)n€N konvergiert nicht gegen p — 1}.
Dann ist die Abbildung M — [0, 1), (2,)nen — Z surjektiv und injektiv.

Bemerkung 4.14. Wir hdtten auch fordern kénnen, dass (zp)nen nicht gegen Null
konvergiert, so haben ndmlich alle reellen Zahlen, deren Ziffernfolge gegen 0 konvergiert
auch eine Dezimalbruchdarstellung, deren Ziffernfolge gegen 9 konvergiert, z.B. % =
0,5000...=0,4999....

Surjektiv: Seiz € [0,1). Dann definieren wir (2,),en induktiv, so dass fiir jedes n € N

n—1
+sz zn+1+ z_,;)

mlp

n—1
Zn Zm, zZn +1
—§x—2—< —
— p" p"

n

m 1 N Zn :
gilt. Dann folgt aber auch 0 < x — Z fm < —. Also gilt Z Zn_ x. Weil aber
p" — p"

m=1 pm
1 —1 1
fiir alle n € N gilt E b= _ P = —, gilt auch lim z, #p— 1.
pm n+l (1 — 1 pr n—o00
m=n+1 P o
Injektiv: Seien (z,)neny und (wy,)nen zwel Ziffernfolgen, mit E E —. Sei also
S ( ) € p gt p

n € N der kleinste Index, so dass z, # w,. Weil aber gllt

m -1 p-1 1 -1 1 1
Y Emtuel o 3 2l Iy

pm
m=n+1 m=n+1 m=0
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muss auch |z, —w,| <1 gelten. Sei also z, = w, + 1, dann muss fiir alle m > n
gelten w,, — 2, =p—1=—= 2, =0und w,, =p— 1= lim w,, =p— 1. Also
gehort (wy, )pen nicht zu M. q.e.d.

4.3 Addition, Multiplikation, Umordnung
Aus dem Satz 3.5 folgt

Satz 4.15. (Rechenregeln fir Reihen) Die Reihen (Y an),cn und (D bn),cn Seien
konvergent, dann konvergieren auch die Reihen

(Yo(an+b2) _ und (3ora) _ firalerek.  qed.

Definition 4.16. Gegeben seien die Reihen (3 an), ey, und (32 bn),en,- Dann heifit

die Reihe (3 cn)pen, Mit ¢n = Y agbn_y fiir alle n € Ny das (Cauchy-)Produkt der
k=0

beiden Reihen.

Diese Definition kommt von den Potenzreihen, die wir spéiter kennenlernen wer-
den. Das Produkt der beiden Potenzreihen (3 anz"), oy, und (3 b,2"), oy, ist dann
némlich die Potenzreihe (3 c,2"), cy,, d-h. wir haben alle Summanden des Produktes
mit gleichen Potenzen zusammengefasst.

Satz 4.17. (Konvergenz des Produktes) Wenn die Reihe (3 an), ey, absolut konvergiert
und die Reihe (3 b,), oy, konvergiert, dann konvergiert auch das Produkt (3 c,),cn,
der beiden Reihen. Wenn auch (3 b,), oy, absolut konvergiert, dann konvergiert auch

(22 Cn)pen, absolut.

Beweis: Fiir alle n € Ny sei ¢, = . agby_g, An = > a, B, = > by und C,, = > ¢4
k=0 k=0 k=0 k=0
Es gilt
C, = agby+ (aobl + Cleo) + ...+ (aobn + ...+ anbg)
= CLQBn + Clan_l + ...+ anBO
= aO(B - ﬁn) + al(B - ﬁnfl) +...+ an(B - ﬁO)

Hierbei ist B = lim B, = ). b, und 3, = B— B, = > bg. Daraus ergibt sich

n—0oo n=0 k=n+1

Cn - An B — (CLOﬁn + CLlﬁn—l +...F anﬁ(])'
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Also geniigt es zu zeigen, dass aof3, + ... + a,0y im Grenzwert n — oo gegen Null
konvergiert. Aufgrund der Voraussetzungen gibt es positive Zahlen o, 3 > 0, so dass
fir alle n € Ny

16,] < B und Z|ak| <«
=0

gilt, und fiir alle € > 0 natiirliche Zahlen N, M, so dass |3,| < 5 fiir alle n > N gilt

und |a,| < ij,ﬁ fiir alle n > M. Dann gilt fiir alle n > N + M — 1:

laoBn + ...+ anfol < |Boan + ...+ OBy_1an—ni1| + |Bnan—n + ... + Bnao

n—N
€ €
< Nf+-—+— <e.
5 2Nﬁ+2akzzo|ak’_€

Also konvergiert das Produkt der Reihen (3 ay), oy, und (3 bn),, ey, Wenn beide kon-
vergieren und eine absolut konvergiert. Wenn beide Reihen absolut konvergieren, dann

konvergiert auch das Produkt der Reihen (3 |an|),cy, und (3 [bal), e, und ist eine
Majorante von () |¢,|)nen,- Also ist dann auch das Produkt absolut konvergent.q.e.d.

Beispiel 4.18. Das Quadrat der Reihe <Z %) st nicht konvergent, obwohl
n neNg

die Reihe als Beispiel einer alternierenden Rethe nach Leibniz konvergiert, aber nicht
absolut konvergiert. Die Koeffizienten des Quadrates sind gegeben durch:

o i G VPR o 1
kz:%\/k:jtlx/n—k:jtl_( b kz:%\/k‘%—l\/n—k‘%—l

- 1 u 1
Es qilt aber > = 1. Also ist das Quadrat der
J kZ:(]\/k+1\/n—k+1_kZ:()\/n+1\/n+1 ©
Reihe keine Cauchyfolge. q.e.d.

Satz 4.19. (Figenschaften der Exponentialfunktion)

(i) fiir alle x,y € K gilt exp(x +y) = exp(z) exp(y).

(i) Fir alle v € K ist exp(x) # 0 und fir alle x € R sogar exp(x) > 0.
(iii) Fir alle x € R und alle r € Q st exp(rxz) = (exp(z)").

(iv) Fiir alle x € C ist exp(Z) = exp(x).

(v) Fir alle x € R ist |exp(uz)| = 1.

Die Zahl exp(1) wird Eulersche Zahl genannt und mit e bezeichnet. Wegen (iii) gilt dann
fir alle r € Q: exp(r) = exp(r-1) = e". Deshalb schreiben wir auch e® fir exp(z).
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Beweis: (i) Wir hatten schon gesehen, dass die Reihe exp(z) = > %7 fiir alle z € K

n=0
absolut konvergiert. Dann ist das Produkt von exp(z) - exp(y) = Y .- o> 7, k'IZnn k};
Wegen der Binomischen Formel gilt

Dann folgt exp(z) exp(y) = Z % = exp(z +y).

n=0
(ii) Wegen (i) gilt exp(z) exp(—x) = 1. Also besitzt exp(z) fiir alle z € K ein Inverses
und ist ungleich Null. Wegen (i) gilt fiir alle z € R exp(z) = (exp (%))2 > 0.
(iii) Offenbar ist fiir alle n € N;m € Z (exp(£2))" = exp(z - m) = (exp(z))™. Also
gilt auch wegen (ii) exp (Z2) = (exp(z))

(iv) exp(e) = 3 2 = 3 2 — ().
(v) Fiir z € R gilt exp(ur)exp(1z) = exp(1x) exp(—wz) = 1. q.e.d.

Wir konnen jetzt fiir jede Zahl y > 0, fiir die es ein x € R gibt, so dass y = exp(z)
gilt, und fiir jedes z € R die Zahl y* = exp(zz) definieren. Wir werden spéter sehen,
dass wir so fiir alle y > 0 und alle z € R y* definieren kénnen.

Definition 4.20. (Umordnen von Reihen) Sei 7 : N — N eine bijektive Abbildung
von den natirlichen Zahlen auf sich selber. Dann heifit die Reihe (Z aT("))neN eine
Umordnung der Reihe (> ay)

neN"

Analog konnten wir auch die Umordnung von Folgen bilden. Letztere sind aber
weniger interessant, weil jede Umordnung einer konvergenten Folge wieder gegen den
gleichen Grenzwert konvergiert (Ubungsaufgabe). Dagegen gilt dies bei Reihen nicht.

Satz 4.21. Konvergiert eine Reihe (Y an), oy absolut, so konvergiert auch jede Um-
ordnung (Z aT(”))neN absolut. In diesem Fall gilt dann Z a, = Z Ar(n)
n=1

Beweis: Sei also 7 eine gegebene bijektive Abbildung 7 : N — N. Wenn (3 a,),,cn
absolut konvergent, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N so dass fiir alle N <n <m

gilt: 3" |ag| < €. Dann gibt es auch ein M = max7 '[{1,..., N}| € N, so dass fiir alle
k=n
m > M gilt 7(m) > N. Dann folgt fiir alle m >n > M

m max 7[{n,n+1,...,m}]

Z sy < Z lag| < e.

k=n k=min7[{n,n+1,...,m}]
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Also ist (Z |ar () ])neN eine Cauchyfolge und die Umordnung konvergiert absolut. Dann

konvergiert auch (Z aT(”))neN'
Mit denselben N und M in Abhéngigkeit von € > 0 gilt fiir alle n > N and m > M

PILECED I D DU LR DL
k=1 k=1 ker[{1,...m}\{1,...,N} k=N+1
k=max7[{1,....m}\{1,....N} n
< > jar] + Y lax] < 2e.
k=min7[{1,....,m}\{1,....,N} k=N+1

Also konvergiert (D ar(n))nen gegen den gleichen Grenzwert wie (3 ap)nen.  q.e.d.

Satz 4.22. (Riemann) Sei (Y an), oy €ine konvergente reelle Reihe, die nicht absolut
konvergiert, und o < 3 zwei reelle Zahlen. Dann gibt es eine Umordnung (Z aT("))neN’
die als Reihe beschrdnkt ist und fir die o der Limes inferior der Reihe ist und 3 der
Limes superior. Wenn o # (3 konvergiert die Reihe also nicht.

Beweisskizze: Weil () ay,), . konvergiert, ist die Folge (ay)nen eine Nullfolge. Wir
betrachten im folgenden die beiden Teilfolgen aller nichtnegativen Elemente (by,)nen
und aller negativen Elemente (¢, )nen-

1. Schritt: Weil (Y a,), oy konvergiert, aber nicht absolut konvergiert, divergieren
(D" bn)neny und (3 ¢)nen und es gilt > 7 b, = oo und > 7 ¢, = —00.

2. Schritt: Wir setzen die umgeordnete Folge abwechselnd jeweils der Reihe nach aus
den Folgen (by,)nen und (¢p)neny zusammen. Immer wenn die Summe aller bisherigen
Folgenglieder grofer ist als [, dann fahren wir fort mit Folgengliedern aus c¢,, und
wenn die Summe aller bisherigen Folgenglieder kleiner ist als «, dann fahren wir fort
mit Folgengliedern aus b,. Wenn 0 € [«, (] starten wir mit Folgengliedern aus b,.

3. Schritt: Fiir jedes € > 0 gibt es ein N € N, so dass alle Summen )} _, a,q, fiir alle
n > N in (a—¢€, §+¢€) liegen. Die Reihe (Z aT(n))neN dieser Umordnung hat als Limes
inferior o und als Limes superior . Die Menge der Haufungspunkte dieser Reihe ist
sogar gleich [a, f]. q.e.d.

Definition 4.23. Sei (a,)en, eine Folge, dann heifit (> a,x™)
Potenzreihe mit Koeffizienten (an)nen, -

nen, die entsprechende

Aus dem Wurzeltest folgt sofort

Satz 4.24. (Konvergenzradius von Potenzreihen) Seien (an)nen, die Koeffizienten der
Potenzreihe (3 anx™), oy, und sei @ = lim{/]a,| und R = £ (R =0 fiir a = oo und
R = oo fira=0).

(i) Fiir |z| < R konvergiert (3 anx"), oy, absolut.

(ii) Fir |z| > R divergiert (Y a,z™)

neNp *
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Wenn o < oo definiert folgende Reihe also eine Potenzreihenfunktion

f: {zeK||z| <R} =K, xHZanx". q.ed.

n=0
Bds@425ﬁ)w@ﬂ—fﬁia—ﬁﬁ"i———;L———OzﬁR—w
PE S IR T L TN T i, -

(ii) (Zx") also o =TmV1=1= R=1. Fir |z| <1 gilt 3 2" = .

n€Np =0 1—x

" — /1 1
111 _ l :1 n—:—:1:>R:]_
(iii) ( g - )neN also « 1m\/; . Un

Fiir |z| < 1 ist die Potenzreihe also konvergent, aber fir x = 1 divergent und fir
x = —1 konvergent (alternierende Reihe von Leibniz).

. z" — 1 1 2
(IV) (Z ﬁ)neN also o = lim ﬁ = (m) =1=—= R=1.
Fir |z| <1 also konvergent und fir |x| > 1 divergent.

Satz 4.26. (FEigenschaften von Potenzreihenfunktionen)

(i) Seien (3 anx™), oy, und (3 bnx™), oy, Potenzreihen mit Konvergenzradius Ry bzw.
Ry. Dann konvergieren fir |x| < min{Ry, Ry} die Summe (>_(a, + b,)x™)
und das Cauchy-Produkt (3 c,a"), oy der beiden Potenzreihen und es gilt

n€Ng

i(an + b,)z" = i anx" + i bpx™ und i 't = (i anx") (i bnx”) )
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

(ii) Firr < Ry gibt es ein M(r) € RT, so dass < M(r) fir alle |x| <1 gilt.

o
> apx”
n=0

(iii) Firr < Ry und fir alle € > 0 gibt es ein N € N, so dass fir alle |x| < r gilt

[ee) N
E ap,x" — E a,x"| < €.

(iv) Firr < Ry gibt es ein L(r) € RY, so dass fir alle x,y mit |x| < r und |y| < r

gilt
Z anx" — Z any"
n=0 n=0

< L(r)lx —y.
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Beweis: (i) Folgt aus den Rechenregeln fiir Reihen und der Konvergenz des Cauchy

Produktes.
Zanx <Z|an|7’ = M(r) < occ.
n=0

(iii) Weil die Reihe >~ 7 |an|r" absolut konvergiert gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N,
so dass Y 7\ |an|r™ < e gilt. Dann folgt fur |z| <r

(ii) Fiir |z| < r gilt

[e's) N-1 00
E " — g apx’| < E la,|r" < e.
n=0 n=0 n=N

(iv) (z" —y") = (x —y)(@" "+ 2" 2y + ... +ay" 2 +y" ). Fir [z] <rund |y| <7
folgt also |2 — y"| < | — y|nr"~!. Weil aber gilt

lim {/nla,| = im/n - {/|a,| = (hm {‘/ﬁ)ﬁ” |a,| = im /| an],

haben die Reihen (3 a,2™), cy, und (3-n - anz™ '), oy, den gleichen Konvergenzradius.
Also gilt fiir |z| <rund |y| <r

x" —Zany
n=0

oo oo
<Y an] 2 =y <z =y Y lan] -0
n=0 n=1

Wihle also L(r) = Y nla,|r" ! < cc. q.e.d.

n=1

Satz 4.27. (Identitissatz fiir Potenzreihenfunktionen)

(i) Sei Y > a,x" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, die nicht identisch
verschwindet, dann ¢ibt es ein 0 < r < R, so dass die Potenzrethenfunktion in
{z € K| |z| < r} hochstens endlich viele Nullstellen x1,...,xy hat.

(ii) Sei Y . anx” eine Potenzreihenfunktion mit Konvergenzradius R > 0. Fir alle
xo mit |xo| < R und allen € Ny ist dannb, = - ("::k)an%x’g < 00. Auferdem
ist der Konvergenzradius der Potenzrethenfunktion Y~ b,z" nicht kleiner als

— |zo| und fir alle |x| < R — |z|o gilt auch Y 7 byx™ = > "7 an(x + x0)".

(iii) Seien )~ anx™ undy .~ b,a" zwei Potenzreihenfunktionen, deren Konvergenz-
radien grofier sind alsr > 0. Falls {z € K | |z| < r} unendliche viele verschiedene
Elemente enthdlt, an denen die beiden Potenzrethenfunktionen tibereinstimmen,
dann gilt a,, = b, fir alle n € Ny, d.h. sie stimmen als Potenzreihen tiberein.
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Beweis: (i) Sei N € Ny der kleinste Index, so dass ay # 0. Wenn alle anderen
Koeffizienten (a,),>n verschwinden, hat die Potenzreihe nur Nullstellen bei z = 0.
Andernfalls gilt fiir ein 0 < r < R und alle |z| <7r

[o.¢] (0.] (o.)
S| € 3 ol < (3 ).
n=0 n=N+1 n=0

Also gilt fiir alle Nullstellen x,, der Potenzreihenfunktionen

oo
R e (Z Ian+N+1IT"> :

n=0

Wenn |z,,| # 0 ist folgt daraus 0 < |ay| < |2, — lantn+1]r™). Also hat die
Potenzreihenfunktion keine Nullstelle auf

o -1
reK| 0<|z| <min{ 7 |ay| (Z |an+N+1|r”)
n=0
(ii) Fur zo = 0 trivial. Sei 0 < |zo| = r < R. Dann ist fiir alle 0 < s < R —r die Reihe

ZWH zzan( ) s < oo

n=0 k=0

absolut summierbar. Dann gilt fiir alle m € Ny auch:

Also konvergiert b,, = > amik (m;rk) xy' fiir alle m € N. Und es gilt

k=0
M 00 o n
m m+k
S5 3l () £ 2l () <
—0 k=0 n=0k
fiir alle M € Ny. Also ist auch Z |by|s™ < Z lan|(r +5)" < o0

Also ist >~ bya™ fiir alle |z| < R —r ko;lvergent, und der Konvergenzradius nicht
kleiner als R —r = R — |zo|. Fiir |z| < R — |zo| und alle M, K € Ny gilt dann

K m+k M+K
(1) Fo s

m=0 k=0 n=0

M+K

< S (el + feol)

n=min{M,K}
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Also folgt im Grenzwert K — oo

M [e's) [e's)
D obma™ =Y an(r o) < Y an| (o] + |zo])" < oe.
m=0 n=0 n=M

e} oo
und im Grenzwert M — oo auch Z bpx™ — Z an(x + x0)" = 0.
n=0 n=0
(iii) Sei (z,)men eine Folge von paarweise verschiedenen Nullstellen der Potenzreihen-

funktion = — Y o7 (a, — b,)z" in {x € K | |z| < r}. Dann hat die Folge (z,)men
einen Haufungspunkt xy mit |z9| < 7, und in jeder e-Umgebung von z( gibt es un-
endlich viele verschiedene Folgenglieder. Sei R das Minimum der Konvergenzradien
von (D an)nen, und (> by)nen,- Dann hat aufgrund der Voraussetzung und wegen (ii)
die Potenzreihe 7 (a, — b,)(y + xo)", als Potenzreihe in y mindestens den Kon-
vergenzradius R — r > 0, und fiir alle 0 < ¢ < R — r unendlich viele Nullstellen
auf {y € C | |y| < €}. Also verschwindet wegen (i) diese Potenzreihe in y identisch.
Dann stimmen wegen (ii) die beiden Potenzreihen >~ ja,z™ und > 7  b,2z" auf dem
Gebiet {x € K | |z — 29| < R — r} iiberein. Also gibt es eine Folge (Zy,),,.y von
paarweise verschiedenen Nullstellen von x — > 7 (a, — b,)z", die gegen ein & mit
|Zo| < max{r—(R—r),0} < r konvergiert. Dabei ist R—|Zo| > R—r. Sei £ < N € N.
Indem wir die beiden Potenzreihe immerwieder an einer Stelle mit minimalem Radius
in dem Bereich entwickeln, in dem wir schon die Gleichheit beider Potenzreihen gezeigt
haben, erhalten wir also nach hochstens N Schritten, dass beide Potenzreihen auf einer
Nullfoge tibereinstimmen. Wegen (i) sind dann die beiden Potenzreihen (> a,2™)nen,
und (> b,2"™)pen, identisch. q.e.d.

4.4 Sinus und Cosinus

Definition 4.28. Fir alle x € K set

_ exp(wx) + exp(—wz) _exp(wr) — exp(—r)

cos(z) 5 sin(z) = %
Also gilt fiir reelle = cos(z) = R(exp(ez)) sin(x) = S(exp(wz))
und fiir alle z € K die Eulersche Formel:  exp(i1x) = cos(x) + ¢sin(z).

AuBlerdem gilt fiir alle z € K

_exp(2ur) + 2 +exp(—2wr)  exp(2wr) — 2 + exp(—2wx) |
B 4 4 o
cos(—z) = cos(z) und sin(—z) = —sin(x).

Satz 4.29. (Additionstheorem) Fiir alle x,y € K gilt:

cos®(x) + sin’(z)

cos(x +y) = cos(z)cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(z +y) = sin(z)cos(y) + cos(x) sin(y)
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Beweis: exp(i(x +y)) = exp(1x) exp(1y).

cos(z + y) + 1sin(z + y) = (cos(x) + usin(x))(cos(y) + 2sin(y))
= cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) + ¢(sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)).

Ersetzen wir x und y durch —z und —y und benutzen cos(—x) = cos(z) und sin(—x) =
— sin(x), dann erhalten wir

cos(x +y) —esin(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) siny — o(sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)).
Die Summe und die Differenz dieser beiden Gleichungen ergibt

cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(x +y) = sin(x)cos(y) + cos(z) sin(y). q.ed.

Durch Einsetzen von (z,y) und (z, —y) erhalten wir fiir alle z,y € K

cos(z 4+ y) + cos(x —y) = 2cos(x)cos(y)

~—

cos(x —y) —cos(x +y) = 2sin(x)sin(y

~—

sin(x +y) +sin(z —y) = 2sin(x) cos(y

Satz 4.30. (Potenzreihen von Sinus und Cosinus)
L2+

cos(x) = Z(— sin(x Z 2k CE]

k=0 ’ k=0

Beweis: Weil > = —1 gilt fiir alle & € Ny o2 = (=1)F und 2*™ = o(—1)*. Also gilt
auch fiir alle z € K:

exp(1x) +exp(—wr) =1 ()" (—w)" = x?*
cos(a) = =S :Zi( - .) )ZZ:(_l)k(%)!

21
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Kapitel 5

Stetigkeit

5.1 Teilmengen von K

In diesem Abschnitt betrachten wir Teilmengen X von K, also von R oder C. Der
Absolutbetrag |z — y| der Differenz zweier Elemente x,y € X definiert einen Abstand.
Wir hatten in den Sétzen 2.21 und 2.58 folgende Eigenschaften hergeleitet:

(i) Fiir alle z,y € X ist |[x —y| > 0 und |z — y| = 0 <= x = y (Positivitét).
(ii) Fir alle z,y € X ist |z — y| = |y — x| (Symmetrie).
(iii) Fir alle z,y,z € X ist |x — y| < |x — z| + |z — y| (Dreiecksungleichung).

Definition 5.1. (offener Ball, Umgebung, offene Menge)

Seir X C K. FEin offener Ball in X mit Zentrum x € X und Radius r > 0 ist die Menge
B(z,r) ={y € X | |vr —y| <r}. Fine Ungebung eines Punktes v € X ist eine Menge
O C X, die fir ein € > 0 den Ball B(x,¢€) enthdlt. Fine offene Menge O C X ist eine
Teilmenge, die eine Umgebung aller ihrer Punkte ist, d.h. fir alle x € O gibt es ein
e >0, so dass B(x,€) C O.

Beispiel 5.2. In R besteht der Ball B(x,r) aus dem Intervall (x — r,x + ). In C
besteht der Ball B(z,r) aus allen Punkten, deren euklidischer Abstand zu x kleiner ist
als r, also aus einer Kreisscheibe.

Alle offenen Bélle B(z,r) sind offenbar Umgebungen von z. Sei y € B(z,r). Dann
ist |z —y| <r.Seiz € B(y,r — |z —y|). Dann gilt |z — z| < |z —y| + |y — 2| <, also
auch B(y,r — |z —y|) C B(xz,r). Deshalb sind die offenen Bélle offene Mengen.

Offenbar ist eine beliebige Vereinigung von offenen Mengen offen. Seien O und O’
zwei offene Mengen und z C ONO’. Dann gibt es 7 > 0 und 7’ > 0 so dass B(x,r) C O
und B(z,r") C O'. Also ist B(z,min{r,7’}) C B(x,r) N B(xz,r") C ONO'". Also ist
ONO’ offen. Damit ist auch die Schnittmenge von endlich vielen offenen Mengen offen.

27
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Definition 5.3. (abgeschlossene Mengen, Abschluss)
Fiir eine Teilmenge X C K heiffen die Komplemente von offenen Teilmengen von X
abgeschlossen. Der Abschluss A einer Teilmenge A C X ist die Schnittmenge aller
abgeschlossenen Teilmengen von X, die A enthalten.

Wegen der Regel von de Morgan, sind beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen
von abgeschlossenen Teilmengen von X abgeschlossen. Deshalb ist der Abschluss einer
beliebigen Teilmenge von X abgeschlossen und der Abschluss einer abgeschlossenen
Teilmenge gleich der Menge.

Offenbar gehort ein Punkt € X genau dann zu dem Abschluss A, wenn es keine
offene Menge in X gibt, die x enthélt aber mit A schnittfremd ist. Dies ist wiederum
dquivalent dazu, dass fiir alle n € N die offenen Bille B(z, %) ein Element a,, aus A
enthalten, oder auch dazu, dass es eine Folge (a,),en in A gibt, die gegen x konvergiert.
Wir sagen, dass eine Folge (z,)neny in X konvergiert, wenn sie konvergiert, und der
Grenzwert in X liegt. Damit haben wir gezeigt:

Lemma 5.4. Der Abschluss A einer Teilmenge A C X besteht aus den Grenzwerten
von allen Folgen in A, die in X konvergieren. A C X ist genau dann abgeschlossen,
wenn die Grenzwerte von allen Folgen in A, die in X konvergieren, in A liegen.q.e.d.

5.2 Vollstindigkeit und Kompaktheit

Wenn eine Folge (z,,)neny in X konvergiert, dann auch in K. Deshalb gilt
Satz 5.5. In X C K st jede konvergente Folge eine Cauchyfolge. q.e.d.
Definition 5.6. X C K heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge konvergiert.

Wegen dem Vollstédndigkeitsaxiom sind R und C vollstédndig. Wegen Lemma 5.4 ist
A C K genau dann vollstdndige, wenn A in K abgeschlossen ist.

WEeil jede reelle Zahl der Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen ist, sind die
reellen Zahlen der Abschluss der rationalen Zahlen Q C R. Anstelle unserer axiomati-
schen Charakterisierung der reellen Zahlen kénnen wir also die reellen Zahlen auch aus
den rationalen Zahlen konstruieren als Aquivalenzklassen von rationalen Cauchyfolgen,
wobei zwei Cauchyfolgen als dquivalent gelten, wenn ihre Differenz eine Nullfolge ist.

Definition 5.7. (kompakt) Eine Teilmenge X C K heifst kompakt, wenn jede Folge in
X eine in X konvergente Teilfolge besitzt.

Definition 5.8. Fine Teilmenge X C K heifit beschrinkt, wenn fir ein x € X, die
Menge der Abstinde {|x —y| |y € X} beschrinkt ist.

Wegen der Dreiecksungleichung ist diese Bedingung dquivalent dazu, dass fiir alle
z € K die Menge der Absténde {|x — y| | y € X} beschrénkt ist.
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Satz 5.9. (Heine-Borel) Eine Teilmenge X C K ist genau dann kompakt, wenn sie
abgeschlossen und beschrdnkt ist.

Beweis: Offenbar ist jede Folge in einer beschrinkten Menge beschréankt. Wegen dem
Auswahlprinzip von Bolzano Weierstrafl besitzt jede Folge (z,,)nen in einer beschrénk-
ten Menge X C K also eine in K konvergente Teilfolge. Der Grenzwert einer Folge in
einer kompakten Teilmenge X C K, die in K konvergiert, muss offenbar in X liegen.
Wegen Lemma 5.4 ist also eine beschriankte Teilmenge X C K genau dann kompakt,
wenn sie abgeschlossen ist. Umgekehrt enthélt eine unbeschriankte Teilmenge X C K
eine Folge (z,)nen, so dass fiir alle z € X die Folge |x — z,,| gegen oo konvergiert. Eine
solche Folge kann keinen Haufungspunkt haben. q.e.d.

Korollar 5.10. Teilmengen A C X einer kompakten Teilmenge X C K sind genau
dann kompakt, wenn sie abgeschlossen sind.

Beweis: Eine Folge (x,)nen in einer Teilmenge A C X einer kompakten Teilmenge
X C K konvergiert wegen Lemma 5.4 genau dann in X, wenn sie in K konvergiert.
Wegen Lemma 5.4 ist A genau dann abgeschlossen in X, wenn sie es in K ist. q.e.d.

Korollar 5.11. Die kompakten Teilmengen von R besitzen Minimum und Mazimum.

Beweis: Fiir jede beschrinkte nicht leere Teilmenge A C R und fiir jedes n € N ist
sup A + % keine obere Schranke von A und inf A + % keine untere Schranke. Deshalb
gibt es ein a, € (sup A — X, sup A] N A und ein b, € [inf A,inf A — 2) N A. Die Folgen
(an)neny und (b, )nen konvergieren gegen sup A bzw. inf A. Also liegen sup A und inf A
im Abschluss von A. Kompakte Teilmengen besitzen Minimum und Maximum. q.e.d.

Beispiel 5.12. Die Intervalle [a,b] sind kompakt.

5.3 Stetigkeit

Definition 5.13. Seien X und Y jeweils eine Teilmenge entweder von R oder von C.
Fine Abbildung f: X — Y, xw f(x) heifit stetig in x € X, wenn es fir jedes ¢ > 0
ein & > 0 gibt, so dass alle y € X, die |x —y| < § erfillen, auch |f(z) — f(y)| < €
erfilllen. Die Abbildung f heifst stetig, wenn sie in allen Punkten von X stetig ist.

Stetig im Punkt z heifit also, dass alle Punkte, die sehr nahe bei x liegen, auf Werte
abgebildet werden, die sehr nahe bei f(x) liegen.

Satz 5.14. Fir eine Abbildung f : X — Y, 1z f(x) zwischen zwei Teilmengen X
und Y jeweils von R oder C ist folgendes dquivalent: (1) f ist stetig in x.

(ii) Das Urbild jeder Umgebung von f(x) ist eine Umgebung von x.
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(iii) Fir jede konvergente Folge (xy)nen in X konvergiert (f(x,))nen gegen f(limx,).

Beweis: (i)<(ii) Die Umgebungen von z sind gerade die Mengen, die einen J-Ball
um = enthalten. Also ist (ii) dquivalent zu der Aussage, dass das Urbild jedes e-Balles
um f(z) einen ¢-Ball um z enthélt. Das ist nur eine Umformulierung von (i).

(ii)<(iii) Die Folgen (x,,)neny und (f(x,))nen konvergieren genau dann gegen x bzw.
f(z), wenn jede Umgebung von z bzw. f(x) alle bis auf endlich viele Folgenglieder
enthélt. Wenn also (x,)n,en gegen x konvergiert und f (ii) erfiillt, dann konvergiert
auch (f(z,))nen gegen f(z). Also folgt aus (ii) auch (iii). Wenn es umgekehrt einen
e-Ball von f(x) gibt, deren Urbild keinen §-Ball von = enthilt, dann gibt es eine Folge
(Zp)nen von Punkten z,, € B (ZL‘, %), so dass die Folge der entsprechenden Werte f(x,,)
im Komplement dieses e-Balles von f(z) liegt: f(x,) & B(f(z),€). Also konvergiert
(Zn)nen gegen x aber f(z,) nicht gegen f(z). q.e.d.

Korollar 5.15. Fiir eine Funktion f : X — Y zwischen zwei Teilmengen X und Y
jeweils von R oder C ist folgendes dquivalent: (1) f ist stetig.

(ii) Das Bild (f(xn))nen jeder in X konvergenten Folge (x,)nen ist konvergent in Y
und es gilt im,, o f(x,) = f(lim, 0 Ty).

(iii) Das Urbild jeder offenen Teilmenge von'Y st offen in X.

(iv) Das Urbild jeder abgeschlossenen Teilmenge von Y ist abgeschlossen in X .

Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz sind (i) und (ii) dquivalent. Weil eine Menge
genau dann offen ist, wenn sie eine Umgebung von allen ihren Punkten ist, zeigt der
vorangehende Satz, dass aus (i) bzw. (ii) auch (iii) folgt. Weil jede Umgebung eines
Punktes auch eine offene Umgebung des Punktes enthélt, folgt wieder wegen dem
vorangehenden Satz aus (iii) auch (i) bzw. (ii). Weil nun die abgeschlossenen Mengen
gerade die Komplemente der offenen Mengen sind und das Urbild eines Komplementes
gerade gleich dem Komplement des Urbildes ist, ist (iii) zu (iv) dquivalent. q.e.d.

Korollar 5.16. Die Komposition zweier stetiger Abbildungen ist stetig. Die analoge
punktweise Aussage gilt auch.

Beweis: Benutze die Aquivalenz zwischen (i) und (iii) im vorangehenden Korollar und

die Gleichung (f o g)7'A] = g [f7'[A]]. q.e.d.

Korollar 5.17. Das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung f :
X — Y zwischen zwei Teilmengen X und Y jeweils von R oder C ist kompakt.

Beweis: Sei f: X — Y, x+— f(z) eine stetige Abbildung zwischen zwei Teilmengen
X und Y jeweils von R oder C und A C X eine kompakte Menge. Fiir jede Folge
(Yn)nen in f[A] gibt es eine Folge (z,)neny in A mit f(z,) = y, fir alle n € N. Weil
A kompakt ist, besitzt (x,),en eine konvergente Teilfolge. Die entsprechende Teilfolge
von (Yn)nen = (f(2n))nen konvergiert wegen der Stetigkeit von f. Also besitzt jede
Folge in f[A] eine konvergente Teilfolge. q.e.d.
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Korollar 5.18. Sei f eine bijektive stetige Abbildung von einer kompakten Teilmenge
X auf eine Teilmenge Y jeweils von R oder C. Dann ist die Umkehrabbildung stetig.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Korollar ist das Bild f[X] = Y kompakt. Weil
aber wegen Korollar 5.10 eine Teilmenge eines kompakten metrischen Raumes genau
dann abgeschlossen ist, wenn sie kompakt ist, folgt die Aussage aus dem vorangehenden
Korollar und der Charakterisierung (iv) im Korollar iiber stetige Abbildungen. q.e.d.

Beispiel 5.19. (i) Auf jedem metrischen Raum ist die identische Abbildung 1x stetig.
(ii) Die konstante Abbildung, die alle x € X auf einen Punkt y abbildet ist stetig.
(iii) Aus den Rechenregeln fiir Folgen folgt, dass fir jede Teilmenge X von R oder C
und alle stetigen Abbildungen f,q: X — K auch die Abbildungen

f+g:X—K, x— f(z)+ g(x) fg:X =K, x— f(x)-g(x)

stetig sind. Das gilt auch fir die Abbildungen

—fX—->K,  z~ —f(z) und %:X\f‘l[{O}]—ﬂK\{O}, xHﬁ
Definition 5.20. (Gleichmdssige Stetigkeit, Lipschitzstetigkeit) FEine Abbildung f :
X =Y, xw— f(x) zwischen den beiden Teilmengen X und Y jeweils von R oder C
heifit gleichmdfig stetig auf einer Teilmenge A C X, wenn es fir alle e > 0 ein § > 0
gibt, so dass fir alle x,y € A mit |x —y| < § auch |f(z) — f(y)| < € gilt.

Die Abbildung heif$t lipschitzstetig auf A, wenn es eine Konstante L > 0(Lipschitz-
konstante) gibt, so dass |f(x) — f(y)| < Llx —y| fir alle z,y € A gilt.

Beispiel 5.21. Wegen Satz 4.26 ist jede Potenzreihenfunktion x w— Y _a,x™ fiir
jedes r, das kleiner ist als der Konvergenzradius R auf der Teilmenge {x € K | |z| < r}
lipschitzstetig. Insbesondere ist sie auf dem ganzen Konvergenzbereich stetig.

Offenbar ist jede lipschitzstetige Abbildung auch gleichméBig stetig und jede gleich-
méfig stetige Abbildung auch stetig. Es gilt auch folgende Umkehrung:

Satz 5.22. FEine Abbildung f : X — Y wvon einer kompakten Teilmenge X von R oder
C auf eine Teilmenge Y C K st genau dann stetig, wenn sie gleichmdfiig stetig ist.

Beweis: Sei also f : X — Y, z +— f(z) stetig und X kompakt. Wenn f nicht
gleichméBig stetig ist, dann gibt es ein € > 0 so dass fiir alle n € N zwei Punkte z,, und
Yn in X existieren, mit |z, — y,| < + und |f(z,) — f(yn)| > €. Die Folge (2, — Yn)nen
ist also eine Nullfolge. Weil (2,)nen und (yy,)nen zwei Folgen in der kompakten Menge
sind, gibt es eine konvergente Teilfoge von (z,),en. Dann konvergiert auch die entspre-
chende Teilfolge von (y,,)nen gegen den gleichen Grenzwert. Wegen der Stetigkeit von f
konvergieren dann auch die entsprechenden Teilfolgen von (f(x,))nen und (f(yn))nen
gegen den gleichen Grenzwert. Das widerspricht |f(x,) — f(yn)| > €, und damit auch
der Annahme, dass f auf X nicht gleichméfig stetig ist. q.e.d.
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Definition 5.23. Eine Folge von Funktionen (f,)nen von X nach K heifst

punktweise konvergent, wenn die Folgen (f,(x))nen fir jedes x € X konvergieren.
Die Grenzwerte definieren eine Funktion f: X — K, x+w lim, o fu(2).

gleichmiBig konvergent, wenn es eine Funktion f : X — K, xz+— f(x) gibt, und
fir alle e >0 ein N € N, so dass |fn.(x) — f(z)| <€ firn >N und z € X gilt.

GleichméfBig konvergente Folgen sind punktweise konvergent, aber nicht umgekehrt.

Beispiel 5.24. Die Folge von Funktionen (fn)nen mit fn, : [0,1] — R, x — 2"
konvergiert wegen Satz 3.4 punktweise gegen die Funktion

. 1
Fi0a R amd? SreeBY
1 firx=1
Fiir alle n € N gilt sup,¢jo 11 [fu(®) — f(2)| = sup,ep1) 2" = 1. Also konvergiert die
Folge (fn)nen nicht gleichmafSig gegen f.

Definition 5.25. Seir X eine Teilmenge von R oder C. Die Menge aller stetigen Funk-
tionen von X nach K bezeichnen wir mit Cx(X). Fine Funktion f : X — K, x +—
f(z) heifit beschrinkt, wenn das Bild f[X] eine beschrinkte Menge ist. Bx(X), bezeich-
ne die Menge aller beschrinkten Funktionen auf X. Cx(X) und Bx(X) sind offenbar
K-Algebren. Auf Bg(X) bezeichne || - ||« folgende Abbildung:

Il Be(X) = R. = | fll = sup (@)L

Satz 5.26. Alle stetigen reellen Funktionen auf einer kompakten Teilmenge X C K
sind beschrinkt. Das Bild einer reellen stetigen Funktion auf einer kompakten Teilmen-
ge X C K besitzt ein Minimum und ein Mazimum.

Beweis: Wegen Satz 5.17 ist das Bild jeder kompakten Teilmenge X C K unter einer

stetigen Abbildung kompakt. Wegen Heine-Borel besitzt dann das Bild f[X] einer

stetigen reellen Funktion ein Maximum und ein Minimum. q.e.d.
Dieser Satz hat viele Anwendungen, z.B. den Fundamentalsatz der Algebra.

Satz 5.27. Sei X eine Teilmenge von R oder C. Dann ist der Grenzwert einer gleich-
mdajsig konvergenten Folge (f,)nen in Cx(X) auch stetig.

Beweis: Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein IV, so dass |f(y) — fu(y)| < § fiir alle n > N und
alle y € Y gilt. Dann gibt es fiir alle € X ein § > 0, so dass |fn(z) — fn(y)| < § fiir
alle y € X mit |x — y| < ¢ gilt. Dann folgt fiir diese y

|f (@) = FW)l < [f (@) = fn (@) + [ (@) = v @)+ () = fFy)] <e qed.
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Stetige Funktionen R — R

6.1 Umkehrfunktionen

Satz 6.1. (Zwischenwertsatz) Sei f :[a,b] — R, x> f(z) stetig und f(a) # f(b).
Dann enthdlt das Bild f [[a,b]] das abgeschlossene Intervall

(min{f(a), f(b)}, max{f(a), f(b)}].

Beweis: Wir nehmen an f(a) < f(b), andernfalls ist die Argumentation analog. Sei
also yo € (f(a), f(b)). Sei A= {x € [a,b] | f(x) <wyo}. Weil a € A ist A eine nicht leere
beschrinkte Teilmenge von R. Aulerdem ist A abgeschlossen. Also ist A kompakt und
besitzt ein Maximum zy = max A mit f(zg) < yo. Weil yo # f(b) ist zo < b und es
gilt fiir alle x > xo auch f(z) > yo. Sei also (z,), eine Folge in (x¢,b], die gegen zq
konvergiert. Dann gilt nlgglo f(z,) = f(zo) und damit auch f(xg) > yo und f(x¢) = yo.
Also ist f(zg) = yo und das Bild von f enthélt [f(a), f(b)]. q.e.d.

Mit diesem Satz 148t sich von vielen stetigen Funktionen zeigen, dass sie surjektiv
sind, bzw. ihr Bild bestimmen. Die Injektivitdt von stetigen Funktionen auf Intervallen
ist dagegen aquivalent zu ihrer Monotonie.

Definition 6.2. (Monotonie) FEine stetige Funktion f : X — R, x+— f(x) auf einer
Teilmenge X von R heifit

monoton wachsend, wenn aus z,2' € X,z < ' folgt f(z) < f(2')

streng monoton wachsend, wenn aus z,z’ € X,z < 2’ folgt f(x) < f(z').
monoton fallend, wenn aus x,2" € X,z < a’ folgt f(x) > f(2').

streng monoton fallend, wenn aus z, 2’ € X,z < 2’ folgt f(x) > f(z').

Satz 6.3. Eine stetige reelle Funktion f auf einem Intervall ist genau dann injektiv,
wenn f entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.

Beweis: Wir zeigen zunichst dass jede injektive stetige reelle Funktion f : [a,b] —
R, =z f(x)dasBild [min{f(a), f(b)}, max{f(a), f(b)}] hat. Wenn es andernfalls ein
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Yo € fl[a, b]] gibt, dass nicht zu dieser Menge gehort, dann folgt aus dem Zwischenwert-
satz, dass jeder Wert in (min{yqo, f(a)}, max{yo, f(a)}) N (min{yo, f(b)}, max{yo, f(b)})

einmal auf (a,yy) und einmal auf (yo,b) angenommen wird, was der Injektivitat wi-
derspricht. Falls f(a) < f(b) sind also fiir alle z € (a,b) die Bilder f[(a,z)] gleich
(f(a), f(x)) und falls f(a) > f(b) gleich (f(z), f(a)). Im ersten Fall ist f streng mo-
noton wachsend und im zweiten Fall streng monoton fallend. Weil aber alle Paare
von Punkten eines beliebigen Intervalles (das mehr als einen Punkt enthélt) in einem
abgeschlossenen Intervall enthalten sind, das zwei Referenzpunkte enthélt, die dann
festlegen ob f streng monoton fallend oder streng monoton steigend ist, folgt, dass
jede injektive stetige Funktion auf einem Intervall entweder streng monoton wachsend
oder streng monoton fallend ist. Umgekehrt ist jede streng monotone Funktion auf
einem Intervall auch injektiv. q.e.d.

Korollar 6.4. Die Umkehrfunktion einer bijektiven stetigen Funktion von einem In-
tervall auf ein Intervall ist stetig.

Beweis: Offenbar besitzt jeder Punkt x eines Intervalls, das mehr als einen Punkt
enthélt, eine Umgebung in diesem Intervall, die ein abgeschlossenes beschranktes In-
tervall ist. Das Bild solcher kompakten Intervalle ist wieder kompakt und wegen dem
vorangehenden Satz wieder eine Umgebung von f(x). Dann ist f~! wegen Korollar 5.18
bei y = f(x) stetig. Weil f surjetiv ist, ist damit f~! stetig. q.e.d.
Satz 6.5 Sei f eine monoton wachsende (fallende) Funktion von einem Interval I
nach R. Dann ist die Menge aller Unstetigkeitstellen von f hochstens abzdhlbar.

Beweis*: Wir betrachten monoton wachsende Funktionen. Fiir monoton fallende Funk-
tionen verlauft der Beweis analog. Fiir jeden inneren Punkt ¢ von [ sei f({_) =

sup{f(z) | z € I,x <&} und f(&1)} = nf{f(z) | x € [,§ <} Wenn f(£-) = f(&),

dann gibt es fiir jedes € > 0 x_,x, € I mit x_ < £ < x, so dass

Fla)—e < f&) = F(€) < flo-) +e.

Dann gilt fiir alle x € [x_, z4] auch

—e < flo-) = f(&) < flx) = f(§-) = f(@) = f(&4) < flag) = f(E—+) <e
Wegen der Monotonie gilt f(£_) < f(§) < f(&4). Also ist f bei solchen £ stetig. Die
Unstetigkeitsstellen bestehen aus den £ mit f(§_) < f(£4). In jedem solchen Inter-
vall (f(£2), f(&4)) ist eine rationale Zahl enthalten. Also gibt es eine Abbildung von
den Unstetigkeitsstellen auf die rationalen Zahlen die injektiv sind, weil alle diese offe-
nen Intervalle wegen der Monotonie disjunkt sind. Damit sind die Unstetigkeitsstellen
gleichméchtig zu einer Teilmenge der rationalen Zahlen also hochstens abzéhlbar.q.e.d.

Beispiel 6.6. Rf — R{,z — zF ist streng monoton wachsend, also ist die Um-
kehrabbildung Ry — Ri,x — Th stetig und streng monoton wachsend. Dasselbe
gilt dann auch fir die Abbildungen Rf — R{,z — za mit der Umkehrabbildung
Ri — R,z — x7,p,q € N.
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6.2 Die reellen Funktionen e* Inzx,a", log, x.

Satz 6.7. (Figenschaften von exp)
(i) e =exp(0) =1

(ii) e* > Z%fﬁrjedesnEN und x > 0
k=0

ili) 2 <y=¢€" <e’
(iii) = <y
(iv) exp : R — R" & — e ist bijektiv.

Beweis: (i) und (ii) folgen aus der Definition.

(iii) » < y = y — x > 0. Dann gilt wegen (ii) eV~ > 1. Wegen Satz 4.19 (i) und (ii)
gilt dann e¥ — e” = (e¥~* — 1)e” > 0. Also folgt e* < ev.

(iv) Offenbar ist die Funktion wegen (iii) injektiv. Wegen Satz 3.4 gibt es fiir jedes
y € RT ein n € R, so dass e < y < e". Wegen dem Zwischenwertsatz gehort dann y
zum Bild von [—n,n] — RT, x> €. q.e.d.

Definition 6.8. (des natiirlichen Logarithmus). Die Umkehrfunktion von exp : R —
Rtz — e® heifit natiirlicher Logarithmus: In : RT — R,z — Inz.

Wegen Korollar 6.4 ist der Logarithmus stetig.
Satz 6.9. (Figenschaften von In)
(i) In(1)=0
(i) In(e) =1
(iii) In(zy) = In(z) + In(y) fir alle z,y € RT
(iv) a" = @7 fiir alle r € Q und a € R*
(v) In(e™®*) = zIn(a) fir allea € RY,z € R
(vi) z,y e RT,z <y = In(z) < In(y)
(vii) In: RT — R,z — In(x) ist bijektiv

Beweis: (i) < € = 1 und (ii) < e! = e und (iii) <= MW = (@) (ehv),

(iv) Fiir r = £ mit p € Z und ¢ € N gilt (@00 = (@ = g7 und ™@4 > 0. Wegen
der Eindeutigkeit der k-ten Wurzel folgt ¢™®4 ‘.

(v) ist offensichtlich.

(vi) folgt aus (iii) des vorhergehenden Satzes.

(vii) folgt aus (iv) des vorhergehenden Satzes. q.e.d.

= a
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Definition 6.10. Fiir alle a > 0 und alle * € R sei a® = e*2(@)

Satz 6.11. (Eigenschaften von a®)

(i) a*tY =a*a? fir allea € RT,z,y € R.

(ii) (a™)¥ = a™ fir alle a € RY x,y € R.

(iii) Fira>1undx,y eR gill z <y = a® < a¥.

(iv) Fira <1 und z,y € R gilt x <y = a® > aV.

(V) Fira#1lista :R—RY, 1z a® bijektiv und stetig.

Beweis:(i) attv = exlna-l—yln(a) — ethnagyna _ qzqy

(li) (a:E)y — eyln(ezln“) — 6y-aclna — g%V,

(iii) Fr a > 1 ist In(a) > 0. Also folgt aus x < y auch xlna < yIna und a® < a¥.
(iv) Fir a < 1ist In(a) < 0. Also folgt aus < y auch zIn(a) > yIn(a) und a® > av.
(v) Fir  # 1 ist In(a) # 0. Also ist R - R, z + In(a)z bijektiv und stetig, also

auch R — R*,  z — exp(In(a)x). q.e.d.

Definition 6.12. (des Logarithmus zur Basis a) Fir alle a # 1 sei log, : RT —

R,z — log,(x) = 1)

die Umkehrfunktion von a’.

Satz 6.13. (FEigenschaften des Logarithmus zur Basis a)

(i) log,(1) =0

(i) log,(a) =1

(iii) log,(zy) = log,(z) + log,(y)

(iv) Fira>1 und x,y € RT folgt aus x <y auch log,(x) < log,(y)
(v) Fira<1 undx,y€RT folgt aus x <y auch log,(x) > log,(y)
(vi) log, : Rt = R, x log,(z) ist bijektiv und stetig.

Beweis analog zum Beweis der Eigenschaften von In. q.e.d.
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6.3 Die reellen Funktionen sin, cos, arcsin, arccos
. .. . x2 x? x?

Satz 6.14. (i) Fir x € [-5,5]\ {0} gilt 1 — % < cosx <1— % + 57,

(ii) Fir alle v € [—4,4] gilt 1 — % < S22 <1 Gleichheit gilt nur fiir z = 0.

(iii) cos : [0,v/6] — R,z + cos(z) ist streng monoton fallend.

(iv) cos hat auf [0,2] genau eine Nullstelle, die wir mit T bezeichnen.

(v) sin(3) =1, exp(15) =1.

(vi) cos(nm) = (—1)" sin(nm) =0 fir alle n € N.

(vii) cos ((n+3)7) =0 sin((n+3)7) = (=1)" fir alle n € N.

(viii) cos(z +nm) = (=1)"cos(x) sin(z +nm) = (—1)"sin(z)

(ix) cos(z+ (n—3)7) = (—1)"sin(z) sin(z+ (n+ 1) 1) = (=1)" cos(z).

2.2l = [-1,1], x> sin(z) ist streng monoton steigend und bijektiv.

(x) sin: [—5, 5

(xi) cos:[0,7] = [-1,1], x> cos(x) ist streng monton fallend und bijektiv.

Beweis:(i) Fir z € [ 5,5 und k € N\ {1} gilt m < 1. Also ist fiir alle

€ [-5,5] die Folge (5 ) keN\{1,2y monoton fallend und fiir  # 0 sogar streng monoton
fallend und konvergiert gegen Null (Beispiel (i) im Abschnitt 3.4). Dann folgt aus dem
Beweis zu Satz 4.13, dass 1 — £ < cos(z) < 1 — —2 + % < 1 fiir alle z € [-5,5] und
Gleichheit nur fiir x = 0 gilt.

(ii) Fiir # € [-4,4) und k € N\ {1} gilt 5 2k+1) < 1. Also ist fiir alle z € [—4, 4] die
Folge (i

m>keN\{1} streng monoton fallend und konvergiert gegen Null (Beispiel (i)
in Abschnitt 3.4). Wieder folgt aus dem Beweis von Satz 4.13, dass fiir alle x € [—4, 4]
gilt 1 — %2 < % <1- %2 + %40 < 1 und Gleichheit nur fiir z = 0 gilt.
(iii) Wegen den Additionstheorem gilt: cos(z) — cos(y) = cos(%5¥ — ¥5%) — cos(Z5Y +
©-2) = 2sin(EE) sin(452) > 0 wegen (ii) fiir z,y € [0, V6] und = < y.
(iv) sin und cos sind wegen Beispiel (ii) aus dem Abschnitt {iber stetige Funktionen
stetig auf ganz R. Wegen (i) ist cos(2) <1 —2+ 2 = —3. Dann folgt aus dem Zwi-
schenwertsatz, dass es eine Nullstelle in [0, 2] gibt. Wegen (iii) kann es hochstens eine
Nullstelle geben.
(v) Wegen sin®*(z) + cos?(z) = 1 folgt aus (iv) sin*(53) = 1 und aus (ii) sin(3) > 0. Also
gilt sin(%) = 1. Dann folgt aus der Eulerschen Formel exp(:3) = .
(vi) Wegen (v) folgt aus der Eulerschen Formel exp(nur) = (—1)", also cos(nm) =
(—1)™ und sin(n7) = 0.
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(vii) Wegen (v) folgt aus der Eulerschen Formel: exp((n+ 3 )ur) = (—1)™2 also cos((n+
$)m) =0 und sin((n + 3)m) = (—1)™
(viii) Aus dem Additionstheorem und (vi) folgt (viii).

(ix) Aus dem Additionstheorem und (vii) folgt (ix).

_ T fii _x
(x) Aus (ix) folgt sin(x) = C‘OS(:U +3) tlr €[50
—sin(—xz) = cos(§ —x) fiir z € [0, 7).
Dann folgt (x) aus (iii).
i .
(xi) Aus (viii) folgt cos(z) = cos(z) ?r v€[0,3]
cos(—z) = —cos(m —x) fir z € [5, 7.
Dann folgt (xi) aus (iii). q.e.d.

Die Umkehrfunktion von cos : [0, 7] — [—1,1], x + cos(z) heift
Arcuscosinus  arccos : [—1,1] — [0, 7], x> arccos(x).

Sie ist wegen (xi) streng monoton fallend und wegen Korollar 6.4 stetig. Die Umkehr-

funktion von sin: [ — Z,2] — [-1,1], z + sin(z) heifit

Arcussinus  arcsin : [—1,1] — [ — g, g}, x +— arcsin(z).
Sie ist wegen (x) streng monoton steigend und wegen Korollar 6.4 stetig.
Satz 6.15. (Polardasrstellung von z € C) Jede komplexe Zahl hat die Darstellung:
z=r-ev r=|zl undq€R.

Fiir z # 0 ist q bis auf Addition von 27n eindeutig und heifst Argument von z.

Beweis: Sei z = x + 1y mit (z,y) € R?. Wenn y > 0 sei ¢ = arccos(—=2—) € [0, 7]
N ’

und r= \/1:2 + y2. Dann gilt offenbar # = r - cos(q) und rsin(g) > 0. AuBerdem gilt

s + = 1= y = rsin(q). Wegen der Eulerschen Formel gilt dann

22+y x2+y

z=1r-e9=rcos(q) +wsing =z +1y.

Wenn y < 0 sei g = arccos(\/—) + 7w und r = /22 + y2. Dann folgt wieder
z=re"=rcosq+rsing =z + 1y.

Seien (r,q) und (r',¢') mit re? = 1'e’ = r = |re'!| = |r'e*| =+’ und fiir
240 <= r#0 auch e¥e =09 =1=g—¢ =2mn. q.e.d.

Korollar 6.16. exp : C — C\ {0} ist surjektiv und exp(z) = exp(?') < z — 2’ € 2mZ.
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Beweis: Seien z = z + iy mit (z,y) € R Dann gilt ¢* = e%e™. Also folgt das Korollar
aus dem Satz 6.15 und weil exp : R — R* bijektiv ist. q.e.d.

Korollar 6.17. Firz € C\{0} undn € N gibt es genaun wy, ..., w, € C mit w" = z.

Beweis: Seien (r,q) die Polarkoordinaten von z. Dann miissen die Polarkoordinaten
(s,p) der Losungen von w" = z Die Gleichungen np = g + 2mm fiir m € Z erfiillen
und s = r. Also sind die Losungen gegeben durch s = {/r und p,, = £ + =% 27”” , wobei

zwei Losungen (s, p,,) und (s, pyy) genau dann iibereinstimmen, wenn mnm e Z. Also

ergeben m = 0,...,n — 1 alle Losungen. q.e.d.

Satz 6.18. (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes komplexe Polynom p(z) = a,z" +
..+ ayg mit a, # 0 und n € N hat mindestens eine Nullstelle auf z € C.

Beweis:Fiir|z|2R:1+2a L I > 1 gilt
z z A a Uy a
P(n) :p(n) +)_ 1 __2_‘_%( Ly on>‘
z z z z U 2 nZ
o [ S P
QAp— an an 1
> |an| = |an] [ + ...+ ——| > |an| | 1 - > an|=.
an % anz” || 2

Also ist |p(z)| > |“"||z|” > |“"||z| > |a”|2||20|| = |ap|. Auf der kompakten Menge B(0, R)
nimmt z — |p(z)| wegen Satz 5.26 das Minimum bei einem zy an. Dieses liegt in
B(0, R) und ist das Minimum auf ganz z € C, weil auBerhalb von z € B(0, R) gilt
|(p(2)] > |ao| = |p(0)|. Wir schreiben jetzt p(y + z0) = b,y + ... + by als Polynom in

y = z — z9. Dann gilt b, = a,, # 0. Wenn by # 0 gilt |p(zo)| = \b0| > 0. Dann sei m das
kleinste m € N mit b,, #0. Fir 0 < |y| <r = < 1 gilt dann

12|ty 2|
b y™ L by < Ibm|!y|m< Syl | |y|) <! |2|y—| .
m m
i S—
Also gilt Ip(2z0 + )| < |bo + bmy™| + ;

Sei w eine Losung der Gleichung w™b,, = —bg. Dann gilt fiir alle t € C mit 0 < [tw| < r

b
(e + )] < ool — 7]+ 2l

m

t
Insbesondere gilt  |p(zg + tw)| < |bo| (1 - 7) < |bo| fiir alle 0 < ¢t < min {1, ‘w‘}
Dann ist zp nicht das Minimum von |p(z)|, im Widerspruch zu p(zp) = by # 0. q.e.d.
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Korollar 6.19. Jedes komplexe Polynom vom Grade n € N zerfdllt in ein Produkt von
Polynomen ersten Grades.

Beweis durch vollstandige Induktion:

(i) fiir n =1 ist die Aussage trivial.

(ii) Die Aussage gelte fir n € N. Sei p ein beliebiges Polynom (n + 1)-ten Grades.
Wegen dem Fundamentalsatz der Algebra hat p eine Nullstelle bei 2y € C. Wenn
wir p als Polynom in z — zy schreiben, erhalten wir p als Produkt von (z — zp) mit

einem Polynom n-ten Grades. Wegen der Induktionsvoraussetzung zerfallt dieses
in ein Produkt von Polynomen ersten Grades, also auch p. q.e.d.

Definition 6.20. (von Tangens und Cotangens)

T sin(z) cos(z)

tan : C (— Z ) C, t:C\ (Zr) — C, .

an: € 2 Tem) = cos(z) « \ (Zm) = v sin(z)
Beachte tan(z 4 m) = :;nb((zii)) = :22((2)) = tan(z) und cot(x + 7) = cot(x).

Satz 6.21. (i) tan: (—%,% — R st streng monoton steigend, stetig und bijektiv.

(ii) cot: (0,7) = R, x> cot(x) ist streng monoton fallend, stetig und bijektiv.

Beweis: (i) auf x € [0, 7] ist sin streng monoton steigend und cos streng monoton

fallend. Also ist tan streng monoton steigend. Wegen tan(—xz) = — tan(x) folgt dann
auch, dass tan auf (—7,0] streng monoton steigend ist.
(ii) cot(x) = @ fiir # € (0, §) also ist cot auf (0, §) streng monoton fallen und analog

auf (2, 7). Fiir alle n € Z sind tan und cot auf (n, (n+ 3)) positiv auf (n — )7, nr)
negativ. Sie sind beide wegen Beispiel 5.19 (iii) stetig. Auerdem ist fiir alle n € Z

tan(nm) = 0 und cot((n + 1)7) = 0. Dann gilt auch
) T 1 . T 1
limtan | ——=+ -] =—-00 lim tan|—-———) =
n—oo 2 n n—00 2 n
) 1 ) 1
lim cot (—> =00 lim cot (7r — —) = —00
n—oo n n—oo n

Also sind tan : (—5, 5) — R und cot : (0,7) — R wegen Satz 6.1 surjektiv. q.e.d.

Die Umkehrfunktion von tan : (—%, g) — R heifit

ArcusTangens arctan: R — (—g, g) , x> arctan(z).
Die Umkehrfunktion von cot : (0,7) — R heifit
Arcuscotangens arccot : R — (0,7), a ~— arccot(z).

Diese beiden Umkehrfunktionen sind wegen Satz 6.21 streng monoton und wegen Ko-
rollar 6.4 stetig.



Kapitel 7

Differenzierbare Funktionen
f R—>R

7.1 Definition der Ableitung

Definition 7.1. Sei f : X — R eine reelle Funktion auf einer Teilmenge X von R, die
eine Umgebung von xq € R enthdlt. Dann heifit f im Punkt xo differenzierbar, wenn
es ein f'(xg) € R gibt, so dass die reelle Funktion

f(@)—f(zo) £
X — R, w»—>{ x—xo fiir @ # o

f(xo)  fiir x = xq

stetig bei x = xq ist. Wenn X offen ist und f in jedem Punkt differenzierbar ist, heift
die Funktion f': X — R, xw~— f'(z) die Ableitung von f.

Wir bezeichnen f’(x) auch durch %(3}).
Satz 7.2. Sei f im Punkt zy differenzierbar, dann ist f im Punkt xq auch stetig.

Beweis:

7(@) = (o) + (@ — o) LB =L@

r — I

Also folgt die Aussage aus den Rechenregeln fiir Folgen und daraus, dass x — (z — )
stetig ist. Hierbei benutzen wir das Kriterium (iii) aus Satz 5.14 q.e.d.

Definition 7.3. Das Differential von f im Punkt xq ist die lineare Abbildung
df (zo) : R =R, h— f'(xo)h. Die Gerade {(x,y) € R* | y = f(xo) + (x — z0) f'(x0)}
heifit Tangente an den Graphen von f im Punkt (xq, f(z0)).

Graph(f) = {(z,y) e R* | y = f(x)}.

71
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Die Sekante durch zwei Punkte (xo, f(zo)) und (x1, f(z1)) des Graphen ist gegeben
durch

T — 2o

{(z,y) €R* |y = f(wo) + (f(z1) = f(20))}-

Im Grenzwert x; — xy konvergiert die Sekante durch (zq, f(zo)) und (z1, f(x1))
gegen die Tangente an den Graphen von f im Punkt (zg.f(xg)).

1 — 2o

_ 1 fi 0
Beispiel 7.4. (i) f(z) = |z|. Fir xo = 0 ist Jlw) = J(0) = furux ” Also
z—0 —1 fiir x <0.

st f im Punkt xo = 0 stetig aber nicht differenzierbar.

(i) f(z) =c = %ﬁm) = 0 fir alle x # xy also ist f differenzierbar und es gilt
f'(x) = 0.

(iii) f(z) =2 = %ﬁéxo) =1 fiir alle x # xy also ist [ differenzierbear und es gilt
Flw) =1,
(iv) f(z) =a™ firn e N,
f(x) — f(zo)

S L BUREE 938_1 fiir alle x # xg
r — Xy

also ist f differenzierbar und es gilt f'(z) = na" 1.

(V) f(z) = exp(z)

T — Zo T — X

flx) = flxo) _ (eXp(x — %) — 1) exp(o).

Aufgrund der Definition der Ezponentialfunktion gilt: % = > (f;ff))r
=0

Diese Potenzreihenfunktion ist stetig und bei x — xq = 0 gleich 1. Alsg folgt
f'(@) = exp(z)

(vi) f(z) = sin(x)
f(x) = f(xo)  sin(z) — sin(xo)

T —Zo T — Xg
_ sin (35 + =) sin (552 — =) 2sin (5572) cos (242)
T — Xo T — X

2sin(252) L (—1)h(E5)

T — _kz (2k + 1)!

=0
Diese Potenzreihenfunktion ist stetig und bei x — xo = 0 gleich 1. Also folgt

f'(z) = cos ( ) — cos(z).

Und wegen der Potenzreihe von sin gilt

r+x
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(vii) f(z) = cos(x)
F(#) = flw)  cos(z) — cos(a)

r — Xy r — 2o
_cos (%5 — ) —cos (M5 4+ #) | 2sin () sin (%)
N T — 29 N r — T
9 gin (o= 92 gin (2=20
Wegen sin (%5 ):— sin (557 folgt  f'(z) = —sin(x).
T — 2o r — X9

7.2 Rechenregeln der Ableitung

Satz 7.5. (Leibnizregel) Seien f,g: I — R in xq differenzierbar. Dann sind auch die
Funktionen \f, f + g und f - g in xqy differenzierbar und es gilt

(Af) (o) = Af'(xo) (f +9)'(z0) = f'(z0) + g'(20)
(f - 9)(z0) = f'(20)g(wo) + f(z0) - ¢ (w0).
i ‘ L. - Rz — ! m xg differenzierbar
Wenn f(x) # 0 /fur’ T € I,fd(an;z ist auch 7 I — R, e o diff b
. 1 _ ! i
und es gilt <?> (o) = Fn0)”
Beweis: Es gilt
Af(x) = Af(zo) _ )\f@) — f(@o) und
f(x) +9(x) = (f(zo) +9(x0) _ flx) = flwo) | g(x) = g(xo) und
f(x)g(x)x—_];(oifo)g(xo) _ f(Z) : io(l"o)g(x) 4 g(xx) : i(()ﬂfo)f(x()) und

() f(xo) T—z f(@) f(xo)(x —20)

Also folgt die Aussage aus Beispiel 5.19.

<f1 1) 1L f@)— f(xo)

Satz 7.6. (Kettenregel) Seien f und g reelle Funktionen und der Definitionsbereich
von [ eine Umgebung von xg und der Definitionsbereich von g eine Umgebung von yo =
f(xo). Wenn f in xy differenzierbar ist und g in yo, dann ist go f in xy differenzierbar
und es gilt

(g0 f) (o) = g'(f(x0))f (o).
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9(f(x)) = 9(f(x0)) _ 9(f(x)) = g(f(x0)) f(x) = f(z0)
T — Xg f(z) = f(x0) L — To
9(y) — g(vo)

Beweis: . Der ertse Faktor ist

aber die Komposition von z +— f(z) mit y — also wegen Satz 5.16 und

Y=Y
wegen Satz 7.2 stetig. Also folgt die Behauptung aus Beispiel 5.19.

Satz 7.7. (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei f eine bijektive Funktion von X — Y
mit X,Y C R und X eine Umgebung von xo und 'Y eine Umgebung von yo = f(xo).
Wenn f in xo differenzierbar ist und f'(xq) # 0 und f~1 in yo stetig ist, dann ist auch

1
f/(w0)

=Y in yo differenzierbar und es gilt (f~1) (yo) =

) =) z—x

Beweis fir y = f(x) und yg = f(xg). Die Funktion
R ) o)
I~ W—f""(wo fiir
Y L ) Y7 v ist die Komposition der Funktion y — f~!(y) mit
Pleo) fiir y = yo
———=0—  flir z # xg <= f(x x
der Funktion x — f(”i)’f(w‘)) ) 7 %0 f(@) # I O). Also folgt der Satz aus
(en) fir z = zg
Satz 5.16. q.e.d.

Beispiel 7.8. (i) nR* — R,z — In(z)

1 1 1
In'(z) = — = mit — .
w() exp/(y) exp(y) = mit exp(y) =@

(ii) arcsin: [~1,1] — [~F, ], » = arcsin(z)
arcsin’(z) = Lo mit sin(y) =z und 2% # 1.
cosly) VI o
(iii) arccos:[—1,1] — [0,7], x> arccos(x)
, —1 —1 , 9
arccos (r) = = = mit cos(y) = x und z° # 1.

sin(y) 1—=1
(iv) *:Rt - R, z—2%ack

a—1

(-“)Y(x) = exp(aln(x)) = exp(aln(z)) - % = ax

(v) @ :R—R, zr—a" a€cR",

(@) (z) = exp(z - In(a))" = exp(z1n(a)) - In(a) = In(a) - a”.
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(vi) Quotientenregel. Seien f und g in xq differenzierbar und g(xo) # 0. Dann ist

= in xq differenzierbar und es gilt

<§)/ (z0) = (f . ;)/ (20) = f'(@o) — f(xo) (2y) = f'(@0)9(20) — f(20)g'(x0)

9(z0) ~ ¢*(z0)” ¢?(xo)
(vii) @ tan(z) = 2;28
o () = S2&) Cos(xlgsjézsf”)(_sm(x)) — 1+ tan2(z) = Cosi o
@mmewzﬁg
ot () () siniixr32(—x§os(x)cos(x) o) sir;ég)'
(ix) arctan:R — (3,2), x> arctan(z)
arctan’ (z) L b i tany) — o

T 1ttan®(y) 1+a?

(x) arccot : R — (0,7), x ~— arccot(x)
B —1 1
~ 1+4cot?’(g)  1+a?

arccot’ ()

1 ’ 1
(xi) log, R" - R, =z log,(z) log, (z)= (ln(:ﬂi) _ =
(xii) z* : Rt - R", z+—2”

(2%) = exp(z - In(z)) = exp(z - In(z)) (ln(x) + Il> = (In(z) + 1) - 2".

x
i) floy = 42 s (5)  firz #£0
e = {O fiir x = 0.
/(113) _ mlir(r]li x2 Slz(%) — x]i{(r)lixsin (%) =0 f’lZT r=0 |
2z sin (%) — cos (%) fiir x # 0.

Diese Funktion ist zwar differenzierbar, aber f' ist im Punkt x = 0 nicht stetig.
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7.3 Mittelwertsatz und Monotonie

Wenn f'(zg) einer differenzierbaren Funktion positiv ist, dann gibt es ein € > 0, so dass
aus |r — zg| < € folgt %ﬁ:éx") > 0. Dann gilt fiir z € (zg — €, 29) auch f(x) < f(zo)
und fiir x € (xg, 29 + €) auch f(x) > f(xg). Analoges gilt fiir negatives f'(xo).

Definition 7.9. (relative Mazima und Minima) f : (a,b) — R, x +— f(x) hat
bei xy € (a,b) ein lokales Mazimum (Minimum), falls es ein € > 0 gibt, so dass aus
|z — 20| <€ folgt f(z) < f(xo) bzw. f(z) > f(wo).

Eine differenzierbare Funktion kann also nur an den Nullstellen der Ableitung re-
lative Extremwerte besitzen.

Definition 7.10. (kritischer Punkt und kritischer Wert) Fine Nullstelle der Ableitung
einer differenzierbaren Funktion heifst kritischer Punkt. Der entsprechende Funktions-
wert heif$t kritischer Wert.

Kanditaten fiir die Minima und Maxima einer stetigen Funktion f : [a,b] — R sind
(i) Kritische Punkte
(ii) Randpunkte
(iii) Punkte an denen f nicht differenzierbar ist.

Satz 7.11. (Satz von Rolle) Sei f : |a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar.
Falls f(a) = f(b), dann ezistiert ein xo € (a,b) mit f'(xy) = 0.

Beweis: Wegen Korollar 5.17 gibt es x1, x9 € [a,b] mit f(z1) < f(z) < f(z2) fiir alle
x € [a,b]. Wenn z; und x5 beide am Rand liegen x1,z2 € {a,b} dann muss f konstant
gleich f(a) = f(b) sein. Also gilt dann f'(x) = 0 fiir alle z € (a, b). Andernfalls muss es
einen lokalen Extremwert in (a,b) geben, an dem die Ableitung verschwindet. q.e.d.

Satz 7.12. (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) Seien f,g : [a,b] — R stetig und auf
(a,b) differenzierbar. Dann existiert ein xo € (a,b) mit

— e d (z0) = —ala "(x f(b)_f(a>:f,(x0>

Die Tangente an den (f, g)-Graphen in (f(zo), g(xo)) verlauft also parallel zu der
Verbindungsgeraden der Endpunkte (f(a), g(a)) und (f(b), g(b)).

fiir g(b) # g(a).

(9(b) — g(a)) f'(z). qed.
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Satz 7.13. (Mittelwertsatz) Sei f : [a,b] — R, x — f(z) stetig und auf (a,b)
differenzierbar. Dann existiert ein zq € (a,b) mit f'(x) = £ (bz a(a).
Beweis: Wende den verallgemeinerten Mittelwertsatz auf f und 1, an. q.e.d.

Satz 7.14. (Schrankensatz) Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar.
Wenn |f'(z)| < L fir alle x € (a,b) gilt, dann ist f lipschitzstetig mit Lipschitzkon-
stante L.

Beweis: Seien z < y € [a,b]. Dann erfiillt f : [x,y] — R die Voraussetzungen des
Mittelwertsatzes. Also gibt es zg € (z,y) mit f(y) — f(z) = f'(xo)(y — x). Dann folgt
aber |f(y) = f(x)] = |f'(wo)lly — = < LIy — =|. q.e.d.

Satz 7.15. (Ableitung und Monotonie) Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) diffe-
renzierbar. Dann gilt

(i) f'(z) =0 fir alle x € (a,b) <= f ist konstant.
(i) f'(z) >0 fir alle x € (a,b) <= f ist monoton steigend.
(iii) f’

(
(iv) f’( ) >0 fiir alle x € (a,b) und der Abschluss der Menge {x € (a,b) | f'(x) > 0}
ist la,b] <= f ist streng monoton steigend.

) <0 fir alle x € (a,b) <= f ist monoton fallend.

(v) f( ) <0 fir alle x € (a,b) und der Abschluss der Menge {x € (a,b) | f'(x) < 0}
st la,b] <= f ist streng monoton fallend.

Beweis: Weil eine Funktion genau dann konstant ist, wenn sie monoton steigend und
monoton fallend ist, folgt (i) aus (ii) und (iii). Wir beweisen nun (ii) und (iv). Seien
r <y € [a,b]. Dann erfillt f : [z,y] — R die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes.
Wenn f'(xy) > 0 fur alle 2y € (a,b), dann folgt also f(y) — f(x) > 0 und f ist monoton
wachsend. Umgekehrt folgt aus f'(zo) < 0, dass fiir ein € > 0 gilt f(zg—¢€) > f(zo+e€),
f also nicht monoton steigend sein kann. Das zeigt (ii). Wenn f monoton wachsend,
aber nicht streng monoton wachsend ist, dann gibt es z < y € [a,b] mit f(z) = f(y).
Dann ist f aber auf [z, y] konstant und f” verschwindet auf (x,y). Weil jede offene
Menge ein offenes Intervall enthélt folgt damit (iv). q.e.d.

Korollar 7.16. (isolierte kritische Punkte) Sei f : (a,b) — R differenzierbar und x
ein kritischer Punkt.

(i) Wenn es ein € > 0 gibt, so dass f'(z) < 0 fir x € (vo — €,x0) und f'(x) > 0 fir
x € (xo,x9 + €), dann ist xy ein lokales Minimum.

(ii) Wenn es ein € > 0 gibt, so dass f'(z) > 0 fiir x € (xg — €,x¢) und f'(x) <0 fir
x € (xo, 20 + €), dann ist xy ein lokales Maximum.
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(iii) Wenn f' bei xq differenzierbar ist und f"(x¢) > 0, dann ist xo ein lokales Mini-
mum.

(iv) Wenn f" bei xq differenzierbar ist und f"(zo) < 0, dann ist xy ein lokales Maxi-

mum. q.e.d.
Beispiel 7.17. Die Funktion f : R — R, x+— (z+ 1)e™® hat die Ableitung f'(x) =
(1—(x+1))e® = —ze ™. Also ist sie auf (—o0,0] streng monoton wachsend und auf

[0,00) streng monoton fallend. Insbesondere ist f(0) = 1 ein globales Maximum. Also
gilt fiir alle v € R auch e* > (1 + x).

7.4 Regel von de L’Hopital

Definition 7.18. (Grenzwerte von Funktionswerten) Fir eine Funktion f : (a,b) —
R, x> f(x) existiert der Grenzwert lim+f(x) genau dann, wenn es eine Zahl f(a)

f(x) fir x € (a,b)
f(a) firxz=a

gibt, so dass auf [a,b) die Funktion x — { stetig bei v = a ist.

Wir schreiben dann lim f(x) = f(a).

r—a+

Der analoge Grenzwert © — b wird mit liril f(z) bezeichnet. Aufgrund der Defi-

nition der Stetigkeit existiert der Grenzwert hm+ f(z) also genau dann, wenn es eine
Zahl f(a) gibt, so dass fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt mit den aus |z — a| < § folgt
|f(z) — f(a)| < e. Wegen Satz 5.14 ist das dquivalent dazu, dass fiir jede Folge (2,)nen
in (a,b), die gegen a konvergiert, die Folge (f(z,))nen gegen f(a) konvergiert.

Satz 7.19. (1. Regel von de L’Hopital) Seien oo < a < b < oo und f und g auf (a,b)
differenzierbare Funktionen, so dass lim+f(x) =0= lim g(x) Wenn der Grenzwert

limJr f :Eg existsiert, dann existiert auch limJr % und es gzlt lim £%) — lim

z—a+ 9 g(z) z—a+ g'(z)"

Bemerkung 7.20. Wenn die Grenzwerte lim+f (x) und lim+g (x) existieren und der

’ ’ lim f ()
zweite nicht verschwindet, dann existiert auch lim w mit lim L ,(x) zat
r—a+ (I) r—a+ g (x) zEgh_Q ('r)

Beweis: Die auf [a,b) stetig fortgesetzten Funktionen f und g erfiillen die Vorausset-

zungen des Verallgemeinerten Mittelwertsatzes. Deshalb gibt es fiir jedes x € (a, b) ein
zo € (a,x) so dass gilt ! Ew)) Emg g((Z)) = (;O) Wenn also der Grenzwert lim,_,, Exg

existiert, dann existiert auch der Grenzwert lim, ., M E y = = lim, ., Emg q.e.d.

Satz 7.21. (2. Regel von de L’Hopital) Unter derselben Voraussetzung wie bei der
1.Regel von de L’Hopital, nur gelte lim+f(3:) = lim+g(a:') = oo statt lim+f(1:) =

lim g(x) =0, gilt dieselbe Schlufifolgerunyg.

r—a+
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Beweis: Fiir jedes a < x < y < b gibt es wegen dem verallgemeinerten Mittelwertsatz

ein xg € (x,y) so dass gilt ]; Eg:g ((.5)) = g ,ggg Wenn f und ¢ die Vorraussetzungen der

2. Regel von de L’Hopital erfiillen, dann gibt es also fiir jedes ¢ > 0 ein y € (a,b),
f xo) (=)

—al < §mit a = lim, .4 & 7o) Dann folgt

so dass es fiir alle 29 € (a,y) gilt ]
a— & < W o + 5 fiir alle E (a,y). Wegen lim, ... g(x) = oo gibt es ein

9(z)—g(y)
Yo € (a,y) so dass fur alle x € (a,yo) gilt g(x) > min{(g(y),0}. Daraus folgt

(a
( - —) () —9W) + fly) < [flz) < (a+ %) (g(2) — g(y)) + f(z) oder

( 6)+(y) 9@) (a—35) _ f) fy) =9 (o +5)

“73 9(2) <5 < (e*3)+ 9(z)

Wegen lim,_.,; g(x) = oo gibt es dann auch ein y; € (a, ), so dass fiir alle x € (a,y;)

gilt @« —e < f((mg < a+ €. Also gilt limg, a4 fgm = limg,—at Z Ezg) q.e.d.
Die analogen Aussagen fiir die Grenzwerte flmx_)b_ gelten natiirlich auch. Grenz-

werte der Form lim, , o4 f(x) bzw. lim, o f(x) definieren wir als die Grenzwerte
lim, o f(1/x) bzw. lim, o4 f(1/x). Wegen der Kettenregel gilt dann
10y _rd)
) 29 96
Deshalb gelten die analogen Aussagen auch fiir diese Grenzwerte.

7.5 Konvexitit und Ableitungen

Definition 7.22. Eine reelle Funktion auf einem Intervall heifit (streng) konvez, wenn
fiir alle a,b im Definitionsbereich und alle t € (0,1) gilt

f((L=t)a+tb) < (1 —t)f(a) +tf(b) bzw. f((1—t)a+tb) < (1—1t)f(a)+tf(b).
Satz 7.23. Fiir eine reelle Funktion f auf einem Intervall I ist folgendes dquivalent:

(i) f ist konvex

(ii) Fir [a,b] C I und z € (a,b) gilt f@ggfmy+ﬂ%{%@h$—@.
(iii) Fir [a,b] C I und x € (a,b) gilt f(xx) : £(a) < f(bi : Z:(a) < f(bl)) : i(x)
(iv) Fir [a,b] C I und x € (a,b) gilt f(ac; : (J;(a) < f(bl)) : i:(x)

Auferdem gelten die analogen Aquivalenzen zu streng konver, wenn fiir [a,b] C I und
z € (a,b) die Ungleichungen < durch < ersetzt werden.
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Beweis: (i)=(ii) Sei also a < 2 < b im Definitionsbereich. Definiere ¢ = =% dann ist
t €(0,1) und (1 —t)a + tb = z. Also folgt aus (i)

ro < (1- =) 0+ (52) 0 =@+ W< 0

(ii)=-(iii) Die erste Ungleichung in (iii) folgt sofort aus (ii). AuBlerdem folgt aus (ii)
f(b) — f(a) f(b) — f(a)

b—a (w=-a)= b—a
und damit folgt auch die zweite Ungleichung in (iii) aus (ii).
(iii)=(iv) ist offensichtlich.

(iv)=-(i) Wir kénnen wegen der Symmetrie (a,b,t) < (b,a,1 —t) in (i) a < b anneh-
men. Dann sei x = (1 —t)a + tb € (a,b). Wegen (iv) gilt

(b—x)(f(x) = fa)) < (z—a)(f(b) — f(x)) also auch
(b—a)f(x) < (b—x)f(a)+ (x—a)f(b) = (b —a) — (x — a)) f(a) + (z — a) f (D).
Es gilt aber  —a = t(b — a). Also folgt f((1 —t)a+tb) < (1 —1t)f(a)+tf(D).
Die analogen Aussagen fiir streng konvex lassen sich genauso beweisen, wenn wir
alle Ungleichungen < durch < ersetzen. q.e.d.

f(b) = flx) = f(b) — f(a) — (b—x)

Korollar 7.24. Fir eine stetige relle Funktion auf einem Intervall, die im Inneren des
Intervalls differenzierbar ist, ist folgendes dquivalent:

(i) f ist (streng) konvex
(ii) f ist (streng) monoton wachsend

Beweis: (i)=(ii): Seien a <b < cund x < b < y im Definitionsbereich. Wegen
Satz 7.23 (iii) folgt L&=10) < JO=fla) o S/

r—a c—a — y—c
y — c¢ folgt dann f'(a) < f(c) f 9 < f'(c) und damit (ii). Umgekehrt folgt aus (ii)
wegen dem Mittelwertsatz die Bedmgung (iv) von Satz 7.23. q.e.d.

9 Aus dem Grenzwert  — a und

Korollar 7.25. Fiir eine stetige reelle Funktion auf einem Intervall, die im Inneren
zweimal differenzierbar ist, ist folgendes dquivalent

(i) f ist (streng) konvex.

(ii) f"(x) > 0 @m Inneren des Intervalls (der Abschluss der Menge {z | f"(x) > 0} ist
das ganze Intervall).

Dieses Korollar folgt sofort aus Korollar 7.24 und Satz 7.15. q.e.d.

Wenn wir die Ungleichungen alle umdrehen, so erhalten wir die analogen Aussagen
fiir konkave Funktionen. Also ist eine Funktion f genau dann (streng) konkav, wenn
die negative Funktion —f (streng) konvex ist.
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Ubungsaufgabe 7.26. Zeige, dass die Umkehrfunktion einer konvezen bijektiven mo-
noton wachsenden Funktion konkav ist.

Beispiel 7.27. (i) f(z) = 2? = f” = 2. Also ist [ streng konvez.
(i) f Ry =Ry, z— o= "= Zp5. Alsoist [ streng konkav.

(iii) exp: R — R*, — exp(z) = exp” = exp. Also ist exp streng konver.

(iv) In: RT — R,z — In(z) = In"(2) = —=. Also ist In streng konkav.

7.6 Konvexitidt und Ungleichungen

Satz 7.28: (Ungleichung von Jensen) Sei f eine reelle konvere Funktion auf einem
Intervall. Seien x4, ...,x, im Definitionsbereich und Ay, ..., N\, positive Zahlen, die
A+ ...+ A\, =1 erfillen. Dann gilt

Fuzy + .o+ Axy) < A M f(xg) 4+ ..o+ A f(zn).
Wenn f streng konvex ist, dann gilt Gleichheit nur fir x1 =19 = ... = x,.
Beweis*: durch vollstandige Induktion:
(i) Fiir n =1 muss A\; = 1 sein, so dass die Aussage klar ist.

(ii) Die Aussage gelte fiir n € N. Seien 21,...,2,41 und Ay, ..., A1 wie gefordert.
Dann definieren wir A = A\ + ...+ A, und = = ’\lecl 4+ ...+ )‘T".CEn Also gilt
Aps1 =1—Aund %1 +...+ ’\7” = 1. Dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung
fl@) <3 f(z1)+...+ 2 f(z,). Wenn f streng konvex ist, dann gilt Gleichhheit

nur fiir zy = ... = x,. Weil f konvex ist folgt aber f(Ax + (1 — N)z,41) <
M)+ (1 =N f(zne) < Mf(x) + ..o+ Mg f(xpg1). Wenn f streng konvex
ist, dann gilt Gleichheit wieder nur fir x,.1 =r =2, = ... = x,. q.e.d.

Korollar 7.29. (Ungleichung arithmetisches-geometrisches Mittel) Seien A\i, ..., A,
positive Zahlen mit A1, ..., A\, = 1. Dann gilt fiir positive Zahlen 1, ..., x,

azflxg‘g e xﬁ" < MNx1+ ...+ Nx,.

Insbesondere gilt J/xy -z, < BF=dn  Gleichheit gilt nun fir vy = x2... = x,.

Beweis*: — In ist streng konvex. Also folgt aus Jensen’s Ungleichung

—In(Mxy + ...+ A\zy) < —Mlnzp — ... — N\ Inx,
— Mlnz;+ ...+ N\ Inz, <In(Ajzg + ...+ \xy)
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Wegen der Monotonie von exp folgt:

xi‘l st =expM Inzy + .o+ NInay,) <  Mxy L+ Az q.e.d.
Ersetzen wir x4, ..., z, durch yi/)‘l, e ,y,ll/)‘" so erhalten wir

Korollar 7.30F Seien \{,...,\, positive Zahlen mit Ay + ...+ X\, =1 und y1,...,yn
positive Zahlen. Dann gilt

Y- Yn < /\1yi/)‘1 + o Ayt
Gleichheit gilt nur fir yi//\l = yé/’\g =...= yrl/)‘". q.e.d.

Korollar 7.31%F(Young’sche Ungleichung) Seien p > 0,q > 0 mit % +$ = 1. Dann
gilt fiir alle x > 0 und y > 0

1 1
xy < —af + —y.
p q

Gleichheit gilt nur fir =P = y?. q.e.d.

7.7 Taylorreihen

Auf offenen Intervallen I (Teilmenge von R) ist die Ableitung f’ einer differenzierbaren
Funktion f wieder eine Funktion auf /. Die Bildung der Ableitung ist also ein linearer
Operater %, der differenzierbaren Funktionen auf I, Funktionen auf I zuordnet. Wenn
die Ableitung wieder differenzierbar ist, konnen wir diesen Operator nochmal anwenden
und erhalten (%)2 f = f" die zweite Ableitung von f. Durch n-faches Anwenden
erhalten wir gegebenenfalls dann die n-te Ableitung f.

Definition 7.32. Fir alle n € Ny sei CE(I) die Menge aller n-mal stetig differenzier-
baren reellen Funktionen auf I, und Cg°(I) die Menge aller beliebig oft differenzierbaren
reellen Funktionen auf I.

Cr(I)=CR(I) D Cg(I)D...DCHI)D...D>CX(])
Beispiel 7.33. (i) exp € C(R), weil exp™ = exp.
(ii) fiir allen € Ny ist  +— 2™ € OFL(R), weil (z™)™ = n! und (z™)™ = 0 fiir m > n.

(iii) fir allen € N ist x — 27" € CR(R\ {0}), weil (x — :U_”)(m) =

. (—n)(-n—1)...(-=n—m+1) (_1>m(n+m—1)(n+m—2)...n
rntm o rntm ’
(iv) In € CP(RY) weil In'™ (z) = (=)™ (m — 1) fir m > 1 und mit 0! = 1.

xm
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Satz 7.34. Fiir allen € N gilt

n

@) ot 9= 3 (1) 1990 fur ate 1.9 € Cu(r).
k=0

(ii) Cg(I) ist eine Unteralgebra von Cgr([).
Beweis durch vollstandige Induktion:

(i) Fiir n =1 folgen (i) und (ii) aus den Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen.

(ii) Wir nehmen an, dass (i) und (ii) fiir n € N gelten. Fiir f,g € Cg"!(I) folgt dann
aus Satz 7.5

d d" d <~ /n " /n
e a L@ (k) (n—k) _ (k1) (n—k) o (k) (n+1—k)
T 9) T 1?:0 (k)f g > (k) (fEHDgn=R 4 fRg )

k=0

Z ( )f k) g(nt1-k) 4 Z ( )f(k)g(n+l—k) _ % <n _;L_ 1> f(k)g(n+1—k)

k=0

weil ( ) ():ﬁ(wrnjtl—k)_(nzl).

Also gilt (i) und (ii) auch fiir (n + 1). q.e.d.
Aus der Rechenregel und der Kettenregel folgt auch

Korollar 7.35. (i) Die Komposition von n-mal stetig differenzierbaren Funktionen ist
wieder n-mal stetig differenzierbar.

(ii) Die Umkehrfunktion einer n-mal stetig differenzierbaren bijektiven Funktion ist
n-mal stetig differenzierbar, wenn die Ableitung keine Nullstellen hat. q.e.d.

Definition 7.36. (Taylor-Polynom) Sei f : I — R in xg n-mal differenzierbar, d.h.
es gibt eine offene Umgebung O C I von xq, so dass die Einschrinkung von f auf O
in C"~1(O) liegt, und f"V in xy differenzierbar ist. Dann heift

(x — x0)?
2

(x —ao)"
n!

Thao () = f(20) + (2 — 30) f'(0) + FO (o) +.. 4 £ (o)

das Taylorpolynom von f der Ordnung n in xg.

Offenbar hat das Taylorpolynom der Ordnung n in x, die gleichen Ableitungen bis
zur Ordnung n wie f an dem Punkt xy. Es ist das eindeutig bestimmte Polynom vom

Grad n, das an der Stelle zy die Ableitungen f(x), f(z0), ..., f™(x0) besitzt:

p(z) = cotcr(z—x0)+. . . Acp(v—20)" = p(ao) = co,p(l)(:vo) =cq,... ,p(”) (xo) = nlecy,.
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Satz 7.37. (Taylor-Formel) Sei f € Ci((a,b)). Wenn f®+V(z) fir alle v € (a,b)
existiert, dann gibt es fir jedes o # x € (a,b) ein & € (xg,x) bzw. £ € (x,x0), so dass

F e
(n+ 1)!

f(x) = Thu(x) + (x —x0)" ™ gilt.

Beweis: Sei z € (a,b) und definiere g(t) = > f“:!(t) (x — 1)k fiir t € (a,b). Dann gilt
k=0

ekt ne(k) (n+1)
g/(t):Zf o (t>(a:—t)k— f (t) (l’—t)kilz f - (t)<l’—t)n.

k=0 ’ k=

—
—~
o
|
—
~—

AuBerdem sei h(t) = (x — )" und A'(t) = —(n + 1)(z — ). Dann folgt aus dem
verallgemeinerten Mittelwertsatz, dass es ein £ € (zg, z) bzw. £ € (29, x) gibt mit
(9(x) = g(z0)) ' (§) = (A(x) — h(x0))g' (£)-

Es gilt aber  g(z) — g(x(})(:lj)”((g))(— T,Z,;0 ((x) und)hﬁc) —;L((:Er(g (g)—(:c — 20)" ™. Also
folgt  f(x) = Tnu(2) = nl(n+ 1)(z — &) = (n+1)!

Definition 7.38. (Taylorreihe) Fir f € C*((a,b)) und xo € (a,b) heif§t die Potenz-

)n+1

(x —x)"". q.e.d.

rethe %(m — x9)" Taylorreihe von f in x.
n=0 i

Fir f € C*((a,b)) und xg,x € (a,b) gibt es drei Moglichkeiten:
(i) Die Taylorreihe von f in xy konvergiert an dem Punkt x gegen f(x).
(ii) Die Taylorreihe von f in xy konvergiert an dem Punkt x, aber nicht gegen f(x).

(iii) Die Taylorreihe von f in zy konvergiert an dem Punkt z nicht.

Korollar 7.39. Sei f € C°((a,b)) und xy € (a,b). Dann konvergiert die Taylorreihe
von f in xo an dem Punkt x € (a,b) gegen f(x), wenn auf & € (xg,x) bzw. (z,x¢) die
(|f "(©)]

n!

Folge |z — x0|”) gleichmdflig gegen Null konvergiert. q.e.d.
n€ENg

Beispiel 7.40.

fl@) = e fiir x >0
B 0 firx <0
) = o~z Polynom vom Grad 3n von } fiir e >0
0 firz <0
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Wegen Beispiel 7.17 gilt 1 +x < €® fiir alle z € R. Dann folgt fir alle z € R\ {0}

exp (= —1 2
Sexp(i—n> = Mgexp( —|—n|x2| nx>

] [ z

a .
Lemar firx >0
X

0 firxz <0
Ableitungen von f verschwinden bei xy = 0. Also verschwindet die Taylorreihe von f
bei xo = 0 identisch.

lz| < elel=1 =

[

8

stetig, und f € C(R). Und alle

Fir alle n € N st dann x —

Satz 7.41. Sei (f,)nen eine Folge von Funktionen in CL((a,b)) eines beschrinkten
Intervalles (a,b), die fir ein xy € (a,b) punktweise konvergiert. Wenn die Folge (f))nen
aufSerdem gleichmafig gegen g konvergiert, dann konvergiert (f)nen gleichmdfig gegen
eine Funktion f € Ck((a,b)) und es gilt [ = g.

Beweis: Wegen dem Mittelwertsatz gilt fiir alle x, 2y € (a,b) und alle n,m € N

o(0) = o) € o) = fnlaa)l + o =] s [730) = ()]
yela,
Wegen Satz 5.27 konvergiert (f,)nen gleichméBig gegen eine Funktion f € Cg((a,b)).
Wegen dem Mittelwertsatz gibt es fiir alle z,y € (a,b) eine Folge (§,)neny € (2,9)
bzw. (y,x), so dass fir alle n € N gilt f,(z) — fu(y) = (r — y)f,(&,). Wegen dem
Auswahlprinzipien von Bolzano-Weierstra$ gibt es eine konvergente Teilfolge von (&),
mit Grenzwert £ € [z, y] bzw. [y, z]. Wegen

(&) = 9(] < 1fu(&n) — 9(&a)l + 19(&n) — 9(&)],

und weil g wegen Satz 5.27 stetig ist, konvergiert die Folge (f,(£,)),.n gegen g(§). Also
konvergiert (f, (7)), oy gegen f(z) = f(y) + (v —y)g(§). Aus der Stetigkeit von g folgt,
dass f bei y differenzierbar ist und g(y) die Ableitung f'(y) ist. q-e.d.

Korollar 7.42. Sei (> f!)nen eine gleichmdfig konvergente Reihe in Cr(I) auf einem
beschranktem Intervall I und (Y f(xo))nen konvergent mit xy € I. Dann konvergiert

(>~ fa)nen gleichmifiig gegen eine Funktion f € Cg(I) und (3. f))nen gegen f'.q.e.d.

Korollar 7.43. (Satz von Borel) Sei (an)nen, €ine beliebige Folge in R. Dann gibt
es eine Funktion f € CR(R) mit kompaktem Trager in (—2,2), deren Taylorreihe bei

xo = 0 gleich ) %a™ ist. Im Allgemeinen konvergiert die Taylorreihe fiir x # 0 nicht.

n=0

Beweis*:

exp (eXp <(|$I_—11)2) . (Iml_—12)2) fir 1 < |z| <2
Sei h(r) =41 fiir |2 < 1
0 fiir 2 < |z
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Dann ist h € CR°(R) eine 'Hutfunktion’, also eine Funktion mit kompaktem Tréiger
n [—2,2], die auf [—1,1] identisch gleich 1 ist. Fiir alle n € N existiert dann eine
Konstante M,, > 0

My, = max{ || loo, 12 ]locs - - 1AVl }

mit h, : R =R, x+ 2" h(z). Dann sei fiir eine beliebige reelle Folge (a,)nen,

I (Cp - ) fiir alle n € N,,.

C, = lapy|M,, +1 und fo(z) = i

0 firm+#n

. AuBerdem gilt
a, firm =n.

Fiir alle n,m € Ny gilt dann f{™(0) = {

m m m+1
153" Nloo = —n!Cg 17y |loo < nlCn nlC < . fiir alle n > m € Nj.

Also konvergiert fiir alle m € Ny (2 fT(Lm))neNo gleichméfig. Wegen Korollar 7.42 konver-
gieren also fiir alle m € Ny die Reihen (X f,)neng, (21 )nengs - - - » (Zfém))neNo gleichmé-
Big gegen f, f/,..., fI™. Also ist der Grenzwert f = > 7 f, eine Funktion in C°(R)
und es gilt f™(0) = a,, fiir alle m € Ny. q.e.d.

Korollar 7.44. Fir jede Potenzreihenfunktion f(x) = > a,x™ mit Konvergenzradius
n=0
R > 0 und jedes |xo| < R hat die Taylorreihe von f(x) in xy einen Konvergenzradius

nicht kleiner als R — |zo|, und konvergiert auf dem Bereich |x — x| < R —|xo| gegen f.

Beweis: Die Potenzreihenfunktion (3 7 an,z™) = > .7 (n + 1)ay,412™ hat wegen
lim,, . {/n = 1 den gleichen Konvergenzradius wie (3 a,2"), oy, Wegen Korollar 7.42
folgt dann, dass f differenzierbar ist und f gegeben ist durch >~ (n+1)a,+12". Dann

folgt die Aussage aus dem Identitdtssatz fiir Potenzreihenfunktionen (ii). q.e.d.

Satz 7.45. (Abelscher Grenzwertsatz) Wenn die Potenzreihe (> anx™)nen, fir ein
z € K konvergiert, dann konvergiert die Potenzreihenfunktion t — > a,(tz)" auf
t € [0,1] gleichmifig gegen eine stetige Funktion auft € [0,1].

neNg

Beweis: Indem wir a,, durch a,x™ ersetzen kénnen wir x weglassen. Zur Abkiirzung
setzen wir Sy, = an;]i 41 @n- Wegen dem Cauchykriterium fiir Reihen gibt es fiir jedes
e >0ein N € N so dass |Sy, x| < € fiir alle m > N und alle k € N gilt. Dann folgt

m-+k
> ant" = Spat™ ! + (Sma = St 4 (Sp — Smp—)

n=m+1

— SmJ(tm—H o tm+2> + Sm72(tm+2 . 75m+3) 4+ Sm,k—l(tm+k_1 o tm+k) + Sm’ktm—i_k.
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Fiir t € [0, 1] sind die hinteren Faktoren ¢m+!—¢m+2 gm+2_ym+3 - gmtk=1_ygmtk gmik
alle nicht negativ und ihre Summe gleich ¢ < 1. Aus |S,, x| < € folgt also

m+k

Z antk

n=m-+1

< (BTt —gmAR g2 gtk Ry — gt < e fiiralle t € [0, 1].

Also konvergiert die Potenzreihe auf t € [0, 1] gleichméfig, und damit wegen Satz 5.27
gegen eine stetige Funktion. q.e.d.

Definition 7.46. Eine Funktion f € C*((a,b)) heifit reellanalytisch bei xq, falls die
Taylorreihe bei xy einen Konvergenzradius grofier als Null hat und auf einer Umgebung
von xo gegen f(x) konvergiert.

Also sind alle Potenzreihenfunktionen im Inneren ihres Kovergenzbereiches reell-
analytisch. Umgekehrt sind alle reellanalytischen Funktionen Potenzreihenfunktionen.

Beispiel 7.47. (i) Die Funktionen exp,sin, cos, x — a* und alle Polynome sind reell-
analytische Funktionen auf ganz R.
(ii) Wegen Satz 4.26 (iv) gibt es fir jede Potenzreihenfunktion f mit Konvergenz-

radius R > 0, die bei x = 0 nicht verschwindet, eine Umgebung von 0, auf der
|%\ < L < 1 gilt. Dort konvergiert % = Zf:oﬁ(fg))o}f)” als Potenzreihen-

funktion. Aus dem Identitissatz fir Potenzrethenfunktionen folgt, dass der Quotient
zweter Potenzrethenfunktionen reellanalytisch ist, solange beide Potenzreihenfunktio-
nen absolut konvergieren und der Nenner nicht verschwindet. Also sind tan und cot
und alle rationalen Funktionen auf dem Definitionsbereich reellanalytisch.

(iii) Fir o € R und xy € RT (fir o € Z auch xo € R™) hat die Potenzreihenfunktion

- E e ()

n=0

wegen dem Quotiententest den Konvergenzradius R = ————— =|zg|.  Die

lim 2=
n—oo |x0|(n+1)

= [«  [a—1
Ableitung ist  x — E ( )nxg‘_”a:”_l =« E ( )xg‘_l_”x". Wegen
n n

(a;1)+(2:1) _ (a—1)(04—221.!..(04—71—1-1)(04_”4_”): (g)

o - 1 o0
ist (2o + ) Z (a g = Z (Oé xg """, Dann erfillt f die Differen-

n
n=0
tialgleichung (zo + x)f" = af mit f(0) = x§. Also verschwindet die Ableitung der
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Funktion x+—1n (&
(x + x0)™

aus Satz 7.15, dass fir alle |x| < xo gilt f(x) = (x + x9)*. Also sind fir o € R die
Funktionen x — x% auf RT und fir o € Z auf R\ {0} reellanalytisch.

> und diese Funktion selber bei x = 0. Dann folgt

0 n
(iv) Fiir alle xg € R hat die Potenzreihenfunktion x — — E ( 2 im Konveregemz-
nw
n=1 0

0 \p 1
bereich |x| < xy die Ableitung f'(x) = Z (=2) = . Also stimmt sie mit der

n=0
Funktion In(x + xo) — In(z) dberein. Deshalb sind sowohl In also auch log, auf RY re-

ellanalytisch. Insbesondere folgt aus dem Abelschen Grenzwertsatz % = —1In(2).
n=1
(v)] Die Ableitungen der Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen sind

wegen (iii) im Inneren ihrer Definitionsbereiche alle reellanalytisch. Wegen Satz 7.15
sind sie selber dann auch reellanalytisch. Fir alle |x| < 1 gilt

. = (=1 (—1)ra oA (=1 (=1)ng2t
arcsin(x) = Z ( n2> ol arccos(z) = 5 Z ( n2) o1
n=0 n=0
o (=1t T (1)t
arctan(z) = Z ont1 arccot(z) = 5 Z e
n=0 n=0

Wegen Beispiel 7.17 gilt fir x > —1 auch z > In(1 + x). Dann folgt

o () e G e ((-3) (-5) - (-3))

S S AN ST I AT 1
=795 2 ) =T\ 19 n ) "\ Unti/)

Dann konvergieren aber die ersten beiden Potenzreihen auch fiir x = +1 und die letzten
beiden wegen der alternierenden Reihe von Leibniz. Wegen dem Abelschen Grenzwert-
satz gelten die obigen Gleichungen dann auch fir x = +1. Insbesondere ist

= (—1)" — (-3 (-1)"
BNV N G 2\ =
T ;%Qn—i—l nz; n )on+1

e fiir x >0

st reellanalytisch auf R\ {0},
0 firx <0 i JRAA0}

(vi) Die Funktionen R — R, x +— {

aber nicht bei x¢y = 0.
Aus dem Identitatssatz fiir Potenzreihenfunktionen folgt nun

Korollar 7.48. Zwei reellanalytische Funktionen f,g € C*((a,b)) stimmen auf (a,b)
tiberein, wenn ihre Taylorreihen fir ein xo € (a,b) tibereinstimmen. q.e.d.



Kapitel 8

Das Riemannintegral

8.1 Riemannintegrable Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir nur beschridnkte Funktionen f € Bg([a,b]) auf
einem beschrankten abeschlossenen Intervall. Das Ziel ist fiir solche Funktionen den
Fliacheninhalt zwischen den Graphen der Funktion und der z-Achse zu definieren. Dabei
werden wir diese Flidche durch eine disjunkte Vereinigung von Rechtecken annihern.

Definition 8.1. (Partition) Eine Partition p von [a,b] ist eine endliche geordnete

Menge {xo,...,x,} von Punkten a = o < 1 < ... < &, = b in [a,b]. Die Feinheit
der Partition p ist dann ||p|| = max{Azy,...,Ax,} mit Ax; = x; — x;q fir alle
i=1,...,n. Pla,b] bezeichnet die Menge aller Partitionen von |a, b].

Fiir eine Funktion f € Bg([a,b]) und eine Partition p € Pla, b] seien

m = inf{f(z) | x € [a,b]}
M = sup{f(z) | z € [a, b]}
m; = inf{f(z) |z € [x;_1, 2} firallei =1,...,n
M; =sup{f(z) | x € [xj—1,2;]} fir allei =1,...,n

Definition 8.2. (Untersummen und Obersummen) Dann heiffen
s(p, f) = Zmz‘A% und S(p, f) = Z M;Az;
i=1 i=1

die Untersumme und Obersumme von f beziiglich der Partition p.
Offenbar gilt m(b—a) <s(p, f) <Sp, f) < M(b—a).

Definition 8.3. (Verfeinerung) p' € Pla,b] heifst Verfeinerung von p € Pla,b], wenn
P’ D p. Offenbar gibt es fiir endlich viele Partitionen pq,...,p, € Pla,b] eine gemein-
same Verfeinerung p' = p1 U ...Up, € Pla,b].

89
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Lemma 8.4. (i) Wenn p C p' gilt s(p, f) < s(p', f) und S(p', f) < S(p, f)-
(ii) Fir p,p" € Pla,b] gilt s(p, f) < S@', f).

Beweis: (i) Die Verfeinerung p’ von p besteht aus einer Partition jedes Teilintervalles
[;_1,2;] von p. Dann folgt (i) aus den Ungleichungen

m(b—a) <s(p,f) wnd S(p, f) <M(b—a).
(ii) Sei p” = pUp'. Dann folgen aus (i) die Ungleichungen
sp, /) <s@". ) <SE )< S, f) sW f) < s, f) <SG f) < SO, f).
Daraus folgt dann (ii). q.e.d.

Definition 8.5. (Unterintegral und Oberintegral) Fir f € Bg(la,b]) heifit [f =
SUPpep(ab] s(p, f) Unterintegral und Tf = infpeppap) S(p, f) Oberintegral von f.

Offenbar gilt / f< / f

Definition 8.6. Eine Funktion f € Bg([a,b]) heifst riemannintegrabel, wenn gilt [ f =

Tf Diese Zahl heifit dann das Riemannintegral von f iber [a,b] : f; fdx. Die Menge
aller riemannintegrablen Funktionen auf [a,b] bezeichnen wir mit Rla,b].

Aufgrund der Definition von s(p, f) und S(p, f) liegt der Flacheninhalt zwischen
dem Graphen von f und der z-Achse in dem Intervall [s(p, f), S(p, f)]. Deshalb inter-

pretieren wir fir f € Rla, b das Riemannintegral f; f(z)dz als diesen Flacheninhalt.

8.2 Kriterien von Darboux und Riemann

Satz 8.7. (Darbouz) f € Rla,b] genau dann, wenn es fir jedes € > 0 ein p € Pla,b]
gibt mit S(p, f) — s(p, f) < e

Beweis: Sei f € R]a, b] Dann gibt es fiir jedes € > 0 Partitionen p', p” € Pla,b] mit
f f(x)dx —s(p', f) < 5 und S(p”, f) — f f(z)dz < §. Dann folgt fiir p = p’ U p”

S, f) — s(p, f) <SG, f) / f(x)dz + / f(@)de — s, f) < ¢

Wenn es fiir jedes € > 0 ein p, € Pla, b] gibt mit S(p., f) — s(p, f) < € dann folgt

0< inf S(p,f)— sup s(p, f) < S(pe,p) —s(pe, [) <e fir alle e > 0.
pEP|a,b] pEP|a,b]

Also gilt dann auch /f = /f. q.e.d.
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1 ..
Beispiel 8.8. Sei f(z) = fzfr z€[a,bNQ

0 firz € la,b und x & Q.
Dann gilt fir alle p € Pla,b]

n

S(p,f)—s(p,f):Z(M m;)Az; = ZAxl—b—a>0

i=1 i=1
Alsoist [f =0 undff:b—a und f & Rla,bl.

Definition 8.9. (Riemannsummen) Firp € Pla,b] sei & = (&1, ..., &) eine Wahl von
Zwischenpunkten & € [x;_1,x;] fur allei=1,... ,n. Dann heifst

R(p, f,€) = Zf& )Az;

Riemannsumme von f beziiglich der Partition p und der Zwischenpunkte .

Satz 8.10. (Kriterium von Riemann) Eine beschrinkte Funktion f auf einem kom-
pakten Intervall [a,b] ist genau dann riemannintegrabel, wenn es ein A € R gibt, so
dass fiir jedes € > 0 es ein § > 0 gibt mit der Figenschaft: Fir alle p € Pla,b] mit
Ipll < 6 und alle entsprechenden Zwischenpunkte & gilt

|R(p, f,&) — A| <e. Wenn das Krierium erfiullt ist, dann gilt A = /f(x)dx

Beweis: Offenbar erfiillt jede Funktion, die das Kriterium von Riemann erfiillt auch
das Kriterium von Darboux. Also geniigt es zu zeigen, dass auch jede Funktion das
Kriterium von Riemann erfiillt, die das von Darboux erfiillt. Sei also f eine Funktion,
die das Kriterium von Darboux erfiillt. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein p € P|a, b], so
dass gilt S(p, f) — s(p, f) < 5. Sei n die Anzahl der Teilintervalle von p und || f||s das
Supremum von |f(z)| auf z € [a,b], und

€
0 = mi - A VAV, S
ml“{4n||f|rm+1’ oo “”}

Jedes Teilintervall einer Partition p’ € Pla, b] mit ||p|| < § ist entweder in einem Teilin-
tervall von p enthalten, oder in der Vereinigung von zwei benachbarten Teilintervallen
von p. Also gibt es hochstens n Teilintervalle von p’, die nicht in einem Teilintervall
von p enthalten sind. Dann folgt aber

S(plaf>—5(P'7f)SS(p,f)—S(ny)ﬂLQHfHoo~n-5<§+%:e_
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Dann gilt aber auch fiir alle Zwischenpunkte &
b
R(p', f,€) — /f(fc)dx < S f)—sk, f) <e q.e.d.
Korollar 8.11. Sei f € Rla,b]. Dann gilt fir alle t € [0, 1]

- Y (o - ).

Beweis: Die Partitionen p, € Pla,b] mit p, = {352 =a+i(b—a)l|i= O ,n} mit
den Zwischenpunkten § = a+ =t(b—a) firi=1,...,n erfiillt lpnll = Also folgt
die Aussage aus dem Kriterium von Riemann. q.e.d.

Korollar 8.12F Seien f,g € Rla,b]. Wenn f und g auf einer dichten Teilmenge von
la,b] (2.B. QN a,b]) ibereinstimmen, dann gilt f:f(x)dx = fabg(:c)da:

Beweis*: Weil jedes Teilintervall einer beliebigen Partition p € Pla, b] immer Elemente
einer dichten Teilmenge von [a, b] enthélt, konnen die Zwischenpunkte immer aus einer
dichten Teilmenge gewéhlt werden. q.e.d.

Satz 8.13. (Figenschaften des Riemannintegrals)
(i) R[a,b] ist eine Unteralgebra von Bg(|a,b]) die Cg([a,b]) enthdlt. Die Abbildung
b
Rla,b] = R, [+ [ f(z)dz ist R-linear.

(ii) Rla,b] enthdlt die monotonen Funktionen, und mit f € Rla,b] auch |f| € R[a,b].
(iii) Monotonie: Fdrf g € Rla,b] folgt aus f < < g (d.h. f(x) < g(x) fir alle x € |a,b])
b b
[ flz)dx < fg Ydx. Insbesondere gilt |ff ydz| < [|f(x)|de < (b—a)| flle-

b
(iv) Normierung: [ldz =0b— a.

(v) Stetigkeit: f € Rla,b] und g € Cr(R), dann ist go f € Rla,b].
(vi) Intervall Additivitdt: Fir jedes ¢ € (a,b) gilt:

b c b

f € Rla,b] < f € Rla,c] N R]c,b] und /f(x)dx = /f(x)d$+/f(x)dx

a a c
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(vii) Sei f € Rla,b] und (an)nen und (by)nen Folgen in [a,b] mit lim,_, a, = a und
lim,, .o b, = b. Dann konvergiert (fab: f(x)dx)nen gegen fab f(z)dx

(viii) Gleichmdfige Konvergenz und Stetigkeit des Riemannintegrals: Der Grenzwert
f einer gleichmaﬂig konvergenten Folge (fn)nen in R[a b] liegt auch in Ra,b]
und die Folge f fn(2)dx)nen konvergiert dann gegen f f(x

Beweis: (i) Fiir f, g € Br([a,b]) und p € [a,b] gilt
Sp, f+9) <SP, f)+S(p,g) und —s(p, [ +9) < —s(p, f) — s(p, 9)
Daraus und aus f(z)g(z) — f(y)g(y) = g(x)(f(z) — f(v)) + f(y)(g(x) — g(y)) folgt

S, f+9) —sp, f+9) <Sp.f)—sp f)+Spg) —spg)
S, fg) — s, f9) < lgllee(S(p, £) = s(p, £)) + | fllc(S(p, 9) — 5(p,9))

Aus f,g € Ra, b] folgt also wegen dem Darbouxkriterium f + g, fg € R|a, b].

Wegen Satz 5.22 ist jede Funktion f € Cgr([a,b]) gleichméfig stetig, d.h. es gibt fiir
jedes € > 0 ein 6 > 0, so dass aus |z — 2| < § folgt | f(x) — f(2')] < 5. Dann gilt fiir
alle p € Pla,b] mit ||p|| < § auch S(p, f) —s(p, f) < Do) g2 Az = e Also folgt aus
dem Kriterium von Darboux f € Rla, b].

Die Linearitdt des Riemannintegrals folgt aus der Linearitit der Riemannsummen
und den Rechenregeln fiir Folgen.

(ii) Sei f monoton steigend ist. Dann gilt S(p, f) — s(p, f) =

= Z(f(x» — flzi1)) Az < |lpl| Z f(xi) = flai1) = Ipll(f(b) — f(a)).

Wenn also ||p|| < o @ lolst S(p, f) — s(p, f) < e. Wegen dem Kriterium von

Darboux gehért dann f zu R]a, b]. Analoges gilt fiir monoton fallende f.
Fir f € Rla,b] seien f* =max{f,0} und f~ = max{—f,0}. Dann folgt

0 < sup fH@)- il ff@) < s fl@)— inf f(a)

r€[Ti—1,24] r€[ri—1,7] 2E€[Ti—1,7] TE[xi—1,%4)
0 < swp f@- nf f@) < swp f@)- inf f(2)
T€[xi—1,24] r€[xi—1,%] 2€[wi_1,7] TE[w;—1,1]

Also gilt fiir alle p € Pl[a,b] auch S(p, =) — s(p, f£) < S(p, f) — s(p, f). Dann folgt
f* € Rla,b] und damit auch |f| = f*+ f~ € R|a,b] aus dem Kriterium von Darboux.
b b

(iii) Aus f < g folgt /f(:c)d:c = sup s(p, f) < sup s(p,g) = /g(:c)d:c.

pEP|a,b] pEP[a,b]
(iv) Fiir f = 1(konstant) gilt S(p,1) = s(p,1) = b — a fiir alle p € Pla, ).
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(v) Sei f € Rla,b] und g € Cr(R). Dann ist g auf [—|| f||oo, || f]lco] gleichmé&Big stetig.
Also gibt es fiir jedes € > 0 ein 6 > 0, so dass aus |z —2'| < é mit z, 2" € [~ f||oo, || || ]
folgt |g(z) — g(2')| < ey el llg|loo die Supremumsnorm der Funktion

9: =l llse 1 flloc] = R, 2= g(x).

Weil f € Rla,b] gibt es nach dem Darbouxkriterium ein p € Pla, b, so dass gilt
S(p, f)—s(p, f) < ﬁ. Wir zerlegen die Summe S(p, go f) —s(p, go f) in die Summe
iiber alle Teilintervalle, auf denen sup,c(,; | ., f(%) — infoepe, ;2 f(z) < & gilt und
die Summe {iber alle Teilintervalle, auf denen sup,c(,, | ., f(*) — infocp,_, 2 f(2) >
0 gilt. Aufgrund der Wahl von ¢ folgt dann, dass die erste Summe kleiner ist als
) (b—a) = § und die zweite Summe nicht groBer als (S(p, f) — s(p, f))% < £
Also gilt S(p,go f) —s(p,go f) < eund go f erfiillt das Darbouxkriterium.

(vi) Jede Partition von [a,b] besitzt eine Verfeinerung, die aus zwei Partitionen von
[a, c] und [c, b] besteht. Dann folgt (v) aus dem Darbouxkriterium.

(vii) folgt aus (vi) und (iii).

(viii) Aus dem Beweis von (i) folgt fiir f, f,, € R[a,b] und p € Pla, b]

1S(p, f)=5(p, £) = (S0, fn) =5(p, f))| < S0, f=fa) =50, f = fn) < 200=a)||f = fullo-

Fiir ein € > 0 wihlen wir zuerst n so grof}, dass || f — fo||co < m gilt, und dann p so

dass S(p, fn) — s(p, fn) < § gilt. Dann erfiillt f das Kriterium von Darboux.
[} F(@)de = [} falw)da] <

(b — a)|lf — falleo- Also konvergiert die Folge von Integralen (fab fo(2)dz)nen gegen
fabf(:v)dx. g-e.d.

Andererseits folgt fiir f, f,, € R[a, b] aus der Monotonie

8.3 Differentiation und Integration

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 8.14. Sei f € R[a,b] und F
eine stetige Funktion auf [a,b], die auf (a,b) differenzierbar ist mit F' = f. Dann gilt

b b

/j@mx:/mex:ﬂm—me

a a

Beweis: Sei p € Pla,b], dann gibt es wegen dem Mittelwertsatz eine Wahl von Zwi-
schenpunkten &, so dass gilt R(p, f,£) = F(b) — F(a). Wegen s(p, f) < R(p, f,&) <

S(p, f) folgt dann [ f(z)dz = F(b) — F(a). q.e.d.
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Beispiel 8.15. (i) Sei F € C'a,b]. Dann ist F' riemannintegrabel und es gilt fiir alle
x € [a,b]

xT

/ F(t)dt = F(z) — Fla).

a

o l .. 0
(i) Seil < o < 2 und F(zx) = [2[% sin Jir Dann ist F fir x € R\ {0}
0 fiir x = 0.
differenzierbar und
F'(z) = a|x| sin (l> + % cos <1> :
x x x x
Wegen w ||~ sin (%) st f auch bei x = 0 differenzierbar und dort gilt

F'(0) = 0. Also gibt es differenzierbare Funktionen, deren Ableitungen auf einer
kompakten Teilmenge nicht beschrinkt sind, also dort auch micht riemanninte-
grabel sind.

Dann st f auf allen kompakten Intervallen rie-

(i) Sei f(z) = {1 fiir @ 2 0

-1 fiirx <O.
mannintegrabel. Offenbar gilt F(z fo = |x|. Also sind nicht alle Inte-
grale von riemannintegrablen Funktwnen dzﬁerenzz’erbar.

Satz 8.16. Sei f € Rla,b] im Punkt x € (a,b) stetig. Dann ist F(x) = [ f(t)dt im
Punkt xqy differenzierbar und es gilt F'(xo) = f(xq).
Beweis:
F(z) — F(xo)
T — T ‘»T - 370|

Weil f im Punkt stetig ist folgt aus den Eigenschaften des Integrals (iii), dass es fiir
jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass aus |z — xo| < ¢ folgt

< €. q.e.d.

LEELEIP

T — 2o

Also sind die Integrale F(z) = [ f(t)dt aller stetigen Funktionen f € Cr([a,b])
differenzierbar und es gilt F'(x) = f(z) fir alle x € (a, b).

Satz 8.17F Sei f € Rla,b]. Dann ist F(x) = [ f(t)dt lipschitzstetig mit Lipschitz-
konstante L = || f||oo-



96 KAPITEL 8. DAS RIEMANNINTEGRAL

Beweis*: |F(x) — F(y)| = /f(t)dt < |y — ||| f]lco- q.e.d.

Definition 8.18. (Stammfunktion) Eine differenzierbare Funktion F mit F' = f heifit
Stammfunktion von f. Die Differenz zweier Stammfunktionen von f ist eine konstante
Funktion. Wir bezeichnen eine Stammfunktion von f als [ f(x)dz.

$a+1
a+1

(ii) [2de =In|z|+C firz #0.
(iii) [e"dz ="+ C.
(iv) [a“dz = % + C fiira € R\ {1}.

Beispiel 8.19. (i) [2%dx =

+ C fiir o # —1 und entweder a € N oder x € R*.

(v) [cos(x)dz = sin(z) + C.

(vi) [sin(z)dx = —cos(z) + C.

(vii) [tan(z)dz = —In|cos(z)| + C fir z ¢ {(n+ 3)m | n € Z}.
(viii) [ cot(z)dz = In|sin(z)| + C fir z & {n7 | n € Z}.

(ix) [ 5zde = arctan(z) + C.

(x) [ ﬁdw = arcsin(x) + C fir x € [—1,1].

8.4 Technik des Integrierens

Substitutionsregel 8.20. Sei f € Cg([a,b]) und ¢ : [a, 5] — [a,b] eine differenzier-
bare Funktion, so dass ¢' € Rla, 3]. Dann gilt

o(B) Jé]
/ f(x)dz = / Fo() (1)t
() o

Fiir die Stammfunktionen gilt /f(gzﬁ(t))qb’(t)dt = </ f(ac)dx) ocp+C.

Beweis: Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann ist F' wegen Satz 8.16 stetig differen-
zierbar und es gilt F' = f. Also ist (F o ¢) = (F' o ¢) - ¢/. Wegen den Eigenschaften
des Riemannintegrals (i) und (iv) ist (F' o0 ¢)-¢' = (fo @) - ¢’ € R[a,b]. Dann folgt die
Aussage aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. q.e.d.

Die Voraussetzung, dass das Bild von ¢ gleich [a,b] sein muss kann abgeschwécht
werden zu der Voraussetzung, dass f auf dem Bild von ¢ definiert und stetig sein muss.
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Korollar 8.21. (Transformation der Variabeln) Sei ¢ : [a, ] — |a,b] eine differen-

zierbare bijektive Funktion mit ¢’ € Rla, 5] und f € Cr([a,b]). Dann gilt

b d7L(b)
/ f(x)dx = / F(O(0)d (1)t
a 6=1(a)

Also gilt /f(x)dx = (/ f(gb(t))qb'(t)dt) op '+ C.

Beispiel 8.22. (i)
b ab+p8

/f(atw)dt:é / F(x)da

a aa+f3

(ii)

b
/R(m,\"/ax+b>dx:/R( - ,t)%t"—ldwrc

firn € Nya,b € R,a # 0 und einer rationale Funktion R(-,-) in zwei Variablen.
Wir substituieren t = Var +b = arx +b=1t" = 2 = % und dx = %Adt.

(iii)
/R (x, Va2 + 1) dx = /R(sinht, cosht) coshtdt + C

mit der Substitution x = sinht,v/x? 4+ 1 = cosht und dx = cosh tdt.

(iv)

/R (x ViZ = 1) dr = + / R( cosh t, sinh ¢) sinh tdt + C

mit der Substitution x = =+ cosht, je nachdem ob x € R*. Dann gilt /22 — 1 =

sinh ¢t und dx = % sinh tdt.

v)
/R (x, v1-— :p2> dx = :F/R(i cost,sint)sintdt + C.

mit der Substitution x = £ cost,v/1 — 22 =sint und dr = Fsintdt.

‘ 1—t* 2t 2dt
/R(cosx,81n:6)d:v—/3<1+t2’1_|_t2) 14 ¢2 +C

(vi)
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2dt

mit der Substition t = tan (%) ,z = 2arctan(t) und dv = so dass gilt

z
2

14227
1—¢2 _ cos? (£) — sin”® (%) — cos(z) und 2t _ 2 cos (£) sin (£) _ sin(2)
14 ¢2 cosz( )+sm2 (%) 1+t2 cosz( )+sm (2) ’

(vii)

41 2 =1\ dt
/R(coshx,sinhx)da:z/R( - ; )—+C’

2t 2t t

dt

mit der Substition t = e¢®,x = In(t) und dv = <.

Partielle Integration 8.23. Seien f,g € Cg|a,b] differenzierbar mit f', ¢ € Rla,b].
Dann gilt

Also gilt /f xr)dr = fg — /f z)dx + C.
Beweis folgt aus dem Hauptsatz der Differentialrechnung und der Leibnizregel. q.e.d.
Beispiel 8.24. (i) [In(z)dz = zIn(z) — [z2dz = z(In(z) — 1) + C.
(ii) fmdx:xm—i—f\/{”—deI—FC
:wm—f\}%daﬁ—l—fﬁdw—l—C
= [V1— 22z = ”*/12_7 + arcs;n(x) + C also j V1 — 22dx =
“1

oy

(iii) [a"edx = 2"e* —n [ 2" tedx

v 2" cosxdr = x"sinx —n [ " sin xdz.
(iv) |

v) [z"sinzdr = —x"cosx +n [ " cos xdx.
v) [

Partialbruchzerlegung 8.25. (Integration von rationalen Funktionen)

1. Faktorisierung des Nenners. In C lisst sich wegen dem Fundamentalsatz der
Algebra das Nennerpolynom @ einer rationalen Funktion in ein Produkt von Polynome
ersten Grades zerlegen. Wenn das Polynom reelle Koeffizienten hat, dann sind die Null-
stellen entweder reell oder sie treten in Paaren von komplex konjugierten Nullstellen
auf. Indem wir die Paare zu Polynomen zweiten Grades zusammenfassen zerlegen wir
Polynome mit reellen Koeffizienten in ein Produkt von Polynomen ersten und zweiten
Grades mit reellen Koeffizienten.

2. Polynomdivision. Zerlege eine kompleze, rationale Funktion in eine Summe eines
Polynoms und Summanden von der Form m
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Lemma 8.26. (Abspaltung des Hauptteiles) Sei R(x) = % eine rationale Funktion
mit komplexen Koeffizienten, dessen Zdhlerpolynom P und Nennerpolynom @ keine
gemeinsamen Nullstellen haben. Wenn das Nennerpolynom Q(x) an der Stelle xy eine

Nullstelle der Ordnung n hat, d.h. Q(z) = (z — xo)"q(x) mit q(zo) # 0, dann gibt es

kompleze Koeffizienten cy, ..., c, und ein Polynom p(z), so dass gilt
P(l') _ 1 +F Cp +p($)
Qr) 2 —m (x —xzo)"  q(x)

Beweis: Weil jedes komplexe Polynom fiir jede komplexe Zahl xy auch ein Polynom in
r — xo 18t, kénnen wir annehmen, dass xo = 0 ist. Seien

o=ty () A

Weil q(zo) # 0 sind diese Ableitungen wohl definiert. Dann verschwinden die 0—te bis
zur (n — 1)~ten Ableitungen der rationalen Funktion

firl=1,...,n.

P(z)
q(z)

o

T —Cp—Cp1(x—x0) — ... —1(Tr — 1o

Deshalb lif$ sich diese rationale Funktion schreiben als

P(Q?) n—1 __ n (.CC) . .

W —Cp—Cp1(T—x0) — ... —c(x—x9)" = (v — xp) _q(x) mit einem Polynom p.
P(x) - p(z) 1 Cn,

DCLT(LUS fOlgt Q(gj) = q(:L') e + ...+ m q.e.d.

Im Fall von Paaren von komplex konjugierten Nullstellen des Nennerpolynoms einer
reellen rationalen Funktion kénnen wir das Verfahren so modifizieren, dass wir keine
komplexen Zahlen bendtigen. Seien also xo und Ty zwei komplex konjugierte Nullstellen
von dem Polynom Q) mit reellen Koeffizienten, die wieder jeweils n—fach auftreten, d.h.
Q(x) = (x — x9)"(z — To)"q(x) mit einem Polynom q mit reellen Koeffizienten, das
keine Nullstellen bei xo und To hat. Dann hat

P(x)

T — M — (an +bp(x —20)) — ... — (a1 + bi(x — 20)) (x — x0)" ™ (x — To)"~

mit den Koeffizienten

d\n—! P(x)
" (n — DN xg — Zo)™ ! ' (n — 0)!(Zg — o)+ urt=1,...,n
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eine n—fache Nullstelle sowohl bei xq als auch bei To. Diese Funktzon zst also das Pro-
dukt von (x — x9)"(x — Zo)" mal einer rationalen Funktion T Wezl bez komplex

konjugierten Variablen komplex konjugierte Werte anmmmt, qgult das auch fiir %,

das dann wieder eine rationale, reelle Funktion ist. Das ergibt folgende Relation von
rationalen reellen Funktionen:

P(z) plx) ar—biwo+ b a, — b,xo + by
= + R L
Qz) q(x)  (z—x)(z — To) (x — @0)™(x — To)"
Deshalb ldsst sich jede rational Funktion mit reellen Koffizienten zerlegen in ez'n Summe
eines Polynoms mit rellen Koeffizienten und Summanden von der Form (I C= und
% mit a,b,c,p,q, 19 € R und | € N und 4q — p* > 0.
d In|z — x| +C tirl=1
3. Termweise Integration. /—xl = | . o f
(I’ — [L'O) TN N1 + C sonst.
(I-1)(z—=0)
/ (a+br)de  [LIn(a®+pr+q) + (a— %p)fmpw +C  firl=1
- —b b
(2% + px + q) ST T T (a — 2p) i (;p2+p—x+ql +C  sonst.
2 2z+p —_
—==— arct C =1
[ o= (%) +
2+ pr+q 2a+p 2(21—3)
TP T o | @ T0 £ L

Damit kénnen wir alle rationalen Funktionen integrieren.

Satz 8.27. (Restglied der Taylorformel in Integralform) Sei f € CE([a,b]) und f™+Y €
Rla,b]. Dann gilt

1
=L ) 11—t
=3 L2yt oy [ S o i - i
m! n!
m=0 0
Beweis: durch vollstindige Induktion und partielle Integration.
(i) fiir n = 0 folgt die Aussage aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-

nung:

f(2) — f(x0) = (& — o) / F'(o + t(z — zo))dt = / f(t)dt

(ii) Die Aussage gelte fiir n € N, und f sei (n + 1) mal differenzierbar mit f"*1) €
Rla,b]. Dann folgt mit einer partiellen Integration

1

"L ) (g 1 )" 1
x) = Z ng)(ZL‘ — l’o)m + (l’ — ZL‘[))n+ /%]Nﬁ_ (1’0 + t(l’ - xO))dt

0
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t)n—l—l t=1

"L (2) (= mo)" T (1 - _—
= 3 e - I e )|

1

N T / %f”“(xo +t(x — xo))dt

n+1 (m) ! o n+1
= Z f(wo) (x —x0)™ + (x — x9 "+2/ - + 1 2 (g -tz — x0))dt
0

Also gilt die Aussage fiir n + 1. q.e.d.
Satz 8.28% (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Seien f € Rla,b]. Dann ist

b
[ faldo e [ int, @), sup f(o)

b—a z€[a,b]

Wenn f € Cr([a,b]), dann gibt es ein zo € (a,b) mit ;- f f(x)dx = f(x0).

Beweis:* Wegen inf ey f(2) < f < sup,epy f(2) folgt die erste Aussage aus der
Monotonie. Wenn f stetig ist folgt aus dem Mittelwertsatz fiir F f f(t)dt, dass
es ein xg € (a,b) gibt mit f(x¢) = F'(zo) = F(I’T =L fa f(z)dz. q.e.d.

8.5 Uneigentliches Integral

In diesem Abschnitt erweitern wir den Begriff des Riemannintegrals auf offene und
unbeschrankte Intervalle.

Definition 8.29. Fine Funktion f heiffit riemannintegrabel auf dem offenen (nicht
notwendigerweise beschrinkten) Intervall (a,b) C R, wenn f riemannintegrabel ist
auf allen kompakten Teilintervallen, und wenn fir ein ¢ € (a,b) beide Grenzwerte

lim, .,y fcf (t)dt und lim,_;_ fbf t)dt existieren.

4O i 1
Beispiel 8.30. (i) /—dx /—d oDt fir o # . Also existiert
ln|x|+C’ fira=1

der Grenzwert hmmqoo_ f1 th dt nur fir « > 1. Dann gilt fl Lde =

T« —1
—+C fira#1 o
(ii) /—da: /— _ ] et fir o 7 . Dann existiert der Grenzwert
In|z|+C fira=1
hmm_,oJr f —dz genau dann, wenn o < 1. In diesem Fall gilt fo 11 de = ﬁ

Wegen (i) folgt dann, dass fo mla dx fiir kein o existiert.



102 KAPITEL 8. DAS RIEMANNINTEGRAL

Lo 1 I R
(iii) / T2 dx. / T, xde = arctan(z) + C. Also gilt ac_l}l_ngoJr [, mdt = 5 =

hmgHC>O Jy Tz dt. Dann folgt [ 1+x2 dx = .

Verschiedenen Kriterien helfen zu entscheiden, ob diese Grenzwerte existieren. Hier
cinige Kriterien fiir uneigentliche Integrale lim,_,— [ f(¢)dt

Cauchykriterium: lim,_,_ [ f(t)dt existiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0
ein ¢ € (a,b) gibt, so dass fiir alle a < ¢ < d < e <bgilt | [] f(z)dz| <e.

Monotoniekriterium Wenn f > 0, dann existiert lim, ., faz f(t)dt genau dann,
wenn F(z) = [ f(t)dt auf x € (a,b) beschrénkt ist.

Majorantenkriterium Wenn f > 0 und f < g, dann existiert lim, ;_ fax f(t)dt
wenn lim,_;_ f g(t)dt existiert.

Definition 8.31. Eine Funktion f auf einem offenen (unbeschrinkten) Intervall heifst
absolut riemannintegrabel, wenn | f| riemannintegrabel ist.

Wegen der Dreiecksungleichung gilt dann ‘ f; f (a:)da:‘ < ff |f(x)|dx.
Alle absolut riemannintegrablen Funktionen sind also auch riemannintegrabel.

Satz 8.32. (Integralkriterium fir Reihen) Sei f : [1,00) — RT monoton fallend mit
dem Grenzwert f(x) — 0 fir x — oo. Dann ist die Folge

. /n f()dz

eine monoton fallende konvergente Folge positiver Zahlen. Fir alle m < n € N gilt
ndmlich

f) = fm) < S0 /f Jdz < 0.

k=m-+1

Die Reihe (3~ f(n))nen konvergiert genau dann, wenn [ f(z)dz < co. Dann gilt:

/f dx<Zf < f /f

Beweis: Fiir m < n € N sei py,,, € P[m,n] die Partition {m,m + 1,...,n}. Dann ist
offenbar (P, f) = S p_ney (k) und S(pun, f) = Sopey, f(k). Also gilt

/f dx<Zf

k= m+1
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Daraus folgt sofort

n

fo) =gy = Y T =Y s < 3 £ - [ fwr<o

m

Also ist die Folge (>_r_, f(k)— [," f(2)dz),en eine monoton fallende beschrénkte Folge,
die wegen dem Monotonieprinzip konverglert. Mit m =1 folgt

/n Fa)dr < 71f(x)dx <3 k) < 1) + / fa)ds

Dann folgt die Aussage aus dem Majorantenkriterium. q.e.d.

Beispiel 8.33. (i) (3 = )nen ist genau dann konvergent, wenn [~ Ldx existiert. Al-
so fiir s > 1. Dcmn gilt

1 1 1
s—1<C(S):ZnS s—1°

n=1

Der Grenzwert heifit Riemannsche (-Funktion.

(ii) Die Folge >",_, ¢ — In(n) ist eine monoton fallende konvergente Folge positiver
Zahlen. Der Grenzwert v = lim, oo (>_p_; 1) — In(n) wird Bulersche Konstante
genannt. Bis heute ist nicht bekannt, ob er rational oder irrational ist.

(iii) Wegen (i) ist die Funktion ((s) = >~ n~* fir s € (1,00) konvergent. Die Folge

von Funktionen .

"1 dz

Il =250~ | o
k=1 1

ist wegen dem vorangehenden Satz auf s € (0,00) eine monoton fallende Folge

von Funktionen. Aus dem Beispiel 7.17 folgt fiir 0 < s <t und x € [1,00)

1 1 1 1
0< el xs(l —exp((s —t)In(z))) < E(t — 5)In(z).
Deshalb ist das eine Folge von stetigen Funktionen auf s € RT. Wegen dem
vorgangehenden Satz und Satz 5.27 konvergiert sie fir alle € > 0 auf [, 00)
gleichmdf$ig gegen eine stetige Funktion auf [e,00). Auf s € (1,00) ist wegen
(1) der Grenzwert gleich

d:r_ 1

xs s—1"

1
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Und fiir s =1 ist der Grenzwert gleich

"1 [ dx "1
lim Z——/— = lim < ——ln(n)) = 7.
n—oo 1 k‘ / €T n—oo ]{]

s—1+

Also folgt lim (C(s) - ) =.

. 1 : S _ o[> 1
(iv) (Z m)nEN ist genau dann konvergent, wenn [, e = fln(?) —dx

existiert, also fir s > 1.

(v) Nach Euler ist die I'-Funktion definiert durch

['(x) = /e_ttr_ldt.
0

Dieses Integral ist an beiden Grenznen uneigentlich. Deshalb zerlegen wir es in
eine Summe von zwei Integralen fooo = fol + floo. Auf t € (0,1] ist der Integrand
beschrinkt durch e #*=1 < 7%=t <=1, Deshalb konvergiert das erste Integral
firx—1> -1 <= x>0. Wegen e t*! = exp(—t + (z — 1)In(t)) und
weil fiir alle e > 0 im Grenzwert lim;_o, der Ausdruck—et + x — 11n(t) negativ
ist, konvergiert das zweite Intgeral fiir alle x € R. Also ist T'(x) fir alle z € RT
definiert. Durch eine partielle Integration erhalten wir

R R
/ e dt = —e 't |IZR 4 g / ettt

€ €

Im Grenzwert e — 0 und R — oo erhalten wir folgende Funktionalgleichung:
['(z+1) =2I'(2).

MitT(1) = [ e tdt =1 folgt induktiv T'(n) = (n — 1)\,



Kapitel 9

Metrische Riume und
Banachraume

9.1 Metrik und Norm

Definition 9.1. (Metrik auf einer Menge X) Fine Metrik (oder Abstandsfunktion) ist
eine Abbildung d: X x X — R, (z,y) — d(x,y) mit drei Figenschaften

(i) d(xz,y) >0 fir alle x,y € X und d(z,y) =0 x =1y (Positivitit).
(ii) d(z,y) =d(y,z) (Symmetrie).
(iii) d(z,y) < d(x,z) 4+ d(z,y) fir alle x,y,z € X (Dreiecksungleichung).

0 firz=y

Beispiel 9.2. (i) auf jeder Menge X definiert d(x,y) = {1 fiir z
lirz#y

die sogenannte diskrete Metrik.
(ii) AufR definiert d(x,y) = |x — y| eine Metrik.
(iii) Auf C definiert d(z,y) = |x — y| eine Metrik.

(iv) Auf jeder nicht leeren Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) definiert
die Einschrinkung von d auf A x A — R eine Metrik.

(v) Auf dem kartesischen Produkt zweier metrischer Riume definiert die Summe bei-
der Metriken eine Metrik. Sie heifit Metrik des kartesischen Produktes.

(vi) Die Einschrinkung der Metrik (ii) auf die Vereinigung der inversen der natiirli-
chen Zahlen mit {0} definiert eine Metrik auf N = NU{oo} ~ {X | n € N}U{0}:
[n —m|

1
d(oco,n) =d(n,00) =— d(co,00) =0 fiir alle n,m € N.
nm n

d(n,m) =

105
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Die Menge V' = R" bzw. C" aller reellen bzw. komplexen Zahlen erfiillt mit
(1, oy xn) + W1y osyn) = (T1 + Y1, -, Ty + yp) und 0 = (0,...,0) die Axiome
Al. Auflerdem besitzt sie eine Skalarmultiplikation

RxV —=Vbaw. CxV = V(A (x1,...,2,)) = A (21,...,2,) = (Axq, ..., Azy).

Mit (M) - (21, ..., xn) = M- (21, ..., 2y,)). Eine Menge mit Addition und Skalarmul-
tiplikation, die das erfiillt, heifit (reeller bzw. komplexer) Vektorraum.

Definition 9.3. Fin Vektorraum V ist eine Menge V' zusammen mit den Abbildungen:
+:VxV =V, (v,w) —v+w CKxV =V, (A, v) = Ao,
die die Aziome Al der Addition und das Distributivgesetz A3 erfiillen und
A(p-v)=A-p)-v  firalelpeKveV.

Definition 9.4. Eine Norm auf einem reellen bzw. komplexen Vektorraum V ist eine
Abbildung || - || : V — R, x> ||z|| mit folgenden 3 Eigenschaften:

(i) |z]| >0 und ||z|| =0« = =0 fir allex € V

(i) ||A-z|| =M ||z|| fir A € R bzw. C und x € V

(i) [lz +yll < [lzll + llyll fir alle z,y € V

Satz 9.5. Jede Norm induziert eine Metrikd : V x V — R, (z,y) — d(z,y) = ||z — y||.

Beweis: (i) folgt aus (i) der Definition einer Norm.

(ii) d(y, =) = lly — =] = (=) (z =)l = [ = Ullz = y|| = [z — yl| = d(z,y)

(iii) d(z,y) = [z -yl = lo =z + 2z —y| < ||z — z[| + |z — y[| = d(z, z) + d(z, y).q.e.d.
Im Folgenden werden wir mit der Vorgabe einer Norm auf einem Vektorraum immer

auch die entsprechende induzierte Metrik auf diesem Vektorraum betrachten. Deshalb

fassen wir jeden normierten Vektorraum auch als metrischen Raum auf.

Definition 9.6. (Euklidische Norm und Metrik) AufR"™ definiert

N@r,e )l = VP o+ P = \fa3 + . 42

die euklidische Norm. Die entsprechende Metrik heifit dann euklidische Metrik.

Die Eigenschaft (iii) heifit dabei Minkowski—Ungleichung:

\/(x1+y1)2+...+(xn+yn)2§\/x%+...+x%+\/y%+...+yg.

Um diese zu beweisen zeigen wir zuerst die
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Cauchy—Schwarz’sche Ungleichung 9.7.

lz1y1] + - | Tayn] < \/x%+...+x%\/y%+...+yg

Beweis: Wegen |z;y;| = |z4] - |ys], 22 = |74|> und y? = |y;|* geniigt es offenbar

xlyl—l—...—i—xnyng\/x%—l—...—I—x%\/y%—i—...—l—yﬁ

zu zeigen. Das ist aber dquivalent zu

($1y1+...+$nyn)2§(x%+...+xi)(y%—l—...+yi).

Fir y = (yi1,...,yn) = 0 ist die Aussage trivial. Sei also y # 0.

2 n 2
T1Y1 + ...+ TpYn
y =§j@m%— %)

TiYyi+ ...+ TplYn

WMM—

lyl — Iyl
. T1y1 + - Tnln)?
1=1
TIY1L + .o+ Ty )?
— Pl + T Pl = 20w + . + )

= yllPll=ll* = (z1y1 + - - - + Toyn)?

Weil diese Ausdriicke nicht negativ sind folgt (z1y1 + ... + 2,yn) < ||2]?||y]|?. q.e.d.
Beweis der Minkowski Ungleichung:

(14 y1)” + oA (@ + ) < ol + I + 2(zayn + -+ 20yn)
<zl + [lyll* + 2l - [lyll < (]l + ly])>.

q.e.d.

Analog definiert ||(xy,...,2,)| = V&1Z1 + ...+ 2,7, eine Norm auf C". Iden-

tifizieren wir die komplexen Zahlen C mit R? (Realteil und Imaginérteil), dann ist
C" ~ (R?)" ~ R?",

Ubungsaufgabe 9.8. Die euklidische Norm auf R*" induziert durch diese Identifika-
tion auf C" die Norm ||(z1,...,2,)|| = Vo121 + ... + TpTp.

Definition 9.9. (Norm und Skalarprodukt) Firx = (z1,...,2,) € K" und1 < p < 0o
sel

lzllp = (Jzal” + ..+ Jzal?)H?

Wir hatten in einer Ubungsaufgabe gesehen, dass ||z, im Grenzwert p — oo gegen

[2]loe = max{|za, ..., [za[}



108 KAPITEL 9. METRISCHE RAUME UND BANACHRAUME

konvergiert. Das Skalarprodukt wird definiert als
<x,y>:xlyl+...+xn§n€K, fur x,y € K".
Fiir y € R™ setzen wir hierbei (Y1, ...,Un) =Y =Y.
Satz 9.10. (Héldersche Ungleichung) Seienp > 1 und g > 1 mit ;% + % =1.
Dann gilt (2, 9)| < lzunl 4+ eyl < lzllp - llylle  fir alle 2,y € K"
Fiir p = q = 2 erhalten wir wieder die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
[Taya] + o |nyn] <l -yl

Beweis: Wenn p =1 und ¢ = oo gilt

ey + - enyn] < (loa] + -+ o)) max{s, - Jyal}-

Den Fall p = oo und ¢ = 1 erhalten wir durch vertauschen von z und y. Wir kénnen
also 1 < p, ¢ < oo annehmen, und dass ||z, # 0 # ||y||, gilt, weil die Ungleichung sonst
offensichtlich ist. Dann folgt aus der Young’schen Ungleichung fiir alle k =1,...,n

L N 7 7 R 8 7 e o
lzllpllylle Nzl lylle = pllzlz g llylla
Nach Summation iiber £ = 1,..., n erhalten wir

nYn 1 1
ey ] 11 qe.d.

Il llyllq TP g
Satz 9.11. (Minkowski Ungleichung) Seip > 1 und z,y € K", dann gilt

1z +ylly < llzllp + Iyl

Korollar 9.12. Fir alle1 <p <oo undn € Nist || -/, : K* — R eine Norm. q.e.d.
Beweis der Minkowski Ungleichung: Fiir p = 1 oder p = oo folgt sie aus der
Dreiecksungleichung. Sei also 1 < p, ¢ < oo mit %—l—% =1l ptg=pg=p=(p—1)q.
21+l + o et yal” = el P e gl

< (loa] + DIy + 9P+ (] + Jyal) |z + yal”™

< (lllp + lyllp) (21 4y P09 4 g+ g [P0 8

= (llzllp + lyllp) |z + 12

In der dritten Zeile haben wir dabei die Holdersche Ungleichung benutzt. Also erhalten
wir ||z +y|[7 < (||=]l, + lyllp)llz +yly*. Wenn ||+ y[, = 0 ist die Aussage trivial. Aus

_1 (-2
|z + yll, # 0 folgt |z +yll, = |z +ylI’" " =z +ylly * <zl + yl,.  q-ed.
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Definition 9.13. (offener Ball, Umgebung, offene Menge) FEin offener Ball in (X, d)
mit Zentrum x € X und Radius v > 0 ist die Menge B(x,r) = {y € X | d(z,y) <r}.
Fine Umgebung eines Punktes x € X st eine Menge O C X, die fir ein r > 0 einen
Ball B(x,r) enthdlt. Eine offene Menge O C X ist eine Teilmenge, die eine Umgebung
aller ihrer Punkte ist, d.h. fir alle z € O gibt es ein € > 0, so dass B(z,¢) C O.

Beispiel 9.14. In R besteht der Ball B(x,r) aus (x —r,xz+71). Im R™ besteht der Ball
B(z,r) aus allen Punkten, deren euklidischer Abstand zu x kleiner ist als r.

Alle offenen Bélle B(z,r) sind offenbar Umgebungen von z. Fiir y € B(xz,r) ist
d(x,y) < r.Sei z € B(y,r —d(x,y)). Dann gilt d(z,z2) < d(x,y) + d(y,2) < r, also
auch B(y,r —d(x,y)) C B(xz,r). Deshalb sind die offenen Bélle tatsdchlich offen.

Offenbar ist die beliebige Vereinigung von offenen Mengen wieder offen. Fiir zwei
offene Mengen O und O" und x € ONO’ gibt es r > 0 und v’ > 0 mit B(z,r) C O und
B(z,r") C O'. Also ist B(z, min{r,r'}) C B(xz,r)NB(x,r") C ONO’, und ONO’ offen.
Damit ist auch die Schnittmenge von endlich vielen offenen Mengen wieder offen.

Definition 9.15. (abgeschlossene Mengen, Absghluss) Die Komplemente von offenen
Mengen heiffen abgeschlossen. Der Abschluss A eine Menge A ist die Schnittmenge
aller abgeschlossenen Mengen, die A enthalten.

Wegen der Regel von de Morgan, sind beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen
von abgeschlossenen Mengen wieder abgeschlossen. Deshalb ist eine Menge genau dann
abgeschlossen, wenn sie mit ihrem Abschluss iibereinstimmt.

Definition 9.16. Zwei Normen || ||y und | ||2 heiflen dquivalent, wenn es Konstan-
ten C1,Cy > 0 gibt, so dass fiir allev € V' gilt
[olly < Chlfolly und [ol]2 < Coflvl]s-

Offenbar ist die Relation zwischen Normen &quivalent zu sein eine Aquivalenzrela-
tion, also insbesondere transitiv. Denn aus

[olly < Cillvllz oz < Coljvlly [vll2 < Csllv]ls [olls < Callv]l2
folgt [olly < CiCs|lv]ls  und  [lols < CaChfjv]]s.

Beispiel 9.17. Auf den Vektorrdumen K™ haben wir fir 1 < p < oo die Normen

n 1/p
1P i
=B ool { () firp <o
sup{|vi|,...|val}  fiir p = cc.
eingefiihrt. Offenbar gilt fir alle 1 < p < oo und alle v € K"
ol < llolly < n'7lf0]loo.

Also sind alle diese Normen dquivalent.



110 KAPITEL 9. METRISCHE RAUME UND BANACHRAUME

Aquivalente Normen besitzen offenbar die gleichen offenen Mengen, so dass eine
Folge beziiglich einer Norm genau dann konvergiert, wenn sie beziiglich einer dquiva-
lenten Norm konvergiert. Auflerdem stimmen die entsprechenden stetigen Funktionen
von dquivalenten Normen iiberein. Wenn umgekehrt die offenen Mengen von zwei Nor-
men iibereinstimmen, dann miissen sie dquivalent sein, weil dann jede Kugel um die
Null der einen Norm einen Ball um die Null der anderen Norm enthalten muf.

9.2 Vollstindigkeit und Kompaktheit

Zunéchst verallgemeinern wir einige Aussagen iiber Zahlenfolgen auf allgemeine Folgen
in metrischen Raumen.

Definition 9.18. (Folgen und Cauchyfolgen) Eine Folge (x,)nen in einem metrischen
Raum (X,d) ist eine Abbildung von N nach X, mit n — x,. Eine Folge (x,)nen in
einem metrischen Raum (X, d) konvergiert gegen x € X, wenn es fir jedes € > 0 ein
N € N gibt, so dass fir allen > N gilt d(x,,z) < €.

Fine Folge (x,)nen heifst Cauchyfolge, wenn es fir jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass
fir alle n,m > N gilt d(x,, x,) < €.

Offenbar konvergiert eine Folge (x,)n,eny genau dann gegen einen Punkt a, wenn
jede Umgebung von a alle bis auf endlich viele Folgenglieder enthélt. Deshalb hangt
der Begriff der Konvergenz nur von der Wahl der offenen Mengen ab.

Ein Punkt z gehort genau dann zu dem Abschluss A, wenn alle offenen Mengen,
die = enthalten, einen nicht leeren Schnitt mit A haben. Dies ist wiederum dquivalent
dazu, dass es fiir jedes n € N ein Element a,, in dem Ball B(z, %) N A gibt, oder auch
dazu, dass es eine Folge in A gibt, die gegen x konvergiert. Damit haben wir gezeigt:

Lemma 9.19. Der Abschluss einer Teilmenge eines metrischen Raumes besteht aus
allen Grenzwerten von Folgen innerhalb der Teilmenge, die in dem metrischen Raum
konvergieren. Und eine Teilmenge ist genau dann abgeschlossen, wenn die Grenzwerte
von allen konvergenten Folgen in der Teilmenge auch zu der Menge gehdren. q.e.d.

Wenn die Folge (x,)nen gegen x konvergiert, dann gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein

N € N, so dass fiir alle n,m > N gilt d(x,,z) < § und d(z,,r) < . Dann gilt aber

auch d(z,, x,,) < d(z,, ) + d(z, x,,) < €. Damit haben wir gezeigt:
Satz 9.20. In einem metrischen Raum sind konvergente Folgen Cauchyfolgen. q.e.d.

Definition 9.21. Fin metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn auch jede Cau-
chyfolge konvergiert.

Definition 9.22. Fin vollstindiger normierter Vektorraum heifit Banachraum.
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Wegen dem Vollstandigkeitsaxiom sind R™ und C™ fiir alle n € N Banachridume.
Wegen Lemma 9.19 ist eine Teilmenge eines vollstdndigen metrischen Raumes genau
dann ein vollstdndiger metrischer Raum, wenn sie abgeschlossen ist.

Definition 9.23. (kompakt) Eine Teilmenge der offenen Mengen von (X,d), die X
tiberdeckt, (d.h. jedes Element von X ist in mindestens einer der offenen Mengen ent-
halten) heifst offene Uberdeckung von X. Der metrische Raum heifit kompakt, wenn
jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Satz 9.24. Fir einen metrischen Raum (X, d) sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) (X,d) ist kompakt.
(ii) Jede Folge in (X,d) besitzt eine konvergente Teilfolge.

(iii) (X, d) ist vollstindig und fiir jedes ¢ > 0 besitzt (X,d) eine endliche Uberdeckung
mit offenen Billen vom Radius .

Beweis: (i)=-(ii): Sei (2,)nen eine Folge ohne Haufungspunkt. Dann sind fiir allen € N
die Mengen F,, = {x,, | m > n} abgeschlossen, weil der Abschluss von jedem F}, gerade
aus der Vereinigung von F,, mit den Haufungspunkten von (x,),en besteht. Weil aber
der Schnitt (1), o £, nur aus Haufungspunkten von (x,),en bestehen kann, bilden die
Mengen (X \ F,)nen eine offene Uberdeckung von X . Offenbar ist aber der Schnitt von
endlich vielen Mengen der Mengen (F),)nen nicht leer. Also besitzt die Uberdeckung
(X \ F,.)nen keine endliche Teilitberdeckung.

(il)=-(iii): Sei also (X, d) ein metrischer Raum, der (ii) erfiillt. Dann besitzt aber
jede Cauchyfolge (z,)nen einen Héufungspunkt z. Dann gibt es fiir jedes € > 0 eine
natiirliche Zahl N € N, so dass alle m,n > N auch d(x,,z,,) < § erfiillen. Weil x ein
Héufungspunkt ist, gibt es aber ein m > N, so dass d(z,,, ) < § gilt. Also gilt fiir alle
n > N auch

d(zn, z) < d(Tn, ) + d(xm, ) < €.

Also konvergiert (z,)nen gegen x und damit ist (X, d) vollstandig. Sei ¢ > 0 so
gewihlt, dass es keine endliche Uberdeckung von X mit Béllen vom Radius e gibt.
Dann konnen wir fiir jedes n € N eine Folge (x,,)men induktiv so definieren, dass
Tp1 € X \ UL _; B(zy,€). Die Folge (,)men erfilllt also fir alle n # m € N
d(xp, x,) > €. Also besitzt sie keine Teilfolge, die eine Cauchyfolge ist, und damit
auch keinen Haufungspunkt im Widerspruch zu (ii).

(iii)=-(i): Wir nehmen an (X, d) erfiillt Bedingung (iii) und (Uy)ez sei eine Uber-
deckung von (X,d), die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Dann definieren wir
induktiv eine Folge (x,,)nen, so dass die Bélle B(x,,, 2~"™) keine endliche Teiliiberdeckung
von (Uy)aer besitzen und fiir alle n € N die Bélle B(z,,41,2~"*Y) und B(x,,2™") nicht
disjunkt sind. Weil namlich (X, d) eine endliche Uberdeckung von Billen vom Radius
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2-(+1) besitzt, und weil B(x,,2™") keine endliche Teiliiberdeckung von (Uy)xez be-
sitzt, gibt es mindestens einen Ball vom Radius 2~ der nichtleeren Schnitt mit
B(zy,,27") hat und keine endliche Teiliiberdeckung von (U, )er besitzt. Weil aber

3 q =1 1 1
un — =
2.9n < om — on 14

2

d(l’n, anrl) < = 27"+1’

ist die Folge (x,)nen eine Cauchyfolge. Der Grenzwert gehort dann zu einer Menge
(Ux)aer, und es gibt ein € > 0, so dass B(z,€) C U,. Fiir geniigend grofles m ist dann
Q,,L%Q < ¢, und deshalb auch d(z,,,z) < 3-27™ und

B(zm,2™™) C B(x,27™%%) C B(z,¢).

Also besitzt ein Ball B(x,,,27™) eine endliche Teiliiberdeckung von (U))aerim Wider-
spruch zu der Annahme, dass (Uy)xer keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. q.e.d.
Dieser Satz hat einige wichtige Folgerungen:

Korollar 9.25. (i) Kompakte Mengen eines metrischen Raums sind abgeschlossen.
(ii) Abgeschlossene Teilmengen einer kompakten Menge sind wieder kompakt.

Beweis: (i) Kompakte Mengen sind vollstandig, und stimmen wegen Lemma 9.19 mit
ihrem Abschluss iiberein.

(ii) Abgeschlossene Teilmengen einer kompakten Menge erfiillen offenbar wieder die
Bedingung (ii) des vorangehenden Satzes. q.e.d.

Definition 9.26. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) heifit beschrankt,
wenn fiir ein x € X, die Menge der Abstinde {d(x,y)|ly € A} beschrinkt ist.

Wegen der Dreiecksungleichung ist diese Bedingung &dquivalent dazu, dass fiir alle
xr € X die Mengen {d(z,y) | y € A} beschrénkt sind, aber nicht uniform in z € X.

Offenbar sind alle kompakten Teilmengen eines metrischen Raumes beschréinkt und
abgeschlossen. In K" gilt auch die Umkehrung. Dort konvergiert eine Folge ndmlich
genau dann, wenn fiir alle ¢ = 1,...,n die jeweilige Folge der i-ten Komponenten
konvergieren. Deshalb iibertrégt sich der Beweis des Satzes 5.9 sofort auf den

Satz 9.27. Eine Teilmenge A C K" ist beziiglich einer der dquivalenten Normen || ||,
mit p € [1, 00| genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

Beispiel 9.28. (i) Die Intervalle [a,b] sind kompakt.
(ii) N aus Beispiel (vi) ist kompakt.
(iii) Sei (an)nen konvergent mit Grenzwert a. Dann ist {a} U {a,|n € N} kompakt.
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9.3 Stetigkeit

Definition 9.29. Fine Abbildung f : X — Y, x> f(z) von einem metrischen Raum
(X, d) in den metrischen Raum (Y,d) heifit stetig in x € X, wenn es fir jedes € > 0
ein § > 0 gibt, so dass alle y € B(x,d) C X auch f(y) € B(f(z),e) CY erfillen. Die
Abbildung f heif§t stetig, wenn sie in allen Punkten von X stetig ist.

Stetig im Punkt x heifit also, dass alle Punkte, die sehr nahe bei x liegen, auf Werte
abgebildet werden, die sehr nahe bei f(x) liegen.

Satz 9.30. Fir eine Abbildung f : X — Y, x +— f(x) zwischen den metrischen
Réiumen (X, d) und (Y,d) ist folgendes dquivalent:

(1) f ist stetig in x.
(ii) Das Urbild jeder Umgebung von f(x) ist eine Umgebung von x.

(iii) Fir jede Folge (xp)nen in (X, d), die gegen x konvergiert, konvergiert auch die
Folge (f(z))nen gegen f(z).

Beweis: (i)« (ii) Die Umgebungen von x sind gerade die Mengen, die einen §-Ball um
x enthalten. Also ist (ii) dquivalent zu der Aussage, dass das Urbild jedes e-Balles um
f(z) einen 0-Ball um z enthélt. Diese Aussage ist nur eine Umformulierung von (i).

(i)« (iii) Die Folgen (z,)neny und (f(2y,))nen konvergieren genau dann gegen x bzw.
f(z), wenn jede Umgebung von = bzw. f(x) alle bis auf endlich viele Folgenglieder
enthdlt. Wenn also (z,)n,en gegen x konvergiert und f (ii) erfiillt, dann konvergiert
auch (f(x,))nen gegen f(z). Also folgt aus (ii) auch (iii). Wenn es umgekehrt einen
e-Ball von f(z) gibt, dessen Urbild keinen d-Ball von x enthélt, dann gibt es eine Folge
(Zn)nen von Punkten x,, € B (a:, %), so dass die Folge der entsprechenden Werte f(x,,)
im Komplement dieses e-Balles von f(x) liegt: f(x,) & B(f(z),€). Also konvergiert
(Tn)nen gegen x aber f(z,) nicht gegen f(x). q.e.d.

Korollar 9.31. Fiir eine Funktion f : X — Y zwischen den metrischen Rdumen
(X,d) und (Y, d) ist folgendes dquivalent:

(1) f st stetig.

(ii) Das Bild (f(zy))nen jeder konvergenten Folge (x,,)nen ist konvergent und es gilt

Jim f(o) = £ (fim, 7).

(iii) Das Urbild jeder offenen Menge ist offen.

(iv) Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge ist abgeschlossen.
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Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz sind (i) und (ii) dquivalent. Weil eine Menge
genau dann offen ist, wenn sie eine Umgebung von allen ihren Punkten ist, zeigt der
vorangehende Satz, dass aus (i) bzw. (ii) auch (iii) folgt. Weil jede Umgebung eines
Punktes auch eine offene Umgebung des Punktes enthélt, folgt wieder wegen dem
vorangehenden Satz aus (iii) auch (i) bzw. (ii). Weil nun die abgeschlossenen Mengen
gerade die Komplemente der offenen Mengen sind und das Urbild eines Komplementes
gerade gleich dem Komplement des Urbildes ist, ist (iii) zu (iv) dquivalent. q.e.d.

Korollar 9.32. Die Komposition zweier stetiger Abbildungen ist stetig. Die analoge
punktweise Aussage gilt auch.

Beweis: Benutze die Aquivalenz zwischen (i) und (iii) im vorangehenden Korollar und
die Gleichung

(fog) ' [A] = g~ [/ Al
Beispiel 9.33. (i) Auf jedem metrischen Raum ist die identische Abbildung 1x stetig.
(ii) Die konstante Abbildung, die alle x € X auf einen Punkt y abbildet ist stetig.
(iii) Wegen der Dreiecksungleichung gilt
d(z,y) < d(z,u) +d(u,y) < d(z,u) + d(u,v) + d(v,y).

Also gilt auch d(z,y) — d(u,v) < d(z,u) + d(v,y). Durch vertauschen (x,y) <
(u,v) und unter Benutzung der Symmetrie erhalten wir

d(u,v) —d(z,y) < d(z,u) +d(v,y) = |d(z,y) — d(u,v)| < d(z,u) + d(v,y).
Mit der Metrik aus dem Beispiel 9.2 (v) auf X x X istd : X x X — R also stetig.
(iv) In Bezug auf die induzierte Metrik ist wegen
ol = llwllf < flv=wl[ - fir alle v,w €V
auf jedem normierten Vektorraum V die Norm || - || eine stetige reelle Funktion.
(v) Wegen der Dreiecksungleichung sind fiir jeden normierten Vektorraum V
+:VxV-=V, (@uw—ov+w KxV-oK  (Av)—Ao
stetige Abbildungen. Das gilt auch fiir die Abbildungen
—:K—=K, z——-2 und LK\ {0} = K\ {0}, z~—al

(vi) Eine Folge (z,)nen in einem metrischen Raum (X,d) laft sich genau dann zu
einer stetigen Abbildung von N nach X fortsetzen, wenn sie konvergiert. oo wird
dann auf lim z, abgebildet.
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Korollar 9.34. Das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung ist
kompakt.

Beweis: Sei f: X — Y, 2+ f(z) eine stetige Abbildung und A C X eine kompakte
Menge. Dann ist das Urbild einer beliebig offenen Uberdeckung von dem Bild

fIAl={y €Y |3z e Amit f(z) =y}

eine offene Uberdeckung von A. Diese besitzt, wenn A kompakt ist, eine endliche
Teiliiberdeckung. Also besitzt jede offene Uberdeckung von f[A] eine endliche Teiliiber-
deckung und f[A] ist kompakt. q.e.d.

Korollar 9.35. Alle stetigen Funktionen auf einem kompakten metrischen Raum sind
beschrinkt. Das Bild einer reellen stetigen Funktion auf einem kompakten metrischen
Raum besitzt ein Minimum und ein Maximum.

Beweis: Sei (X,d) kompakt und f : X — K, =z — f(z) stetig. Dann ist f[X]
kompakt und damit auch beschrinkt. Wegen Korollar 5.11 besitzen die kompakten
Teilmengen von R sowohl ein Minimum als auch ein Maximum. q.e.d.

Korollar 9.36. Sei f eine bijektive stetige Abbildung von einem kompakten metrischen
Raum (X, d) auf einen metrischen Raum (Y,d). Dann ist die Umkehrabbildung stetig.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Korollar ist das Bild f[X] = Y kompakt. Weil
aber wegen Korollar 9.25 eine Teilmenge eines kompakten metrischen Raumes genau
dann abgeschlossen ist, wenn sie kompakt ist, folgt die Aussage aus dem vorangehenden
Korollar und der Charakterisierung (iv) im Korollar iiber stetige Abbildungen. q.e.d.

Satz 9.37. Auf K" sind alle Normen paarweise dquivalent.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass alle Normen dquivalent sind zu || - ||;. Sei also || - ||
eine beliebige Norm. Sei ey, ..., e, die Basis von K", deren i—tes Element nur an der
i—ten Stelle eine nicht verschwindende Komponente hat, die dann jeweils gleich Eins
ist. Wegen der Dreiecksungleichung gilt dann fiir jedes v = (vy,...,v,) € K"

[oll < Jvil - llexll + - + lval - llenll < max{[lea]], ..., lenll}|v]l:-
Aus der Dreiecksungleichung folgt dann fiir alle v, w € K"
ol = lwll] < [l —wl| < max{ffe], . .., [enl[}v — w]l-

Also ist die Abbildung v — ||v|| stetig beziiglich der Norm | - ||, und wegen dem
Satz 9.27 von Heine-Borel ist die Menge {v € K" | ||v]|; = 1} kompakt. Wegen Ko-
rollar 9.35 nimmt diese Funktion auf dieser Menge das Minimum C' an. Wegen der
Positivitat von || - || gilt C' > 0. Daraus folgt

Cllofly < ' H lv]l1 = ||v]| < max{]le1]],-. .., |lex]|}||v]: fiir alle v € K™\ {0}.q.e.d.

v
o]l
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Definition 9.38. (Gleichmdssige Stetigkeit, Lipschitzstetigkeit) Eine Abbildung f :
X — Y zwischen metrischen Rdaumen heif$t gleichmdfig stetig, wenn es fir alle € > 0
ein d > 0 gibt, so dass d(f(z), f(y)) < € fur alle x,y € X mit d(z,y) < J gilt.

Die Abbildung heifit lipschitzstetig auf A, wenn es eine Konstante L > 0 (Lip-
schitzkonstante) gibt, so dass fir alle x,y € A gilt d(f(x), f(y)) < Ld(x,y).

Offenbar ist jede lipschitzstetige Abbildung auch gleichméBig stetig und jede gleich-
méBig stetige Abbildung auch stetig. Es gilt auch folgende Umkehrung;:

Satz 9.39. Sei f : X — Y, x — f(z) eine stetige Abbildung zwischen metrischen
Raumen. Dann ist f auf jeder kompakten Menge A auch gleichmdflig stetig.

Auf kompakten Mengen sind also gleichméflige und einfache Stetigkeit dquivalent.
Beweis: Sei also f : X =Y, 1z +— f(z) stetig und A C X kompakt. Dann gibt es fiir
jedes € > 0 und jedes x € A ein 6(z), so dass f(y) € B(f(x), 5) ausy € B(z,0(x)) folgt.
Wir wihlen eine endliche Teiliiberdeckung von der offenen Uberdeckung {B(z, x)) |
r € A} von A. Sei § das Minimum der Radien dieser endlichen Telluberdeckung.
Dann gibt es fir alle y,2 € A mit d(y,z) < J einen Ball B(:U,@) der endlichen

Teiliiberdeckung mit y € B(x, ( ). Dann folgt

d(z,z) <d(z,y) +d(y, z) < (5(21') + @ =0(z) also z € B(z,d(x)).
Daraus folgt AF ), 1) < (@), [) +d(f @), f) <. qed.

Ubungsaufgabe 9.40. Zeige in mehreren Schritten, dass sich jeder metrische Raum
(X,d) auf eindeutige Weise vervollstandigen lift.

(i) Auf dem Raum aller Cauchyfolgen in (X,d) ist die Relation
(Tp)nen ~ (Yn)neny <= die reelle Folge (d(xy, Yn))nen konvergiert gegen Null.

eine Aquz’valenzrelgtion. Die Menge der entsprechenden Aquivalenzklassen be-
zeichnen wir mit X .

(ii) Fiir Cauchyfolgen (xn)nen, (Yn)nen ezistiert der Grenzwert d((2n)nen, (Yn)nen) =

lim d(x,,y,) und hingt nur von den Aquivalenzklassen der Cauchyfolgen ab.

(iii) Die entsprechende Abbildung d: X x X = R definiert eine Metrik.
(iv) (X,d) ist ein vollstindiger metrischer Raum.

(v) Die konstanten Folgen definieren eine isometrische (mit beiden Metriken vertrdagli-
che) Abbildung X — X, und das Bild dieser Abbildung liegt dicht in X (d.h. der
Abschluss von dem Bild ist gleich X ).
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(vi) Zeige, dass sich jede gleichmafig stetige Abbildung f von (X, d) in einen vollstin-
digen metrischen Raum (Y, d) eindeutig zu einer stetigen Abbildung f von (X, d)
nach (Y,d) fortsetzen lafit. Daraus folgt dann, dass X sich isometrisch und bijek-
tiv auf den Abschluss des Bildes jeder isometrischen Abbildung von X in einen
vollstindigen metrischen Raum abbilden ldfst.

Weil jede reelle Zahl der Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen ist, sind
die reellen Zahlen die Vervollstindigung des metrischen Raums der rationalen Zahlen.
Anstelle unserer axiomatischen Charakterisierung der reellen Zahlen kénnen wir also
die reellen Zahlen auch als die Vervollstdndigung der rationalen Zahlen konstruieren.

9.4 Funktionenriume

In diesem Abschnitt sei (X, d) ein metrischer Raum und (Y, d) ein metrischer Raum,
ein normierter Vektorraum oder eine normierte Algebra:

Definition 9.41. Fine normierte Algebra ist ein normierter Vektorraum V mit einer
assoziativen und distributiven Multiplikation - -V x V. — V', die Folgendes erfiillt:

(v+0") v =v- 0" +0" v (W) = A ) lo- || < o]l - ||v/]]
v+ ) =00+ v (W)= ANv-v)  firallev, o', 0" € VA e K.

Wenn V' wollstindig ist, heifst V' Banachalgebra.

Wir betrachten in diesem Abschnitt Mengen von Abbildungen von X nach Y.
Wenn Y ein normierter Vektorraum ist konnen wir solche Abbildungen punktweise
miteinander addieren und mit Elemente von K multiplizieren, und wenn Y eine Algbera
ist, auch punktweise miteinander multiplizieren:

[rgiX =Y, aef@ g, A XY, aeMf()
f-g:X =Y, x—f(x) - g(x).

Die Addition erfiillt offenbar die Axiome A1 und mit der Skalarmultiplikation das Dis-
tributivgesetz. Dadurch wird die Menge aller Abbildungen in einen Vektorraum Y zu
einem Vektorraum, und zu einer Algebra, wenn Y eine Algebra ist. Das Inverse einer
Funktion f in eine Algebra mit Eins 1 € Y existiert nur, wenn f(z) fiir alle z € X inver-
tierbar ist. Indem wir die Elemente von K mit den entsprechenden Vielfachen der Eins
identifizieren, wird die Skalarmultiplikation zu einem Spezialfall der Multiplikation.

Definition 9.42. Fine Folge von Funktionen (f,)neny von X nach'Y heifst

punktweise konvergent, wenn die Folgen (f,(x))nen fir jedes x € X konvergieren.
Die Grenzwerte definieren wieder eine Funktion f :x —Y, x+— lim, . fu(2).
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gleichmiBig konvergent, wenn es eine Funktion f : X — Y, x> f(x) gibt, und
fiir alle e >0 ein N € N, so dass d(fn(x), f(x)) <€ firn> N und x € X gilt.

Offenbar ist jede gleichméBige konvergente Folge ( f,,) auch punktweise konvergent,
aber nicht umgekehrt (siche Beispiel 5.24).

Definition 9.43. Eine Funktion f : X — Y, x +— f(x) heifst beschrinkt, wenn
das Bild f[X] eine beschrinkte Menge in'Y ist. B(X,Y), bezeichne die Menge aller
beschrdankten Abbildungen von X nachY . Auf B(X,Y') bezeichne d folgende Abbildung:

d: BX,Y)x BX,Y) =R, (f.g) = d(f,g) = sup{d(f(x), 9(x)) | z € X}.
Wenn Y ein normierter Vektorraum ist, dann bezeichne || - ||« folgende Abbildung:

[ lloo: BX,Y) = R, = |[fllee = ilel)lgllf(x)H-

Satz 9.44. (i) Fir metrische Riume X und Y ist d eine Metrik auf B(X,Y).

(ii) Wenn Y ein normierter Vektorraum (Algebra) ist, ist B(X,Y) ein normierter
Vektorraum (Algebra) mit Norm || - ||, die die Metrik aus (i) induziert.

(iii) Wenn Y ein vollstindiger metrischer Raum ist, dann auch B(X,Y).

Beweis: (i) und (ii) folgen daraus, dass d eine Metrik bzw. || - || eine Norm auf Y ist,
und weil wegen der Dreiecksungleichung und wegen ||v - w|| < [jv| - [Jw|| die Summe
und das Produkt zweier beschrankter Funktionen wieder beschrankt ist.

(iii) Sei (fy)nen eine Cauchyfolge in By (X,Y). Fiir alle € > 0 gibt es ein N € N mit

d(fn(z), fm(2)) < d(fn, fin) < % fiir alle n,m > N und alle z € X.

Dann sind fiir alle 2 € X die Folgen (f,(z))nen Cauchyfolgen. Also konvergieren sie
punktweise gegen eine Funktion f : X — Y, x — f(z). Wegen Beispiele 9.33 (iii)
sind dann fiir alle g € B(X,Y") auch die Folgen d(g, f,) Cauchyfolgen in R und damit
beschrankt. Fiir alle € > 0 und alle z € X gibt es ein N(z) € N, so dass fiir alle
m > N(x) gilt d(f,(z), f(x)) < §. Damit folgt fiir n > N und m > max{N, N(z)}

d(fn(2), f(2)) < d(fn(2), frn(2)) + d(fm(2), f(2)) <€

Also konvergiert (f,,)nen gleichméfig gegen f. q.e.d.

Definition 9.45. C,(X,Y) sei der Unterraum von B(X,Y) aller stetigen und be-
schrdnkten Funktionen von X nach'Y'.

Satz 9.46. (i) Fir metrische Riume X undY ist Cy(X,Y") abgeschlossen in B(X,Y).
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(ii) Wenn 'Y ein normierter Vektorraum (Algebra) ist, dann auch Cy(X,Y).
(iii) Wenn Y wollstindig ist, dann auch Cy(X,Y).

Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz und Lemma 9.19 geniigt es zu zeigen, dass fiir
jede Folge in C,(X,Y), die als Folge in B(X,Y") konvergiert, der Grenzwert in Cj,(X,Y)
liegt. Sei (f,)nen eine Folge in Cy(X,Y)), die in B(X,Y) gegen f konvergiert. Dann
gibt es fiir jedes € > 0 ein n € N mit d(f,, f) < 5. Weil f, stetig bei x € X ist gibt es
ein § > 0, so dass d(f.(), fu(y)) < § fiir alle y € B(x,d) gilt. Dann folgt

d(f(x), f(y)) < d(f(2), fu(@)) + d(fal2), fa(y)) + d(fa(y), [ ()

< d(f(x), fu(@)) + d(fu(2), fa(y)) + d(fu(y), f ()
< €. Also ist f bei x € X stetig. q.e.d.

Die gleichméBige Konvergenz der Folge ( f,)nen ist notwendig (sieche Beispiel 5.24).
Wenn Y ein Banachraum ist, dann sind sowohl B(X,Y) als auch Cy(X,Y’) Banachrau-
me. Wenn Y eine Banachalgebra ist wie z.B. K, dann sind auch B(X,Y) und Cy(X,Y)
Banachalgebren. Der Fall Y = K wird im Folgenden noch o6fter vorkommen. Jetzt
kénnen wir die Vervollstdndigungen aller metrischen Radume leicht konstruieren:

Satz 9.47. Seir X ein metrischer Raum und xq € X. Fiir alle x € X gehort dann
I(x): X =R y—d(z,y) —d(zo,y) 2u Cp(X,R).
Die Abbildung I : X — Cy(X,R) x— I(x)

ist eine isometrische Abbildung von X nach Cy(X,R), d.h. es gilt d(1(x), I(y)) = d(z,y)
fur allex,y € X. Fir jede gleichmdf$ig stetige Abbildung f von X in einen vollstindigen
metrischen Raum Y, gibt es eine stetige Abbildung g von dem Abschluss des Bildes
I[X] € Cy(X,R) nach Y, so dass f gleich g oI ist (vergleiche Ubungsaufgabe 9.40).

Beweis: Wegen Beispiel 9.33 (iii) sind die reellen Funktionen I(z) fiir alle z € X stetig.
Wegen der Dreiecksungleichung gilt fiir alle y € X

I(z)(y) = d(z,y) — d(zo,y) < d(z,20) + d(x0,y) — d(x0,y) = d(z, x0).
Also gehoren diese Funktionen zu Cp( X, R). Fir z,y € X gilt

d(z,y) = d(x,y) — d(y,y) < d(I(z),I(y)) =sup|d(z,2) — d(y, z)| < d(x,y).

zeX

Also ist I eine isometrische Abbildung. Sei h € Cy(X,R) ein Element im Abschluss von
I[X]und f: X — Y eine gleichméBig stetige Abbildung in einen vollstdndigen metri-
schen Raum Y. Fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0, so dass d(f(z), f(y)) < e aus d(z,y) <
§ folgt. Insbesondere haben alle Elemente von {f(z) € Y | z € X mit d(I(z),h) < 3}
paarweise einen Abstand kleiner als €. Deshalb werden alle Folgen in X, deren Bilder
unter I gegen h konvergieren, auf Cauchyfolgen in Y abgebildet, die alle gegen das
gleiche Element von Y konvergieren. Indem wir A durch g auf diesen Grenzwert in Y
abbilden, erhalten wir eine Abbildung g mit den gewiinschten Eigenschaften. q.e.d.
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Satz 9.48. (Satz von Stone—Weierstrafl) Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum
und A C Cy(X,R) eine Unteralgebra, die die konstanten Funktionen enthdlt und die
Punkte trennt, d.h. fir alle x #y € X gibt es f € A mit f(x) # f(y). Dann ist der
Abschluss von A gleich Cy(X, R).

Lemma 9.49. Auf [0,1] C R konvergiert die induktiv definierte Folge von Polynomen
Pnt1(z) = pa(x) + 3 (z — p(x)) mit po = 0, gleichmdfig gegen die Funktion x — \/z.

Beweis : Wir zeigen zunéchst mit vollstdndiger Induktion, dass 0 < p,(z) und 0 <
p2(z) < x fiir z € [0,1] und alle n € Ny gilt. Beides ist fiir n = 0 offensichtlich.

r—pia(r) = x—pi(z) —pa(e) (x — p2(2)) — 5 (z — p2(2))’

Aus p?(z) < x < 1 folgt p,(x )<1unddamit1—’)"7@zéund(1—p"7(m))22
Deshalb ist die Folge (p,(2)),en < p,
Dann gilt auch ((1— p"(w)) -9 <1-% und deshalb auch 0 < z—p?(z) < z- (1

Wegen 1 x => &) >14+% folgt dann aus der Bernoulli Unglelchung ) >
142 und 0 <z—pix) < me < 2. Also konvergiert (p2(z))pen auf z € [0,1]

gleichmiiﬁig gegen z. Die Funktion [0,1] — [0,1], x + /7 ist die Umkehrfunktion
von [0,1] — [0,1], =z + x2. Weil die zweite Funktion stetig ist, ist wegen Korollar 5.18
die erste stetig und wegen Satz 5.22 sogar gleichméfig stetig. Dann konvergiert die Folge
(pn(z) = /P2(2))nen gleichmiBig gegen /x. q.e.d.
Beweis des Satzes von Stone—Weierstraf3: Wegen Lemma 9.49 gibt es eine Folge
von Polynomen, die auf [0, 1] gleichméBig gegen 2z — +/x konvergieren. Deshalb gehort

1£] = 11.f]lcon /(Hflloo )2 fiir jedes f € A zu dem Abschluss A von A. Fiir f, g € A gehéren

Sup(f,9) = 3/ +g+17 —gl) wnd inf(f9) = 5/ +9—1f )

zu A. Weil A die Punkte von X trennt, gibt es fiir alle  # y € X und alle a, 3 € R
ein Element f € A mit f(z) = a und f(y) = (. Sei ndmlich g eine Funktion mit
g(x) # g(y). Dann ist f = o + m(g — g(z)) eine solche Funktion.

Sei jetzt f € Cp(X,R) eine fest vorgegebene Funktion und € > 0. Dann gibt es fiir
alle x,y € X eine Funktion g, , € A die bei z und y mit f iibereinstimmt. Dann gibt
es ein 8., > 0, so dass g,,(2) < f(2) + € fiir alle 2 € B(y, 6z,) gilt. Durch Ubergang
zu einer endlichen Teilitberdeckung von {B(y,0,,) | ¥ € X} und dem Infimum der
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entsprechenden Funktionen g, , € A gibt es eine Funktion g, € A, die g,(z) = f(z) und
gz < [+ e erfiillt. Wegen der Stetigkeit von f und g, gibt es fiir alle x € X ein 6, > 0,
so dass f(y) — € < g.(y) fiir alle y € B(z,4,) gilt. Durch Ubergang zu einer endlichen
Teilitberdeckung von {B(x,0,) | + € X} und dem Supremum der entsprechenden
Funktionen g, finden wir schlieBlich eine Funktion ¢ in A, die f —e < g < f + € auf X
erfiillt. Weil e beliebig ist folgt f € A. q.e.d.

Satz 9.50% (Satz von Dini) Auf einem kompakten metrischen Raum (X, d) konvergiert
eine monotone Funktionenfolge (f,)nen von stetigen reellen Funktionen gleichmdfig,
wenn sie punktweise gegen eine stetige Funktion f konvergiert.

Beweis*: Sei (f,,)nen eine monoton wachsende Folge in Cy, (X, R), die punktweise gegen
f € Cy(X,R) konvergiert. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 und x € X ein n(z) € N, so
dass f(x) — fu@)(z) < 5 gilt. Da fu) und f stetig sind gibt es ein é(z), so dass

€

| ) (@) = fa@ ()] < 3 und |f(x) = f(y)] < % fiir alle y € B(w,d()) gilt.

Dann gilt dort auch f(y) — fu@)(y) < e. Wéhle eine endliche Teilitberdeckung von
{B(z,d(x)) | x € X}. Dann gilt fur m > Maximum der entsprechenden n(z)

W) = fa(y) < Fy) = faw(y) <€
auf den Mengen der Teiliiberdeckung. Das zeigt die gleichméflige Konvergenz. q.e.d.

Definition 9.51. (relativkompakt) Eine Teilmenge eines metrischen Raumes heifst re-
lativkompakt, wenn der Abschluss kompakt ist.

Lemma 9.52. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) ist genau dann
relativkompakt, wenn jede Folge in A eine in X konvergente Teilfolge besitzt.

Beweis: Wenn A relativkompakt ist, dann besitzt wegen Satz 9.24 jede Folge in A eine
konvergente Teilfolge, deren Grenzwert im Abschluss A liegt. Hat umgekehrt jede Folge
in A eine konvergente Teilfolge, dann gibt es wegen Lemma 9.19 fiir jede Folge (z,,)nen
im Abschluss von A auch eine Folge (a,,)nen in A mit d(z,,a,) < % Dann konvergiert
die jeder konvergenten Teilfolge von (ay,)nen entsprechende Teilfolge von (x,,)nen gegen
den gleichen Grenzwert wie die entsprechende Teilfoge von (a,)n,en. Wegen Satz 9.24
ist dann der Abschluss von A kompakt. q.e.d.

Satz 9.53% (Arzela—Ascoli) Sei X ein kompakter und Y ein vollstindiger metrischer
Raum. Eine Teilmenge F C Cy(X,Y) ist genau dann relativkompakt, wenn

(i) fir jedes x € X die Menge {f(z) | f € F} relativkompakt ist, und

(ii) fir jedes x € X die Menge F gleichgradig stetig ist in x, d.h. fir jedes x € X und
jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0 mit f(2') € B(f(x),€) fir alle 2’ € B(z,9), f € F.
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Beweis™: Zunichst nehmen wir an, dass die Menge F die Bedingungen (i)-(ii) erfillt.
Wir zeigen dann, dass jede Folge (f)nen in F eine in Cy(X,Y') konvergente Teilfolge
(gn)nen besitzt. Dafiir zeigen wir zuerst, dass F auf X sogar gleichméBig gleichgradig
stetig ist. Fiir jedes € > 0 und jedes y € X gibt es wegen (ii) ein §, > 0, so dass
d(f(z), f(y)) < § fiir alle f € F aus d(z,y) < 20, folgt. Wegen der Kompaktheit
von X hat die Uberdeckung {B(y,d,) | y € X} eine endliche Teiliiberdeckung X =
B(y1,61) U...U B(yn,dn). Sei 6 das Minimum von 4y, ...,dy. Dann enthilt fir alle
Paare z,2’ € X mit d(z,2’) < 0 einer der Bélle B(y1,01),...,B(yn,dy) den einen
Punkt z. Damit sind beide in einem der Bélle B(y1,261),. .., B(yn,2dy) enthalten.
Daraus folgt d(f(z), f(z')) < §+ 5 = € fiir alle f € F. Also ist F gleichgradig stetig
auf ganz X.

Sei (m)men eine Folge, die in X dicht liegt. Wegen (i) ist fiir alle m € N der
Abschluss A,, der Menge {f.(z,) | n € N} eine kompakte Teilmenge von Y. Wir
definieren induktiv eine Teilfolge von (g,)nen von (fn)nen und eine Folge (a.,)men in
Y, so dass d(gn(Tm),am) < % fiir alle m € N und alle n > m gilt. Dafiir wahlen
wir zunéchst einen Haufungspunkt a; von (f,,(21))neny und eine Teilfolge (g,)nen von
(fa)nen, so dass d(gn(z1),a1) < = fiir alle n € N gilt. Induktiv wihlen wir fiir jedes
M € N\ {1} einen Héufungspunkt as; von (g, (zar))nen und ersetzen alle Folgenglieder
von (g )nen mit Indizes> M durch eine Teilfolge von (gy,)n>nr, s0 dass d(gn (), anr) <
% fir alle n > M gilt. Dann gilt d(gn(m), am) < % firalle m=1,..., M und n > m.

Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass aus z,z’ € X mit d(z,z’) < ¢ fir
alle n € N folgt d(gn(z), gn(2")) < 5. Die Uberdeckung (B(Zm,6))men von X besitzt
eine endliche Teiliiberdeckung. Also gibt es ein M € N, so dass alle [,n > M an den
Zentren der Bille der Teiliiberdeckung d(gi(7m), gn(7m)) < § erfiillen. Dann folgt fiir
alle x € X und alle [,n > M

A(9i(x). 9a(2)) < d(9i(w). 91(2))+d(G1(@), 9 (2)) G (2), 9 (2)) < G55 = €.
Also ist (gn)nen in Cp(X,Y) eine Cauchyfolge. Wegen der Bedingung (i) konvergiert
sie dann in B(X,Y'). Wegen Satz 9.46 liegt der Grenzwert in Cp(X,Y).

Wenn umgekehrt F relativkompakt ist, dann besitzt wegen Lemma 9.52 mit jeder
Folge in F fiir jedes € X auch die Folge der entsprechenden Funktionswerte eine
konvergente Teilfolge. Also erfiillt F die Bedingung (i).

Auflerdem gibt es fiir jedes x € X und € > 0 endlich viele fi,..., fi im Abschluss
von F, so dass B(fi,¢/3) U...U B(fx,€/3) den Abschluss von F iiberdeckt. Weil
fi,. .., fx stetig sind, gibt es dy,...,0r > 0,so dass fir allei = 1,..., kaus 2’ € B(z, ;)
folgt f;(x") € B(f(x),€/3). Dann gibt es fiir alle f € F ein f; so dass fiir alle 2’ € B(z, )

A (@), f@) < A @), fi@) + AU, Fi@) + (i) J@) < 5+ 5+ 5=

gilt mit 6 = min{dy, ..., 0x}. q.e.d.
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9.5 Lineare Operatoren

Die Ableitung einer Funktion von mehreren Verénderlichen ist eine lineare Abbildung.
Zur Vorbereitung der Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Verédnderlicher
behandeln wir in diesem Abschnitt solche linearen Abbildungen zwischen normierten
Vektorrdumen. Dabei betrachten wir wieder Vektorrdaume iiber dem Korper K.

Definition 9.54. Eine Abbildung A : V. — W won einem Vektorraum V in einen
Vektorraum W heifst linear, wenn fiir alle v,w € V und X € K gilt

Alv+w) =Av+ Aw  und A(Xv) = NAw.

Satz 9.55. Seien V. und W normierte Vektorrdume und A : 'V — W eine lineare
Abbildung. Dann ist folgendes dquivalent:

(i) A ist stetig in 0.

(i) A st stetig.

(iii) A ist gleichmdfig stetig.

(iv) Es gibt ein C > 0, so dass fiir allev € V gilt ||Av|| < C||v]|.

(v) A ist auf B(0,1) beschrankt, d.h. ||Av|| < C fir alle ||v|| <1 mit 0 < C < oo.

Beweis:(i)=-(v): Wenn A in 0 stetig ist, dann enthélt das Urbild jedes Balles B(0,¢) C
W einen Ball B(0,0) C V. Also gibt es ein § > 0, so dass ||Av|| < 1 aus [|v|| < § folgt.
Wegen der Linearitéit folgt dann [|Av|| = §||Adv|| < 5 aus ||[v]| < 1. Also ist (v) erfiillt.
(v)=-(iv): Wegen der Linearitét folgt aus (v), dass fiir alle v € V' gilt

v v
JAv] = A (2||v|| - —) — 2] 4 (—) <20l

2||]] 2]l
(iv)=-(iii): Fiir v,w € V folgt [|[A(v — w)| < Cllv — w|| aus (iv). Also ist A sogar
lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante C'. Dann gilt auch (iii).
(iii)=(ii) und (ii)=-(i): Sind offensichtlich. q.e.d.
Satz 9.56. Jede lineare Abbildung A von K™ in einen normierten Vektorraum ist stetig.
Beweis: Wir benutzen wieder die Basis ey, ..., e, von K". Dann gilt fiir alle v € K"

[Av[] < Jor| - [ Aeall + .+ foa] - [[Aenll < Joli max{[[Ae]l,..., [[Aen]]}.

Also folgt die Aussage aus Satz 9.37. q.e.d.
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Definition 9.57. Seien V,W normierte Vektorrdume. Dann sei L(V, W) die Menge
aller linearen stetigen Abbildungen von V' nach W zusammen mit den Abbildungen:

+: LV,W)x L(V,W) — LV, W), (A,B)— A+B: VW, v~ Av+ Bv
Kx L(V,W)— LV,W), (A\A)—AIA: V—-W, vi— N

-1 £V, W) = R, A [[A]] = sup{||Av]| [ v € B(0,1)} = sup{[[Av]| | v € B(0,1)}.
Satz 9.58. L(V, W) ist ein normierter Vektorraum.

Beweis: Aus der Linearitéit von A und B folgt die Linearitdt von A + B und A - A.
Wegen der Dreiecksungleichung folgt aus der Stetigkeit von A und B auch die Stetigkeit
von A + B. Und schlieSlich folgt aus der Linearitdt und der Stetigkeit von A auch die
Stetigkeit von A\-A. Weil W ein Vektorraum ist, ist dann auch £(V, W) ein Vektorraum.
Wegen der Linearitét der Elemente von £(V, W) und weil W ein normierter Vektorraum
ist, ist auch L£(V, W) ein normierter Vektorraum. q.e.d.

Wenn V' = K", dann ist der Abschluss der Einheitskugel B(0,1) = {v € K" | |jv| <
1} kompakt. Deshalb gibt es also fir jedes A € L(K"™, W) ein v € K™\ {0}, so dass gilt

[Al =l Appll = w. Weil fiir jeden linearen Operator A € L(V, W) gilt Av = ||v|| -

A(qzp) ist jeder lineare Operator A durch seine Werte auf B(0,1) eindeutig bestimm.
Die Norm von L(V, W) ist dann einfach die Supremumsnorm der stetigen Abbildung
von B(0,1) nach W. Deshalb ist der normierte Vektorraum L(V, W) ein Unterraum
von Cy(B(0,1),W). So folgt z.B. aus der Konvergenz einer Folge (A, )nen in L(V, W)
die gleichméfige Konvergenz auf B(0, 1) (und sogar die punktweise Konvergenz auf V).

Satz 9.59. Seien V' ein normierter Vektorraum und W ein Banachraum. Dann ist
L(V,W) ein Banachraum.

Beweis: Wir miissen wegen Satz 9.58 nur zeigen, dass L£(V, W) vollstindig ist. Sei
(Ap)nen eine Cauchyfolge in L(V, W). Fiir jedes v € V ist wegen ||(A, —A,)v|| < ||An—
Al - ||v]| die Folge (Anv)nen eine Cauchyfolge in W, die konvergiert. Wir definieren
als den Grenzwert von (A,,),en folgende Abbildung von V' nach W:

AV =W, v— Av= lim A,v firalleveV.

n—oo

Wir miissen noch A € L(V,W) zeigen, und dass (4, ).en gegen A konvergiert. Weil
(An)nen eine Cauchyfolge ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N mit [|A, — A, | < § fiir
alle n,m > N. Fiir jedes v € V gibt es ein m > N mit ||Av — A,v|| < 5|v||. Es folgt

€ €

1A = An)oll < [I(A = Am)v]| + [[(Am = An)o]| < (2 + 2) [o]] = eflv]]-
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Also konvergiert (A, )nen gegen A. Aus der Linearitét von A, folgt fiir alle n € N

[A(v + w) = (Av + Aw)|| <
< [I(A = Ap) (v +w) = (A= An)o = (A = A w)) || + [[An(v + w) = (Apv + Ayw)
< A= An[l (o +wll + [[oll + [lw]l), und
[AAv = AQw) || < []AMA = An)o = (A = A,) (A)| + [[AAw = A ()|
< [lA = Al (AL ol + IAvl]) -

Im Grenzwert n — oo konvergieren die rechten Seiten gegen Null, so dass A linear ist.
Weil die Konvergenz in L(V, W) die gleichméafiige Konvergenz auf B(0,1) C V ist, folgt
aus Satz 9.44 (iii), dass der Grenzwert A auf B(0,1) C V beschriankt ist, und damit
wegen Satz 9.55 stetig. q.e.d.

Satz 9.60. Seien U,V und W normierte Vektorrdume und A € L(U,V) und B €
L(V,W), dann ist Bo A€ LIU,W) und es gilt || Bo A|| < ||B| - ||A||. Insbesondere ist
die Abbildung o : L(U, V) x L(V,W) — L(U,W), (A,B)+— Bo A stetig.

Beweis: Fiir alle v € U gilt ||(B o A)ul| <|[BI| - [[Aul] < |[B]| - [[A] - [[u]]. Also folgt
die Ungleichung ||B o A|| < ||B|| - ||A]| aus Satz 9.55. Fiir zwei normierte Vektorraume
V, W mit Normen || - ||y und || - ||w ist

|| : ”VXW VW — R) (U,’LU) = ||U||V + ||w||W

eine Norm auf V x W und induziert die Metrik des kartesischen Produktes der metri-
schen Raume V und W. Fiir (A, B), (A", B") € L(U,V) x L(V,W) gilt dann

|IBoA—B oA||=||BocA—BoA"+BoA — B oA
=||Bo(A—A)+ (B—-B)oA|

< [IB]l - [|A = A + |1B = B|| - |1 4]

< (|A= AN+ 1B = BIDABI + [14])

< (A=A +11B=BIDUBI + 1A + 14 = A[)

< ([I(A, B) — (A", B)I(I1BI + | All + [I(A, B) — (A, B)]).
Also ist diese Abbildung im Punkt (A, B) € L(U,V) x L(V, W) stetig. q.e.d.

Wir bezeichnen die Komposition B o A von linearen Operatoren auch mit BA.

Definition 9.61. Auf einem normierten Vektorraum V ist L(V') = L(V, V) mit
o: LV)x L(V)— L(V), (A,B)— AB und | -|:L(V)—R, A |A]

eine normierte Algebra. Fir einen Banachraum V ist L(V') eine Banachalgebra.
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Satz 9.62. (Neumannsche Reihe) Sei V' ein Banachraum und A € L(V') ein Operator
mit ||A|| < 1. Dann ist 1 — A invertierbar und es gilt (1— A)~' = > A™.
n=0

Beweis: Wegen [|A™|| < [|A[|™ ist (D2 A"),cn, filr [[All < 1 eine Cauchyfolge mit

N

2 A
n=0

Wegen Satz 9.59 konvergiert diese Reihe gegen ein B € £(V'). Offenbar gilt

1

< .
1A

(]I—A)B—iA"—iAn— 1 und genauso B(1— A) —iA"—iA”— 1.
n=0 n=1

n=0 n=1
Also ist (1 — A) invertierbar und es gilt (1—-A)"= Z A"
n=0
1
Insbesondere gilt [(1—A4)7" < T Al q.e.d.

Jede Potenzreihenfunktion f(z) = > a,x" mit Konvergenzradius R > 0 defi-

n€Np

niert also eine Abbildung  f : {A € L(V) | [|A| < R} — L(V), A~ f(A) =) a,A".
n=0

Viele der Aussagen, die wir fiir Potenzreihenfunktionen auf K gezeigt haber; lassen
sich jetzt auf Potenzreihenfunktionen auf £(V') ausdehnen. Aber weil im Allgemeinen
AB # BA fiir A, B € L(V), gilt im Allgemeinen auch exp(A) exp(B) # exp(A + B).

Definition 9.63. Fine Derivation einer Algebra L(V') ist ein Operator D € L(L(V)),
der die Bedingung D(AB) = D(A)- B+ A - D(B) erfiillt.

Ubungsaufgabe 9.64. (i) Zeige, dass fiir jedes A € L(V), die Abbildung

Ds:L(V)— L(V), Bw AB— BA eine Derivation ist.

(ii) Sei V' ein Banachraum und D eine Derivation von L(V'). Zeige dass exp(D) ein
Algebraisomorphismus ist, d.h. ein invertierbares Element von

(C € L(L(V)) | C(AB) = C(A)C(B) fir alle A, B € L(V)} C LIL(V)).

(iii) Zeige exp(D4)B = exp(A) - B -exp(—A) VA, B € L(V) eines Banachraums V.



Kapitel 10

Differentialrechnung von
Funktionen mehrerer
Veranderlicher

10.1 Ableitungen von f: X — Y

Definition 10.1. (Ableitung) Seien X undY normierte Vektorriume. Eine Abbildung
f von einer offenen Menge U C X nachY heifst im Punkt xq € X differenzierbar, wenn
es ein A € L(X,Y) gibt, so dass die folgende Abbildung in xy stetig ist:

I (@)= f(x0) —A(z—z0)| .
U—-R, z+— { lz—=oll fir x # o

0 fiir x = xg.
A heiit Ableitung von f bei xy und wird mit f’(xy) oder %(xo) bezeichnet. Wenn
A und A’ beide diese Bedingung erfiillen, dann gibt es fiir alle € > 0 ein § > 0 mit

(A=A a—r0)| < I @)=fG0)-Aw=zo)l| | If@=Fe)-Ae=a)l < ¢ fiiy alle & € Blzg, ).

l[z—ol [z —ol [z —ol

Also ist A = A’ und damit die Ableitung, wenn sie existiert, eindeutig.
Satz 10.2. Sei f: U C X — Y in xo € U differenzierbar. Dann ist f in xy stetig.

Beweis: Weil f(z) — f(xo) = Az — zo) + (f(z) — f(zo) — A(z — x¢)) folgt aus der
Differenzierbarkeit von f in xg, dass es ein § > 0 gibt, so dass ||f(z) — f(zo)|| <
(IIA]] + D)]|z — zol| gilt fiir alle ||z — x| < . Dann ist f auch stetig. q.e.d.

I1£() = faolll _,

Beispiel 10.3. (i) Sei f konstant. Dann ist || ||
T — X9

Also ist f differenzierbar mit f'(xq) = 0.

fiir x # xg.

127
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1S () = f(xo) = flz — o)l

I = oll

(ii) Fir f € L(X,Y) und x # xy € X gilt

Also ist f in xq differenzierbar und f'(zq¢) = f.

(iii) Die Abbildung R — L(R,R), x +— Multiplikation mit x besitzt offenbar die Um-
kehrabbildung L(R,R) — R, A A(1) und ist ein isometrischer Isomorphismus von
normierten Vektorrdumen. Deshalb konnen wir die Ableitungen von differenzierbaren
reellen Funktionen f auf offenen Intervallen (a,b) C R mit reellen Funktionen auf
diesen Intervallen identifizieren, die wir auch mit f' bezeichnen. Fiir x # xq gilt

£ (@) = f(wo) = F(wo) (& — mo)l| ﬂ@—f“@—f@@”

|z — xo| x — o
Deshalb ist f als Funktion von der Teilmenge (a,b) des normierten Vektorrraumes R
in den normierten Vektorraum R genau dann in zy differenzierbar, wenn f als reelle
Funktion in x¢ im Sinne von Definition 7.1 differenzierbar ist.

Satz 10.4. (i) Sei f,g:U C X — Y inxg € U differenzierbar. Dann sind f + g und
A« f fiir alle X € K in xq differenzierbar und es gilt

(f +9) (x0) +g'(wa)  bzw.  (Af)(wo) = Af (o).

(ii) Seien f,g : U C X — Y in xy differenzierbar und Y eine normierte Algebra.
Dann ist f - g in xo differenzierbar und es gilt

(f - 9) (x0) = f'(x0) - g(wo) + f(x0) - ¢’ (x0) mit
(f'(z0) - g(z0))x = (f'(x0)x) - g(w0)  und  (f(x0) - ¢'(x0))x = f(20) - (¢'(20)7).

(iii) Seien f : U C X - Y und g : V C Y — Z differenzierbar in xo € U bzw.
yo = f(xo) € V mit f[U] C V. Dann ist go [ im Punkt xq differenzierbar mit

(g0 f)(w0) = g'(f(20)) o f'(20).
Beweis: (i) Wegen der Dreiecksungleichung gilt

1/ () + 9(x) = f(wo) = g(x0) = ['(w0) (2 = x0) — ¢ (w0) (x — 20)|

=0.

[ = |
< 1) - f(w"(‘)g)c: J;’(ﬁco)(ﬂf —zo)ll | flg(@) — g(w‘t’);—_i’(’ﬂ’co)(ﬂf — @)l

(ii) Weil in einer normierten Algebra ||AB| < ||A] - || B|| gilt, folgt
1/ (@) - g(x) = f(xo) - g(xo) — f"(wo)(x — x0)g(w0) — f(w0)g'(x0)(x — mo)||

I = oll

< ||f($) — f(xo) — f/(zo)(l‘ - $0)|’ ||g(x)|| + ||f/($0)|| . ||g(x) — g($0)||+

||9U —$0||
1 L2100 = ) = 20,
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Weil g in zq stetig ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass aus ||z — x| < J folgt
lgz) = g(zo)ll < € baw. [lg(x)]| < l|g(zo)]| + e Dann folgt (ii).
(i) Aus Sats 9,60 olge 1020 = (00 1)a0) = ) zo)a = )] _

[l = ol
< l9(f (@) = g(f(x0)) = g'(f(x0))(f(x) = f(@o )|l [If(x) = f(zo)]
- 1f () = f (o)l I = ol
L ' (F o)) (f () = flzo) = (o) (x — o))

I = oll

< lg(f(@)) = g(f(x0)) = §'(f(20))(f () = f(z0))]
- 1f (@) — f (o)l
: <Hf/(370)H G f(ﬁT;J:J;O(H%)(ﬂC - $0)||)
H 1/ (x) — f(xo) = ['(o)(x — x0))]]

[l = ol

+119'(f(x0))

Daraus folgt (iii). q.e.d.

10.2 Schrankensatz

Wir verallgemeinern in diesem Abschnitt den Schrankensatz auf differenzierbare Ab-
bildungen zwischen normierten Vektorrdumen.

Lemma 10.5. Seien f eine stetige Abbildung von einem kompakten Intervall [a,b] mit
a < b in einem normierten Vektorraum Y und ¢ eine stetige reelle Funktion auf [a, b].
Wenn im Komplement einer abzihlbaren Teilmenge von (a,b) sowohl f als auch ¢

differenzierbar sind und dort gilt || f'|| < ¢', dann gilt auch || f(b) — f(a)|| < ¢(b) —p(a).

Beweis: Sei (z,,)nen eine Abzdahlung der Punkte in (a, b), an denen entweder f oder ¢
nicht differenzierbar ist oder nicht gilt || f'|| < ¢'. Sei € > 0 und A, C [a, b] die Menge

{

Aus der Stetigkeit von f und ¢ folgt, dass auch fiir y = sup A, gilt
1f(y) = f(a)ll < 6(y) — d(a) +e(y —a) + e sup » 27"

J:E(a,y) Tn<T

< o(y) — la) +ely—a)+e Y 27"

Tn <y

fir alle z € (a,y) gilt ||f(x) — f(a)]| < é(x) — ¢(a) + e(x —a) + € Z 2”} :

Tn<x
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Deshalb ist A, ein Intervall von der Form A, = [a,sup A.]. Wenn y € (a,b) und f und
¢ in y differenzierbar sind und || f'(y)|| < ¢/(y) gilt, dann gibt es ein § > 0, so dass

o) 5 e W@ =10 = Pyl _
T —y

/ €
_>¢)(y) 9 ‘x<__y‘ 5

fir alle x € (y — d,y + 0) gilt. Dann folgt fiir dieselben x

1f(x) = fla)| < [1f (@) = f)ll + 1/ (y) = Fla)]
< (Hf’(y)H + %) e —yl+(y) —dla) +e(y—a)+e 27"

< (F0)+5) o= vl +6) —d(a) +ely—a) +e > 27"

JEE

|z — +6)|x—y|+¢(y)—¢(a)+g(y_a)+622n

Tn <Y

Aus ¢'(y) > 0 folgt ¢(x) > ¢(y) fir x € (y,y + ) und damit auch

1f(z) = f(a)]| < $(x) = $la) + e(x —a) + Y 27" < ¢(x) — d(a) +e(x —a)+ Y 27"

Tn <Y Tn<T

Woraus folgt x € A., im Widerspruch zu x > sup A.. Wenn es andererseits ein N € N
gibt mit xy = y, dann gibt es ein § > 0, so dass aus x € (y,y + J) folgt

1f (@) = FW)l = d(2) — d(y) <277 - €.
Dann folgt fiir dieselben x wieder ||f(z) — f(a)|| < ||f(z) = fW)| + 1/ (y) — f(a)]|

<2V 4 o) — (a) +ely—a) +¢ 3 27 < 9(a) — Bla) +elw—a)+ 3 27

Tn <y Tn<T

Also gilt wieder y + § € A., was y = sup A, widerspricht. Dann muf3 aber sup A, = b
gelten. Weil das fiir alle € > 0 gilt, folgt auch || f(b) — f(a)|| < ¢(b) — ¢(a). q.e.d.

Korollar 10.6. (Schrankensatz) Sei f eine Abbildung von einer offenen Teilmenge
U des normierten Vektorraumes X in den normierten Vektorraum Y. Wenn im Kom-
plement einer abzihlbaren Teilmenge S von D = {(1 —t)a+tb |t € [0,1]} C U die
Abbildung f differenzierbar ist, und die Ableitung auf D\ S beschrankt ist, dann gilt

1F(0) = f(@)l < [Ib—all sup [|f'(z)]] und

xzeD\S

1£(b) = fla) = A(b—a)|| < [[b—al sup 1f(x) = Al fir Ae L(X,Y).
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Beweis: Sei fiir ein ¢y € (0,1) die Abbildung f in z; = (1—t)a+tb € U differenzierbar.
Dann ist die Abbildung [0,1] — Y, ¢+ f(z;) im Punkt ¢, differenzierbar, und es gilt

xt)—f (2t )—(t— "(@ig)(b—a B!
. {Ilf( )= flweg)—(t—to) (@) b=a)l g5, 4 4 4,

[t—to]
0 firt =ty

ist stetig. Also ist die Ableitung von dieser Funktion in ¢y gleich s +— sf'(x;,)(b—a) €
L(R,Y’). Dann folgt die erste Behauptung aus Lemma 10.5 mit den beiden Funktionen

0,1] =Y, &= f(z) und 0,1] =R, ¢~ tl|b—all sup [f()].

xzeD\S
Die zweite Behauptung folgt aus diesem Lemma mit den Funktionen

t— flx) —tA(b—a) €Y t—t|lb—al sup ||f'(z) — 4] € R. q.ed.

xzeD\S

10.3 Partielle Ableitungen

Definition 10.7. (stetig differenzierbar) Sei U C X eine offene Teilmenge eines nor-
mierten Vektorraumes, dann heifst eine Abbildung f : U — Y von U in einen normier-
ten Vektorraum Y stetig differenzierbar, wenn

(i) f in allen xy € U differenzierbar ist, und
(ii) die Abbildung f': U — L(X,Y), x— f'(x) stetig ist.

Wegen Beispiel 10.3 (iii) stimmt im Falle von X =Y = R diese Definition mit der
Definition von stetig differenzierbaren reellen Funktionen auf Intervallen in R iiberein.

Definition 10.8. (partielle Ableitung) Seien X1 und Xo normierte Vektorrdume und
f eine Funktion von einer offenen Teilmenge U C X; x Xy des kartesischen Pro-
duktes der beiden mnormierten Vektorrdume in den normierten Vektorraum Y. Dann
heifit f im Punkt (x1,29) € U C Xy x Xo partiell differenzierbar, falls die Abbildung
x — f(x,z3) im Punkt x = x1, und die Abbildung x — f(x1,z) im Punkt x = xo
differenzierbar ist. Die Ableitungen heifien partielle Ableitungen an der Stelle (x1,x2)
und werden mit g—fl(xl,xg) und g—,i(ffhﬁ) bezeichnet. Allgemeiner heif§t eine Abbil-
dung von einer offenen Menge U C X; x ... x X,, eines n-fachen kartesischen Pro-
duktes von mnormierten Vektorrdumen in einen normierten Vektorraum Y im Punkt
(x1,...,2,) € U C X1 X ...x X, partiell differenzierbar, wenn fir allei =1,...,n die
Abbildungen © — f(x1,..., 2,2, Tit1,...,x,) im Punkt x = x; differenzierbar sind.
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Die wichtigsten Beispiele sind Funktionen auf offenen Teilmengen des n-fachen
kartesischen Produktes R™ von R mit sich selbst. Weil fiir jede lineare Abbildung
A€ L(X; x X5,Y) die Abbildungen

A X =Y, x1 — A(x1,0) und Ay Xy =Y, x9 — A(0, z5)
stetige lineare Abbildungen sind, und weil fiir alle x € X, mit (z,x9) € U
1f (@, x2) — flay,x2) — A(w, 22) — (w1, 22))|| _ [|f (2, 22) f (21, 22) — Az — 21,0)

(2, 22) — (21, 22) | N [l — 1]
gilt, bzw. fir alle z € Xy, mit (z1,2) € U
1S (21, 2) — flan, 29) — A((1, 2) — (@r,20))|| 1S (21, 2) f (21, 22) — A0, 2 — )|
[(21, 2) — (21, 22) | [l — a1 ]

gilt, folgt aus den Definitionen der folgende

Satz 10.9. Wenn eine Funktion f : U — Y wvon einer offenen Teilmenge U C X7 X
Xo des kartesischen Produktes zweier normierter Vektorrdume in einen normierten
Vektorraum Y im Punkt (z1,x2) € U differenzierbar ist, dann ist f in (x1,22) auch
partiell differenzierbar. q.e.d.

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht.
Beispiel 10.10.

2wy ..
f:R2—>R, (x,y) — {962+y2 fir (z,y) # 0

besitzt die partiellen Ableitungen
0 fiir (z,y) =0

g — x22_gy2 - (a:;L_T_nyQ)Q fUT’ (xa y) 7£ O g _ x22_fy2 - (xg_zf;é)g fUT (f]f, y) 7£ O
Oz 0 fﬁ?” (x, y) =0 ay 0 ﬂ/jr (x’ y) =0

Aber f ist im Punkt (x,y) = 0 nicht stetig, weil fir alle r € (0,00) und alle ¢ € R gilt
f(rcos¢,rsing) = 2sin ¢ cos ¢ = sin(2¢),
so dass fiir alle ¢ gilt h%1+ f(rcos¢,rsing) = sin(2¢).

Aber es gilt folgende Umkehrung.

Satz 10.11. Sei f : U — Y eine partiell differenzierbare Funktion von einer offenen
Teilmenge U des kartesischen Produktes zwei normierter Vektorrdume X, X Xy in dem
normierten Vektorraum Y . Dann sind die partiellen Ableitungen von f

of

— U — L(X,Y) und — U — L(X,,Y)
(9.%2

genau dann auf U stetig, wenn [ auf U stetig differenzierbar ist.
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Beweis: Wenn A; € £(X;,Y) und Ay € £(X3,Y), dann sind auch die Abbildungen
Xix Xy, —Y, (1, 22) — Az bzw. XixXy,—Y, (21, 29) — Asxg
linear stetige Abbildungen in £(X; x X5,Y"). Also ist
Al x Ay Xa x Xo =Y, (x1,29) — Az + Asxg

eine stetige lineare Abbildung in £(X; x X5, Y"). Umgekehrt sind fiir jede stetige lineare
Abbildung A € L(X; x X5,Y) die Abbildungen A; : Xy — Y, x; — A(z1,0) und
Ay i Xy — Y, x9 — A0, z5) stetige lineare Abbildungen in £(X;,Y) und £(X5,Y).
Wegen
[A(z1, 22)|| = [[A(21,0) + A0, 22) || < [[A(z1, 0) ]| + [| A0, z2)]]
folgt
JAN < (| Al + [|A2]].

Aufgrund der Definition der Norm von £(X; x X5, Y) folgt aber auch
A < JA] und Ao < [[A]]

Also ist die Abbildung  L£(X1,Y) x L(X5,Y) — L(X; x X5,Y), (A;,A)— A

eine bijektive Abbildung von normierten Vektorrdumen und die beiden Normen von

L(X1,Y)xL(X2,Y)und L(X; x X»,Y) sind beziiglich dieser Identifikation dquivalent.

Daraus folgt, dass fiir jede stetig differenzierbare Funktion f : U — Y, die beiden

partiellen Ableitungen aa—mfl U — L(X1,Y) und aa_zé : U — L(X5,Y) stetig sind.
Wenn umgekehrt aanl stetig ist, dann folgt

Of (w1, o Of(x1, z9
Hf(ybyZ) - f(x1,$2) - ﬂTl)(yl - 351) - ﬂTQ)(yz - 332) <
< Hf(!/hzn) — f(@1,92) — %ﬂzm(yl — )|+
8 T1,T9
+ Hf(xl,?h) — f(@y,22) — ﬂTQ)(yg — )| -

Wegen der Stetigkeit von g—xfl gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass fiir z; € B(z1,9)
und zo € B(x3,0) gilt

0 0 €
8_{£(Z1’ZQ)_6_1{($17:E2) < 5
Aus dem Schrankensatz Korollar 10.6 folgt dann fiir y; € B(z1,d) und ys € B(x1,0)
Of(x1,x €
Pl — Flarg) - LT | < gy — ),
8;1:1 2
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Weil 88—;; in (z1,x9) existiert, gibt es auch ein ¢ > 0, so dass fiir yo € B(z3,0") folgt

af(xlv 1}2)

|orm) = fGara - 2L

€
(y2 — x2)|| < 5”92 — 29|

Dann folgt fiir y; € B(x1,d) und yo € B(zy, min{4, §'}) auch

df(xlv IQ)

|02 = sncam) = T 1, 00) = o) < o = 100 = )]

Also ist f auch differenzierbar. Weil dann die Ableitung durch die partiellen Ableitun-
gen gegeben ist, ist dann f auch stetig differenzierbar. q.e.d.

Durch mehrmaliges Anwenden erhalten wir dann auch die entsprechende Aussage
fiir Abbildungen von offenen Teilmengen U des n-fachen kartesischen Produktes von
normierten Vektorrdumen in einen normierten Vektorraum. Unsere wichtigsten Bei-
spiele sind wieder Funktionen von offenen Teilmengen von R™ nach R.

s fir (z,y) #0
0 fir (z,y) = 0.

Beispiel 10.12. (i) [ RE=R, (z,9)— {

a_f(x y) = 2(1(5;296)22) fir (x,y) #0  0f (2.y) = Q(Z(f_iy_f;) fir (z,y) #0
Or ™" 0 fir (x,y) =0 Oy 0 fiir (,y) = 0

Fiiry =0 st % =0 und fiir x =0 st g—; =0, so dass diese partiellen Ableitungen fir
alle (z,y) € R? exzistieren. Allerdings sind sie in keiner Umgbung von (z,y) = (0,0)
beschrdnkt, und deshalb auch nicht stetig. Wir hatten schon im Beispiel 10.10 gesehen,

dass f bei (0,0) nicht stetig und deshalb auch nicht differenzierbar ist.

x3—y3 .. 0
(ii) fR? =R, (z,y)— a?+y? fir (w,y) #
0 fiir (z,y) = 0.
Offenbar gilt | f(z,y)| < % % <|z|+ |y|. Also ist f stetig.
22 (z24y?)—2z(z3 —y? z(z34-3zy? 3 ..
oy _ [Utn et i) 40
dr |1 fiir (z,y) =0
(2% +y? z3—y3 3 2223 ..
of _ [ M = e fir () £ 0
N fiir (z,y) = 0.

Deshalb ist f partiell differenzierbar. In Beispiel 10.14 (iii) werden wir sehen, dass f
in (0,0) nicht differenzierbar ist.

(iii) Alle Polynome in x und y sind partiell unendlich oft stetig differenzierbar, und
deshalb auch differenzierbar.
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Definition 10.13. (Richtungsableitung) Sei f : U — Y eine Funktion von einer offe-
nen Teilmenge U eines normierten Vektorraumes X in einem normierten Vektorraum
Y. Firxzy € U und x € X \ {0} heifst die Ableitung in to =0 der Funktion

(—€,6) =Y, tw f(xg+tx),
wenn sie existiert, die Richtungsableitung von f in xq in Richtung x.

Beispiel 10.14. (i) Sei f : U — Y in xq differenzierbar. Fir x € X \ {0} gibt es ein
Intervall (—e, €) im Urbild von U unter t — xo + tx. Beit =0 sind die Abbildungen

Ilf (xo+tz)—f(zo)—tf (xo)z] - IIlf (xo+tz)—f(zo)—tf (xo)z| ’
t#£0 t#£0
' { fiir t # ' { furt #

e 1]
firt=20 0 firt=20

d t
stetig. Also existiert die Richtungsableitung und es gilt W

22y . 0
(i) f:R?—R, (z,y)— o fir (z,y) #
0 fir (z,y) = 0.
Fiirt # 0 ist dann f(tcos(¢), tsin(¢)) = sin(2¢) und f(t cos(¢), tsin(¢p)) = 0 firt = 0.
Also ist [ int =0 fiir ¢ ¢ 57 nicht stetig und auch nicht differenzierbar. Fiir ¢ € 57

existieren die Richtungsableitungen und verschwinden.

23—y .
(i) f:R2oR, (z,y)— {m fiir (,y) 70

0 fir (z,y) = 0.
Dann gilt f(tx) = t(cos® ¢ — sin® @) fiir v = (cos ¢,sin @) und xy = 0. Also existieren
alle Richtungsableitungen und setzen sich im Punkt (0,0) zu f zusammen. Weil diese
Abbildung nicht linear ist, ist f im Punkt (0,0) nicht differenzierbar.

[i—o = (f(20)) ().

Wir wollen den wichtigsten Fall von Funktionen R" — R™ genauer betrachten.

Definition 10.15. (Partielle Ableitungen in R™) Sei f : U — R™ eine Funktion von

einer offenen Teilmenge U C R™ in den R™. Dann sind die Komponenten (f1,..., fm)

von [ offenbar reelle Funktionen auf U. Die Funktion f ist in (xq,...,2,) € U genau

dann partiell differenzierbar, wenn fir allei =1,... ,nundj =1,...,m die Funktionen
xr — fj(.%'l, e L1, X L1y - - ,Q?n>

bei x = x; differenzierbar sind. Die entsprechenden Ableitungen heiffen partielle Ablei-
tungen von f und werden mit %(:cl, ..., Ty) bezeichnet. Wenn diese partiellen Ablei-
tungen fiir alle x € U existieren, heifit f auf U partiell differenzierbar.

Definition 10.16. (Vektorfeld, Gradient, Divergenz und Rotation)  Fine Abbildung
von einer offenen Menge U C R™ nach R™ wird Vektorfeld genannt. Das Vektorfeld

9f 5f>

oxy" " Oz,

gradf:Vf:(
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der partiellen Ableitungen einer partiell differenzierbaren reellen Funktion f auf einer
offenen Menge U C R™ heifit Gradient von f. Wenn f ein partiell differenzierbares
Vektofeld ist, dann ist die Divergenz von f folgende reelle Funktion
d =V.-f=—+... .
v f f 8x1 + * 8%
o0 f o?
Ty 0x2

Die lineare Abbildung A : f— Af=divgrad f =

auf den zweimal partiell differenzierbaren reellen Funktionen heifst Laplaceoperator.
Im Fall von n = 3 ist die Rotation eines differenzierbaren Vektorfeldes f definiert durch

_(31”3 df2 0fi  0fs 0f 3f1)
rot f = .

Ory Oxs Oxs Ox, 01, Oy

Wenn die reelle Funktion f in xq € U differenzierbar ist, dann ist f auch in z
partiell differenzierbar und die partiellen Ableitungen sind die Richtungsableitungen in

Richtung der kanonischen Einheitsvektoren eq, ..., e, aus dem Beweis von Satz 9.37.
Wegen der Linearitdt der Ableitung ist die Ableitung die lineare Abbildung:
df

0
%(xo) R =R, (z1,...,2,) — wla—i(:co) +...+ xna—i(mo).
Wenn wir den R™ mit den Spaltenvektoren bezeichnen, kénnen wir diese Abbildung
durch das Matrixprodukt des Zeilenvektors V f mit dem Spaltenvektor = darstellen:

a

0 (o) :R" - R, a+ (Vf(xg)) - .

Oder allgemeiner, fiir eine R™-wertige Funktion konnen wir die Ableitung %(mo) von
f an der Stelle z( als lineare Abbildung mit der Jacobimatrix identifizieren:

9f1(zo) 9f1(z0)
d ox1 Ozn d d
d—f(ﬁo) = : : d—f(xg) R"—R"™, x+— d—f(xo) - .
v O fm (o) 8 fm(w0) T &
o1 et OTn

Die lineare Abbildung ist einfach die Matrixmultiplikation der Spaltenvektoren in R"
mit der Jacobimatrix, einer m x n-Matrix. Insbesondere ist also die Richtungsableitung
einer reellen Funktion f auf U an der Stelle zy € U in Richtung eines Vektors x € R”
das Skalarprodukt des Gradienten V f(xo) von f an der Stelle o mit dem Vektor x:

%f(ﬂ?o —+ tl‘)|t:0 =" Vf(flf())

Satz 10.9 und Satz 10.11 zeigen insbesondere, dass folgendes gilt:
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Korollar 10.17. Sei f : U — R™ eine Funktion auf einer offenen Teilmenge U C R™.

(i) Wenn f in xq € U differenzierbar ist, dann existieren in xo alle partiellen Ablei-
o1; ' ] ;
tungen 3L (xq) und setzen sich zu der Jacobimatriz zusammen.

(ii) Wenn f auf U stetig differenzierbar ist, dann ezistieren auf U die partiellen Ab-
leitungen % und setzen sich zusammen zu einer stetigen Funktion von U in die
m X n-Matrizen in R™*". Diese Matrizen heiflen Jacobimatrizen von f.

(iii) Wenn umgekehrt f auf U partiell differenzierbar ist, und alle partiellen Ableitun-
gen % auf U stetig sind, dann ist f auf U stetig differenzierbar. q.e.d.

Definition 10.18. Eine Nullstelle xo € U der Ableitung f' einer auf einer offenen
Menge U reellen differenzierbaren Funktion f heifit kritischer Punkt.

Satz 10.19. Jedes relative Mazimum (bzw. Minimum) einer differenzierbaren reellen
Funktion auf einer offenen Menge ist ein kritischer Punkt.

Beweis: Sei zg ein solches lokales Maximum (bzw. Minimum). Dann ist fiir alle x € X
die entsprechende Abbildung t — f(z + tz) auf einer Umgebung von 0 € R differen-
zierbar und besitzt dort ein lokales Maximum (bzw. Minimum). Also verschwindet die
entsprechende Richtungsableitung. Dann verschwindet auch %(mo) auf allen z. q.e.d.

10.4 Hohere Ableitungen

Sei f: U — W eine auf einer offenen Teilmenge U eines Banachraumes V' differen-
zierbare Funktion in den Banachraum W. Wenn f zweimal differenzierbar ist, dann
ist die Ableitung stetig. Also wollen wir in diesem Abschnitt annehmen, dass f auf
U stetig differenzierbar ist. Die Ableitung f’ ist dann eine stetige Abbildung von U
nach £(V,W). Die zweite Abbildung f”(x¢) an einer Stelle zy € U ist dann (wenn sie
existiert) eine lineare Abbildung von V nach L£(V,W).

Definition 10.20. Fine Abbildung A : V. x V. — W heifst bilinear, wenn fir alle
v, ', 0" €V und X € K gilt

Alv+0"v") = A(v,v") + AW",v)  und  A(v,v" +0") = A(v,v") + A(v,0")
A(Av,v") = AA(v,v")  und A(v, W) = MA(v,v").

Das kartesische Produkt V' x V' von (normierten) Vektorrdumen ist wieder ein nor-
mierter Vektorraum. Die bilinearen Abbildungen von V' x V' nach W unterscheiden sich
von den linearen Abbildungen von V' x V nach W. Es gibt einen anderen Vektorraum
V ® V, den wir kurz erwdhnen wollen, und den man das Tensorprodukt von V' mit
V nennt. Die bilinearen Abbildungen von V' x V nach W sind dann genau die lineare
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Abbildungen von V' ® V nach W. Allerdings ist es nicht so klar wie V ® V' zu einem
normierten Vektorraum gemacht wird. Fiir die Dimensionen dieser Vektorrdume gilt

dim(V x V) = dim(V) 4+ dim(V) dim(V @ V) = dim(V) - dim(V').
Die linearen Abbildungen von V nach L£(V,W) lassen sich nun mit den bilinearen
Abbilungen von V' x V nach W identifizieren.
Lemma 10.21. Fine Abbildung A:V xV — W ist genau dann bilinear, wenn
B :V — {Abbildungen V.— W}, v B(v), Bv):V =W, B(v){') = A(v,0)
eine lineare Abbildung von V' in die linearen Abbildungen von V nach W definiert.
Der Beweis folgt aus der Definition von bilinearen Abbildungen. q.e.d.

Satz 10.22. (Satz von Schwarz) Sei f eine differenzierbare Abbildung von einer of-
fenen Teilmenge U C V eines normierten Vektorraumes V in den normierten Vektor-
raum W. Wenn f im Punkt xq zweimal differenzierbar ist, dann ist die der zweiten
Ableitung entsprechende bilineare Abbildung f"(xo) : V x V. — W symmetrisch, d.h.

(f"(xo)u)v = (f"(xo)v)u  fiir alle u,v € V.
Beweis: Fiir ¢ € [0, 1] und kleine u,v € V sei g(t) = f(xo+tu+v) — f(xo+ tu). Dann

ist g differenzierbar und es gilt
g(t) = f'(xo+ tu+v)u — f'(zo+ tu)u
= ((f"(wo + tu+v) = f'(0)) = (f'(wo + tu) — f'(x0)))u

Weil f in xy zweimal differenzierbar ist, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0, so dass
B(z0,26) C U und auflerdem fiir u,v € B(0,6) C V und ¢ € [0, 1] die Ungleichungen

1f' (o + tu +v) = f'(xo) = f"(xo) (tu + v) || < e(fJull + [|v]])

1f' (o + tu) — f'(w0) — f"(zo)tul| < €ljull
gelten. Daraus folgt fiir ¢ € [0, 1] lg' (1) — (f" (xo)v)ul| < €e||ull(2]|u|| + [|v]]).
Die Anwendung von Korollar 10.6 auf die Funktion ¢ — g(t) — t(f"(zo)v)u ergibt dann

lg(1) = g(0) = (f"(zo)v)ull < sup [lg'(t) = (f"(zo)v)ull < ellull 2llull + [[v]])-

t€[0,1]
Weil ¢g(1) — g(0) = f(zo +u+v) — f(xg +u) — f(zo+v) + f(xo) in v und v symme-
trisch ist gilt dann auch [|g(1) — g(0) — (f"(xo)u)v|| < €||v||(2]|v]] + ||u|]). Daraus folgt
(7" (zo)v)u = (f"(wo)w)vll < 2e(flull® + [lull - o]l + [|v]]*).

Diese Ungleichung gilt wegen der Linearitéat nicht nur fiir u,v € B(0,d), sondern fiir
u,v € V. Im Grenzwert ¢ — 0 folgt (f"(x¢)v)u = (f"(zo)u)v fir alle u,v € V. q.e.d.
Zusammen mit Satz 10.11 erhalten wir
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Korollar 10.23. Sei f : U — R™ eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funk-
tion von einer offenen Teilmenge U C R™ nach R™. Dann vertauschen die partiellen
Ableitungen, d.h. fir allei,j=1,....,nund k=1,...,m gilt

Pf  Pf
8%8% N 8xj€)xl

Durch mehrfaches Anwenden und differenzieren erhalten wir dann auch

0,0; fr, = = 0;0;fr und rotgrad f =0 firn=3,m=1. q.e.d.

Korollar 10.24. Sei [ eine n-mal differenzierbare Abbildung von einer offenen Teil-
menge U C V' eines normierten Vektorraumes V in den normierten Vektorraum W.
Dann ist fiir jedes xg € U die n-fache Ableitung von [ eine multilineare symmetrische
Abbildung von V- x V x ... x V nach W. D.h. fir jede Permutation o : {1,...,n} —
{1,...,n} und vy,...,v, €V gilt

(... ((f(n)(l’o)’l)l)’(ig) oo = (... ((f(”) (70)Vo(1))Vo(2)) - - - )Vo(n)- q.e.d.
Beispiel 10.25. Sei f : R? = R, (z,y) — f(x,y) mit f(z,y) = xyL—I_i} fir (x,y) #

(0,0) und f(0,0) = 0. Dann ist f zweimal partiell differenzierbar.

6—f(x - (2% —y?)(@® + y°) + 202 (2® + 9°) — 22%(2® —y?) ot +4a?y? — o
or Yy =Y (:132 + y2)2 =Y (m2 + y2)2
OF (. gy = oW =)@ 09 — 27 +y7) = 277 =) 2l — APy — g
oy (2% +y)? T (22 y?)?
0 f 0 f
ayax((h y) 900y (x,0)
Also existieren auf ganz R? alle zweiten partiellen Ableitungen, aber es gilt
0 f 0 f
0.0)=—-1+#1= 0).
ayax( ,0) # axﬁy(x’ )

Definition 10.26. Se: f : U — W eine reelle Funktion auf einer offenen Teilmenge
U des normierten Vektorraumes V', die bei xo € U zweimal differenzierbar ist. Dann
definiert die zweite Ableitung eine symmetrische Bilinearform auf V' :

f(xg) : V xV =R, (v,w) — f"(xg)(v,w).

Fir V.= R" identifizieren wir die Elemente von V wieder mit den Spaltenvektoren.
Dann ist diese Bilinearform durch die sogenannte Hessematrix gegeben.:

n 2
f (o) (v, w) = w'- %(Io) v = Z wj%(xo)vi.

1,j=1
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Satz 10.27. Sei f : U — R eine auf einer offenen Menge zweimal differenzierbare
reelle Funktion f. Dann ist die zweite Ableitung bei allen relativen Minima (Mazima)
eine nicht negative (nicht positive) symmetrische Bilinearform. Gibt es umgekehrt einen
kritischen Punkt xo € U und ein 6 > 0 mit

(f"(zo))(z,z) > d||z||*  bzw. (f"(x0))(w,2) < —6||z||*  fiir alle v € X,
dann st der kritische Punkt ein lokales Minimum bzw. Mazimum.

Beweis: Wenn z ein lokales Maximum bzw. Minimum von f ist, dann fiir alle x € X
auch ¢t = 0 von t — f(x¢ + tx). Deshalb folgt die erste Aussage aus Korollar 7.16.
Umgekehrt folgt aus den obigen Ungleichungen, dass es ein € > 0 gibt, so dass

(f'(xo+2))(x) > g||ac||2 bzw.  (f'(zo+ x))(x) < —gHJ;HQ fir alle x € B(0,¢)

gilt. Dann folgt auch die zweite Aussage aus Korollar 7.16. q.e.d.

Zum Abschluss wollen wir den Satz von Taylor auf reelle Funktionen f auf offenen
konvexen Teilmengen U C V eines normierten Vektorraumes verallgemeinern. Wenn
xg,x € U in einer solchen konvexen offenen Teilmenge U liegen, dann ist

g:[0,1] = Rt — f(xg+t(z — z0))

eine reelle Funktion. Wenn f auf U n-mal differenzierbar ist, dann ist auch g n-mal
differenzierbar. Wegen der Kettenregel Satz 10.4 (iii) ist die n-te Ableitung von g gleich

g™ () = (. (F™ (20 + tx — 20)) - (2 = w0)) ...)(x — o),
also die n-lineare symmetrische Form zu f(™(xq) ausgewertet auf ((x — x0), ..., (v —
zg)) € V*™. Dann erhalten wir nach dem Satz von Taylor:

Satz 10.28. (von Taylor in héheren Dimensionen) Sei f : U — R eine auf einer
offenen konvexen Teilmenge eines normierten Vektorraumes definierte (m + 1)-mal
differenzierbare Funktion. Dann gibt es fir jedes x,zo € U ein § € (0,1), so dass gilt

= B (z) (2 — o), . .., (@ — x0
f(x)zzf (o) (( ) )y

k!

FOH ) (mo + E(z — 30)) (T — 20), - - -, (7 — 70))
(m+1)! '

Hierbei bezeichnen wir mit f%)(xq) bzw. f) (2o +&(x —x0)) die entsprechende mul-

tilineare Abbildung von V> bzw. V" nach R. Dabei heifit der erste Term wieder
Taylorpolynom und der zweite Term Restglied. q.e.d.

+

Das Taylorpolynom und entsprechend die Taylorreihe ist auch fiir glatte Funktionen
in einen normierten Vektorraum definiert. Eine unendlich oft differenzierbare Funktion
heiBt wieder reell analytisch in 2o, wenn die entsprechende Taylorreihe auf einer Um-
gebung von zy gegen die Funktion konvergiert. So definiert auf einem Banachraum die
Exponentialfunktion eine analytische Funktion von £(V') auf sich selber.



Kapitel 11

Nichtlineare Analysis

11.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

In diesem Kapitel bieten wir eine kurze Einfiihrung in die nichtlineare Analysis. Der
bei weitem wichtigste Satz der nichtlinearen Analysis ist der sogenannte Banachsche
Fixpunktsatz. Wir werden gleich mehrere Anwendungen kennenlernen.

Banachscher Fixpunktsatz 11.1. Sei f : X — X eine lipschitzstetige Abbildung
eines vollstindigen metrischen Raumes auf sich selber mit Lipschitzkonstante L < 1.
Dann hat f genau einen Fizpunkt: x € X mit f(x) = z.

Beweis: Sei o € X beliebig und fiir alle n € N x,, induktiv definiert durch z, =
f(zy—1). Dann gilt

d<xn7 $n+1) = d(f(xn—1>) f(xn)) S Ld<$n—17 xn) S Lnd(xm 1:1)-
Mit der Dreiecksungleichung folgt dann fiir n < m

AT, Tm) < dTp,Tpi1) + ...+ d(Tpm_1, Tm)
< (Ln + ...+ Lm71>d(ﬂf0, 131)

= Lnﬁd(ﬂfo,l’l) < 1— Ld(l’o,ﬂfl)
Also ist (z,,)nen eine Cauchyfolge und es existiert = lim x,. Aus der Stetigkeit von

n—oo

f folgt dann f(z) = lim f(z,) = lim x,,; = x. Also ist = ein Fixpunkt. Ist y € X ein

zweiter Fixpunkt, so gilt d(z,y) = d(f(z), f(y)) < L-d(x,y). Wegen 0 < L < 1 folgt
dann (1 — L)d(z,y) < 0 oder auch d(x,y) = 0. Also gilt z = y. q.e.d.

Eine Anwendung ist z.B. der Satz von Picard Lindel6f iiber die Existenz und Ein-
deutigkeit von Anfangswertproblemen von gewchnlichen Differentialgleichungen. Eine
gewoOhnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung, von der Form

w(t) = f(t,u(t)) mitu:I—V und f:IxU—V.

141



142 KAPITEL 11. NICHTLINEARE ANALYSIS

Hierbei ist I C R ein Intervall, V' ein normierter Vektorraum und U C V eine offene
Teilmenge. Der Punkt bezeichnet die Ableitung nach ¢, die in vielen Anwendungen fiir
die Zeit steht. Das Anfangswertproblem besteht aus der Suche nach einer differenzier-
baren Funktion u : I — U, die die Differentialgleichung erfiillt und an einem Punkt
to € I den Anfansgwert u(tg) = ug € U annimmt.

Definition 11.2. FEine Funktion f von einem metrischen Raum X in den metrischen
Raum Y heifst lokal lipschitzstetig, wenn es fiir jedes xo € X eine Umgebung U C X
von xo gibt und eine Lipschitzkonstante L > 0, so dass fir alle x,2’ € U gilt

d(f(z), f(2')) < Ld(z,z").

Satz 11.3. (Lokale Eristenz und Eindeutigkeit) Sei I ein offenes Intervall, U C R™
eine offene Teilmenge und f : I x U — R™ eine stetige Abbildung, die beziiglich der
zweiten Variablen lokal lipschitzstetig ist, d.h. fir jedes (to,ug) € I XU gibt es ein § > 0
und ein L > 0, so dass fir alle (t,u), (t,0) € (to — 0,ty + 6) x B(ug, ) gilt

1F(tu) = f@&u)|l < Ll —al.

Dann gibt es fir jedes (to,up) € I x U ein € > 0, so dass das Anfangswertproblem
w(t) = f(t,u(t)) mit u(te) = uo auf (to — €,to + €) genau eine Lisung besitzt.

Beweis: Wegen der lokalen Lipschitzstetigkeit gibt es 6 > 0 und L > 0, so dass fiir

alle (t,u),(t,a) € [to — d,to + 0] X B(ug,d) auch ||f(t,u) — f(t,u)|| < L||u — af| gilt.
Wegen der Stetigkeit von f ist die Abbildung

F:uw— F(u) mit F(u)(t) = up + /f(s,u(s))ds

eine stetige Abbildung von C([tg — d,to + 0], B(ug,0)) nach C([to — d,to + 0], R™). Sei
(- uo)lloo = sup ; 1/ (s, uo)ll

SE[to—(S,to-ﬁ-

Wenn e < ¢ und € (|| f(+, u0)l|co + LI) < 0, dann gilt fiir alle u € C([to—e, to+e€|, B(ug,d))
und alle t € [ty — €ty + €]
[ (u)(t) = ol < /(f(&uo) + f(s,uls)) = f(s,u0))ds|| < €([[f(;uo)lloc + LO) <0

to

Also bildet F' den vollstindigen metrischen Raum C([tg — €, to + €], B(ug,d)) auf sich
selber ab. Fiir u, @ € C([to — €,to + €], B(ug,0)) und t € [ty — €,to + €] gilt

[F(u)(t) = Fa)®)]| < / 1/ (s, uls) = f(s,a(s))llds < eLfu = il o-
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) 1 0
Sei also € kleiner als € < min 9, ,— ¢ =min\ 0, )

Dann definiert die Abbildung F' eine lipschitzstetige Abbildung mit Lipschitzkonstante
e - L < 1 von dem vollstdndigen metrischen Raum C([tg — €, to + €], B(ug,0)) auf sich
selber. Jeder Fixpunkt ist wegen dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
stetig differenzierbar und es gilt u(t) = f(t,u) fiir alle t € (tg — €, to+ €) mit u(ty) = uo.
Also 16st u dieses Anfangswertproblem auf (ty — €,%9 + €¢). Wenn u umgekehrt auf
(to — €,to + €) dieses Anfangswertproblem 16st, dann ist die Ableitung von F(u) — u
gleich Null, und beide Funktionen F'(u) und u sind bei t = ¢ gleich ug. Also stimmen
beide Funktionen iiberein und jede Losung des obigen Anfangswertproblems ist ein
Fixpunkt von F'. Also folgt die Existenz und Eindeutigkeit dieses Anfangswertproblems
auf (ty — €,to + €) aus dem Banachschen Fixpunktsatz. q.e.d.

Satz 11.4. (Globale Ezistenz und Eindeutigkeit) Sei O C RxR"™ eine offene Teilmenge
und f: O — R"™ eine stetige Abbildung, die wie bei der lokalen Existenz und FEindeu-
tigkeit lokal lipschitzstetig ist. Dann gibt es fir jedes (to,ug) € O genau ein mazimales
Intervall (a,b) C R, das ty enthdlt, und auf dem das Anfangswertproblem

w(t) = f(t,u)  mit  u(to) = uo

genau eine Losung u enthdlt. Das Intervall ist in dem Sinne mazimal, dass an beiden
Rdéndern, also bei a und b, eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(i) a=—00 (bzw. b= ).

(ii) t— || f(t, u(t))] ist fir alle € > 0 auf (a,a+€) (bzw. (b— €,b)) unbeschrankt.

(iii) Die Lisung w laft sich stetig auf [a,b) (bzw. (a,b]) fortsetzen, der Graph der
Fortsetzung liegt aber nicht in O, d.h. ltilm(t,u(t)) ¢ O (bzw. ltigl(t, u(t)) ¢ O).

Beweis: Zunéchst bemerken wir, dass fiir jedes Intervall (a, b), das to enthélt, und auf
dem das Anfangswertproblem

u(t) = f(t,u(t)) mit u(ty) = uo

eine Losung @ besitzt, so dass sich @ auf [a, b) oder (a, b] stetig fortsetzen 1a8t, und der
Graph der Fortsetzung in O liegt, das neue Anfangswertproblem

w(t) = f(t,u(t)) mit u(a) = tlim+ﬂ(t) bzw. u(b) = tlirbn u(t)
wegen dem vorangehenden Satz eine Losung in einer Umgebung von a bzw. b besitzt,

die dann auf [a,a + €) bzw. (b— €, b] mit @ tibereinstimmt. Also existiert ein maximales
Intervall (a,b), auf dem das Anfangswertproblem eine eindeutige Losung besitzt. Wenn
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am linken bzw. rechten Rand die Bedingungen (i) und (ii) nicht erfiillt sind, dann ist
die Ableitung der Losung auf einer offenen Menge (a,a + €) bzw. (b — €,b) beschriankt
und deshalb ist die Losung dort lipschitzstetig. Dann konvergiert fiir jede Folge (,,)nen,
die gegen a bzw. b konvergiert auch die Folge ((¢,, u(t,))nen in R X R™. Der Grenzwert
kann dann aber nicht in O liegen, weil sonst die Losung eine Fortsetzung auf eine
Umgebung von a bzw. b hétte. q.e.d.

Bemerkung 11.5. Wenn (ii) erfillt ist, kann t — f(t,u(t)) nicht stetig auf [a,a + €)
bzw. (b — €,b] fortgesetzt werden. Also kénnen w und f nicht so stetig auf griflere
Definitionsbereiche fortgesetzt werden, dass a (bzw. b) im Definitionsbereich von u und

(a,u(a)) (bzw. (b,u(b))) im Definitionsbereich von f liegt.

11.2 Das Losen von nichtlinearen Gleichungen
Die Losungen der Gleichungen von der Form
Ar =y, AeL(V,W), z€Vud yeW

in einem (endlichdimensionalen) Vektorraum V' sind in der linearen Algebra untersucht
worden. Wenn A invertierbar ist, dann ist x = A~!y die eindeutige Losung. In diesem
Abschnitt nutzen wir das Verstandnis dieser Gleichungen fiir Gleichungen von der Form

flx)=y, f: VoW ze€Vund yeW

mit nichtlinearen Abbildungen f. Dabei nehmen wir an, dass f differenzierbar ist, und
durch lineare Abbildungen angenéhert werden kann. Ausgangspunkt ist die Beobach-
tung, dass kleine Storungen von invertierbaren linearen Abbildungen invertierbar sind.

Lemma 11.6. Seien V und W Banachrdume und A ein invertierbares Element von
L(V;W). D.h. es gibt ein Element A=t € LW, V) mit AA™ = 1y und A™1A = 1y.
Dann sind alle Elemente des folgenden Balles um A invertierbar:

IA~H*1A - B
1—[lA=HjjA = Bl

BeB (A ) cLV,W) mit ||B'-A <

N
AT
Beweis: Offenbar ist B = A — (A — B) = A(ly — A™'(A — B)). Wegen Satz 9.60 gilt
|A™H(A-B)| <||A7Y-||[A-B| < 1fir BB (A, ”Al—,l”> Dann folgt aus der Neu-
mannschen Reihe, dass 1y — A~'(A — B) invertierbar ist in £(V) und der inverse

Operator beschréinkt ist durch m. Also ist auch B invertierbar und es gilt

A"

Bl'=(1y—AYA-B)'A" mit |BY< .
(v ) L~ AT A=B|
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Fiir die Differenz B~! — A~ gilt dann

B!'-Al=(1ly-A"'(A-B)'-1a!
=AY A-B)(ly - A (A-B)) A
=1y —A"(A-B))'"A(A-B)A™" und deshalb

AT PIA =Bl

L=l A=t -4 = Bl

|B~1 — A7 < qe.d.

Damit bilden die invertierbaren Elemente von £(V, W) eine offene Teilmenge.

Korollar 11.7. Seien V und W Banachriume und A ein tnvertierbares Element von

L(V,W). Dann ist die Abbildung
1
B (A, m) — E(I/I/, V), B — B_l

eine analytische Abbildung. Also insbesondere unendlich oft stetig differenzierbar.

Beweis: Aus Lemma 11.6 und der Neumannschen Reihe folgt fiir alle B € L(V, W)

(A+tB) " =AY t"(-BA™')" = (Z t”(—A‘lB)”) Al firt € B <0, HLB’JH) .
n=0 n=0

Insbesondere ist diese Abbildung analytisch mit der Ableitung B — —A"'BA~! an
der Stelle A, und damit genauso oft differenzierbar, wie A — A~L. q.e.d.

Satz 11.8. (Satz dber die inverse Funktion) Seien V,W Banachriume, f : U — W
eine stetig differenzierbare Abbildung von einer offenen Teilmenge U C V nach W.
Wenn f'(xo) bei xg € U invertierbar ist in L(V, W), dann gibt es offene Umgebungen
U C U und O C W von xg bzw. f(xg), so dass die Finschrinkung f : U — O
bijektiv ist mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung = : O — U’ mit Ableitung

y— ()

Beweis Indem wir zu der Abbildung # — (f'(x0)) ™" o (f(wo + 2) — f(x0)) iibergehen,
konnen wir annehmen, dass W = V' ist und z und f(xq) gleich Null sind und f'(zo) =
1y ist. Weil f stetig differenzierbar ist, gibt es ein § > 0, so dass || f/(z) — 1y || < 3 fiir

x € B(0,0) C U gilt. Wegen dem Schrankensatz ist fiir jedes y € V' die Abbildung

F,:z—y+z— f(x)

eine lipschitzstetige Abbildung von B(0, ) nach B(y, 2) mit Lipschitzkonstante $.Au-
Berdem gilt auch wegen dem Schrankensatz fir alle x € B(0,0)

|

1y (@) =yl = [[f(2) — 2| = [|f(z) =2 = (f(0) = 0)] <
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Wenn y in B(0,2) liegt, dann liegt B(y, %) in B(0,6). Also definiert F, dann eine
Abbildung von B(0,d) auf sich selbst. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt, dass
fir jedes y € By, g) die Abbildung F, auf B(0,d) genau einen Fixpunkt hat und
der Fixpunkt in B(y, g) liegt. Weil aber « genau dann ein Fixpunkt von F, ist, wenn
f(z) =y ist, gibt es fiir alle y € B(y,%
f(x) =y. Sei also

O:B(O,g) und U’:{xEB(O,5)|f($)€B(O,g)}.

Dann ist O offen und U’ als Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung
auch offen und die Abbildung f : U’ — O bijektiv. Weil aber die Abbildung F, auf

B(0, ) lipschitzstetig ist mit Lipschitzkonstante %, gilt fiir alle z, 2" € B(0,9) auch

) auf B(0,0) genau eine Losung der Gleichung

1
lz =2l = [1f(z) = f(2') = Fo(w) = Fo(eD]| < [lf (@) = f@)]| + S lle =2
oder auch ||z — 2’| < 2||f(x) — f(2")].
Also ist f~! sogar lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante 2. Wegen der Neumann’schen

Reihe ist fiir alle z € B(0,d) dann f’'(z) in £(V') invertierbar, und wegen dem Lem-
ma 11.6 die Abbildung

B(0,0) = L(V), x> (f'(z))”

stetig. Die Komposition von f~!: O — U’ mit dieser Abbildung ist dann auch stetig.
Fir z,z € O folgt aus 1f(z) = f(zo) — f'(wo)(z — mo)|| < ellz — 0|

lz = 2o — (f(0)) ' (f () = f(za)) <
1CF (o)) HIICf (2) = f(z0) = f' (o) (@ — o) |
< N(f (o)) lellz = zoll < NI(f (o)) - 2l f(x) — f (o)l

Also ist die Komposition von f~!: O — U’ mit z — (f'(z))~! die Ableitung von f~'.
Dann ist also f~! auch stetig differenzierbar. q.e.d.

Beispiel 11.9. Die Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit kann nicht abge-
schwicht werden zu einfacher Differenzierbarkeit. Die Funktion

x4 x?sin(t)  firaz#0

f:R—)R’fo(w):{O firxz =0

ist differenzierbar und bei 0 gilt f'(0) = 1. Aber f ist in keiner Umgebung der 0 injektiv.
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Korollar 11.10. Die Umkehrabbildung einer bijektiven n-mal stetig differenzierbaren
Abbildung ist bei allen Punkten x mit invertierbarer Ableitung f'(x) auch n-mal stetig
differenzierbar. q.e.d.

Korollar 11.11. (Satz dber die implizite Funktion) Seien V' und W Banachrdume, U
eine offene Teilmenge von VX W und f : U — V eine stetig differenzierbare Funktion.
Wenn die partielle Ableitung % in (vo,wp) € U als Element von L(V) invertierbar
ist, dann gibt es offene Umgebungen O wvon f(vg,wg) in V, O" von wy in W und
U von (vg,wo) in U und eine stetig differenzierbare Funktion g : O x O — V', so
dass fir alle (u,w) € O x O" gilt f(g(u,w),w) = u. Auferdem sind fir alle v € O
alle Losungen (v,w) € U’ der Gleichungen f(v,w) = w im Graphen der Abbildung
O —V, wwr g(u,w) enthalten.

Beweis: Die Ableitung der Abbildung F': U — V x W, (v,w) — (f(v,w),w) ist ge-
geben durch

Flosw) : V x WV x W, (2. 4) <8f(v,w)x+8f(v,w)y’y>

ov ow
of (v,w)

Wenn === invertierbar ist, dann ist der inverse Operator gegeben durch

(Flo,0)™ VX W =V X W, (5,9) ((@fg—“’)) (o= ) ,y>

Also erfiilllt sie die Voraussetzungen des Satzes iiber die inverse Funktion. Deshalb
gibt es Umgebungen O von f(vg,wp) in V', O" von wy in W und U’ von (vg, wy) in
U, so dass die Abbildung U — O x O, (v,w) — (f(f(v,w),w) bijektiv ist und
eine Umkehrabbildung besitzt. Diese Umfehrabbildung muss aber wegen der Gestalt
von F von der Form O x O' — U', (u,w) — (g(u,w),w) sein, mit einer stetig
differenzierbaren Funktion g. Insbesondere sind fiir alle u € O alle Lésungen (v, w) € U’
von f(v,w) = wu im Graphen von O — V, w +— g(u,w) enthalten. q-e.d.

Beispiel 11.12. (i) Héhenlinien: Sei f : R? — R eine stetig differenzierbare Funktion,
die z.B. in Abhdngigkeit von Ldingen- und Breitengraden die Hohe tiber dem Meeresspie-
gel beschreibt. Wenn die partielle Ableitung % (oder eine andere partielle Ableitung) in
einem Punkt (xg,y0) € R nicht verschwindet, dann gibt es eine stetig differenzierbare
Funktion

g (f(zo,m0) — € f(zo,y0) +€) X (Yo — €90 +¢€) — R,

so dass fir alle z € (f(xo,y0) — €, f(xo,y0) + €) die Hohenlinien zur Héhe z von f
gerade durch die Graphen der Funktionen

(Yo —€.y0+€) =R, yr—g(z,y)
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beschrieben werden mit Fiir festes z zeigen also die Richtungen

(22

in Richtung der Héhenlinien und stehen senkrecht auf dem Gradienten von f.

(ii) Hyperflichen: Sei f : R" — R eine stetig differenzierbare Funktion, deren Ablei-
tung in eimem Punkt xo nicht verschwindet. Dann verschwindet auch mindestens eine
partielle Ableitung nicht. Nach einer geegneten Permutation der Varibaeln, konnen wir
%(mo) # 0 annehmen. Sei yo € R"™! der Vektor der letzten n — 1 Koordinaten von
xo Dann lassen sich lokal die Niveaumengen: {(z € R | f(z) = z} mit z € (f(xy) —
€, f(xg + €)) durch den Graphen einer Funktion g : (f(xo — €, f(zo + € X B(yp,0) — R
beschreiben als (g(z,y),y) € R x B(yo,0) mit (z,y) € B(f(xg),€) X B(yo,0). Lokal
werden die Niveauflichen also von y € R"™! parametrisiert. Fiir alle (z,y) in dieser
Umgebung von (f(xo),yo) ist das Bild der partiellen Ableitungen

dg

a—(z,y) x 1y € LR R) x L(R" IR ) ~ LR R x R*™1)
Y

dann der Kern von f'(g(z,y),y) € L(R™,R).
Dieser Kern wird auch Tangentialraum an die Niveaufldchen genannt.

Definition 11.13. FEine unendlich oft (stetig) differenzierbare bijektive Abbildung mit
unendlich oft (stetig) differenzierbarer Umkehrabbildung heifit Diffeomorphismus.

Beispiel 11.14. Polarkoordinaten Die Abbildung
RT x R/27Z — R*\ {0}, (r,¢) — (1 cos ¢,sin ¢)

heifit Polarkoordinaten von R?. Offenbar ist diese Abbildung unendlich oft stetig diffe-
renzierbar. Die Umkehrabbildung ist dann gegeben durch

(ZL‘, y) = (r) ¢) mzt T = A /x2 + y2
I arceos <\/£Tyz) fiir y > 0
un =

27r—arccos( = > firy <0

N
Also ist diese Abbildung ein Diffeomorphismus von RY x R/2wZ nach R* \ {0}. Hier
beschreibt R/2w7Z den Raum aller Aquivalenzklassen von R, wobei

T~y &S x—y €2l

Dieser Raum ist offenbar lokal diffeomorph zu R, weil in jedem Intervall dessen Un-
terlinge kleiner ist als 2w, verschiedene Elemente verschiedene Aquivalenzklassen re-
prasentieren. Deshalb sind die Einschrinkungen der Abbildung R — R/27Z auf be-
liebige offene Intervalle mit Lingen nich t gofler als 2w, die jedes Element auf die
entsprechende Aquivalenzklasse abbilden, Diffeomorphismen.
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11.3 Lagrangemultiplikatoren

Ziel dieses Abschnittes ist es ein Verfahren vorzustellen, mit dem man die lokalen
Extremwerte von Funktionen auf solchen Teilmengen eines Banachraumes bestimmen
kann, die die Nullstellen von endlich vielen reellen diffenzierbaren Funktionen bilden.
Wir sprechen dann von Zwangsbedingungen, wegen denen nur die Punkte in diesen
Nullstellenmengen in Betracht kommen. Diese Situation ist recht allgemein und kommt
in sehr vielen Anwendungen gerade der Wirtschaftswissenschaften vor. Dieses Verfahren
ist die Grundlage fiir die nichtlineare Optimierung, in der man nach Extremwerten
auf Teilmengen eines Banachraumes sucht. Darauf aufbauend wird in der konvexen
Analysis nach Bedingungen gesucht, die die Existenz und Eindeutigkeit von solchen
Extremwertproblemen garantiert.

Definition 11.15. Sei U C X eine offene Teilmenge eines Banachraumes X und
g =(91,---,9m) : U — R™ ein Funktion von U nach R™. Dann definiert fir jedes
xo €U

A=z eU]g(x)=g(xo)

eine abgeschlossene Menge A von U auf der die reellen Funktionen gi, ..., gm(xo)
konstant sind. Wir nennen solche Mengen Niveaumengen zu den Zwangsbedingungen

giy---50n,

Typischerweise werden die Zwangsbedingungen glatte Funktionen sein. Aber selbst
in diesem Fall sind die Niveaumengen nicht immer glatt. Sie konnen Singularitdten
besitzen. Wenn allerdings der Rang der linearen Abbildung

q' (z0) = (g1 (x0), ..., g, (x0)) : X = R™

auf einer offenen Menge konstant ist, dann wissen wir wegen dem Satz der implizierten
Funktion, dass dort die Niveaumengen glatt sind. In der folgenden Diskussion wollen
wir uns zunéchst auf solche Punkte der Niveaumenge beschrianken, an denen der Rang
von ¢ gleich m ist. Wenn g stetig differenzierbar ist, und der Rang der Jacobimatrix
g'(zo) an einem Punkt zq € U gleich m ist, dann gibt es auch eine Umgebung von xg, auf
dem der Rang der Jacobimatrix gleich m ist. Um in diesem Fall den Satz der impliziten
Funktion anzuwenden miissen wir X so in ein kartesisches Produkt von R™ mit einem
normierten Vektorraum zerlegen, dass die erste partielle Ableitung als Element von
L(R™) invertierbar ist. In diesem Fall folgt aus dem Satz der implizierten Funktion,
dass wir die Niveaumengen lokal in einer Umgebubg von xy durch offene Teilmengen
eines normierten Vektorraumes parametrisieren konnen. Wir nennen alle Funktionen
f auf A, die Einschrinkungen von glatten Funktionen f auf offenen Umgebungen von
A sind, glatte Funktionen auf A.

Beispiel 11.16. (i) g:R* =R, (1,y)— glz,y)=2"+y>
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Der Gradient Vg(z,y) = (2x,2y) von g verschwindet nur bei (x,y) = 0. Also sind
alle Niveaumengen g(x,g) = go mit go # g(0,0) = 0 glatte 1-dimensionale Teilmengen
von R2. Es sind jeweils die Kreise mit Radius V90 um den Nullpunkt. Fir go = 0
besteht die Niveaumenge allerdings nur aus dem Nullpunkt. Er ist eine Singularitat der
Niveaumenge.

(ii) g:R* =R, (2,y) = g(z,y) =2 —y*.

Der Gradient Vg(z,y) = (2x,—2y) verschwindet wieder nur bei (x,y) = (0,0). Also
sind alle Niveaumengen g(x,y) = go mit go # ¢(0,0) = 0 glatte eindimensionale
Teilmengen von R?. Es sind jewils zwei Hyperebenen. Die Teilmenge g(x,y) = 22 —y? =
(x —y)(x +y) = 0 besteht aber aus zwei Geraden y = x und y = —z, die sich im
Nullpunkt schneiden. Diese Niveaumenge hat also im Nullpunkt eine Singularitit, weil
sich dort zwei glatte Teilmengen schneiden. Man spricht von einem Doppelpunkt.

(iii) g:R* =R, (z,y) =~ g(z,y) =y —2°.

Der Gradient Vg(z,y) = (—32%,2y) verschwindet wieder nur im Nullpunkt. Also sind
wieder alle Niveaumengen g(z,y) = go mit go # ¢(0,0) = 0 glatte eindimensionale
Teilmengen von R?. Die Niveaumenge g(z,y) = y*> — x> = 0 besteht aus zwei Lisungen
y = £V23 mit x > 0, die sich bei (z,y) = 0 einer gemeinsamen Halbgeraden parallel zu
der x-Achse anndhern. Man nennt deshalb die Singularitiat im Nullpunkt eine Spitze.

Satz 11.17. (Kritische Punkte auf Niveaumengen) Sei U C X eine offene Teil-
menge eines Banachraumes und g = (g1,...,9m) : U — R™ eine stetig differen-
zierbare Funktionen auf U. Fiir ein xg € U sei A die entsprechende Niveaumenge
A={x €U | g(x) = g(xg)}. Sei f eine glatte Funktion auf einer Umgebung von
xg in X. Wenn die Niveaumenge A bei xo keine Singularitdt hat, also die Ableitun-
gen gy(zo), ..., gh(z0) linear unabhingig sind in L(X,R), dann ist xy genau dann ein
kritischer Punkt von der Einschrinkung f|a von f auf die Niveaumenge A, wenn es
Zahlen A1, ..., A\ € R gibt, so dass in L(X,R)

f'(x0) = Mgi(x0) + - + Mgl (7o)
gilt. Die reellen Zahlen Ay, ..., \, heiffen Lagrangemultiplikatoren.

Beweis: Weil g)(zo),...,g,,(z0) in L(X,R) linear unabhéngig sind, gibt es einen m-
dimensionalen Unterraum Y C X von X, so dass die lineare Abbildung

g (o) = (g1 (x0), ..., 9 (20)) : Y — R"

eine bijektive lineare Abbildung ist, und damit wegen Satz 9.56 eine stetige lineare
Abbildung mit stetiger linearer Umkehrabbildung von Y nach R™ ist. Sei Z C X der
Unterraum

Z={x e X |g'(xg)x =0}
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Er ist das Urbild von {0} C R unter ¢'(z¢) und damit abgeschlossen. Offenbar besitzt
Y eine Basis von Elementen zq, ..., z,,, so dass

0 fiir j # 14

mit 7,7 € {1,...,m
1firj=1 J et !

9;(550)5131' = 52';’ = {

gilt. Dann sind die Abbildungen
X =Y, 2z (di(zo)r)z + ...+ (g (20)7) 20

und
X—=Z x—z—(¢(x0)x)ry—...— (g, (x0)r)Tm

stetige lineare Abbildungen. Die Verkettung von der kannonischen Einbettung Y — X
mit der ersten ergibt offenbar die identische Abbildung von Y. Deshalb setzen sich
beide Abbildungen zu der Umkehrabbildung von

YXxZ—-X, (y2)—y+=z

zusammen. Also sind die normierten Vektorrdume X und Y x Z isomorph mit dqui-
valenten Normen. Wegen dem Satz der implizierten Funktion gibt es dann offene Um-
gebungen O von (g1(zo), ..., gm(z)) in R™, O" von 2y in Z und U’ von zp in X,
wobei g = (yo,20) € Y x Z entspricht, und eine stetig differenzierbare Abbildung
h:0Ox 0O — X, so dass fir alle u € O alle Losungen der Gleichung g(x) = u in U’
zum Graphen der Funktion z +— h(u, z) gehoren, also von der Form h(u, z) 4+ z sind
mit z € O'. Wir haben den Unterraum Z C X gerade so definiert, dass die partiel-
le Ableitung a_g an der Stelle zop = yo9 + 2o vreschwindet. Deshalb verschwindet auch
die partielle Ableitung 9" (g(w), z0). Also ist das Bild von Z unter der Ableitung von
2+ h(g(zg), z) + 2z an der Stelle z = z; gleich Z. Dann ist 2 genau dann ein kritischer
Punkt, wenn f’(z¢) auf Z verschwindet. Das ist wegen der Definition von z1, ...,z

dquivalent zu

' (zo)r = f'(x0) ((91(xo)x)x1 + ... + (¢,,(70)T)2,)  fiir alle z € X
= (f'(o)z1)di(zo)z + ... + (f'(20)Tm) gy (70)
= Mg (zo)r + ...+ Angy,(o)x  mit
A= fl(xo)rr, ooy A= f(x0)Tm.

Daraus folgt sofort (o) = Mgy(xo) + .. 4+ Amgin (o). q.e.d.

Die Singularitdten von den Niveaumengen kénnen allerdings auch lokale Extem-
werte sein. Deshalb muss man im Allgemeinen erst alle Singularitdten von den Niveau-
mengen bestimmen und dann noch alle glatten kritischen Punkte, um alle méglichen
lokalen Extremwerte von der Einschrankung von f auf die Niveaumenge zu bestimmen.
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Korollar 11.18. Sei g = (g1,...,9m) : U — R™ eine stetig differenzierbare Funktion
auf einer offenen Teilmenge eines Banachraumes X. Wenn bei alle