Kapitel 11

Nichtlineare Analysis

11.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

In diesem Kapitel bieten wir eine kurze Einfiihrung in die nichtlineare Analysis. Der
bei weitem wichtigste Satz der nichtlinearen Analysis ist der sogenannte Banachsche
Fixpunktsatz. Wir werden gleich mehrere Anwendungen kennenlernen.

Banachscher Fixpunktsatz 11.1. Sei f : X — X eine Lipschitz—stetige Abbildung
eines vollstindigen metrischen Raumes auf sich selber mit Lipschitzkonstante L < 1.
Dann hat f genau einen Fizpunkt: © € X mit f(x) = x.

Beweis: Sei xy € X beliebig und fiir alle n € N z,, induktiv definiert durch z, =
f(x,—1). Dann gilt

d(.ﬁ(}n, xn—l—l) = d(f(xn—1)7 f(xn)) S Ld(ﬂ?n_l, xn) S Lnd(x07 1’1).
Mit der Dreiecksungleichung folgt dann fiir n < m

AT, Ty) < d(Tp,Tpe1) + ...+ d(Tpm_1, Ty)
< (L"+ ...+ L™ Yd(xg, zy)

= Lnﬁd(ﬂfo, Jfl) S 1— Ld(ﬂjo, Jfl)
Also ist (x,,)nen eine Cauchyfolge und es existiert © = lim z,,. Aus der Stetigkeit von

f folgt dann f(z) = nhngo flz,) = nhrrolo Zp4+1 = x. Also ist x ein Fixpunkt. Ist y € X ein
zweiter Fixpunkt, so gilt d(z,y) = d(f(z), f(y)) < L-d(x,y). Wegen 0 < L < 1 folgt
dann (1 — L)d(z,y) < 0 oder auch d(x,y) = 0. Also gilt = = y. q.e.d.

Eine Anwendung ist z.B. der Satz von Picard Lindelof iiber die FExistenz und Ein-
deutigkeit von Anfangswertproblemen von gewohnlichen Differentialgleichungen. Eine
gewohnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung, von der Form

w(t) = f(t,u(t)) mitu:l—V und f:IxU—V.
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Hierbei ist I C R ein Intervall, V' ein normierter Vektorraum und U C V eine offene
Teilmenge. Der Punkt bezeichnet die Ableitung nach ¢, die in vielen Anwendungen fiir
die Zeit steht. Das Anfangswertproblem besteht aus der Suche nach einer differenzier-
baren Funktion u : I — U, die die Differentialgleichung erfiillt und an einem Punkt
to € I den Anfansgwert u(tg) = ug € U annimmt.

Definition 11.2. FEine Funktion f von einem metrischen Raum X in den metrischen
Raum Y heifst lokal Lipschitz—stetig, wenn es fiir jedes xo € X eine Umgebung U C X
von xqy gibt und eine Lipschitzkonstante L > 0, so dass fiir alle x,x' € U gilt

d(f(z), f(2')) < Ld(z, ).

Satz 11.3. (Lokale Ezistenz und Eindeutigkeit) Sei I ein offenes Intervall, U C R"
eine offene Teilmenge und f : I x U — R™ eine stetige Abbildung, die beziiglich der
zweiten Variablen lokal Lipschitzstetig ist, d.h. fir jedes (tg,ug) € I x U gibt es ein
d >0 und ein L > 0, so dass fir alle (t,u), (t,a) € (ty — 0,to + ) X B(ug, ) gilt

1f(tu) = f@&u)] < Ll —al.

Dann gibt es fiir jedes (to,ug) € I x U ein € > 0, so dass das Anfangswertproblem
u(t) = f(t,u(t)) mit u(ty) = uo auf (to — €,to + €) genau eine Lisung besitzt.

Beweis: Wegen der lokalen Lipschitzstetigkeit gibt es 6 > 0 und L > 0, so dass fiir

alle (t,u),(t,u) € [to — d,to + O] X B(ug,0) auch ||f(t,u) — f(t,a)] < L||u — al| gilt.
Wegen der Stetigkeit von f ist die Abbildung

F:uw— F(u) mit F(u)(t) =uo+ /f(s,u(s))ds

eine stetige Abbildung von C([ty — 9, to + 6], B(uo, d)) nach C([ty — 0, to + 6], R™). Sei
1 uo)lloe = sup ; 1f (s, uo) I

Se[t0—5,t0+

Wenn e < ¢ und € (|| f(-, uo)|oo + LJ) < 6, dann gilt fiir alle u € C([to—e, to+¢], B(ug,d))
und alle t € [ty — €ty + €]
1 (u)(2) = uo| < /(f(sau()) + f(s,u(s)) = f(s,u0))ds|| < e([lf( uo)lloc + L) <6

to

Also bildet F' den vollstdndigen metrischen Raum C([to — €,to + €], B(ug, d)) auf sich
selber ab. Fiir u, @ € C([to — €,to + €], B(ug,0)) und t € [ty — €, to + €] gilt

[F(u)(t) = F(a)®)] < / 1/ (s, uls) = f(s,a(s))ll ds < eLlju — ul[co-



11.1. DER BANACHSCHE FIXPUNKTSATZ 143

) 1 )
Sei also € kleiner als € < min « 9, ,— p =min\ 9, )
{ 1/ (-5 wo)lo + L6 L} { Hf(-,uO)llooﬂLM}

Dann definiert die Abbildung F' eine Lipschitzstetige Abbildung mit Lipschitzkonstante
¢ - L < 1 von dem vollstdndigen metrischen Raum C([to — €,to + €|, B(ug, d)) auf sich
selber. Jeder Fixpunkt ist wegen dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
stetig differenzierbar und es gilt @(t) = f(t, u) fiir alle t € (tg—¢€, to+€) mit u(ty) = uo.
Also 16st u dieses Anfangswertproblem auf (o — €,ty + €¢). Wenn u umgekehrt auf
(to — €,to + €) dieses Anfangswertproblem 16st, dann ist die Ableitung von F(u) — u
gleich Null, und beide Funktionen F'(u) und u sind bei t =t gleich ug. Also stimmen
beide Funktionen iiberein und jede Losung des obigen Anfangswertproblems ist ein
Fixpunkt von F'. Also folgt die Existenz und Eindeutigkeit dieses Anfangswertproblems
auf (ty — €,to + €) aus dem Banachschen Fixpunktsatz. q.e.d.

Satz 11.4. (Globale Existenz und Findeutigkeit) Sei O C R x R" eine offene Teil-
menge und f : O — R"™ eine stetige Abbildung, die wie bei der lokalen Existenz und
Findeutigkeit lokal Lipschitz—stetig ist. Dann gibt es fir jedes (tg,up) € O genau ein
mazximales Intervall (a,b) C R, das to enthdlt, und auf dem das Anfangswertproblem

w(t) = f(t,u)  mit  wu(to) = uo

genau eine Losung u enthdlt. Das Intervall ist in dem Sinne maximal, dass an beiden
Rdndern, also bei a und b, eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(i) a=—o0 (bzw. b= 0).

(ii) t — [|f(t,u(t))| ist fir alle e > 0 auf (a,a + €) (bzw. (b —€,b)) unbeschrinkt.

(iii) Die Lésung u lafit sich stetig auf [a,b) (bzw. (a,b]) fortsetzen, der Graph der
Fortsetzung liegt aber nicht in O, d.h. ltilm(t,u(t)) ¢ O (bzw. lggl(t, u(t)) € O).

Beweis: Zunéchst bemerken wir, dass fiir jedes Intervall (a, b), das tg enthélt, und auf
dem das Anfangswertproblem

a(t) = F(t u(t)) mit u(te) = ug

eine Losung @ besitzt, so dass sich @ auf [a, b) oder (a, b] stetig fortsetzen 1a8t, und der
Graph der Fortsetzung in O liegt, das neue Anfangswertproblem

u(t) = f(t,u(t)) mit u(a) = tlingr a(t) bzw. u(b) = tlirgl u(t)
wegen dem vorangehenden Satz eine Losung in einer Umgebung von a bzw. b besitzt,
die dann auf [a, a+€) bzw. (b— ¢, b] mit @ iibereinstimmt. Also existiert ein maximales
Intervall (a,b), auf dem das Anfangswertproblem eine eindeutige Losung besitzt. Wenn
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am linken bzw. rechten Rand die Bedingungen (i) und (ii) nicht erfiillt sind, dann ist die
Ableitung der Losung auf einer offenen Menge (a,a + €) bzw. (b — €, b) beschrankt und
deshalb ist die Losung dort Lipschitz—stetig. Dann konvergiert fiir jede Folge (¢,)nen,
die gegen a bzw. b konvergiert auch die Folge ((¢,, u(t,))nen in R x R™. Der Grenzwert
kann dann aber nicht in O liegen, weil sonst die Losung eine Fortsetzung auf eine
Umgebung von a bzw. b hétte. q.e.d.

Bemerkung 11.5. Wenn (i) erfillt ist, kann t — f(t,u(t)) nicht stetig auf [a,a + ¢€)
bzw. (b — €,b] fortgesetzt werden. Also kénnen w und f nicht so stetig auf griflere
Definitionsbereiche fortgesetzt werden, dass a (bzw. b) im Definitionsbereich von u und

(a,u(a)) (bzw. (b,u(b))) im Definitionsbereich von f liegt.

11.2 Das Losen von nichtlinearen Gleichungen
Die Losungen der Gleichungen von der Form
Av =y, AelL(V,W), ze€Vund yeW

in einem (endlichdimensionalen) Vektorraum V sind in der linearen Algebra untersucht
worden. Wenn A invertierbar ist, dann ist + = A~ 'y die eindeutige Losung. In diesem
Abschnitt nutzen wir das Verstdndnis dieser Gleichungen fiir Gleichungen von der Form

flx)=y, f: VoW ze€Vud yeW

mit nichtlinearen Abbildungen f. Dabei nehmen wir an, dass f differenzierbar ist, und
durch lineare Abbildungen angenéhert werden kann. Ausgangspunkt ist die Beobach-
tung, dass kleine Storungen von invertierbaren linearen Abbildungen invertierbar sind.

Lemma 11.6. Seien V und W Banachriume und A ein invertierbares Element von
L(V;W). D.h. es gibt ein Element A=t € LW, V) mit AA™ = 1y und A7LA = 1y.
Dann sind alle Elemente des folgenden Balles um a invertierbar:

IA~*1A - B
1 —[lA=HljA = B]

BeB( )CE(V,W) mit  ||B7'— A7 <

A

[ A=]
Beweis: Offenbar ist B=A — (A — B) = A(ly — A™'(A — B)). Wegen Satz 9.60 gilt
IA"Y (A= B)| < |A7Y| - |A— B| <1fir BeB (A, ”A—ln) Dann folgt aus der Neu-

mannschen Reihe, dass 1y — A™'(A — B) invertierbar ist in £(V) und der inverse
Operator beschrankt ist durch W. Also ist auch B invertierbar und es gilt

1A~

Bl=(ly—AYA-B) "4 mit |B< .
(v ) I, A4 5]
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Fiir die Differenz B~! — A~ gilt dann

Bl —Al'=(1ly-AYA-B)'-1nA!
=AY (A-B)(1ly - A Y (A-B)) 4!
=1y —A(A-B) A (A-B)A™" und deshalb
1| < lAZPIA = Bl
— LA flA =B

|B~' — A~ q.ed.

Damit bilden die invertierbaren Elemente von L£(V, W) eine offene Teilmenge.

Korollar 11.7. Seien V und W Banachrdume und A ein tnvertierbares Element von
L(V,W). Dann ist die Abbildung

B (A, ﬁ) L LWV), Be B

eine analytische Abbildung. Also insbesondere unendlich oft stetig differenzierbar.

Beweis: Aus Lemma 11.6 und der Neumannschen Reihe folgt fiir alle B € L(V, W)

(A+tB)~ 1Zt" —BA™! <Zt" - )A‘WﬁrtéB(O,”'inUH).

Insbesondere ist diese Abbildung analytisch mit der Ableitung B + —A"'!BA~! an
der Stelle A, und damit genauso oft differenzierbar, wie A — A~L. q.e.d.

Satz 11.8. (Satz dber die inverse Funktion) Seien V,W Banachriume, f : U — W
eine stetig differenzierbare Abbildung von einer offenen Teilmenge U C V nach W.
Wenn f'(xg) bei xg € U invertierbar ist in L(V, W), dann gibt es offene Umgebungen
U C U und O C W von xy bzw. f(xy), so dass die Finschrinkung f : U — O
bijektiv ist mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung f= : O — U’ mit Ableitung

y— (f(F )

Beweis Indem wir zu der Abbildung = — (f'(x0)) ™" o (f(zo + 2) — f(x0)) iibergehen,
konnen wir annehmen, dass W =V ist und zy und f(x¢) gleich Null sind und f'(zy) =
1y ist. Weil f stetig differenzierbar ist, gibt es ein 6 > 0, so dass || f/(z) — 1y || < 3 fiir
x € B(0,9) C U gilt. Wegen dem Schrankensatz ist fiir jedes y € V' die Abbildung

Fy:ro—y+ao— f(x)

eine Lipschitzstetige Abbildung von B(0,6) nach B(y, 2) mit Lipschitzkonstante 1.Au-
Berdem gilt auch wegen dem Schrankensatz fiir alle x € B(0,0)

N O

1y () = yll = [[f(2) — 2| = [|f(z) =2 = (f(0) = 0)] <
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Wenn y in B(0,2) liegt, dann liegt B(y, %) in B(0,6). Also definiert F, dann eine
Abbildung von B(0, ) auf sich selbst. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt, dass
fiir jedes y € B(y, %) die Abbildung F, auf B(0,d) genau einen Fixpunkt hat und

der Fixpunkt in B(y, g) liegt. Weil aber = genau dann ein Fixpunkt von F), ist, wenn

f(x) =y ist, gibt es fiir alle y € B(y, 5) auf B(0,0) genau eine Losung der Gleichung
f(x) =y. Sei also

O:B(O,g) und U’:{xeB(O,6)|f(x)eB<0,g)}.

Dann ist O offen und U’ als Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung
auch offen und die Abbildung f : U" — O bijektiv. Weil aber die Abbildung Fy auf
B(0,0) Lipschitzstetig ist mit Lipschitzkonstante 3, gilt fiir alle z,2’ € B(0,4) auch

1
lz =2l = [|f(z) = f(2') = Fo(w) = Fo(@)D]| < [lf (@) = f@)]| + S lle = '
oder auch ||z —2'|| < 2||f(x) — f(z')|.
Also ist f~! sogar Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante 2. Wegen der Neumann’schen

Reihe ist fiir alle € B(0,6) dann f'(z) in £(V) invertierbar, und wegen dem Lem-
ma 11.6 die Abbildung

B(0,0) = L(V), z+ (f(z))”

stetig. Die Komposition von f~!: O — U’ mit dieser Abbildung ist dann auch stetig.
Fir z, z € O folgt aus 1f(z) = f(z0) — f'(wo) (2 — mo)|| < ellz — 20|

Iz = @0 — (f'(0)) " (f () = flza))| <
1 (20)) IS () = f(z0) — f'(wo)(x — o) |

< (" (o) elle = zoll < [I(£(20)) "Il - 2l f () = f (o).

Also ist die Komposition von f~!: O — U’ mit z — (f'(z))~! die Ableitung von f~!.
Dann ist also f~! auch stetig differenzierbar. q.e.d.

Beispiel 11.9. Die Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit kann nicht abge-
schwicht werden zu einfacher Differenzierbarkeit. Die Funktion

x+x?sin(l)  firaz#0

ist differenzierbar und bei 0 gilt f'(0) = 1. Aber f ist in keiner Umgebung der 0 injektiv.
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Korollar 11.10. Die Umkehrabbildung einer bijektiven n-mal stetig differenzierbaren
Abbildung ist bei allen Punkten x mit invertierbarer Ableitung f'(x) auch n-mal stetig
differenzierbar. q.e.d.

Korollar 11.11. (Satz dber die implizite Funktion) Seien V' und W Banachrdume, U
eine offene Teilmenge von VX W und f : U — V eine stetig differenzierbare Funktion.
Wenn die partielle Ableitung % in (vo,wo) € U als Element von L(V) invertierbar
ist, dann gibt es offene Umgebungen O wvon f(vg,wp) in V, O" von wy in W und
U wvon (vg,wp) in U und eine stetig differenzierbare Funktion g : O x O — V, so
dass fir alle (u,w) € O x O" gilt f(g(u,w),w) = u. Auflerdem sind fir alle w € O
alle Losungen (v,w) € U’ der Gleichungen f(v,w) = u im Graphen der Abbildung
O —V, ww g(u,w) enthalten.

Beweis: Die Ableitung der Abbildung F': U — V x W, (v,w) — (f(v,w),w) ist ge-
geben durch

F'lo,w): VxW =V x W, ($,y)l—>(af(v’w)x+af(v’w)y7y)

ov ow
of (v,w)

Wenn === invertierbar ist, dann ist der inverse Operator gegeben durch

(Pl )™ VX W VW, (2,y) ((@fé—”) (o= 2ty ,y)

Also erfiillt sie die Voraussetzungen des Satzes iiber die inverse Funktion. Deshalb
gibt es Umgebungen O von f(vg,wp) in V, O" von wy in W und U’ von (vg, wp) in
U, so dass die Abbildung U — O x O, (v,w) — (f(f(v,w),w) bijektiv ist und
eine Umkehrabbildung besitzt. Diese Umfehrabbildung muss aber wegen der Gestalt
von F von der Form O x O — U', (u,w) — (g(u,w),w) sein, mit einer stetig
differenzierbaren Funktion g. Insbesondere sind fiir alle u € O alle Losungen (v, w) € U’
von f(v,w)=w im Graphen von O — V, w +— g(u,w) enthalten. q.e.d.

Beispiel 11.12. (i) Héhenlinien: Sei f : R* — R eine stetig differenzierbare Funktion,
die z.B. in Abhdngigkeit von Lingen- und Breitengraden die Hohe tiber dem Meeresspie-
gel beschreibt. Wenn die partielle Ableitung % (oder eine andere partielle Ableitung) in
einem Punkt (xg,y0) € R nicht verschwindet, dann gibt es eine stetig differenzierbare
Funktion

g (f(zo,y0) — € f(zo,y0) +€) X (Yo — €90 +¢€) — R,

so dass fir alle z € (f(xo,y0) — €, f(xo,y0) + €) die Hohenlinien zur Héohe z von f
gerade durch die Graphen der Funktionen

(Yo—€ey0+€) =R, y—g(z,y)
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beschrieben werden mit Fir festes z zeigen also die Richtungen

(252

in Richtung der Héhenlinien und stehen senkrecht auf dem Gradienten von f.

(ii) Hyperflachen: Sei f : R™ — R eine stetig differenzierbare Funktion, deren Ablei-
tung in eimem Punkt xo nicht verschwindet. Dann verschwindet auch mindestens eine
partielle Ableitung nicht. Nach einer geegneten Permutation der Varibaeln, konnen wir
g—;l(xo) # 0 annehmen. Sei yo € R"™! der Vektor der letzten n — 1 Koordinaten von
xo Dann lassen sich lokal die Niveaumengen: {(z € R | f(x) = z} mit z € (f(xg) —
€, f(xg + €)) durch den Graphen einer Funktion g : (f(xo — €, f(zo + € X B(yp,0) = R
beschreiben als (g(z,y),y) € R x B(yo,0) mit (z,y) € B(f(x),€) X B(yo,0). Lokal
werden die Niveauflichen also von y € R"™' parametrisiert. Fiir alle (z,y) in dieser
Umgebung von (f(xo),yo) ist das Bild der partiellen Ableitungen

99

a—(z,y) x 1y € LR R) x LR R ~ LR, R x R*™)
y

dann der Kern von f'(g(z,y),y) € LR™,R).

Dieser Kern wird auch Tangentialraum an die Niveauflichen genannt.

Definition 11.13. FEine unendlich oft (stetig) differenzierbare bijektive Abbildung mit
unendlich oft (stetig) differenzierbarer Umkehrabbildung heifit Diffeomorphismus.

Beispiel 11.14. Polarkoordinaten Die Abbildung
R* x R/27Z — R*\ {0}, (r,¢) — (rcos ¢, sin ¢)

heifit Polarkoordinaten von R2. Offenbar ist diese Abbildung unendlich oft stetig diffe-
renzierbar. Die Umkehrabbildung ist dann gegeben durch

(I, y) = (T7 QS) mZt T = \/’W
arccos ( ;" 2) fiiry >0
und b= VZIty

27r—arccos( = ) fiiry <0

Va2
Also ist diese Abbildung ein Diffeomorphismus von R* x R/27Z nach R* \ {0}. Hier
beschreibt R/2n7Z den Raum aller Aquivalenzklassen von R, wobei

r~YyST—y € 2n.

Dieser Raum ist offenbar lokal diffeomorph zu R, weil in jedem Intervall dessen Un-
terlinge kleiner ist als 2w, verschiedene Elemente verschiedene Aquivalenzklassen re-
prasentieren. Deshalb sind die Einschrinkungen der Abbildung R — R/27Z auf be-
liebige offene Intervalle mit Lingen nich t gofler als 2w, die jedes Element auf die
entsprechende Aquivalenzklasse abbilden, Diffeomorphismen.
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11.3 Lagrangemultiplikatoren

Ziel dieses Abschnittes ist es ein Verfahren vorzustellen, mit dem man die lokalen
Extremwerte von Funktionen auf solchen Teilmengen eines Banachraumes bestimmen
kann, die die Nullstellen von endlich vielen reellen diffenzierbaren Funktionen bilden.
Wir sprechen dann von Zwangsbedingungen, wegen denen nur die Punkte in diesen
Nullstellenmengen in Betracht kommen. Diese Situation ist recht allgemein und kommt
in sehr vielen Anwendungen gerade der Wirtschaftswissenschaften vor. Dieses Verfahren
ist die Grundlage fiir die nichtlineare Optimierung, in der man nach Extremwerten
auf Teilmengen eines Banachraumes sucht. Darauf aufbauend wird in der konvexen
Analysis nach Bedingungen gesucht, die die Existenz und Eindeutigkeit von solchen
Extremwertproblemen garantiert.

Definition 11.15. Sei U C X eine offene Teilmenge eines Banchraumes X und g =
(915, 9m) : U — R™ ein Funktion von U nach R™. Dann definiert fir jedes xy € U

A=zeU]|g(r)=g(w)

eine abgeschlossene Menge A von U auf der die reellen Funktionen gy, ..., gm(zo)
konstant sind. Wir nennen solche Mengen Niveaumengen zu den Zwangsbedingungen

9155 9n;

Typischerweise werden die Zwangsbedingungen glatte Funktionen sein. Aber selbst
in diesem Fall sind die Niveaumengen nicht immer glatt. Sie konnen Singularitéten
besitzen. Wenn allerdings der Rang der linearen Abbildung

g/(l’o) = (gi(lb)v cee 7g;n(x0)) : X — R™

auf einer offenen Menge konstant ist, dann wissen wir wegen dem Satz der implizierten
Funktion, dass dort die Niveaumengen glatt sind. In der folgenden Diskussion wollen
wir uns zunéchst auf solche Punkte der Niveaumenge beschrianken, an denen der Rang
von ¢’ gleich m ist. Wenn ¢ stetig differenzierbar ist, und der Rang der Jacobimatrix
g'(zo) an einem Punkt zq € U gleich m ist, dann gibt es auch eine Umgebung von xg, auf
dem der Rang der Jacobimatrix gleich m ist. Um in diesem Fall den Satz der impliziten
Funktion anzuwenden miissen wir X so in ein kartesisches Produkt von R™ mit einem
normierten Vektorraum zerlegen, dass die erste partielle Ableitung als Element von
L(R™) invertierbar ist. In diesem Fall folgt aus dem Satz der implizierten Funktion,
dass wir die Niveaumengen lokal in einer Umgebubg von xy durch offene Teilmengen
eines normierten Vektorraumes parametrisieren konnen. Wir nennen alle Funktionen
f auf A, die Einschrankungen von glatten Funktionen f auf offenen Umgebungen von
A sind, glatte Funktionen auf A.

Beispiel 11.16. (i) g:R* =R, (1,y)— glx,y)=2"+1y>
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Der Gradient Vg(x,y) = (2x,2y) von g verschwindet nur bei (x,y) = 0. Also sind
alle Niveaumengen g(z,g) = go mit go # g(0,0) = 0 glatte 1-dimensionale Teilmengen
von R2. Es sind jeweils die Kreise mit Radius V90 um den Nullpunkt. Fir go = 0
besteht die Niveaumenge allerdings nur aus dem Nullpunkt. Er ist eine Singularitdt der
Niveaumenge.

(i) g:R* =R, (2,9)— g(z,y) = 2" —y°.

Der Gradient Vg(z,y) = (2x,—2y) verschwindet wieder nur bei (x,y) = (0,0). Also
sind alle Niveaumengen g(x,y) = go mit go # ¢(0,0) = 0 glatte eindimensionale
Teilmengen von R?. Es sind jewils zwei Hyperebenen. Die Teilmenge g(x,y) = 2> —y? =
(x —y)(x +y) = 0 besteht aber aus zwei Geraden y = x und y = —x, die sich im
Nullpunkt schneiden. Diese Niveaumenge hat also im Nullpunkt eine Singularitit, weil
sich dort zwei glatte Teilmengen schneiden. Man spricht von einem Doppelpunkt.

(iif) g: R =R, (2,y) = g(z,y) =y* — 2.

Der Gradient Vg(z,y) = (—32%,2y) verschwindet wieder nur im Nullpunkt. Also sind
wieder alle Niveaumengen g(z,y) = go mit go # ¢(0,0) = 0 glatte eindimensionale
Teilmengen von R?. Die Niveaumenge g(x,y) = y*> — x> = 0 besteht aus zwei Lisungen
g = +V23 mitx > 0, die sich bei (z,y) = 0 einer gemeinsamen Halbgeraden parallel zu
der x-Achse anndhern. Man nennt deshalb die Singularitit im Nullpunkt eine Spitze.

Satz 11.17. (Kritische Punkte auf Niveaumengen) Sei U C X eine offene Teil-
menge eines Banachraumes und g = (g1,...,9m) : U — R™ eine stetig differen-
zierbare Funktionen auf U. Fiir ein xq € U sei A die entsprechende Niveaumenge
A={{x €U | g(x) = g(xo)}. Sei f eine glatte Funktion auf einer Umgebung von
xg in X. Wenn die Niveaumenge A bei xy keine Singularitit hat, also die Ableitun-
gen gi(zo), ..., g5 (zo) linear unabhingig sind in L(X,R), dann ist xy genau dann ein
kritischer Punkt von der Einschrinkung f|a von f auf die Niveaumenge A, wenn es
Zahlen A1, ..., A\ € R gibt, so dass in L(X,R)

f'(x0) = Mg (o) + -+ Mgy, (o)
qilt. Die reellen Zahlen Ay, ..., A, heiffen Lagrangemultiplikatoren.

Beweis: Weil g{(zo), ..., g, (zo) in L(X,R) linear unabhéngig sind, gibt es einen m-
dimensionalen Unterraum Y C X von X, so dass die lineare Abbildung

g (x0) = (¢1(x0), ..., g1, (x0)) : Y — R™

eine bijektive lineare Abbildung ist, und damit wegen Satz 9.56 eine stetige lineare
Abbildung mit stetiger linearer Umkehrabbildung von Y nach R™ ist. Sei Z C X der
Unterraum

Z={xe X | g (xy)zx =0}
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Er ist das Urbild von {0} C R unter ¢’(x¢) und damit abgeschlossen. Offenbar besitzt

Y eine Basis von Elementen x4, ..., z,,, so dass
0 fiir j #1
Gaoa =y =4O WTEL e (1 m)
1firyg=1

gilt. Dann sind die Abbildungen
X =Y, z (9i(zo)x)zr+ ...+ (¢, (z0)x)zs

und
X —=2Z, z—x—(g(xo)r)rs — ... = (gn(z0)T)Tm

stetige lineare Abbildungen. Die Verkettung von der kannonischen Einbettung Y — X
mit der ersten ergibt offenbar die identische Abbildung von Y. Deshalb setzen sich
beide Abbildungen zu der Umkehrabbildung von

YXxZ—-X, (y,2)—y+=z

zusammen. Also sind die normierten Vektorrdume X und Y x Z isomorph mit dqui-
valenten Normen. Wegen dem Satz der implizierten Funktion gibt es dann offene Um-
gebungen O von (g1(xg), ..., gm(x0)) in R™ O von zy in Z und U’ von zp in X,
wobei g = (yo,20) € Y X Z entspricht, und eine stetig differenzierbare Abbildung
h:0O x 0O — X, so dass fur alle u € O alle Losungen der Gleichung ¢g(z) = u in U’
zum Graphen der Funktion z — h(u, z) gehoren, also von der Form h(u, z) + z sind
mit z € O'. Wir haben den Unterraum Z C X gerade so definiert, dass die partiel-
le Ableitung % an der Stelle ro = yo + 29 vreschwindet. Deshalb verschwindet auch
die partielle Ableitung %(g(mo), 2p). Also ist das Bild von Z unter der Ableitung von
z +— h(g(xg), 20) + 2 an der Stelle z = zj gleich Z. Dann ist zy genau dann ein kritischer
Punkt, wenn f’(zq) auf Z verschwindet. Das ist wegen der Definition von z1, ..., x,,
dquivalent zu

f'(xo)x = f'(z0) (g1 (xo)x)x1 + ... + (g1 (T0)x)T),)  fiir alle x € X
= (f'(wo)z1)gi(zo)z + ... + (f'(20)Tm) gy (x0)®
= Mgy (o) + ...+ Apg,(o)r  mit
A= o)z, ooy A= f(x0)Tm.

Daraus folgt sofort f(z0) = Mgi(zo) + ... + Amgl, (x0). q.e.d.

Die Singularitdten von den Niveaumengen koénnen allerdings auch lokale Extem-
werte sein. Deshalb muss man im Allgemeinen erst alle Singularitédten von den Niveau-
mengen bestimmen und dann noch alle glatten kritischen Punkte, um alle kritischen
Punkte von der Einschriankung von f auf die Niveaumenge zu bestimmen.
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Korollar 11.18. Sei g = (g1, ...,9m) : U — R™ cine stetig differenzierbare Funktion
auf einer offenen Teilmenge eines Banachraumes X. Wenn bei allen x € U’ aus einer
offenen Teilmenge U’ von U die Ableitungen g ...,g. _, linear unabhdngig sind und
die Ableitung von g, linear von g1, ..., gm_1 abhingt, dann ist fir alle o € U’ g,, loakl
auf folgender Niveaumenge A’ konstant:

A={z e U | g(z) = gi(x0), -, gn-1(2) = gm-1(z0)}-

Beweis: Mit der analogen Anwendung des Satzes der impliziten Funktion im vor-
angehenden Satz auf die Nivequmenge A’ folgt, dass A’ sich auf U’ lokal mit stetig
differenzierbaren Abbildungen bijektiv auf offene Teilmengen eines Banchraumes ab-
bilden 148t, also glatt ist, und dass alle Punkte dieser Niveaumenge kritische Punkte

von ¢g,, sind. Dann ist g,, lokal konstant. q.e.d.

Durch mehrfaches Anwenden und Umordnen der Funktionen gy, ..., g, kénnen wir
fiir jede nicht konstante stetig differenzierbare Funktion ¢ = (¢1,...,9m) : U — R™
erreichen, dass es einen Punkt z; € U und ein 1 <[ < m gibt, so dass g (1), ..., g;(z1)
linear unabhéngig sind, aber g;_,,...,g,, an allen Punkten von U linear von g, ..., g,
abhéngen. Weil ¢’ stetig ist folgt aus Lemma 11.6, dass die Menge aller z1, bei de-
nen ¢, ...,g; linear unabhéngig sind, sogar eine offene Teilmenge von U ist. Danach

bestimmen wir fiir ein gegebenes zy € U alle Singularitdten der entsprechenden Ni-
veaumenge

{z €Ul gi(z) = gi(x0), ..., 9(x) = gi(wo)}.
Zuletzt bestimmen wir alle kritischen glatten Punkte von einer differenzierbaren Funk-

tion f auf dieser Niveaumenge. Dadurch haben wir alle moglichen lokalen Extremwerte
bestimmt.



