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1. Sei f : [0, 1]× [0, 1]× [0, 1] → R definiert durch

f(x, y, z) =

{
0 falls x rational
1 falls x irrational

Zeigen Sie, dass f Lebesgue-integrabel ist und berechnen Sie das Integral∫ 1

0

∫ 1

0

∫ f

0
(x, y, z) dx dy dz. (3 Punkte)

2. Sei (fn)n∈N eine Folge von Funktionen fn : (0, 1] −→ R definiert durch
fn(x) = exp(−[nx]), wobei [x] der ganzzahlige Anteil von x ist: [x] =
max{n ∈ Z | n ≤ x}. Zeigen Sie:

(a) Für jedes n ∈ N ist fn Lebesgue-integrabel.

(b) Die Folge (
∫

fndµ)n∈N ist eine Nullfolge. (4 Punkte)

3. Sei

f(x, y) =

{
x2−y2

(x2+y2)2
für ‖(x, y)‖ ≤ 1

0 für (x, y) = (0, 0)

Berechnen Sie
∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y) dx dy und

∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y) dy dx. Was kann man

aus dem Ergebnis schließen ? (4 Punkte)

4. (a) Berechnen Sie das Integral

2∫
1

x∫
1
x

x2

y2
dy dx

(2 Punkte)

(b) Berechnen Sie das Integral

1∫
−1

2∫
0

(1− 6x2y) dx dy

(2 Punkte)

(c) Sei f : [−2, 2]× [−2, 2] −→ R definiert durch

f(x, y) =

{ √
1− x2 − y2, falls x2 + y2 ≤ 1

0, falls x2 + y2 > 1.

Berechnen Sie
∫ 2

−2

∫ 2

−2
f(x, y) dx dy. (3 Punkte)
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