Faktorisierungssatze

Jorg Zentgraf
25.09.2007

1 Faktorisierungssatz von Weierstrafs

Sei {2, }nen eine Folge von komplexen Zahlen. Wenn z = lim [[;_, 2, existiert, dann ist z das
n—oo

unendliche Produkt der Zahlen z,
zZ = H Zk-
k=1

Ist keines der z, = 0 und z # 0, so muss fiir die Konvergenz des Produktes sicherlich lim z,, — 1
gelten. Andererseits gilt fiir z,, = a mit |a|] < 1 auch []z, = 0, obwohl der Grenzwert lim z,, =
a # 0 ist. Da die Exponentialfunktion einer Summe das Produkt der Exponentialfunktionen der
einzelnen Summanden ist, ist es moglich (wenn die 0 nicht auftritt) die Konvergenz des Produktes
zu diskutieren, indem man die Konvergenz der Reihe Y logz, betrachtet. Hierbei ist log der
Hauptzweig des Logarithmus. Somit miissen wir z, einschridnken, so dass auch log z, sinnvoll
ist. Wenn das Produkt ungleich 0 ist, gilt lim z,, = 1, somit ist es keine Einschrankung Rez, > 0

n
anzunehmen. Nehmen wir nun an, dass die Reihe > log z,, konvergiert. Dann gilt fiir s,, = >_ log 2,
k=1

n o0
mit s, — s auch exp(s,) — exp(s). Aber exp(s,) = ][] zn, also konvergiert [] z, gegen z =

k=1 n=1
exp(s) # 0.
Vorab einige Lemmas, die Aussagen iiber die Konvergenz von unendlichen Produkten liefern. Dazu
sei {zp tnen eine Folge komplexer Zahlen.

Lemma 1.1. Sind die Realteile der Zahlen z, alle positiv, dann konvergiert das Produkt | zn

n=1
o0
genau dann gegen eine Zahl ungleich 0, wenn die Reihe Y log z, konvergiert.
n=1
Zur Vorbereitung auf das folgende Lemma betrachten wir die folgende Abschétzung. Die Potenz-
reihe von log(1 + z) ist gegeben durch

e 2

log(1+2) = Z "1z =z + .-

mit Konvergenzradius 1. Fiir |z| < 1 gilt dann

log(1 + 2) 15
-1 SulLTA R -
‘ 2 2737t
1 2
< 5(|,z|+|,z| +...)
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Fordern wir zusétzlich |z| < 3, so erhalten wir
'110g(1+z) <1
z -2




und somit ) 3
Slel < log(1 +2)| < 5.

Lemma 1.2. Sind die Realteile der Zahlen z, alle gmﬂer als -1, dann konvergiert die Reihe

Z log(1 + z,,) absolut genau dann, wenn die Reihe Z zn, absolut konvergiert.

n=1 n=1

Definition 1.3. Sind die Realteile der Zahlen z, alle positiv, dann heifst das Produkt [] zn

n=1

o0
absolut konvergent genau dann, wenn die Reihe > logz, absolut konvergiert.

n=1
Wir suchen nun nach analytischen Funktionen, die ein vorgegebenes Nullstellenverhalten besitzen.
Dazu geben wir uns eine Folge {a, } nen vor, die uns die Nullstellen liefert. Diese Folge darf keinen
Haufungspunkt besitzen, einzelne Folgenglieder konnen aber in endlicher Anzahl auftreten. Defi-
nieren wir naiv die Funktion h(z) = [[(z — an), so bekommen wir Probleme mit der Konvergenz
des Produktes, deswegen miissen wir einen anderen Weg einschlagen. Die folgenden Definitionen
und Sétze findet man grofitenteils in Conway (Functions of one complex variable), die Beweise
kann man dort auch nachlesen.

Definition 1.4. Eine Funktion f : C — C heifit ganz, wenn sie tiberall holomorph ist.

Theorem 1.5. Es sei G ein Gebiet in C und { f,} eine Folge analytischer Funktionen, so dass kein
fn tdentisch verschwindet. Wenn Z(fn(z) —1) absolut und gleichmaflig auf kompakten Teilmengen

von G konvergiert, dann konvergiert H fn(z) gegen eine analytische Funktion f(z). Ist a eine

Nullstelle der Funktion f, dann ist a eme Nullstelle nur endlich vieler Funktionen f,, und die
Vielfachheit von a ist die Summe der Vielfachheiten von den Nullstellen der Funktionen f,, in a.

Aufgrund dieses Theorems koénnen wir die folgende Beobachtung machen. Wenn wir eine Funk-
tion g,(z) finden kénnen, die analytisch auf einem Gebiet ist, dort keine Nullstellen besitzt und
> |(z = an)gn(z) — 1] auf kompakten Teilmengen des Gebietes gleichméfig konvergiert, dann kon-
vergiert [[(z — an)gn(2) gegen eine analytische Funktion, die exakt die Nullstellen a,, besitzt. Um
auszudriicken, dass ¢, (z) nirgendwo verschwindet schreiben wir g,(z) = exp(h,(z)), hierbei ist
hn(z) eine analytische Funktion.

Definition 1.6. Ein elementarer Faktor ist eine der Funktionen Ey(z), definiert durch
Eo(z) = 1-z,
z P
E,(z) = (1—=z)exp <z+—+...+_)

firp=0,1,...

Diese Funktionen helfen die Konvergenz der Produkte zu erzeugen.

Die Funktion E,(z/a) hat eine einfache Nullstelle an der Stelle @ und keine weiteren. Mit Hil-
fe der elementaren Faktoren werden wir nun analytische Funktionen erzeugen, die vorgegebene
Nullstellen besitzen. Zunéchst eine weitere Ungleichung, die uns dann erlauben wird, Theorem 1.5
anzuwenden und somit ein konvergentes unendliches Produkt zu erhalten.

Lemma 1.7. Ist |z| <1 und p >0, dann gilt |1 — E,(2)| < |z[PT1.

Bewets. Wir kénnen uns auf den Fall p > 1 beschrianken. Fiir ein festes p sei

(z2)=1+ Z apz"
k=1



die Reihenentwicklung in z = 0, Leiten wir dies und die urspriingliche Definition ab, so ergibt sich

o0
E(z) = Z kayz*~1
k=1
2P
= —zPexp (z—i—---—i——)
p
Vergleichen wir diese Ausdriicke, so erhalten wir a1 = a2 = -+ = a, = 0 und ausserdem, da die

Koeffizienten der Reihenentwicklung von exp (z + -+ %) alle positiv sind, ar < 0 fir k > p+1.

Somit gilt |ax| = —ay fur k > p+ 1, dies ergibt

0=E,(1)=1+ Y ay

k=p+1
oder
o0 o0
DRI S
k=p+1 k=p+1
Schliesslich erhalten wir fiir |z| < 1
o0
Bp(z) =1 = | D axz¥]
k=p+1
o0
= Y Y
k=p+1
[e.°]
< P Y ]
k=p+1

=

Nun kommen wir zu einem Ergebnis fiir ganze Funktionen.

Theorem 1.8. Es sei {a,} eine Folge in C mit lim |a,| = co und a, # 0 fir alle n > 1. Ist nun
{pn} eine Folge von ganzen Zahlen, so dass

fiir alle r > 0 gilt (dies ist fir p, =n — 1 immer erfillt), dann konvergiert

o0
z
f(Z) = H Epn (_)
(227
n=1
gegen eine ganze Funktion. Diese Funktion besitzt Nullstellen genau an den Punkten a,. Tritt o
in der Folge {an} exakt m-mal auf, dann hat f eine Nullstelle der Ordnung m in «.
Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass es ganze Zahlen p,, gibt, so dass (1) erfiillt ist. Dann gilt
wegen Lemma 1.7
=z pn+1 r pn+1
< ()
|an|

QAp

11— Ey(z/an)| <

fiir [z| <7 und 7 < |a,|. Fiir ein festes r > 0 gibt es eine ganze Zahl N, so dass |a,| > r fiir n > N,
da |a,| — oo. Somit wird fiir jedes r die Reihe |1 — E,(z/ay)| auf B(0;7) majorisiert durch die
konvergente Reihe (1). Somit konvergiert X [1 — E,(z/a,,)] absolut.



Nun miissen wir noch die Existenz der Folge {p,} fiir ein beliebiges r zeigen. Dazu sei N eine
ganze Zahl, so dass |a,| > 2r fir alle n > N gilt. Somit gilt (L) < % fiir alle n > N. Wéahlen

‘an‘
wir nun p,, = n— 1, so wird das Ende der Reihe (1) majorisiert von Y ($)". Somit konvergiert (1).
O

Die Folge {p,} kann unterschiedlich gewihlt werden. Die Groke der ganzen Zahlen p,, wird be-
stimmt durch das Mafs, wie stark die Folge {a,} gegen unendlich konvergiert, dies werden wir noch
genauer untersuchen. Der néchste Satz wird uns zeigen, wie man analog zur Linearfaktorzerlegung
bei endlich vielen Nullstellen, eine ganze Funktion mit unendlich vielen Nullstellen faktorisieren
kann.

Satz 1.9 (Faktorisierungssatz von Weierstrah). Es sei f eine ganze Funktion und {a,} die Folge
der Nullstellen von f mit Vielfachheiten gezihlt, dabei sei a, # 0 fir alle n > 1. An der Stelle 0
habe f eine Nullstelle der Ordnung m > 0. Dann existiert eine ganze Funktion g und eine Folge
von ganzen Zahlen {p,}, so dass f(z) geschrieben werden kann als

f(z) = 2me?) ﬁ E,, (ai> .
n=1 n

Beweis. Nach dem vorherigen Theorem konnen wir eine Folge {p,} von ganzen Zahlen wihlen,

so dass -
m z
h(z) ==z :[[1 E,, (E)

die gleichen Nullstellen inklusive Multiplizitit wie f besitzt. Es folgt, dass f(z)/h(z) hebbare

Singularititen bei z = 0, a1, ag, . . . besitzt. Somit ist f/h eine ganze Funktion, die keine Nullstellen
besitzt. Da C einfach zusammenhéngend ist, gibt es somit eine ganze Funktion g(z) mit
f(Z) _ eg(z)
h(z)
O

2 Jensen’s Formel

Nun stellen wir weitere Fragen. Wir geben uns schone Eigenschaften von g¢(z) und P(z) :=
12, Ep. (2/ay) vor, welche Eigenschaften erfiillt f(z)? Wie miissen wir f(z) einschriinken, so
dass g und P bestimmte Eigenschaften besitzen ? Der Plan ist anzunehmen, dass f und P gewisse
Eigenschaften erfiillen, dann die Eigenschaften von f herzuleiten und zuletzt die Umkehrung zu
beweisen.

Die erste Einschriankung an g ist sicherlich anzunehmen, dass g(z) ein Polynom ist. Mit dieser
Annahme miissen wir zusétzlich eine Wachstumsbedingung an g(z) stellen. Eine iibliche Annahme
iiber P(z) ist, dass alle ganzen Zahlen p,, gleich sind. Diese Annahme bedeutet

oo

D an| P < o0

n=1

und somit eine Wachstumsbedingung fiir die Nullstellen von f(z). Zunéchst beweisen wir Jen-
sen’s Formel, die eine Beziehung zwischen der Wachstumsrate der Nullstellen von f(z) und dem
Wachstum von M (r) := {|f(re'®)|,0 < 6 < 27} herstellt.

Voriiberlegung zu Jensen’s Formel :

Wenn f auf einer offenen Menge, die B(0;r) enthilt, analytisch ist und in der abgeschlossenen
Kugel nicht verschwindet, dann ist log|f| dort harmonisch. Somit besitzt es die Mittelwerteigen-
schaft

27
o8 /(0] = 5= [ logl(reas )



Wenn f genau eine Nullstelle a = re’® auf dem Kreis |z| = 7 besitzt, dann kann die obige Gleichung
auf g(z) = f(2)(z — a)~! angewendet werden :

1 [ . . ,
l0g1(0)| = 5= [ Dol f(re")| ~log re?” — re’* s

Wegen log |g(0)| = log|f(0)| — logr, folgt dass (2) weiter gilt auch wenn f eine einfache Nullstelle

auf |z| = r besitzt, falls
2m

— log |re® — re'®|df = logr
27T 0
oder ebenso )
/ log |1 — e%|df = 0.
0
Aber dies folgt aus

2w
/ log(sin® 20)df = —4mlog 2
0

Also gilt (2), falls f eine einfache Nullstelle auf |z| = r besitzt und per Induktion folgt die gleiche
Aussage, falls f keine Nullstellen innerhalb von B(0;r) besitzt. Als nichstes untersuchen wir, was
passiert, falls f Nullstellen im Inneren hat. In diesem Fall ist log |f(2)| nicht linger harmonisch,
somit gilt auch die Mittelwerteigenschaft nicht mehr.

Theorem 2.1 (Jensen’s Formel). Sei f eine analytische Funktion auf einem Gebiet, das B(0,r)
enthdlt und seien ai,...,a, die Nullstellen von f in B(0;r) wiederholt bzgl. Multiplizitit. Fir

f(0) # 0 gilt
. - r 1P i0
log | f(0)] = — ;1(% (m) + %/0 log | f(re*|d6.

Beweis. Fiir |b| < 1 bildet die Abbildung (z — b)(1 — bz)~! den Kreis B(0;1) auf sich selbst ab
und den Rand auf sich selbst. Somit bildet

r?(z — ax)

2

re — agz

den Kreis B(0;r) auf sich selbst ab und den Rand auf den Rand. Deshalb ist

analytisch auf einer offenen Menge, die B(0;7) enthilt, besitzt auferdem keine Nullstellen in
B(0;r) und es gilt |F(z)| = |f(2)] fiir |2| = r. Wenden wir nun (2) auf F' an, so erhalten wir

1 27 )
log |F(0)| = %/O log | f(re®)|df.

Es gilt

F(0) = 7(0) f_[ (-=)

k

und somit erhalten wir Jensen’s Formel.



3 Faktorisierungssatz von Hadamard

Nun folgt eine Klassifizierung von ganzen Funktionen.

Definition 3.1. Es sei f eine ganze Funktion mit den Nullstellen {ay}, die mit Vielfachheiten
wiederholt werden. Auferdem seien die Nullstellen betragsmaffig angeordnet |ai| < |as] < ....
Dann ist f von endlichem Rang, wenn eine ganze Zahl p existiert mit

o0
Z lan| 7?7t < oco.
n=1

Ist p die kleinste ganze Zahl die dies erfillt, dann ist f vom Rang p. Fine Funktion mit nur
endlich vielen Nullstellen hat Rang 0.

Wenn f endlichen Rang hat, dann kann f geschrieben werden als
f(z) = 2"t P(z)
mit -
P(z) = [] Eo(z/an). (3)
n=1
Das Produkt heifft Standardform von f. Man sieht, dass die Wahl von p nicht eindeutig ist, man

kann jedes p grofser als der Rang nehmen. Wenn man allerdings das p exakt als den Rang wahlt,
dann ist die obige Formel eindeutig bis auf g 4+ 2wmi fiir eine ganze Zahl m.

Definition 3.2. FEine ganze Funktion f hat endliches Geschlecht, wenn f endlichen Rang hat
und darstellbar ist als
f(z) = 2meIP) P(2),

wobei P in Standardform und g ein Polynom ist. Ist p der Rang von f und q der Grad des Polynoms
g, dann heifit p = max(p,q) Geschlecht von f.

Das Geschlecht von f ist eine wohldefinierte ganze Zahl. Sobald P in Standardform ist, dann ist
g eindeutig bestimmt bis auf die Addition von Vielfachen von 27i. Insbesondere ist der Grad von
g festgelegt.

Theorem 3.3. Ist f eine ganze Funktion vom Geschlecht u, dann existiert fir jede positive Zahl
a eine Zahl 1o, so dass fir |z| > 7o

f(2)] < exp(alz[*)
gilt.

Dieses Theorem sagt aus, wenn man die Wachstumsrate der Nullstellen der ganzen Funktion f(z) =
2™ exp(g(z))P(z) einschriankt und annimmt, dass g ein Polynom ist, dann wird das Wachstum von
M(r) = {|f(re?)||0 < 6 < 27} dominiert durch exp(«a|z|**+1) fiir ein y und ein o > 0. Nun wollen
wir die Umkehrung dieser Aussage beweisen.

Definition 3.4. Eine ganze Funktion f hat endliche Ordnung, wenn eine positive Konstante
a und ein ro > 0 existieren, so dass

|f(2)] < exp(|z])
fiir |z| > ro gilt. Wenn f endliche Ordnung hat, dann heifst die Zahl
A=inf{a| |f(z)| <exp(|z|*) fir[z| grof genug}

Ordnung von f.



Gilt |f(2)] < exp(|z]?) fiir |z| > r, > 1 und b > a, dann gilt auch |f(2)| < exp(|z|®). Die nichste
Proposition ist eine direkte Folgerung dieser Beobachtung.

Proposition 3.5. Ist f eine ganze Funktion mit endlicher Ordnung X\ und € > 0, dann gilt
|f(2)| < exp(|z|**¢) fiir alle geniigend grofen |z|. Es kann auferdem ein z gefunden werden, so
dass | f(2)| > exp(|z|*~¢) gilt.

Die Definition von Ordnung ist d&quivalent zu den Folgerungen von Theorem 3.3. Also ist es wiin-
schenswert zu wissen, dass eine Funktion endlicher Ordnung auch endliches Geschlecht besitzt
(eine Umkehrung von Theorem 3.3). Dies wird der Faktorisierungssatz von Hadamard liefern.

Proposition 3.6. Sei f eine ganze Funktion mit Ordnung X und sei M (r) := max{|f(2)|| |z| = r},
dann gilt
loglog M
A = limsup 2608 ¥\ (r)
r—00 logr

Betrachte die Funktion f(z) = exp(e?). Dann gilt | f(z)| = exp(Ree?) = exp(e” cosf) fiir z = re®?.
Damit ist M (r) = exp(e”) und
loglog M (r) r

logr - log r

und f hat unendliche Ordnung. Andererseits gilt fiir g(z) = exp(z™) mit n > 1 dann auch |g(z)| =
exp(Rez") = exp(r™ cosm@). Somit ist M (r) = exp(r™) und

loglog M (r)
logr

und g hat Ordnung n.
Mit diesen Begriffen kénnen wir Theorem 3.3 umschreiben in das folgende Korollar.

Korollar 3.7. Ist f eine ganze Funktion von endlichem Geschlecht v, dann hat f endliche Ord-
nung A < pu+ 1.

Dass auch die Umkehrung dieses Korollars gilt, wird der Faktorisierungssatz von Hadamard zeigen.
Da eine Funktion endlichen Geschlechts aufgrund des Faktorisierungssatzes von Weierstral gut
faktorisiert werden kann ist dies ein Faktorisierungssatz.

Lemma 3.8. Es sei f eine nichtkonstante ganze Funktion der Ordnung A mit f(0) = 1 und
seien {an} die Nullstellen von f mit Vielfachheiten gezihit und betragsmdfig so angeordnet, dass
la1] < ao| < ... gilt. Ist p > A — 1 eine ganze Zahl, dann gilt

i 7]~ R

fir z # ay,aq9, . ...

Dieses Lemma nimmt an, dass f unendlich viele Nullstellen besitzt. Hat f nur endlich viele Null-
stellen, so wird die Reihe endlich und das Lemma bleibt giiltig.

Theorem 3.9 (Faktorisierungssatz von Hadamard). Ist f eine ganze Funktion mit endlicher
Ordnung A, dann hat f auch endliches Geschlecht u < \.

Beweis. Sei p die grofte ganze Zahl kleiner oder gleich A\, p < A < p + 1. Wir zeigen zunéchst
dass f endlichen Rang besitzt, der nicht grofer als p ist. Seien {aj, as,...} die Nullstellen von f
mit Vielfachheit und so angeordnet, dass |a;| < |az| < .... Wir miissen

o0
Z lan| P! < 00
n=1



zeigen. Wir kénnen f(0) = 1 annehmen.Wenn f eine Nullstelle der Ordnung m in Null besitzt und
M(r) = max{|f(2)|||z| = r} ist, dann gilt fiir € > 0 und |z| = r

log|f(z)z"™ < log(M(r)r™™)
< ™ _mlogr
< T/\+26

wenn r grofs genug ist. Somit f(z)z~™ eine ganze Funktion mit Ordnung A mit keiner Nullstelle im
Ursprung. Da die Multiplikation mit einem Skalar die Ordnung nicht &ndert, kénnen wir f(0) =1
annehmen.

Sei n(r) die Anzahl der Nullstellen innerhalb von B(0;7). Dann gilt (log2)n(r) < log M (2r). Da
f Ordnung X besitzt, gilt log M (2r) < r*2¢ fiir jedes € > 0, so dass lim n(r)r— ) = 0 gilt.
Also ist n(r) < r*¢ fiir r grof genug. Da die Nullstellen betragsmifig angeordnet sind, gilt
k < n(lag|) < |ax| e fiir alle k > ko. Somit ist

lag|~PHD) < =D/ OFe)

fiir k > ko. Wahlen wir nun € so, dass A+¢e < p+1 gilt (A < p+ 1 war vorausgesetzt), dann wird
die Reihe 3 |ax|~*Y) von einer konvergenten Reihe majorisiert, somit folgt, dass der Rang von
f kleiner gleich p ist.

Nun ist noch zu zeigen, dass auch das Geschlecht von f kleiner gleich p ist, dazu sei f(z) =
P(z) exp(g(z)), wobei P ein kanonisches Produkt in Standardform ist. Somit gilt fiir z # ay,

f'(2) P'(z)
f(2) P(z)

Benutzen wir nun Lemma 3.8, so erhalten wir
d? [ P'z)
_pl —(p+1) _ 4(p+1) il
o Z "6+ 3 (59 )

Es ist einfach zu zeigen, dass fiir z # a1, as, ... auch

P [ P'z2)

- — _p! —(p+1)

i (7) =+

gilt. Damit folgt ¢t = 0 und ¢ ist somit ein Polynom vom Grad < p. Also ist das Geschlecht
von f kleiner gleich p < A. O

=g'(2) +

Theorem 3.10. Sei [ eine ganze Funktion mit endlicher Ordnung, dann nimmt f als Wert jede
komplexe Zahl an, mit einer maglichen Ausnahme.

Beweis. Wir nehmen an, dass es zwei komplexe Zahlen o # 3 gibt, so dass f(z) # aund f(z) # 5
fiir alle z € C gilt. Somit ist f — « eine ganze Funktion, die nirgendwo verschwindet, also existiert
eine ganze Funktion g(z) mit f(z) —a = exp(g(z)). Da f endliche Ordnung besitzt, hat auch f —«
endliche Ordnung und somit ist g nach Hadamards Theorem ein Polynom. Aber exp(g( )) nimmt
nie den Wert § — « an und dies bedeutet, dass g(z) nie den Wert log(3 — ) annimmt, dies ist ein
Widerspruch zum Fundamentaltheorem der Algebra. o

Nun erhalten wir hieraus auch die Tatsache, dass eine ganze Funktion der Ordnung 1/2 unendlich
viele Nullstellen hat, der folgende Satz zeigt dies noch allgemeiner.

Satz 3.11. Sei f eine ganze Funktion mit endlicher Ordnung A\, wobei \ keine ganze Zahl ist.
Dann hat f unendlich viele Nullstellen.

Beweis. Wir nehmen an, dass f nur endlich viele Nullstellen {a1,as, ..., a,} besitzt, diese seien
mit Vielfachheiten gezihlt. Dann gilt f(2) = e9*)(z — a;)... (2 — ay,) fiir eine ganze Funktion g.
Wegen dem Faktorisierungssatz ist g ein Polynom vom Grad < \. Aber f und e9(*) miissen die
gleiche Ordnung haben. Da die Ordnung von e9*) der Grad von g ist, muss \ eine ganze Zahl
sein. Somit ist die Behauptung bewiesen. o



