Kapitel 4

Reihen

4.1 Konvergenzkriterien

Definition 4.1. Sei (a,)nen €ine Folge. Dann heifit die Folge (Sy)nen mit s, = > a;
=1

die zu (an)nen gehorende Reihe. Diese Folge bezeichnen wir mit (3 ay),,cy-

Wenn die Reihe (>° an),en konvergiert, dann bezeichnen wir den Grenzwert mit

lim Z a; = Z a, = Y a,. Analog definieren wir Z a, = lim Z aj.

Belsplel 4.2. (1) Geometrische Reihe (> q") Fiir ¢ # 1 hatten wir berechnet:

neNy”
Z ¢ = " Dann folgt aus dem letzte; jlbschmtt
Fiir |q| < 1 ist (Z q") konvergent: iq" = L
neNg o 1—gq
Fiir |q| > 1 ist (Z q") e, divergent.
Fiir reelles ¢ > 1 ist (Z q") .~ divergent: ; q" = .

(ii) Die ¢-Funktion ist definiert als ((s) = > L st der Grenzwert (wenn er existiert)

der Reihe (Y —)neN

n=1
Zundchst ist diese Reihe nur fir alle rationalen Zahlen
s € Q definiert. Fir s =1 ist (3 #)neN divergent.

Beweis: Diese Reihe ist monoton wachsend. Also ist nur die Frage, ob sie beschrankt

1 1 1
ist oder nicht. Fiir alle n € N gilt aber + + ...+ > — > —. Also
n+1 n+2 n+n 2n
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2m
1 n
sind fiir alle n € Ny jeweils die Summen Z =1+ Z Z ; >1+ 5 q.e.d.
j= 1 m=1 j=2m-141
(iii) Fiir alle k € N ist die Reihe (Z m%@\l konvergent und es gilt
gaxﬁ—ﬁm_z%
Beweis:
nzlnn+1 ‘(n+k) “~kn(n+1)---(n+k)
1 (& 1 sy 1
e D)
n=1
171 1
 k\k (m+1)---(m+k)
. 1
Die Folge — konvergiert aber gegen Null. q.e.d.

(m+1)-- (m+@
Wenn wir das Cauchykrlterlum und das Monotonieprinzip auf Reihen anwenden,

so erhalten wir:

Satz 4.3. (Cauchykriterium fiir Reihen) Die Reihe () ay,)

m
> a;

j=n

nen konvergiert genau dann,

wenn es fir jedes € > 0 ein N gibt, so dass < € fiir allem >n > N gilt.q.e.d.

Satz 4.4. (Monotonieprinzip fir Reihen) Sei (a,)nen eine Folge von nicht negativen
Zahlen. Dann konvergiert die Rezhe > an)neN genau dann, wenn sie beschrdnkt ist.

Fiir den Grenzwert gilt dann Z a, = sup Z - q.e.d.

=1 mEN

Definition 4.5. (absolut konvergent) Die Reihe (> ay)
wenn die Reihe () |an|), ey konvergiert.

nen heift absolut konvergent,

Satz 4.6. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert. Und es gilt Zan < Z |ay|.
n=1 n=1

Zaj < Z la;| fir alle m > n. Also ist
j=n j=n
die Reihe einer absolut konvergenten Reihe eine Cauchyfolge und konvergiert. Insbe-

Beweis: Aus der Dreiecksungleichung folgt
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sondere gilt fiir alle m € N auch Z a,| < Z |a,,|. Dann erfiillen auch die Grenzwerte
n=1 n=1

< Z |an|. q.e.d.

Aus dem Monotome Prinzip und Satz 3.5 folgt das

Satz 4.7. (Majoranten Kriterium) Die Folgen von nicht negativen Zahlen (a,)nen
und (by)nen erfillen b, < a, fir alle n € N.

(i) Wenn auflerdem (D an)nen konvergiert, dann konvergiert auch (3 b,)nen
(i) Wenn auflerdem (3 by )nen divergiert, dann gilt > " b, => 7 a, = co. q.e.d.

Beispiel 4.8. Fiir alle n,k € N ist (n+1i)k+1 < n.“(:wk). Also folgt aus der Konvergenz

von (Y m) auch die Konvergenz von (D #)%N.

Satz 4.9. (Wurzeltest) Sei (a,)nen eine Folge und sei a = lim{/|a,,].
(i) Falls a < 1, dann konvergiert (3 an), oy absolut.

(ii) Falls a > 1, dann divergieren (3 ay), ey und (3 |an|)

neN-
Im Fall lim {/|a,| = 1 kann die Reihe (> an) nen Sowohl konvergent als auch diver-
gent sein. Soist z.B. lim {/= =1 = lim {/=;. Aber die Reihe (Z ) ey ist divergent,

n—oo n—~o0

wihrend die Reihe (3 #)%N konvergent ist.

Beweis: (i) Sei a < 1. Dann gibt es fiir jedes @ < § < 1 aufgrund von Satz 3.20 (i)
ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt /|a,| < 8 <= |a,| < 5" Weil aber (3 %)
konvergiert, ist auch () ay), oy absolut konvergent.

(ii) Sei @ > 1. Dann gibt es wieder aufgrund von Satz 3.20 (i) unendlich viele {/]a,| >
1. Also kann die Folge (|an|)nen nicht gegen Null konvergieren. Dann sind Reihen
(D= an) ey und (3 |an|), ey keine Cauchyfolgen, also divergent. q.e.d.

neN

Satz 4.10. (Exponentialfunktion:) Fir alle x € K definieren wir

[e.e]

X .n
exp(z) : K— K, z— exp(z Zx—': Z%
=0 n=1

Aufgrund des Beispiels (v) im letzten Kapitel ist lim /n! = co. Also gilt auch

n—oo

n
limn|x|—lm

x
Deshalb konvergiert die Reihe (3 %

=0.

) neNo absolut.
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an41

an |’

Satz 4.11. (Quotiententest) Sei (a,)nen eine Folge und sei o = lim

(i) Falls o < 1, dann konvergiert (Y an), oy absolut.

(ii) Falls es ein N € N gibt, so dass alle n > N auch
divergieren (Y an),en Und (3 |an|),en-

a, +1

> 1 erfillen, dann

An41
an

Beweis: (i) Wegen lim {/|a,| < lim

(Satz 3.24) folgt (i) aus dem Wurzeltest.

n

(p41 ap, aN+1
Qp,

|an| keine Nullfolge und die Reihen (3 ay,), oy und (3 |ay]), oy divergent. q.e.d.

(ii) Aus [“] > 1 folgt |ay1] = : z -an| > lan| > 0. Also ist

Qp—1

Satz 4.12F (Cauchy’s Verdichtungssatz) Sei (an)nen eine micht negative monoton
fallende Folge. Dann konvergiert die Reihe (3 ay), oy genau dann, wenn die Reihe
(D-2%agn), ey konvergiert.

Beweis™: Fir alle n € N sei s,, = zn: a; und t, = i 27 a9;. Wegen der Monotonie von
(an)nen gilt fiir alle j € N: - =

Agi + Qoigq + .o+ Ao < P ag < 2(agi-141 + Ggjo140 + ...+ Q)
und fiir 7 = 0 gilt: a; < a1 < 2ay. Deshalb gilt fiir alle n € N

Sgn+1-1 <ty < 2890,

Also ist die Folge (t,)nen genau dann nach oben beschrankt, wenn die Folge (s,,)nen
nach oben beschriankt ist. q.e.d.
Die Reihe (3 %) oy st fiir s € Q\ {0} genau dann konvergent, wenn die Reihe

» <22:>s)neN - (),

konvergent ist, also genau dann, wenn s > 1. = Fiir alle s € Q mit s > 1 ist ((s)
wohl definiert.

Satz 4.13. (Alternierende Reihe von Leibniz) Sei (a,)nen, €ine monoton fallende
Nullfolge. Dann konvergiert (> (—1)"a,)

n€eNp

Beweis: Wegen dem Monotonieprinzip sind alle a,, einer monoton fallenden Nullfolge

(@n)nen, nicht negativ. Sei fir alle n € Ny s, = > (—1)"a,,. Dann folgt aus der
m=0
Monotonie:

81 <83 < < Sgpp1 <SS S < Sp < 8.
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Also ist die Folge (s2541)nen, monoton wachsend und beschrénkt und (say, )nen, mono-
ton fallend und beschrénkt. Dann konvergieren aber beide Folgen und es gilt

lim s, — hm Song1 = — lim (=1)*""ag, 1 = lim ag, =0
Also konvergiert die Reihe () (— 1) an)neN q.e.d.
Damit ist also die Reihe Zn 0 ~ +1 =—-> 1 — " konvergent, wiithrend sie nicht

absolut konvergiert, weil Y >° = oco.

4.2 Dezimalbruchdarstellung von reellen Zahlen

Als Ziffern wihlen wir Z = {0,1,...,9} (bzw. {0,1,...,p—1}). Sei (2, )nen eine Folge
mit Werten in Z. Definiere die entsprechende Zahlenfolge (> ),y mit z,, = =% fir
alle n € N. Dann ist () x,), .y nach dem Majorantenkriterium absolut konvergent,
weil lim p/2=t = (hm "p—l)-—:

1
n—00 p" n—00 p p’

Also definiert x = Z x,, eine reelle Zahl. Sei

n=1

jetzt M die Menge aller Folgen M = {(z,)nen]|(2n)nen konvergiert nicht gegen p — 1}.

Dann ist die Abbildung M — [0,1), (z,)nen — > 2 surjektiv und injektiv.

n=0
Bemerkung 4.14. Wir hdtten auch fordern kénnen, dass (z,)nen nicht gegen Null
konvergiert, so haben ndmlich alle reellen Zahlen, deren Ziffernfolge gegen 0 konvergiert

auch eine Dezimalbruchdarstellung, deren Ziffernfolge gegen 9 konvergiert, z.B. % =
0,5000...=0,4999....

Surjektiv: Seiz € [0, 1). Dann definieren wir (z,),en induktiv, so dass fiir jedes n € N

n—1

Zn Zm  an+ 1 zm zn+1 Zm

— <z — E — < — + E + —

P — P P — pm)
gilt. Dann folgt aber auch 0 < x — — < —. Also gilt = x. Weil aber

IR z

iy : p—1 —1 L :
fiir alle n € N gilt E = = —, gilt auch lim z, #p—1.

m=n-+1 pm p"ﬂ (1 — %) pn

Injektiv: Seien (z,)neny und (wy,)nen zwei Ziffernfolgen, mit Z fno_ Z w_: Sei also

p" p
n=1 n=1
n € N der kleinste Index, so dass z,, # w,. Weil aber gilt
—  |zm — wal wm| p—1 p—lx 1 p—-1 1 1
Z Z _pn+1 pm o pntl ] LT g’
m=n+1 m=n-+1 m=0 p
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muss auch |z, — w,| <1 gelten. Sei also z, = w, + 1, dann muss fiir alle m > n
gelten w,, — z,, =p—1=—= 2, =0und w,, =p— 1= lim w,, =p— 1. Also
gehort (w,,)pen nicht zu M. q.e.d.

4.3 Addition, Multiplikation, Umordnung
Aus dem Satz 3.5 folgt

Satz 4.15. (Rechenregeln fiir Reihen) Die Reihen (3 an),cn und (3 bn), oy seien
konvergent, dann konvergieren auch die Rethen

(Yo(an+b0)  und (Yo ran)  firalexeK.  qed

Definition 4.16. Gegeben seien die Reihen (3 an),cn, und (32 bn),en,- Dann heifst
die Reihe (Y cn),en, Mit ¢n = Y by fiir alle n € Ny das (Cauchy-)Produkt der
k=0
beiden Reihen.
Diese Definition kommt von den Potenzreihen, die wir spiter kennenlernen wer-
den. Das Produkt der beiden Potenzreihen (}_ an2"), oy, und (3 0,2"), oy, ist dann

némlich die Potenzreihe (3 c,2"), ., d-h. wir haben alle Summanden des Produktes
mit gleichen Potenzen zusammengefasst.

Satz 4.17. (Konvergenz des Produktes) Wenn die Reihe () an), ey, absolut konvergiert
und die Reihe (3 bn), ey, konvergiert, dann konvergiert auch das Produkt (3 c,),cn,
der beiden Reihen. Wenn auch (3 by),cy, absolut konvergiert, dann konvergiert auch

(X Cn)pen, absolut.

Beweis: Fiir allen € Ny sei ¢, = > agby_g, An = > ap, B, = > by und C,, = > ¢4
k=0 k=0 k=0 k=0
Es gilt
Cn = a,ob() + (a,obl + a,lbo) + ...+ (a,obn + ...+ anbo)

= CL(]Bn + Clan_l + ...+ anBo
= ay(B—0,)+ai(B—0,1)+...+a,(B— )

Hierbei ist B = lim B, = ) b, und 3, = B — B, = »_ b. Daraus ergibt sich

n—oo n=0 k=n+1

Cn = An -B — (a(]ﬂn + alﬂn—l + ...+ anﬂO)-
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Also geniigt es zu zeigen, dass agf3, + ...+ a,09 im Grenzwert n — oo gegen Null
konvergiert. Aufgrund der Voraussetzungen gibt es positive Zahlen «, 3 > 0, so dass
fiir alle n € Ny

Bl <8 und | <o
k=0

gilt, und fiir alle € > 0 natiirliche Zahlen N, M, so dass |3,| < 5 fiir alle n > N gilt

und |a,| < 355 fiir alle n > M. Dann gilt fiir allen > N + M — 1

laoBn + ...+ anfol < |Boan+ ...+ Bn_1Gn_ni1| + |ONan_N + - .. + Brao]

n—N
€ €
< . < e.
ING T 2a kZ:O jax] < €

Also konvergiert das Produkt der Reihen (3 ay),cy, und (3 bn),cy, Wenn beide kon-
vergieren und eine absolut konvergiert. Wenn beide Reihen absolut konvergieren, dann
konvergiert auch das Produkt der Reihen (3 |an|),cy, und (3 [bal),en, und ist eine
Majorante von (Y |cn|)nen,- Also ist dann auch das Produkt absolut konvergent.q.e.d.

Beispiel 4.18. Das Quadrat der Reihe (Z W) 15t nicht konvergent, obwohl

die Reihe als Beispiel einer alternierenden Reihe nach Leibm’z konvergiert, aber nicht
absolut konvergiert. Die Koeffizienten des Quadrates sind gegeben durch:

\/k:+1\/n—k‘+1 \/l{:+1\/n—k+1
Es gilt aber i 1 > i ! = 1. Also ist das Quadrat der
VE+IVn—k+1 7 = vn+1lvntl

Reihe keine Cauchyfolge. q.e.d.
Satz 4.19. (Figenschaften der Exponentialfunktion)

(1) fiir alle x,y € K gilt exp(x + y) = exp(z) exp(y).

(ii) Fir alle v € K ist exp(x) # 0 und fir alle x € R sogar exp(x) > 0.

(iii) Fir alle x € R und alle r € Q ist exp(rz) = (exp(z)").

(iv) Fir alle z € C ist exp(Z) = exp(x).

(v) Fir alle x € R ist |exp(uz)| = 1.

Die Zahlexp(1) wird Eulersche Zahl genannt und mit e bezeichnet. Wegen (iii) gilt dann
fir alle r € Q: exp(r) = exp(r-1) = €". Deshalb schreiben wir auch e* fiir exp(x).
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o0

Beweis: (i) Wir hatten schon gesehen, dass die Reihe exp(z) = Y Z: fiir alle z € K
n=0

absolut konvergiert. Dann ist das Produkt von exp(z) - exp(y) = > ooy > rp k'
Wegen der Binomischen Formel gilt

n k

Dann folgt exp(z) exp(y) = Z % = exp(z +y).

n=0
(ii) Wegen (i) gilt exp(z) exp(—x) = 1. Also besitzt exp(x) fiir alle z € K ein Inverses
und ist ungleich Null. Wegen (i) gilt fiir alle z € R exp(z) = (exp (g))2 > 0.
(iii) Offenbar ist fiir alle n € N,m € Z (exp(£™))" = exp(z - m) = (exp(x))™. Also
gilt auch wegen (ii) exp (22) = (exp(z))

[e.9] o0

(iv) exp(z) = ZO%L = _0% = exp(z).
(v) Fiir x € R gilt exp(ux)exp(ux) = exp(1x) exp(—wz) = 1. q.e.d.

Wir kénnen jetzt fiir jede Zahl y > 0, fiir die es ein x € R gibt, so dass y = exp(z)
gilt, und fiir jedes z € R die Zahl y* = exp(zz) definieren. Wir werden spéter sehen,
dass wir so fiir alle y > 0 und alle z € R y* definieren kénnen.

Definition 4.20. (Umordnen von Reihen) Sei T : N — N eine bijektive Abbildung
von den natirlichen Zahlen auf sich selber. Dann heifit die Reihe (Z aT(")>neN eine
Umordnung der Reihe (> ay,)

neN-

Analog konnten wir auch die Umordnung von Folgen bilden. Letztere sind aber
weniger interessant, weil jede Umordnung einer konvergenten Folge wieder gegen den
gleichen Grenzwert konvergiert (Ubungsaufgabe). Dagegen gilt dies bei Reihen nicht.

Satz 4.21. Konvergiert eine Reihe (Y an), oy absolut, so konvergiert auch jede Um-
ordnung (Z aT("))neN absolut. In diesem Fall gilt dann Z a, = Z Ar(n)-
n=1

Beweis: Sei also 7 eine gegebene bijektive Abbildung 7 : N — N. Wenn (3 an),,cy
absolut konvergent, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N, so dass fiir alle N <n <m
gilt: > |ax| < e. Dann gibt es auch ein M = max7![{1,..., N}] € N, so dass fiir alle

k=n
m > M gilt 7(m) > N. Dann folgt fiir alle m >n > M

m max 7[{n,n+1,...,m}]

Z }aT(k)‘ < Z \ak\ < €.

k=n k=min1[{n,n+1,...,m}|
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Also ist (Z |ar () |)neN eine Cauchyfolge und die Umordnung konvergiert absolut. Dann

konvergiert auch (Z aT(”))neN'
Mit denselben N und M in Abhéngigkeit von € > 0 gilt fiir alle n > N and m > M

Z ar(k) - Z ag
k=1 k=1

n

< > larl + > lax

ker[{1,...m}\{1,...N} k=N+1
k=max 7[{1,...,m}\{L,...N} n
< > larl + D laxl < 2e.
k=min7[{1,....m}\{1,...,N} k=N+1

Also konvergiert () a-(n))nen gegen den gleichen Grenzwert wie (3 an)nen.  q.e.d.

Satz 4.22. (Riemann) Sei (Y an), oy €ine konvergente reelle Reihe, die nicht absolut
konvergiert, und o < 3 zwei reelle Zahlen. Dann gibt es eine Umordnung (Z aT("))neN’
die als Reihe beschrdnkt ist und fiir die o der Limes inferior der Reihe ist und 3 der
Limes superior. Wenn o # (3 konvergiert die Reihe also nicht.

Beweisskizze: Weil (} a,), .y konvergiert, ist die Folge (an)nen eine Nullfolge. Wir
betrachten im folgenden die beiden Teilfolgen aller nichtnegativen Elemente (b,,)nen
und aller negativen Elemente (¢, )nen-

1. Schritt: Weil (Y a,), oy konvergiert, aber nicht absolut konvergiert, divergieren
(O bn)neny und (3 ¢)nen und es gilt > 2 b, = oo und > 7 ¢, = —00.

2. Schritt: Wir setzen die umgeordnete Folge abwechselnd jeweils der Reihe nach aus
den Folgen (b,)neny und (¢,)nen zusammen. Immer wenn die Summe aller bisherigen
Folgenglieder grofler ist als 3, dann fahren wir fort mit Folgengliedern aus c¢,, und
wenn die Summe aller bisherigen Folgenglieder kleiner ist als «, dann fahren wir fort
mit Folgengliedern aus b,. Wenn 0 € [«, (] starten wir mit Folgengliedern aus b,.

3. Schritt: Fiir jedes € > 0 gibt es ein N € N, so dass alle Summen )} _, aq fiir alle
n> N in (o —e, f+¢) liegen. Die Reihe (3 aT(”))neN dieser Umordnung hat als Limes
inferior  und als Limes superior 5. Die Menge der Haufungspunkte dieser Reihe ist
sogar gleich [«, f]. q.e.d.

Definition 4.23. Sei (a,)en, eine Folge, dann heifit (> a,x™)
Potenzreihe mit Koeffizienten (ap)nen, -

nen, die entsprechende

Aus dem Wurzeltest folgt sofort

Satz 4.24. (Konvergenzradius von Potenzreihen) Seien (a,)nen, die Koeffizienten der
Potenzreihe (3 ana™), oy, und sei @ = lim{/]a,| und R = £ (R =0 fiir a = oo und
R = oo fiira =0).

(i) Fir x| < R konvergiert (3 ana™), o, absolut.

(i) Fir |z| > R divergiert (3 an2™),cn, -
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Wenn a < oo definiert folgende Reihe also eine Potenzreihenfunktion

f: {zeK]||z|] <R} =K, xHZanajn. q.ed.

n=0
Beispiel 4.25. (i) ex (z)—ix—n a—ﬁ"i—;—O:R—oo
pIet =20 TR T TN S

also a =TmV1=1= R=1. Fir |z| <1 gilt 3 2" = .

(i) (Z xn) neNy n=0 o

z" — /1 1
iii R l = 1 \ ——_7—_1:>R—_ 1
(111) ( E " )ne also o 1m\/; F - %

Fiir |z < 1 ist die Potenzreihe also konvergent, aber fir x = 1 divergent und fir
x = —1 konvergent (alternierende Reihe von Leibniz).

, " . [1 1 ?
(IV) (Z E)HEN also o = lim ﬁ = (m) =1— R=1.
Fiir |x| <1 also konvergent und fir |z| > 1 divergent.

Satz 4.26. (Figenschaften von Potenzreihenfunktionen)

(i) Seien (3 an®"), ey, und (32 0,2"), oy, Potenzreihen mit Konvergenzradius Ry bzw.
Ry. Dann konvergieren fir |x| < min{Ry, Ro} die Summe (> (a, + by)x™)
und das Cauchy-Produkt () c,a™), oy der beiden Potenzreihen und es gilt

n€Ng

Z(an +b,)z" = Z anx" + Z b,x" und Z cpx” = (Z anx") (Z bnx") )
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
(i) Fiirr < Ry gibt es ein M(r) € R, so dass apx™| < M(r) fir alle |z| < r gilt.
n=0

(iii) Firr < Ry und fir alle e > 0 gibt es ein N € N, so dass fir alle |x| < r gilt

o) N
E a,r" — g a, " | < €.

(iv) Firr < Ry gibt es ein L(r) € RY, so dass fir alle z,y mit |z| < r und |y] <r
qgilt

o
E anx”—g any"”
n=0

n=0

< L(r)lx —y.




4.3. ADDITION, MULTIPLIKATION, UMORDNUNG o1

Beweis: (i) Folgt aus den Rechenregeln fiir Reihen und der Konvergenz des Cauchy

Produktes.
D ana"| < Jag|rt = M(r) < oo,
n=0 =

(iii) Weil die Reihe ) 7 |a,|r™ absolut konvergiert gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N,
so dass Y2\ |an|r™ < e gilt. Dann folgt fur |z| <r

(ii) Fir |z| <r gilt

— o
Zana: — Z a, | < Z la,|r" < e.
n=0 n=N

(iv) (" —y") = (x —y)(@"  + 2" 2y + ... +ay" 2 +y" ). Fir [z| <rund |y| <7
folgt also |2 — y"| < |z — y|nr"~t. Weil aber gilt

T 3/l =T/ - 3/Jaa] = ( Tim /i) Tin §/Ja,] = T 4/Ja.

haben die Reihen (3 a,2™),,cy, und (3-n - apz™ '), oy, den gleichen Konvergenzradius.
Also gilt fiir |z| < r und |y| <r

Z any"
n=0

oo oo
<Y lanl 2" =yt <z =y lan| 0!
n=0 n=1

Wiéhle also L(r) = > nla,|r"™! < oo. q.e.d.

n=1

Satz 4.27. (Identitissatz fiir Potenzreihenfunktionen)

i) Sei > a,x™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, die nicht identisch
n=0
verschwindet, dann ¢ibt es ein 0 < r < R, so dass die Potenzrethenfunktion in
{x € K| |x| < r} hichstens endlich viele Nullstellen x4, ..., zN hat.

(ii) Sei Y .° anx" eine Potenzreihenfunktion mit Konvergenzradius R > 0. Fir alle
xo mit |zo] < R und allen € Ny ist dann b, = - (":k)anJrkx’g < 00. AufSerdem
ist der Konvergenzradius der Potenzrethenfunktion Y~ b,x" nicht kleiner als
R — |xo| und fiir alle |x| < R — |z|o gilt auch Y " byx™ =" an(z + xo)™.

(iii) Seien ) > anx™ undy .~ b,a™ zwei Potenzreihenfunktionen, deren Konvergenz-
radien grofser sind alsr > 0. Falls {z € K | || < r} unendliche viele verschiedene
Elemente enthdlt, an denen die beiden Potenzrethenfunktionen tibereinstimmen,
dann gilt a,, = b,, fir alle n € Ngy, d.h. sie stimmen als Potenzreihen tiberein.
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Beweis: (i) Sei N € Ny der kleinste Index, so dass ay # 0. Wenn alle anderen
Koeffizienten (a,),>ny verschwinden, hat die Potenzreihe nur Nullstellen bei = = 0.
Andernfalls gilt fir ein 0 < < R und alle |z| <r

o0 o0 o0
S o — e < 37 Janl - Jaft < [ (z||)
n=0

n=N-+1 n=0
Also gilt fiir alle Nullstellen z,, der Potenzreihenfunktionen

o0
L R g (Z \an+N+1\T"> :

n=0

Wenn |z,,| # 0 ist folgt daraus 0 < |ay| < |20~ |ansn11|r™). Also hat die
Potenzreihenfunktion keine Nullstelle auf

~ -1
reK| 0<|z|]<min{ 7 |ay] <Z |an+N+1|r">
n=0
(ii) Fiir o = 0 trivial. Sei 0 < |z9| = r < R. Dann ist fiir alle 0 < s < R —r die Reihe

ZWH Zzan( ) s < oo

n=0 k=0

absolut summierbar. Dann gilt fiir alle m € Ny auch:
S Z [y k Z |an| < 0.
k=0 n=0 k

Also konvergiert b,, = Y amik (m]jk) xy fiir alle m € N. Und es gilt
k=0

fiir alle M € Ny. Also ist auch Z |by]s™ < Z lan|(r +5)" < 00

Also ist >~ bpa™ fiir alle |z| < R—r ko;wergent, und der Konvergenzradius nicht
kleiner als R —r = R — |xo|. Fiir || < R — |zo| und alle M, K € Ny gilt dann

M K m+ k M+K M+K
Yt (" e = ey < S el + bl
m=0 k=0 n=0 n=min{M,K}
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Also folgt im Grenzwert K — oo

M 00 o)
D bpa™ =) an(z 4 20)"| <D lan|(Jz] + |zo])" < oo
m=0 n=0 n=M

und im Grenzwert M — oo auch Z bz — Z an(x 4+ x)" = 0.
n=0 n=0
(iii) Sei (z)men eine Folge von paarweise verschiedenen Nullstellen der Potenzreihen-

funktion = — Y 7 (a, — b,)z" in {x € K | |z| < r}. Dann hat die Folge (z,)men
einen Haufungspunkt xy mit |z9| < 7, und in jeder e-Umgebung von z, gibt es un-
endlich viele verschiedene Folgenglieder. Sei R das Minimum der Konvergenzradien
von (Y ap)nen, und (3 by )nen,- Dann hat aufgrund der Voraussetzung und wegen (ii)
die Potenzreihe Y 7 (a, — b,)(y + xo)", als Potenzreihe in y mindestens den Kon-
vergenzradius R — r > 0, und fiir alle 0 < ¢ < R — r unendlich viele Nullstellen
auf {y € C | |y| < €}. Also verschwindet wegen (i) diese Potenzreihe in y identisch.
Dann stimmen wegen (ii) die beiden Potenzreihen >~ ja,z™ und > 7 b,2" auf dem
Gebiet {z € K | [z — 29| < R — r} iiberein. Also gibt es eine Folge (Zy,),,cy von
paarweise verschiedenen Nullstellen von z — Y >° (a, — b,)z", die gegen ein % mit
|Zo| < max{r—(R—r),0} < r konvergiert. Dabei ist R—|Zo| > R—r. Sei - < N € N.
Indem wir die beiden Potenzreihe immerwieder an einer Stelle mit minimalem Radius
in dem Bereich entwickeln, in dem wir schon die Gleichheit beider Potenzreihen gezeigt
haben, erhalten wir also nach hochstens N Schritten, dass beide Potenzreihen auf einer
Nullfoge iibereinstimmen. Wegen (i) sind dann die beiden Potenzreihen (> a,x™)nen,
und (> b,2")pnen, identisch. q.e.d.

4.4 Sinus und Cosinus

Definition 4.28. FIir alle x € K sei

_ exp(wr) + exp(—wx) _exp(ur) — exp(—r)

cos(x) 5 sin(x) = %
Also gilt fiir reelle z cos(z) = R(exp(ez)) sin(x) = J(exp(wz))
und fiir alle z € K die Eulersche Formel:  exp(iwx) = cos(x) + ¢sin(z).

AuBlerdem gilt fiir alle z € K

_exp(2w) + 2+ exp(—=2wr)  exp(2w) — 2 + exp(—2w)
B 4 4

cos(—z) = cos(x) und sin(—z) = —sin(z).

Satz 4.29. (Additionstheorem) Fir alle x,y € K gilt:

cos®(x) + sin’(z) =1,

cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(x +y) = sin(x)cos(y) + cos(z) sin(y)
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Beweis: exp(u(z + y)) = exp(ux) exp(wy).

cos(z + y) + esin(z + y) = (cos(x) + vsin(z))(cos(y) + sin(y))
= cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) + 2(sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)).

Ersetzen wir x und y durch —z und —y und benutzen cos(—x) = cos(z) und sin(—x) =
—sin(z), dann erhalten wir

cos(xz +y) —esin(z +y) = cos(z) cos(y) — sin(z) siny — o(sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)).
Die Summe und die Differenz dieser beiden Gleichungen ergibt

cos(z +y) = cos(z)cos(y) — sin(x)sin(y)
sin(z +y) = sin(z)cos(y) + cos(z) sin(y). q.ed.

Durch Einsetzen von (z,y) und (x, —y) erhalten wir fiir alle z,y € K

cos(x 4+ y) + cos(x —y) = 2cos(x)cos(y)
cos(r —y) —cos(x +y) = 2sin(x)sin(y)
sin(z +y) +sin(z —y) = 2sin(x)cos(y)

Satz 4.30. (Potenzreihen von Sinus und Cosinus)
L2+

cos(x) = Z(— sin(x Z 2k; CE]

k=0 ) k=0

Beweis: Weil > = —1 gilt fiir alle k € Ny ¢** = (=1)" und 2*™! = o(—1)*. Also gilt
auch fiir alle z € K:

cos(z) = exp(wx) + exp(—wr) _ f:} ((@x)” N (—zx)") _ f:(—l)k 22k
2 ! ! !

2 — n! n! P (2k)!
_ exp(1r) —exp(—12) =1 [(z)" (—w2)" = , Pkl
— — J— —_ — —]_ -
sin(e) 2 ; 2\ n! n! k:O( ) (2k +1)!



