Kapitel 3

Zahlenfolgen

3.1 Konvergenz

Im Folgenden werden wir des ¢fteren Aussagen vorstellen, die sowohl fiir die reellen
Zahlen als auch fiir die komplexen Zahlen gelten. Wir benutzen dann das Symbol K
um entweder die reellen oder die komplexen Zahlen zusammen mit den entsprechenden
Abbildungen und Operationen zu bezeichnen. Die Elemente von K wollen wir dann ein-
fach Zahlen nennen. Eine Folge ist eine Abbildung N — K, n — a,. Wir bezeichnen sie
mit (an)nen. Wir interessieren uns vorwiegend fiir die Grenzwerte solcher Zahlenfolgen.

Definition 3.1. Die Folge (a,)nen heifst konvergent, wenn es eine Zahl a € K gibt und
fiir jedes € > 0 ein N € N, so dass |a, — a| < € fiir alle natiirlichen Zahlen n > N gilt.
Die Zahl a heifit dann Grenzwert der Folge (ay,)nen

Wir schreiben dann lim,,_, @, = a oder lim a,, = a oder auch a,, — a fir n — oo.

Beispiel 3.2. lim 1 =

n—~o0

Beweis: Nach dem Satz von Archimedes-Eudoxos gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N
mit + < e. Dann gilt wegen (iv) in Satz 2.13 fiir alle n > N auch |2 — 0| <e. q.e.d.

Satz 3.3. (i) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

(ii) FEine kompleze Folge konvergiert genau dann, wenn die entsprechenden Folgen der
Realteile und Imagindrteile konvergieren.

(iii) Fir jede konvergente Zahlenfolge (an)nen ist {|a,| | n € N} C R beschrinkt.
Beweis: (i) Seien a und b zwei Grenzwerte einer konvergenten Folge (ay,)nen, so dass
lan — a] < § fiir alle n > N und |a, — b < § fiir alle n > M gilt. Dann folgt

€

5 =€ fiir alle n > max{N, M}.

0§|a—b\§|a—an\+\an—b\<§+
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Dann gilt auch 0 < |a — b| < inf(0,00) = 0. Also ist |a — b] = 0 und damit auch a = b.
(ii) Die Realteile und Imaginérteile einer komplexen Folge (2,)nen bilden zwei reelle
Folgen (x,)nen und (yn)neny mit z, = x, + iy, fir alle n € N. Sei z = = + dy die
Zerlegung einer komplexen Zahl in Realteil und Imaginérteil. Wegen Satz 2.56 (vi)

max{|z, — x|, [yn — y|} < [z — 2|

konvergieren die Real- bzw. Imaginérteile einer konvergenten komplexen Folge gegen
den Realteil bzw. Imaginérteil des Grenzwertes. Konvergieren umgekehrt die Folgen
(Tn)nen bzwW. (Yn)nen gegen x bzw. y, dann gibt es fiir jedes € > 0 zwei natiirliche
Zahlen N, M € N so dass |z, — x| < § fiir alle n > N gilt, und |y, — y| < § fiir alle
n > M. Dann gilt fiir alle n > max{N, M}

|z, + iy, — x +iy| < |z, — x| + |y, —y| < e

Also konvergiert eine komplexe Folge genau dann, wenn ihre Realteile und Imaginérteile
konvergieren.
(iii) Sei (ay,)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Dann gibt es ein N € N, so
dass |a, —a| < 1 fur alle n > N gilt und damit auch |a,| < |a, —a+a| < 1+ |a|. Daraus
folgt la,| < max{|a| + 1, |a1], |as], -, |an—_1|}  fiir alle n € N. q.ed.
Eine Folge (a,)nen heift divergent, wenn sie nicht konvergiert, wenn es also kein
a € K gibt, so dass lim, .., a, = a. Wenn es fiir eine reelle Folge fiir jedes b € R ein
N € N gibt, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > N gilt a,, > b bzw. a,, < b dann

schreiben wir lim,,_,, a,, = 0o bzw. lim,,_.,, a,, = —oc Weil in beiden Féllen die Folgen
nicht beschrankt sind, konnen sie wegen dem vorangehenden Satz nicht konvergieren.
Es gilt offenbar lim,, .., n = oo und lim,, .., —n = —c.

Satz 3.4. (i) Sei|z| <1 dann gilt lim, 2" =0
(ii) Sei |z| > 1 dann ist (x™),en divergent.

(iii) Seix =1 dann gilt lim,,_,, 2" =1

(iv) Seix € (1,00) dann gilt lim,, . 2™ = 0.

(v) Seilz| =1 und x # 1 dann ist (z")nen divergent.

Beweis: (i) Wenn = = 0 ist gilt natiirlich lim, 2" = 0. Sei also 0 < |z| < 1.

Dann ist 1 < |71| =14+ymity = IQ‘M. Dann folgt aus der Bernoulli-Ungleichung

L — (1+y)" >1+ny > ny = n=22 Dann folgt |z|" < 1 2L Aus dem Satz

|z|™ |z I—fa|”

von Archimedes-Eudoxos folgt dann, dass es fiir jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass
% < e Daraus folgt fiir alle n > N

||

" =0 = |z — — €.
nl—|z| = N1— |z
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(iii) Wegen 1™ =1 ist lim, o, 1" = 1.
(iv) Sei > 1. Dann ist y =z — 1 > 0. Also gilt aufgrund der Bernoulli-Ungleichung

=1+y)">1+ny>ny=n(xz—1).
Dann gibt es fiir jedes b € R ein N € N mit N > % Dann folgt fiir alle n > N:
" >n(r—1)> Nz —1)>b.
Also gilt lim,, ,,, 2" = o0.
(ii) Fiir |z| > 1 gilt wegen (iv) lim, o |2"] = 00. Also ist (2"),en nicht beschrénkt.
(v) Fiir alle y € K und alle natiirlichen Zahlen n gilt
ly — 2"+ |y — 2" = 2" — 2" > |z — 1] - 2"

-1
Fiir || =1 mit = # 1 gilt also max{|y — z"|, [y — 2"} > |$27|
Also kann es fiir x # 1 keinen Grenzwert geben. q.e.d.

Satz 3.5. (Rechenregeln) Fir konvergente Zahlenfolgen (xp)nen und (Yn)nen gilt
(i) lim (z, +y,) = lim z, + lim y,

(i) lim Az, = A lim =, fir alle A € K.

(iii) lim z,y, = (lim z,)( lim y,)

_ 1
(iv) Wenn x,, # 0 fir alle n € N und nll—{glo x, # 0, dann gilt auch 7111}010 = T
(v) lim |z,| =| lim z,]|.

(vi) Wenn zwei reelle Folgen (z)nen und (Yn)nen fir alle n € N x,, < y, erfillen,
dann gilt auch hm T, < hm Yn-

(vii) Wenn zwei reelle konvergente Folgen (xy,)nen und (Yn)nen fir allen € N z, <y,
erfiillen und den gleichen Grenzwert haben, dann gilt fiir jede reelle Folge (z,)nen,
die x, < z, <y, fir alle n € N erfullt, lim z, = lim z, = lim y,.

n—~o0 n—~o0

Beweis: (i) Seien z = hm T, und y = hm Yn. Dann gilt es fiir jedes € > 0 natiirliche
Zahlen N, M € N, so dess |z, — x| < 5 Tiir alle n > N und |y, —y| < § fiir alle
n > M gilt. Dann gilt |z, + vy, — (x +y)| <|zn — x|+ |yn —y| < §+ § = € fiir alle
n > max{N, M}. Also konvergiert (x, + yn)nen gegen = + y.
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(ii) Fir A =0 gilt lim Az,, = A+ lim x,. Sei also A # 0 und damit 0 < |A|]. Dann gibt

n—oo n—oo

es fiir jedes € > 0 ein N € N, so dass |z, — x| < o fiir alle n > N gilt. Daraus folgt:
Az, — Ax| < |A| - |z, — 2| <e furallen > N.

(iii) Seien z = lim z,, und y = lim y,,. Weil (z,,),en konvergiert, gibt es ein A > 0 mit

|z,| < A fiir alle n € N Also gibt es fiir alle € > 0 zwei natiirliche Zahlen N, M € N,

so dass |z, — x| < s fir n > N gilt und [Yn — y| < 55 fiir alle n > M. Dann gilt

€ly|
2yl +1

€
|20 —2y| = @0y =20y + Ty —2y| < |a] - |y —yl+|zn — 2] -y < 5+ <e
fiir alle n > max{N, M}.
(iv) Aufgrund der Voraussetzungen gibt es ein N € N, so dass |z, — x| < %' fiir alle
n > N gilt. Daraus folgt

2]

2
|$n|2|$|_|x_$n|>7 und — < — fiirallen > N.

Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein M € N, so dass |z, — x| < ﬁ fiir alle n > M gilt.
Dann gilt fiir alle n > max{N, M} auch

1 1

T,

T — T,

|z —x] e-fxP 21

2ot | |zal - fa] 2 Jal |2

(v) folgt aus der Ungleichung ||z, | — |z|| < |z, — z|.

(vi) Seien z = hm T, und y = lim y,. Fiir alle € > 0 gibt es zwei natiirliche Zahlen

N und M, so dass |xn r| < § fiir alle n > N gilt und [y, —y| < § fiir alle n > M.
Dann gilt fiir alle n > max{N, M }

Ty < (2 —20) + (Yo —y) + (20 —yn) <€

Also ist  — y < inf(0, 00) < 0. Daraus folgt x < y.

(vii) Seien z = hm x, und y = lim y,. Fiir alle € > 0 gibt es zwei natiirliche Zahlen

N, M € N, sodass |xn—x| < e fiir alle n > N gilt und |y, — z| < € fiir alle n > M.
Fiir alle n > max{N, M} gilt dann

—€e<Tp,—T< 2, — LY, — T <€
Daraus folgt |z, — x| < e. q.e.d.
Offenbar gilt fiir alle n € Ny

l+z+22+.. . +2")(1l—-2)=0+a+...+2") - (z+2°+ ...+ 2" =1 - 2"

_ In—i—l

1
Also gilt 1+z+...+z":17 fiir  # 1 und n € Nj.
-z

Aus Satz 3.4 folgt, dass die Folge y, = 1+z+... 42" fiir [z] < 1 gegen = konvergiert.
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- 1
Satz 3.6. lim E ™" = 12 fir |z| < 1. q.e.d.
n— o0 — X
m=0

3.2 Konvergenzprinzipien

Wir stellen 3 Methoden vor, um zu entscheiden, ob eine Folge konvergiert oder nicht.

Definition 3.7. (Monotonie) FEine reelle Folge (ay), oy heift:
monoton wachsend, wenn a, 1 > a, fir alle n € N.

streng monoton wachsend, wenn a, 1 > a, fir alle n € N.
monoton fallend, wenn a,.1 < a, fir alle n € N.

streng monoton fallend, wenn a, 1 < a, fir alle n € N.

Satz 3.8. (Monotonieprinzip)

(i) Eine monoton wachsende (fallende) beschrinkte reelle Folge (ay)nen ist konvergent,

und es gilt lim a, =supa, bzw. lim a, = inf a,.
n—oo neN n—oo neN

(ii) Fir eine monoton wachsende (fallende) unbeschrinkte reelle Folge gilt

lim a, =0  bzw. lim a, = —occ.
Beweis: (i) Sei (a,)nen €ine monoton wachsende (fallende) beschriankte reelle Folge.
Dann existiert sup,,cy an, bzw. inf, ey a,. Fiir alle € > 0 gibt es ein N € N, so dass

ay > supa, — € bzw. ay < inf a,, + €.
TLGN NEN

Dann gilt aber fiir alle m > N:

supa, — € < ay < a,, < supa, bzw. inf a, <a,, <ay < inf a, + €.
neN neN neN neN

Dann gilt aber auch |a,, — sup,cy an| < € bzw. |a,, — inf, ey a,| <e.

(ii) Sei (a,)nen eine monoton wachsende (fallende) reelle unbeschrankte Folge. Dann

gibt es fiir jedes b € R ein N € N, so dass ay > b bzw. ay < b gilt. Dann gilt aber fiir

alle m > N auch a,, > ay > b bzw. q,, < ay < b. q.e.d.

Beispiel 3.9. Existenz und Konstruktion der k—ten Wurzel. Fir alle a > 0 und alle
k € N\ {1} definieren wir die Folge (ay)nen rekursiv durch

a—aF
Upi1 = ap | 1+ 2 ) fiir alle n € Ny.
k-ak

n

a—1
k

Fira =1 ist dann a, =1 fir alle n € N. Fiir a # 1 gilt fir allen € N

a0:1+

0<a, < agp, Ay < Ap—1 und a < afb.
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Beweis durch vollstandige Induktion:
(i) Fira>0unda # list —1 < —% < “T_l = 0. Wegen der Bernoulli-Ungleichung gilt

ot’g:(l—l—“T_l)k>1+a—1:a.Esfolgt—1<—%<ak_a‘,§8 < 0. Also gilt 0 < a; < ag

a—a\" a—ak
und mit der Bernoulli-Ungleichung a]f > a’g <1 + - ko) > a’g (1 Tk : kO) — a.
Qg Qg

(ii) Wir nehmen an es gilt 0 < a, < ag, a, < a,_; und a < a* fiir ein n € N.
ok
Dann folgt —1 < —1 < =3

k-ak

< 0. Daraus folgt 0 < a,41 < a, < ap und wegen der

—ak\"* _ 4k
Bernoulli-Ungleichung: a¥ ., > af (1 + aka’?n) > aF (1 + kakagn) =a. q.e.d.

Die Folge (ay,)nen ist also monoton fallend und beschrankt. Wegen dem Monotonie-
prinzip konvergiert sie dann. Sei b = lim,,_., a,. Wir formulieren die Rekursionsglei-
chung um zu

Ungr - ka"™t = (k = 1)d* + a.

Bilden wir links und rechts den Grenzwert n — oo so erhalten wir
kbF = (k — 1)b* + a oder auch b* = a.

Also existiert eine Zahl b mit b* = a. Diese Folge konvergiert sehr schnell. Auerdem
sind fiir rationale a alle Folgenglieder rational.

Satz 3.10. (i) Fir jede positive Zahl a > 0 und jede rationale Zahl r gibt es genau
eine positive Zahl a”. Fiir r=0 setzen wir a® = 1.

(i) Fir jede positive rationale Zahlr >0 und 0 < a < b gilt auch 0 < a” <b".
(iii) Fir jede negative rationale Zahlr < 0 und 0 < a < b gilt auch 0 < b" < a”.

Beweis: (i) Fiir r = %’ definieren wir a” = ¥/aP. Offenbar ist a” eine positive Losung
der Gleichungen (a")?" = (aP)" = aP™ fiir alle n € N. Wir zeigen, dass fiir a,b € R
und fiir n € N die Ungleichung a < b dquivalent ist zu @™ < 0™. Denn fir n € N\ {1}
gilt

V' —a" = (b—a)" T+ 0" 2a+ ...+ ba"? +a" ).

Also folgt aus 0 < a < b auch a"™ < 0" und aus 0 < b < a auch a™ < b". Also ist
fiir @ > 0 und b > 0 die Ungleichung a < b dquivalent zu der Ungleichung a" < b".
Also gibt es fiir alle n € N und alle %’ > (0 genau eine positive Losung der Gleichung
y" =af". Firr <0ist a" = alr. die entsprechende positive Zahl.

(i) Sei r = £ > 0. Dann ist fiir a,b € R" die Ungleichung a < b dquivalent zu a? < "

und das wiederum #quivalent zu ai < ba.
(iii) Sei r = =2 < 0. Dann folgt (iii) aus (ii) wegen (vi) Satz 2.13. q.e.d.
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Definition 3.11. (Teilfolge) Fine Teilfolge einer Folge (ay)nen ist eine Folge (by,)men
von der Form b,, = a,, , wobei 0 < n; < ng < ... eine streng monoton wachsende Folge
von nattrlichen Zahlen ist.

Z.B. hat die divergente Folge a,, = (—1)" zwei konvergente Teilfolgen b, = as,, = 1
und ¢, = agme1 = —1.

Satz 3.12. (monotone Teilfolgen) Jede reelle Folge enthilt eine monotone Teilfolge.

Beweis: Sei (a,)nen eine reelle Folge und A die Menge A = {n € N | a,, > a,,Ym > n}.
Wenn A eine unendliche Menge ist, dann sei n; < ns < ... eine Abzédhlung der Elemente
von A. Die Teilfolge (by)men = (@n,, )men ist dann monoton fallend.

Wenn A eine endliche Menge ist besitzt sie ein Maximum N. Dann gibt es also
zu jedem n > N ein m > n, so dass a,, > a, ist. Also definieren wir induktiv eine
Teilfolge (by,)men, S0 dass by, 11 > by, gilt fiir alle m € N. Diese Folge ist streng monoton
steigend. Also enthélt (a,),en entweder eine monoton fallende oder eine streng monoton
steigende Folge. Umgekehrt gilt auch, dass (a,)nen entweder eine monoton steigende
oder eine streng monoton fallende Folge enthélt. q.e.d.

Satz 3.13. (Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstraf$) Jede beschrinkte reelle Folge
besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz besitzt jede Folge (a,)nen €ine monotone
Teilfolge (b, )nen. Wenn die urspriingliche Folge beschriankt ist, ist auch die Teilfolge
beschriankt. Diese konvergiert dann wegen dem Monotonieprinzip. q.e.d.

Korollar 3.14. Jede beschrinkte komplexe Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wegen max{|z|, |y|} < |z + wy| sind die reellen Folgen der Realteile und Ima-
ginérteile einer komplexen beschréinkten Folge beschrinkt. Wegen dem Auswahlprinzip
von Bolzano—Weierstrafl besitzt die Folge der Realteile eine konvergente Teilfolge, und
dann auch die entsprechende Teilfolge der Imaginérteile. Wegen Satz 3.3 (ii) konvergiert
die der zweiten Teilfolge entsprechende komplexe Teilfolge. q.e.d.

Definition 3.15. (Cauchyfolge) Eine Folge (a,)nen heifit Cauchyfolge, wenn es fiir
jedes € >0 ein N € N gibt, so dass |a, — a,| < € fir alle n,m > N gilt.

Satz 3.16. (Kriterium von Cauchy) FEine Zahlenfolge konvergiert genau dann, wenn
sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis: Sei (a,)nen eine konvergente Folge. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N,
so dass alle m > N die Ungleichung |a,, — lim,_. a,| < § erfiillen. Also gilt auch

lam — ai| < |ay, — lim a,| +| lim a, —a;| <€ fiir alle m,l > N.
n—oo n—oo
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Sei umgekehrt (a,),en eine Cauchyfolge. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir alle
m > N gilt |a,, —ay| < 1, und damit auch |a,,| < |an| + |am — an| < |ay| + 1. Fiir
alle n € N gilt dann aber |a,| < max{|a1],...,|an_1],|an| + 1} Deshalb ist die Folge
a, beschrankt und besitzt wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstrafl eine
konvergente Teilfolge (b,)nen. Sei a = lim,, o b,. Dann gibt es fiir jedes € > 0 zwei
natiirliche Zahlen N, M € N, so dass alle n,m > N die Ungleichung |a, — a,| < §
erfiillen und alle n > M die Ungleichung |b, — a| < 5. Weil (by,)nen eine Teilfolge von
(@n)nen ist, folgt |a, — al < an, — b,| + |by — a] < € fiir alle n > max{N,M}. q.e.d.

Unter der Annahme der Axiome A1-A4 und dem Satz von Archimedes-Eudoxos
sind folgende Aussagen dquivalent:

Vollsténdigkeitsaxiom Ab5.

(i) aus dem Monotonieprinzip.
Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstraf3.
Jede Cauchyfolge konvergiert.
Intervallschachtelungsprinzip.

Wir konnen die reellen Zahlen auch als Aquivalenzklasse von Cauchyfolgen von
rationalen Zahlen auffassen, wobei zwei Cauchyfolgen &quivalent heiflen, wenn ihre
Differenz eine Nullfolge ist.

3.3 Haiufungspunkte

Definition 3.17. (Hdaufungspunkt) Die Grenzwerte von konvergenten Teilfolgen hei-
Ben Haufungspunkte. Bei reellen Teilfolgen sind zusdtzlich 400 bzw. —oo Hdufungs-
punkte, wenn es Teilfolgen mit diesen Grenzwerten gibt.

Satz 3.18. (Limes superior und Limes inferior) Ist die Menge der reellen Hiufungs-
punkte einer reellen Folge nicht leer und nach oben (unten) in R beschrinkt, so besitzt
sie ein Maximum (Minimum) in R.

Beweis: Wir nehmen an, dass die Menge der Haufungspunkte der Folge (a,)neny in R
nach oben beschrankt ist. Sei a € R das Supremum der Haufungspunkte, dann gibt es
fiir jedes m € N einen Haufungspunkt b,, € (a — ﬁ, al. Dann gibt es aber auch eine
Teilfolge (¢n)men von (ay,)nen, die |¢y —bp| < ﬁ fiir alle m € N erfiillt. Dann gilt aber
fiir alle m € N sogar |c,, — a| < |y — by | + by —a] < L. Also ist a ein Hiufungspunkt
von (ay,)neny und damit ein Maximum aller dieser Haufungspunkte. Der Beweis fiir das
Minimum ist analog. q.e.d.
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Definition 3.19. Fiir eine nach oben (unten) beschrankte reelle Folge heifit das Supre-
mum (bzw. Infimum) der Haufungspunkte Limes superior bzw. inferior. Wir bezeichnen
es mit lima,, = limsup a,, bzw. lima,, = lim inf a,,.

n—oo n—00

Satz 3.20. (i) a ist genau dann der Limes superior einer nach oben beschrinkten
reellen Folge (ay)nen, wenn fir alle € > 0 unendlich viele Elemente der Folge
a, > a — € erfillen, aber hochstens endlich viele a,, > @+ €.

(ii) a ist genau dann der Limes inferior einer nach unten beschrinkten reellen Folge
(an)nen, wenn fir alle € > 0 unendlich viele Elemente a,, < a + € erfillen, aber
hochstens endliche viele a,, < a — €.

Beweis: Wir beweisen wieder nur (i), weil (ii) analog zu beweisen ist. Sei (a,,)nen eine
nach oben beschrankte Folge. Wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstraf} ist
jede untere Schranke einer Teilfolge von (a,),en auch eine untere Schranke von minde-
stens einem Haufungspunkt. Also ist die Charakterisierung der Zahl @ in (i) dquivalent
dazu, dass alle Zahlen, die kleiner sind als @ keine oberen Schranken der Haufungs-
punkte von (a,)nen sind, aber alle Zahlen, die grofier sind als @ obere Schranken der
Haufungspunkte von (a,)nen sind. Dann ist @ der maximale Haufungspunkt. q.e.d.

Korollar 3.21. Eine reelle Folge konvergiert genau dann, wenn sie beschrinkt ist und
wenn lima,, = lima,, g¢ilt, sie also nur einen Hdaufungspunkt hat.

Weil lima,, und lima, das Maximum und das Minimum der Hiufungspunkte sind,
ist lima,, = lima,, dquivalent zu der Bedingung, dass es nur einen Haufungspunkt gibt.
Beweis: Wenn (a,,)nen beschréinkt ist und lima,, = lima,, = a gilt, dann folgt aus dem
vorangehenden Satz, dass es fiir jedes € > 0 ein N gibt, so dass fiir alle n > N gilt
lima, — € < a, < lima, + €. Also gilt |a, — a|] < € und (a,)ney konvergiert gegen a.
Wenn (a,),en konvergiert, dann konvergiert jede Teilfolge gegen a = lim,, ., a,. Also
besitzt (ay)nen nur einen Haufungspunkt und es gilt lima,, = lima,, = a. q.e.d.

Korollar 3.22. Seien (an)nen und (by)nen nach unten (bzw. oben) beschrinkte reelle
Folgen, die fiir allen € N a,, < b, erfillen. Dann gilt lima,, < limb,, bzw. lima,, < limb,.

Beweis: Sei (d,)nen eine Teilfolge von (b, )nen, die gegen limb, (bzw. (¢,)nen eine
Teilfolge von (a,)nen die gegen lima,,) konvergiert. Dann gibt es eine Teilfolge (¢, )nen
von (ap)nen (bzw. (dy)nen von (by)nen), die fir alle n € N auch ¢, < d, erfiillt. Diese
Teilfolge ist beschrankt und besitzt eine konvergente Teilfolge. Wir konnen also ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass (¢,)nen (bzw. (dy)nen) konvergiert.
Dann ist aber lim,, .., ¢, ein Hiufungspunkt von (a,)nen (bzw. lim,, ., d,, ein Hifungs-

punkt von (b,)nen). Also gilt lima,, < lim ¢, < lim d,, = limb,
(bzw. lima, = lim ¢, < lim d, < limb,). q.e.d.

n—~o0 n—~o0
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3.4 Beispiele
(i) Fiir alle z € Cist lim Z; = 0.

Beweis: Wegen dem Satz von Archimedes—Endoxes gibt es ein N € N mit |z| < N.
Dann gilt fiir alle n > N

N KP4 A N 21
nl| (N-1! N---n = (N-DI'\N n (N=-1! n
Weil aber % eine Nullfolge ist, konvergiert dann ‘fl—:‘ auch gegen Null. q.e.d.

(ii) Fiir alle positiven rationalen Zahlen r > 0 gilt lim X = 0.

T
n—oo

Beweis: Nach dem Satz von Archimedes-Eudoxos, gibt es fiir alle € > 0 ein N € N

mit N > 2. Dann gilt aber fiir alle n > N auch % < % < €. Also konvergiert %

nach Null.” q.e.d.
(iii) Fiir alle z € RT gilt lim {/z = 1.

Beweis: Sei zundchst z > 1. Sei also y, = r — 1 > 0. Wegen der Bernoulli—
Ungleichung gilt dann = = (1 + y,)" > 1 4 ny,. Daraus folgt 0 < y, < xT_l Dann
konvergiert y, aber gegen Null. lim /z =1+ lim y, = 1.

1
Sei jetzt 0 < x < 1. Dann ist % > 1. Also gilt lim {r = ———= = 1. q.e.d.

e lim ¢/%

n—oo z

Binomische Formel 3.23. Fiir alle n € N und alle Zahlen x,y € K gilt

= 3 ()t ot (1) - Mok D ()

k=0

Beweis: durch vollstdndige Induktion:
(i) Offenbar ist () = (;) = 1, und die Binomische Formel ist fiir n = 1 richtig.
(ii) Wenn die Binomische Formel fiir n € N gilt, dann folgt

(z+y)"" = (@+y)(z+y)" = (x+y) Z (Z) ghynk

k=0

n—+1 n
_ n k, n+l—k "\ k. ntl—k
B (k—l)” +Z<k)”
k=1 k=0
n+1
= Z (kn(n—l)---(n—k—l—Q) +n(n_l)"'(n_k_l'l))Ikyn—i-l—k
k! k!
k=0
n+1

_ ((n+1)n..l;!(n—k:+2)>x,{ynﬂ_k.

bl
o
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Also gilt sie auch fiir n + 1. q.e.d.
(iv) lim {/n=1.

Beweis: Sei y, = /n —1 > 0. Wegen der Binomischen Formel gilt fiir alle n € N

n= () = = (1)t

k=0

n(n —1) 2 2

Fiir alle n > 2 folgt n>1+ 5 Yy, = y, <

NI )
<
3
VAN
Q
E.DS'II\D
Q.

Also ist y, eine Nullfolge.
(v) lim ¥/n! = occ.

Beweis: Wegen (i) gibt es fiir alle € R ein N, so dass fiir alle n > N gilt £ < 1.
Dann gilt aber auch \ﬁ <1<z < V/nl. Also folgt lim V/n! = cc. q.e.d.

n—oo

Satz 3.24. Sei (a,)nen €ine positive Folge, dann gilt

11_(“”*1) < lim /ay, mwgmcm).

Qn Qn

an41

Wenn die Folge 3/a, also einen reellen Héiufungspunkt hat, dann hat auch die Folge ==
einen reellen Haufungspunkt. Und wenn gilt lim ( ) < 0o dann auch lim {/a, < oo.

Beweis: Wenn lim ( ) = 0 ist, ist die erste Aussage trivial. Wir nehmen also an,

dass es ein a > 0 gibt und fiir alle 0 < € < a ein N € N gibt, so dass alle n > N auch
ntl > q — € erfiillen. Dann gilt fiir alle n > N

Qn

an+1
an

an aN+1 ap
— > (a—€)" " = a, > ay———=

N (a—e) a v an a—e
an an  Gp-1 — (a—¢N = Va2 V(G_E)N( )

Wegen (iii) gilt dann lim{/a, > (a — €). Weil dies fiir alle € > 0 gilt, folgt auch
lim {/a,, > a. Also ist lim/a, > a nicht kleiner als der kleinste Haufungspunkt von
(“Z“ Jnen- Und wenn diese Folge (a"+1 Jnen keinen reellen Haufungspunkt hat, dann hat

auch die Folge (/a,)nen keinen reellen Haufungspunkt.

Fiir die Folge (a,!),en gilt entsprechend lim 2 < lim {/a,? = lim ({/a )_1.
Wegen Satz 2.13 (vi) und Satz 3.5 (iv) ist fiir jede positive Folge (bn)nen limb 1 =
(Mbn)_l. Also folgt die zweite Ungleichung aus Satz 2.13 (vi). q.e.d.



40 KAPITEL 3. ZAHLENFOLGEN

(vi) <Z i) ist streng monoton wachsend und beschrénkt. Fiir n > 3 gilt
neN

5 1 —
;< X Zk+1 :2+Z<__k:—+1)

k=0 k=1
1
= 2+41——
Zk + n

n—1
Also konvergiert diese Folge. Der Grenzwert heifit Eulersche Zahl e € (2, 3).

wlr—t

(vii) lim (1+1)" =e.

n—~o0

Beweis: Wegen der Binomischen Formel gilt fiir alle n € N

1\" < /n\1 <nn-1)--(n—k+1) 1 1
(”E) _Z@@—Z o e =

k=0 k=0 ’ k=0
1 —1)---(n—k+1) 1 1
Fir alle k € Ngilt  lim (Z)ﬁ = lim nin—1) nlf” Lb ==
Also gilt fiir alle m € N lim (14 2 n>i' 1 il
so gilt fiir alle m im — im — = —.
& - n/ = fdnooo k) nk prt k!
Weil sup (Z %) = e gilt, folgt dannegli_m(l—i—%) < lim (1+%)n§e q.e.d
meN \k=0
(viii)* lim v = €
Beweis: Sei (an)nen die positive Folge 7. Dann gilt ot = (&111);; = (1+4)"
Wegen (vii) folgt lim,, “;: L = e Dann folgt aus Satz 3.24
Ap+1
< lim < lim =e.
lin 7 < T <
Daraus folgt lim — =e. q.e.d.

n—oo \/ !



