Kapitel 2
Reelle Zahlen

2.1 Axiome der reellen Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen R wird durch folgende Axiome charakterisiert:

A1l. Axiome der Addition
A2. Axiome der Multiplikation
A3. Distributivgesetz

A4. Ordnungsaxiome
A5. Vollstandigkeit

A1l. Axiome der Addition 2.1. FEs gibt eine Operation
+: RxR—->R, (z,y)—x+y mit

(i) Kommutativgesetz: x +y =y + x fir alle v,y € R.

(i) Assoziativgesetz: x + (y + z) = (z + y) + z fir alle z,y,z € R.

(iii) Ewistenz der Null: es gibt eine Zahl 0 € R mit x +0 = z fiir alle z € R

(iv) Ezistenz des Negativen: zu jedem x € R gibt es ein —x € R mit x 4+ (—z) = 0.

A2. Axiome der Multiplikation 2.2. Es gibt eine Operation
RxR—=R, (z,y)— x-y mit

(i) Kommutativgesetz: x -y =y - x fir alle z,y € R.
(i) Assoziativgesetz: x - (y-z) = (z-y) - z fur alle z,y,z € R.
(iii) Ewistenz der Eins: es gibt eine Zahl1 € R;1# 0 mit x - 1 = x fir alle v € R

(iv) Ezistenz des Inversen: zu jedem x € R\ {0} gibt es ein x™' € R mit x -2~ = 1.
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A3. Distributivgesetz 2.3.
r-(y+2)=(x-y)+(x-2)=x-y+x- 2 firalex,y,z€R.
Definition 2.4. Allgemein heifst eine Menge K, die die Axiome A1-A3 erfillt Korper.

Fiir Korper gelten daher auch alle Folgerungen aus A1-A3. Es gibt viele Kdorper.

Beispiel 2.5. Der kleinste Korper besteht aus zwei Elementen Zo = {0,1}. Die Ope-
rationen + und - sind dann definiert durch:

0+0=0 0+1=1 0-0=0 0-1=0
1+0=1 1+1=0 1-0=0 1-1=1

Zeige dass diese Definitionen von + und - auf Z, die Axiome A1-A3 erfiillen und
umgekehrt durch A1-A3 eindeutig bestimmt sind. In R soll aber 1 +1 = 2 # 0
gelten, so dass wir noch weitere Axiome benétigen um den Korper der reellen Zahlen
zu charakterisieren.

Wir beniitzen folgende Abkiirzungen:

r—y=xz+(-y) wy=z-y —zy = —(z-y) v,y €R
1
— =gt g:y-x_l Vee R\ {0},y eR
x x
r+ytz=x+Wy+z2) axyz=x-(y-2) zy+z=(x-y)+=z Vr,y,2 € R

Satz 2.6. (Folgerungen aus A1)

(i) Fallsx+y=x+z, danny =z

(ii) Fallsx+y ==, danny =0

(iii) Fallsz+y =0, danny = —x

(iv) —(=z) ==

Bemerkung 2.7. (i) heifit Kirzungsregel. (ii) zeigt, dass die Null eindeutig durch die

FEigenschaft © + 0 = x bestimmt ist. (ii1) zeigt, dass das Negative (—x) eindeutig durch
x + (—z) = 0 bestimmt ist.

Beweis: (i) Sei z + y = = + 2, dann folgern wir

y=y+0 =04y =(rx—xz)+y
=(—z+2)+y) =-z+(x+y) =—-as+(@+2) =(-z+z)+=z
=(r—2)+2 =0+z =2+0 — 2

(ii) Sei z +y = x, dann gilt x +y = = + 0. Also folgt aus (i) y = 0.
(iii) Sei x +y = 0, dann gilt © +y = x + (—x). Also folgt aus (i) y = —=z.
(iv) =z 4+ 2z =2+ (—z) = 0. Also folgt aus (iii) x = —(—z). q.e.d.
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Satz 2.8. (Folgerungen aus A2)

(i) Falls x # 0 und vy = xz, dann y = z
(i) Falls x #0 und xy = z, dann y =1
(iii) Fallsz #0undx-y=1, danny = 7!
(iv) Falls x #0, dann (z7") "' =2

Bemerkung 2.9. Die Folgerungen sind analog zu denen aus Al. Wieder heifit (i)
Kiirzungsregel, (ii) impliziert wieder die Eindeutigkeit der Eins und (iii) die Findeu-
tigkeit des Inversen.

Beweis: (i) Sei  # 0 und zy = xz, dann folgern wir

y=1ly= <xi)y= (%x)yzé(fﬁy)Z%(mF( ) (56

(ii) Sei x # 0 und xy = =z, dann gilt zy = = - 1 Also folgt aus (i) y = 1.
(iii) Sei z # 0 und zy = 1, dann gilt xy = -2t Also folgt aus (i) y = 2%
(iv) Sei z # 0. Dann ist 7'z = zz~' = 1. Also folgt aus (iii) z = (2~ ) q.e.d.

SR

Satz 2.10. (Folgerungen aus A1-A3)
(i) =-0=0 fir alle x

(i) 2-y=0<=2x=0o0dery=0

(iii) (—2)y = —zy = 2(-y).

(iv) (-1)-z2=—z

(v) (=2)(-y) = vy

(vi) 2 #0,y # 0 dann (xy)~' =yt~

Bemerkung 2.11. Die Null hat kein multiplikatives Inverses, sonst wire ja 0-071 = 1
was (i) widerspricht.

Y

Beweis: (i) z-04+2-0=2-(0+0)=x-0. Aus (ii) von Satz 2.6 folgt dann z -0 =0
(ii) Sei z - y = 0 und = # 0. Dann gilt wegen (i)

1 1 1
y=y-l=ly=(--z)-y=--(z-y)=--0=0.
Xz X Xz

Wegen der Kommutativitit folgt aus (i) auch die Umkehrung 0-y =z -0 = 0.
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(iii) 0=0-y= (x4 (—x))y = 2y + (—x)y. Aus (iii) im Satz 2.6 folgt dann

(—2)y = —2y = —yr = (—y)z = 2(~y).

(iv) Setze in (iii) y = 1.

(v) Wegen (iii) gilt (—z)(—y) = —(z - (—y)) = —(-

(vi) 1=ay(zy)™" = (vy) "oy = ((zy)~ 1$) y((xy) 1$)
—ylt=(ry) lo. =y o t= -1

>_A

(zy)lza™! = (zy)~ q.e.d.
A4. Ordnungsaxiome 2.12. Es gibt eine Relation < in R mit drei Figenschaften:

(1) Totalitit der Ordnung: Fir je zwei reelle Zahlen x,y € R gilt genau eine der drei
folgenden Relationen x <y oder x =1y oder y < x.

(i) Transitivitit: <y undy < z = < z

r+c<y+4c firalleceR

(iii) Monotonie: v < y = .
r-c<y-c fiir alle0 <ceR

Wir benutzten folgende Abkiirzungen:

r>y<=y<uzw
r<y<=(r<yoderx=y)<=y>zx
R* = {x € R| 0 < 2} positive Zahlen
R™ = {z € R| 2 < 0} negative Zahlen
Ry = {x € R | 0 < z} nichtnegative Zahlen
R, = {z € R | 2 < 0} nichtpositive Zahlen

Satz 2.13. (Folgerungen aus A4)

) 0<rz=—2<0undr<0= —x>0
(i) r<y<=0<y—z

(iii) s <y unda < 0= ay < ax

(iv) 2#40=z-z2=2>>0

(V) z>0=1>0

(vi) 0<z<y=0<,<;

Bemerkung 2.14. Da 1-1 =1 folgt aus (iv) 1 > 0. Dann folgt aus (i) —1 < 0. Also
gilt —1 < 22 fiir jedes x € R. Also gibt es keine reelle Zahl x mit 2? = —1.
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Beweis: (i) Sei 0 < 2. Dann folgt mit Monotonie 0 + (—z) < x + (—z), also —x < 0.
Sei < 0. Dann folgt mit Monotonie x + (—z) < —z also auch 0 < —uz.

(ii) Sei x < y. Dann folgt mit Monotonie x — z < y — x, also auch 0 < y — x.

Sei umgekehrt 0 < y — 2. Dann folgt mit Monotonie = < y.

(iii) Sei < y und @ < 0. Dann folgt aus (i) —a > 0. Also gilt wegen Monotonie
—ar < —ay <= 0 < axr — ay <= ay < azx.

(iv) Sei z > 0. Dann folgt wegen Monotonie z* > 0 -z = 0.

Sei x < 0. Dann folgt aus (i) —z > 0 und mit Monotonie z? = (—z)-(—x) > 0-(—z) = 0.
(V) Sei x > 0. Dann ist @ # 0. Aus (iv) folgt < - = > 0. Mit Monotonie folgt dann

=T > 0.
(V1) Sei 0 < x < y. Dann ist z > 0 und y > O also wegen (v) auch L > 0 und % > 0.
Dann folgt mit Monotonie X 5= i —r < 5 5 Y= 5 5 Y= % q.e.d.

Satz 2.15. (Arithmetisches Mittel) Seien x,y € R, dann gilt

r+y
T<y=r<—7— <y

Also liegt zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen immer eine weitere.

Beweis: Aus x < y folgt mit Monotonie z + = < z +y < y + y. Weil aber x + x =
x(1+1):2:Eund2:1+1>0folgtdann2x<x+y<2yundx<mTJ’y<y q.e.d.

Ubungsaufgabe 2.16. Es gelten auch folgende Regeln:
(i) a<bundc<d=a+c<b+d

(ii) 0<a<bund0<c<d= ac<bd

(iii) ab > 0 <= entweder a > 0,b > 0 oder a < 0,b < 0

(iv) ab < 0 <= entweder a > 0,b <0 oder a < 0,b >0

Definition 2.17. (Betrag)
Der Betrag einer reellen Zahl x € R ist die nicht negative Zahl

x fallsx >0 <+— x> —x
|z| = = max{z, —z}.

—x  fallsz <0 <+— zx<-—x

sy <
max{z,y} = v fallsysw Vz,y € R.
y fallsy >«
Aus der Definition folgt
lz| >0 und |z] =0 <=2 =0.
—lz| <z < || — r <|z|]und —zx < |z|

| — 2| = |z denn | — 2| = max{—z,z}.
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Satz 2.18. (Figenschaften des Betrags) Fiir alle x,y € R gilt:
() |z| >0 und |[z|=0<=2=0

(ii) [z - y| =[] - |y]

(iii) |z +y| < [z[ +[y|

Beweis: (i) haben wir schon gesehen.

(ii) Wegen Satz 2.10 (iii) und (v) &ndern sich beide Seiten nicht wenn wir x durch —x
bzw. y duch —y ersetzen. Fiir x > 0 und y > 0 ist die Aussage klar.

(iii) Zwei Falle: 2 +y > 0= |z +y| =2+ y < |z| + y < |z]| + |y| wegen Monotonie.

r+y<0=|r+y|l=—2—y<|z| -y <|z| + |y| wegen Monotonie. q.e.d.
Folgerung 2.19. llz] = |yl| < |z —y|
Beweis: ] = |z —y +yl <z —yl+ [yl = [z = [yl < |z —yl.

Vertausche x und y = |y| —|z| < |y —z| = |z —y|. Also gilt ||z]| —|y|| < |z —y|.q.e.d.

Definition 2.20. (Abstand)
Der Abstand d(z,y) zweier Zahlen x,y € R ist die nicht negative Zahl d(x,y) = |z —1y|.

Satz 2.21. (Figenschaften des Abstands)
Der Abstand d : R xR — R, (z,y) — d(x,y) hat folgende Eigenschaften:

(1) d(z,y) >0 und d(z,y) =0<=zx =1y
(ii) d(z,y) = d(y, )
(iii) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) fir alle z,y,z € R.

Beweis: folgt aus den Folgerungen der Definition und Satz 2.18.
(ii) |z —y|=lz—z4+z—y| < |z —z| + |z —y| q.e.d.

Definition 2.22. Sei M C R eine nicht leere Teilmenge von Zahlen.

(1) M heifst nach oben beschrinkt, falls es eine Zahl 5 € R gibt, so dass x < 3 fir alle
x € M gilt. B heifit dann obere Schranke von M.

(ii) M heifft nach unten beschrankt, falls es eine Zahl o € R gibt, so dass o < x fiir
alle x € M gilt. o heif$st dann untere Schranke .

(iii) M heifit beschrinkt, wenn M nach oben und unten beschrinkt ist.
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Definition 2.23. (Supremum einer Menge) Sei M C R eine nicht leere nach oben
beschrinkte Menge. Eine reelle Zahl s heifit die kleinste obere Schranke von M oder
das Supremum, wenn sie eine obere Schranke von M ist, und es keine obere Schranke
von M gibt, die kleiner ist als s. Wir schreiben dann s = sup M. Wenn das Supremum
einer Menge existiert ist es eindeutig, weil jedes Supremum weder kleiner noch grofier
als ein anderes Supremum von M ist.

Definition 2.24. (Infimum einer Menge) Sei M C R eine nicht leere nach unten
beschrdinkte Menge. Fine reelle Zahl t heif§t grosste untere Schranke von M oder Infi-
mum von M, wenn es eine untere Schranke von M ist, und es keine untere Schranke
von M qibt, die grofier ist als t. Wir schreiben dann t = inf M. Auch das Infimum ist
eindeutig, wenn es existiert.

Bemerkung 2.25. Folgende Charakterisierung erleichtert manche Beweise:

s=supM <= s ist obere Schranke und Ve>0 dreM mits—e<u.
t=infM <= t ist untere Schranke und Ve >0 Hdx e M mitx <t-+e.

Warnung 2.26. Das Supremum sup M bzw. Infimum inf M braucht nicht zu der Men-
ge M zu gehdren.

Definition 2.27. (Mazimum und Minimum) Sei M C R eine nicht leere nach oben
beschrinkte Menge. Ein Element m € M von M, das eine obere Schranke von M ist
heifst Mazximum. Wir schreiben dann m = max M. Analog heifst ein Element m einer
nicht leeren nach unten beschrdinkten Menge M, das eine untere Schranke von M ist
Minimum. Wir schreiben dann m = min M.

A5. Vollstiandigkeitsaxiom 2.28. Fiir jede nicht leere nach oben beschrinkte Menge
M existiert das Supremum s = sup M € R.

Wir werden sehen, dass die rationalen Zahlen Q A1-A4 erfiillen aber nicht A5.
Wir fiihren jetzt die Intervalle ein, das sind folgende Teilmenge der reellen Zahlen:

[a,b) ={z €R|a <z <b} firallea <beR
la,0) ={z €R |a <z < b} fir allea <beR
(a,b) ={x €R|a <z <b} fir allea <beR
(a,b) ={zr€eR|a<z<b} fir allea <beR
(—oo, b ={zeR |z <b} fiir alle b € R
(—o0,b) ={z € R |z < b} fiir alle b € R
la,00) ={z €R|a <z} fiir alle a € R
(a,00) ={x €R|a <z} fiir alle a € R
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Offenbar ist b eine obere Schranke von (a,b). Andererseits gibt es wegen Satz 2.15 fiir

jedes x < bein y = max{%rb, “T*b} mit z < y und y € (a,b). Also gibt es keine obere

Schranke von (a, b), die kleiner ist als b. Damit ist b = sup(a, b). Analog gilt:

infla, b = a supla,b] = b

inf[a,b) = a supla,b) = b

inf(a,b = a sup(a,b] =b

inf(a,b) = a sup(a,b) = b
(—o0, b] nicht nach unten beschrankt sup(—oo, b =b
(=00, b) nicht nach unten beschrankt sup(—o0,b) = b

inf[a, 00) = a [a,00) nicht nach oben beschriankt

inf(a,00) =a (a,o00) nicht nach oben beschriankt

Satz 2.29. (i) Fir jede nicht leere nach unten beschrinkte Menge M existiert das
Infimum inf M € R.

(ii) Eine nicht leere nach oben beschrinkte Menge M besitzt genau dann ein Mazimum,
wenn sup M € M. In diesem Fall ist max M = sup M.

(iii) Eine nicht leere nach unten beschrinkte Menge M besitzt genau dann ein Mini-
mum, wenn inf M € M. In diesem Fall ist min M = inf M.

Beweis: (i) Weil die Ordnungsrelation nicht symmetrisch ist, erhalten wir dadurch,
dass wir in einer Aussage alle auftauchenden Ordnungsrelationen umkehren, eine andere
Aussage. Zum Beispiel erhalten wir die Definition der unteren Schranke, indem wir in
der Definition der oberen Schranke alle Ordnungsrelationen umdrehen. Dann erhalten
wir aber auch die Definition des Infimums, indem wir in der Definition des Supremums
alle Ordnungsrelationen umkehren. Weil x < y <= —y < —uz, sind also Aussagen
iiber Ordnungsrelationen zwischen reellen Zahlen dquivalent zu den analogen Aussagen,
in denen wir alle Ordnungsrelationen umdrehen und alle reellen Zahlen durch ihre
Negativen ersetzen!. Insbesondere besitzt die Menge M genau dann ein Infimum, wenn
die Menge —M = {z € R | —z € M} ein Supremum besitzt und es gilt inf M =
—sup —M. Also folgt (i) aus dem Vollstandigkeitsaxiom AS5.

'Wenn diese Aussagen aber algebraische Operationen benutzen, die nicht vertriglich sind mit der
Abbildung jeder rellen Zahl auf ihre Negative, wie z. B. das Produkt zweier reeller Zahlen, dann
miissen bei dieser Ersetzung auch die algebraischen Operationen entsprechend geéndert werden, also
z. B. das Produkt in das negative des Produktes.
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(ii) Wenn sup M € M, dann ist sup M eine obere Schranke von M, die Element von
M ist. Wenn sup M ¢ M, dann gilt fiir alle x € M sogar x < sup M. Dann gilt aber
fiir alle oberen Schranken s von M.

r < sup M < s fir alle x € M.

Also gibt es in M keine obere Schranke von M.

(iii) analog zu (ii). q.e.d.
Also existiert max|a, b] = max(a, b] = max(—oo,b] =0
min[a, b] = min[a, b) = min|a, 00) = «,
wéhrend [a,b) und (a,b) und (—o0, b) kein Maximum besitzen
und (a,b] und (a,b) und (a, co0) kein Minimum.

Wenn wir die reellen Zahlen durch —oo und oo erweitern, kénnen wir auch fiir unbe-
schrankte Mengen obere und untere Schranken und Suprema und Infima definieren.

2.2 Die erweiterte Zahlengerade R

Definition 2.30. Die erweiterte Zahlengerade besteht aus R = RU {+oco} U {—o0}.

Mit oo bezeichnen wir auch +o0o. Die Ordnungsrelation 1i8t sich auf R durch
—00 < x < oo fiir alle ¥ € R fortsetzen und erfiillt offensichtlich auch (i) und (ii)
des Ordnungsaxioms. Die Operationen + und - lassen sich teilweise auf R fortsetzen:

r 4 00 = o0, r—oo=—o0 fiiralle x € R.
oo fiir x > 0 —oo fiir x > 0
T - 00 = ) - (—o0) = )
—oo fiir x < 0, oo fiir z < 0
T _ T _, oo Joofirz >0 —oo | —oofirz >0
0 —o0o T —oo fiir z < 0, r | oo fiir z < 0.
Auflerdem gilt 00 4 0o = 0 —00 — 00 = —00
00+ 00 = 00 oo(—00) = —00  (—00)(—00) = 0.
Nicht definiert sind oo too 0 0- (£00)
i niert sin — —_— —_— = . )
cht definiert s 00— 00, ——, R 00

R ist also kein Korper. Die Definitionen von oberen und unteren Schranken, von Supre-
mum und Infimum, und von Maximum und Infimum iibertragen sich auf die erweiterte
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Zahlengerade. Offenbar ist co das Maximum und —oo das Minimum von R. Insbeson-
dere ist oo eine obere Schranke und —oo eine untere Schranke von jeder Teilmenge
von R. Weil dann aber oo die einzige obere Schranke einer Teilmenge M von R C R
ist, die in R keine obere Schranke hat, ist co dann auch das Supremum von M als
Teilmenge von R. Analog ist —oo das Infimum einer Teilmenge von R C R, die keine
untere Schranke in R hat. Daraus folgt, dass jede Teilmenge von R ein Supremum und
ein Infimum hat. AuBerdem gilt wieder, dass eine Teilmenge M C R genau dann ein
Maximum bzw. Infimum hat, wenn sup M € M bzw. inf M € M gilt. In diesen Féllen
ist wieder max M = sup M bzw. min M = inf M. Wir benutzen die Symbole sup, inf,
max und min sowohl fiir Teilmengen von R als auch fiir Teilmengen von R, so dass aus
dem Zusammenhang klar werden muss, was genau gemeint ist.

2.3 Die natiirlichen Zahlen N C R

Wir wollen die natiirlichen Zahlen als Teilmenge der reellen Zahlen charakterisieren.
Aufgrund von A2 gibt es das Element 1 € N C R, das wegen (ii) in Satz 2.8 eindeutig
ist. Aus (iv) im Satz 2.13 folgt 1 > 0 aus 1 = 1 - 1. Wegen der Monotonie ist dann die
Nachfolgerabbildung monoton:

N — N, n—n+1>n
1—141=2>1, 2—2+1=3>2, n—n+1>n,

Definition 2.31. Eine Menge M C R heifst induktiv, falls
(i) 1 € M (FEinselement).
(il) a € M = a+ 1€ M (invariant unter der Nachfolgerabbildung).

R selber ist offenbar induktiv oder auch [1, 00). Offenbar ist der Durchschnitt zweier
induktiver Mengen wieder induktiv.

Definition 2.32. (Natiirliche Zahlen) N ist die kleinste induktive Teilmenge von R,
also der Durchschnitt aller induktiven Teilmengen von R.

Satz 2.33. Es gilt N = {1}U{n € R | n—1 € N} = {1}UBild der Nachfolgerabbildunyg.

Beweis: Wegen (1+1)—1=1,(n+1)—1=(n—1)+ 1 und weil N eine induktive
Menge ist, ist auch S = {1} U{n € R | n — 1 € N} eine induktive Menge. Also folgt
S O N. Weil N eine induktive Menge ist, folgt S C Nausn = (n—1)+ 1. q.e.d.

Satz 2.34. (Prinzip der vollstindigen Induktion) Eine Teilmenge S C N erfiille
i1es (iil)ae S=a+1€S5. Dann ist S = N.
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Beweis: S ist offenbar eine induktive Menge. Also gilt N C S. Andererseits ist S eine
Teilmenge von N. Also folgt N = S. q.e.d.
Beweis durch vollstdndige Induktion: Um eine Aussage A(n) iiber alle natiirlichen
Zahlen n € N zu beweisen geniigt es also zu zeigen:

(i) die Aussage A(1) ist richtig.
(ii) Falls die Aussage A(n) richtig ist, dann auch A(n + 1).
Ein solcher Beweis heifit Beweis durch vollstéindige Induktion.

Satz 2.35. (Bernoulli-Ungleichung) FEs gilt
(I+x)">14nz firallex e (—1,00) und alle n € N.
Gleichheit gilt nur fir x =0 oder n = 1.

Beweis durch vollstdndige Induktion: Fiir x = 0 oder n = 1 gilt offenbar die Gleich-
heit. Fiir jede natiirliche Zahl n € N sei A(n) die Aussage

Fiir alle x € (—=1,0) U (0,00) gilt (14 2)""' > 1+ (n+ 1)z

(i) Wenn z # 0 dann folgt (1 + ) = 1+ 2z + 2* > 1 + 2z. Also gilt A(1).
(ii) Es gelte A(n). Dann folgern wir fiir x € (—1,0) U (0, 00) aufgrund der Monotonie:

Wegen z > —1 gilt 1 +2 >0, und wegen x # 0 folgt daraus

Q4+z)(1+2)">0+2)A+n+D2)>1+n+2)z+ (n+1)2* > 1+ (n+2)z.
Also gilt A(n+1). q.e.d.

Satz 2.36. Fir alle n € N ¢ibt es keine Zahl in N zwischen n — 1 und n.

Beweis durch vollstédndige Induktion:

(i) [1,00) ist eine induktive Menge. Also ist NN (0,1) = NN [0,00) N (0,1) = 0.

(ii) Wir nehmen an, dass es fiir ein n € N keine natiirliche Zahl in (n — 1,n) gibt.

Wenn es eine Zahl m € NN (n,n + 1) gibt, dann liegt m wegen Satz 2.33 auch in

{1}U{z € R| z—1 € N}. Wegen 1 < n < m ist m nicht gleich 1. Also liegt m dann in

{n € R|n—1 € N}. Wegen der Monotonie liegt m — 1 dann in N und (n — 1,n), was

der Annahme wiederspricht. Also gibt es keine natiirliche Zahl in NN (n,n + 1).q.e.d.
Fir allen € Nist also {me N|m <n+1}={meN|m <n}U{m+ 1}. Fir

alle n € N schreiben wir deshalb {1,...,n} ={m e N|m <n}.

Satz 2.37. (Wohlordnungsprinzip). Fiir jede nichtleere Menge M C N ezistiert min M.
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Beweis: Weil [1,00) eine induktive Menge ist, ist N nach unten durch 1 beschrinkt.
Also existiert inf M. Dann gibt es ein Element m € M mit m < inf M +1, weil inf M +1
keine untere Schranke von M ist. Wegen dem vorangehenden Satz sind alle Elemente
von N und damit auch M entweder kleiner oder gleich m — 1 oder grofler oder gleich
m. Wegen der Monotonie gilt m — 1 < inf M. Also sind alle Elemente von M nicht
kleiner oder gleich m — 1, und damit géler oder gleich m. Dann ist m = min M .q.e.d.

Satz 2.38. (Archimedes-Eudozxos)
(i) Fir jede reelle Zahl x € R gibt es eine natirliche Zahl n > x.

(ii) Fir jedes € >0 gibt es einn € N mit L <.

Beweis: (i) Es reicht zu zeigen, dass N keine obere Schranke hat. Wenn N eine obere
Schranke hat, dann existiert sup N, und dn € N mit n > sup N —1, weil supN —1 keine
obere Schranke von N ist. Dann gilt N > n + 1 > sup N, was ein Widerspruch ist.

(ii) Nach (i) gibt es ein n > . Aus Satz 2.13 (v)-(vi) folgt + < e. q.e.d.
Definition 2.39. (ganze Zahlen 7, rationale Zahlen Q)

Z = NU{0}U{reR|—zeN}
No = Nu{0}
Q = {xeR\HmEZundHneNmitx:%}_

Wegen dem Satz von Archimedes-FEudoxos gibt es viele rationale Zahlen.
Satz 2.40. Sei a < b. Dann existiert r € Q mit a < r < b.

Beweis: Fiir alle n € N ist a < 7 < b dquivalent zu na < m < nb. Wegen b —a > 0
gibt es nach Satz 2.38 (i) ein n € N mit n > ;. Dann gilt na < nb und nb — na > 1.

Wir nehmen zunéchst a > 0 an. Sei m die kleinste natiirliche Zahl, die grofer ist als
na. Wegen Satz 2.33 sind die natiirlichen Zahlen enthalten in {1}U{z € R | x—1 € N}.
Also ist m — 1 entweder eine natiirliche Zahl oder gleich Null. Dann folgt

m—1<na<m <= na<m<na+1<nb.

Als néchstes nehmen wir b < 0 an. Sei —m die kleinste natiirliche Zahl, die grofier
ist als —nb. Wieder ist —m — 1 entweder eine natiirliche Zahl oder Null. Also folgt

—-m—-1<-nb<-m <= na<nb—1<m <nb.

Wenn a < 0 und b > 0 ist, wahlen wir m = 0. q.e.d.

Wir haben sogar gezeigt, dass Va < b mit b — a > 1 das Intervall (a,b) eine ganze
Zahl enthélt. Also enthélt jedes Intervall mindestens eine und damit sogar unendlich
viele rationale Zahlen. Insbesondere gibt es fiir jede reelle Zahl und jedes € > 0 eine
rationale Zahl r € (x —¢, x+¢), die dann d(z,r) < € erfiillt. Wir sagen, dass Q dicht in
R liegt. Die rationalen Zahlen erfiillen als Unterkorper der reellen Zahlen die Axiome
A1-A4. Wir werden gleich sehen, dass sie nicht das Vollstandigkeitsaxiom A5 erfiillen.
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2.4 Die Peano Axiome

Es gibt andere Moglichkeiten die reellen Zahlen einzufithren. Man kann zuerst die
natiirlichen Zahlen einfithren und danach der Reihe nach die ganzen Zahlen, die ratio-
nalen Zahlen und die rellen Zahlen. Dabei kann man die natiirlichen Zahlen im Rahmen
der Mengenlehre einfiihren oder sie durch die Peano Axiome charakterisieren:

1. Peano Axiom: 1 € N (Einselement).
2. Peano Axiom: Vn € N 3 genau einen Nachfolger n’ € N (Nachfolgerabbildung).
3. Peano Axiom: Fiir alle n € N gilt n’ # 1 (Eins ¢ Bild der Nachfolgerabbildung).

4. Peano Axiom: Fir alle n,m € N folgt n = m aus n’ = m/ (Injektivitat der
Nachfolgerabbildung).

5. Peano Axiom: Jede Teilmenge S C N mit folgenden Eigenschaften umfafit die
natiirlichen Zahlen N C S (Jede Teilmenge, die die Eins enthélt und invariant ist
unter der Nachfolgerabbildung ist gleich N).

(i)1es. (ii) Falls n € S, dann ist auch n’ € S.

Man kann die natiirlichen Zahlen also durch diese Axiome charakterisieren und dann
damit die reellen Zahlen einfiiren. Dafiir muss wesentlich mehr Schlussfolgerungsarbeit
geleistet werden, bevor die rellen Zahlen eingefiihrt sind. Wir wollen in diesem Ab-
schnitt kurz vorstellen, wodurch sich diese zweite Einfithrung der reellen Zahlen, von
der von uns gewihlten unterscheidet, und sie in ihren Grundziigen vorstellen.

Die Addition von natiirlichen Zahlen n + m wird Vn, m € N so eingefiihrt, dass
(i) n+1=n'fiir alle n € N und (ii) n 4+ m' = (n+m)’ fir alle n,m € N gilt.
Firn =1gilt 1+1 = 1’ und fiir alle m € N folgt aus 1+m = m/ auch 1+m/ = (m')’ =
(1+m)". Wegen dem 5. Peano Axiom ist also 1+ m fiir alle m € N durch m’ definiert.
Wenn fiir ein n € N durch diese Bedingungen n + m fiir alle m € N definiert ist, dann
folgt aus (i) n' +1 = (n') = (n + 1)". Wenn n’ + m fiir ein m € N definiert ist, dann
folgt aus (ii) ' +m' = (n’ +m)’ also ist dann wegen dem 5. Peano Axiom n’' + m fiir
alle m € N definiert. Also ist wegen dem 5. Peano Axiom die Menge aller n € N, fiir
die n + m durch diese Bedingungen fiir alle m € N definiert ist gleich N. Deshalb ist
dadurch die Addition zwischen allen natiirlichen Zahlen definiert. Mit Hilfe der Peano
Axiome kann man dann folgern, dass die Addition kommutativ und assoziativ ist.
Die Multiplikation von natiirlichen Zahlen nm wird Vn,m € N so eingefiihrt,
dass (i) nl = n fir alle n € N und (ii) nm' =n-m+ n fir alle n,m € N gilt.
Wieder kann man aus den Peano Axiomen folgern, dass diese Bedingungen eine Mul-
tiplikation n - m fiir alle n, m € N definiert. Danach zeigt man, dass auch die Multipli-
kation kommutativ, assoziativ und zusammen mit der Addition distributiv ist.
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Die Ordnungsrelation wird auf den natiirlichen Zahlen durch n < n+m und m <
n+m Vn,m € N eingefiihrt. Sie erfiillt A4 wobei alle n € N als positiv gelten.
Ganze Zahlen: Die ganzen Zahlen werden als formale Differenzen n — m eingefiihrt.
Wegen n — m = i —m < n +1m = n + m sind das Aquivalenzklassen in N x N

(n,m) ~ (n,m) = n+m=n+m V(n,m),(n,m) € Nx N

Die Addition, Multiplikation und Ordnungsrelation von N wird auf Z fortgesetzt.
Rationale Zahlen: Die rationalen Zahlen werden als formale Briiche ™ mit (m,n) €
Z x N eingefiihrt. Wegen ™ = % & mii = mn sind das Aquivalenzklassen in Z x N

(m,n) ~ (m,n) — mn = mn V(m,n), (m,n) € Z x N

Addition, Multiplikation, Ordnungsrelation wird auf Q definiert, so dass A1-A4 gilt.
Reelle Zahlen werden als Dedekindsche Schnitte eingefiihrt, also Mengen A C Q mit

(1) A#0,Q (i) peAund g<p=qe€ A (iii) A hat kein Maximum.
Addition, Multiplikation, Ordnungsrelation wird auf R definiert, so dass A1-A5 gilt.

2.5 Wurzeln und Intervallschachtelung
Satz 2.41. (Quadratwurzeln) Fiir alle a > 0 gibt es genau ein b > 0 mit b* = a.

Wir schreiben b = /a = a2.
Beweis der Eindeutigkeit: Aus 0 < z < y folgt aufgrund der Monotonie 2% < xy <
y?. Also gibt es hochstens ein b > 0 mit v* = a.
Beweis der Existenz: Die Menge M = {z € R} | 2? < a} enthilt 0. Aus x > a + 1
folgt
??>2(a+1)>(a+1)?=d>+2a+1>2a>a.

Also ist a + 1 eine obere Schranke von M. Sei b = sup M. Aus 0 € M folgt 0 < b.
Wenn b? < a, folgt 0 < a — b2, Fir h = min{1, &2} gilt 0 < h < 1 und A(2b + 1) <
h(2b+ 2) < a — b%. Hieraus folgt

(b+h)?>=0"+2bh+ 1> <V +20h+h=0*+h(20+1) <b’+a— b =a.

Also ist b < b+ h € M im Widerspruch zu b = sup M.
Wenn a < b?, folgt 0 < b, =0 <a—b* < 0und — <
Bernoulli Ungleichung

a — b? 2 a—1b\2 a — b?
1 =p (1 > (1+2 = a.
() =w (1) 2o (1025 =0

a—b2

Gz < 0. Also folgt aus der
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Dann folgt aus = > b(1 4+ <2) wieder 22 > b%(1 + %)% > ¢ und damit auch = & M.

202 202
Also ist b(1 + “2_;2’2) < b eine obere Schranke von M im Widerspruch zu b = sup M.
Weil also weder b? < a noch a < b? gilt, folgt b? = a. q.e.d.

Wir werden in Beispiel 3.9 fiir jedes n € N zeigen, dass es fiir jedes a > 0 genau
ein b > 0 gibt mit o™ = a. Wir schreiben dann b = Va = aw. Insbesondere gibt es
also genau ein v/2 € R, aber wie wir gleich sehen werden gilt v/2 ¢ Q. Also erfiillt Q
tatsédchlich nicht das Vollstdandigkeitsaxiom AS5.

Lemma 2.42. /2 ¢ Q

Beweis: Wir zeigen, dass es nicht zwei natiirliche Zahlen n,m € N geben kann mit
(m)2 = 2. Wenn es zwei solche Zahlen gibt, dann enthélt die Teilmenge

n

M = {n € N| 3m € N mit m* = 2n°}

der natiirlichen Zahlen ein kleinstes Element ng. Sei also m2 = 2n2. Wenn m, ungerade
ist, also mg = 2my—1 mit m; € N, dann ist auch m2 = (2m;—1)% = 2(2m?—2m;+1)—1
ungerade, im Widerspruch zu mZ = 2n2. Also ist mg gerade mit mgy = 2my und m, € N.
Dann folgt m? = 4m3 = 2n3 oder auch 2m3 = n3. Dann gehort my zu M und es gilt
no < my. Das ergibt folgenden Widerspruch m3 < 2m3 = n3 < ngms <mi.  q.e.d.

Satz 2.43. (Intervallschachtelungsprinzip) Seien I, = [a,,b,] C R, abgeschlossene
Intervalle a,, < b, firn=1,2,--- mit folgenden Eigenschaften.

(i) Ins1 C I, fiir allen € N
(ii) Fiir jedes € > 0 gibt es einn € N, so dass b, — a,, < €.
Dann enthilt (5., In = {x} der Durchschnitt genau ein x € R.

Dieser Satz ist falsch fiir offene Intervalle. So ist z.B. [, (0,2) = 0 nach dem
Satz von Archimedes-Eudoxos.
Beweis: Wegen (i) gilt

ap<ag <<y Sappyr <o Sbpyr Kby << by < by

Also besteht die Menge A = {aj,as,---} aus unteren Schranken der Menge B =
{b1, by, - - - } und umgekehrt die Menge B aus oberen Schranken der Menge A. Sei also
x = sup A und y = inf B. Dann sind x und y obere Schranken von A und untere
Schranken von B. Also gilt © < y und x,y € (-, In. Es gilt sogar (., I, = [z, y].
Andererseits ist wegen (ii) fiir alle ¢ > 0 und alle n € N auch y —x < b, — a, < e
Dann muss aber 0 < y — z < inf {¢|e > 0} = 0 und deshalb y = x gelten. q.e.d.

Umgekehrt folgt aus dem Intervallschachtelungsprinzip, den Axiomen A1-A4 und
dem Satz von Archimedes-Eudoxos das Vollsténdigkeitsaxiom (Ubungsaufgabe). Des-
halb koénnen die reellen Zahlen auch durch die Axiome A1-A4, den Sazt von Archime-

des-Eudoxos, und das Intervallschachtelungsprinzip charakterisiert werden.
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2.6 Machtigkeit von Mengen

Definition 2.44. Zwei Mengen heiffen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive Abbildung
zwischen thnen gibt.

Offensichtlich ist die Relation von Mengen gleichmiichtig zu sein eine Aquivalenzre-
lation, d.h. sie ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. Deshalb stellt sich die Frage, die
Aquivalenzklassen dieser Relation zu bestimmen. Eine Menge ist genau dann endlich,
wenn sie fiir ein n € N gleichméchtig ist zu {1,...,n}. Fir n # m sind die Mengen
{1,...,n}und {1,..., m} nicht gleichmichtig. Deshalb entsprechen die Aquivalenzklas-
sen der endlichen Mengen genau den natiirlichen Zahlen. Indem wir die Eins mit der
Menge {0} indentifizieren und die Nachfolgerabbildung fiir Mengen durch A — AU{A}
definieren, erhalten wir die natiirtlichen Zahlen als folgende Mengen:

{0}

{0,{0}}

{0,{0},{0,{0}}}
{0,{03,{0,{0}},{0,{0},{0,{0}}}}

{0,{03,{0,{0}},{0,{0},{0,{0}}}, .. }

Alle Aquivalenzklassen kann man als eine Erweiterung von N betrachten.

1111

=~ W N

Definition 2.45. Fine nicht leere Menge A heif§t

endlich, falls es ein n € N gibt, so dass A gleichmdchtig ist zu {1,2,--- ,n}.
unendlich, falls sie nicht endlich ist.

abzahlbar, falls sie gleichmdchtig ist zu N.

h6chstens abzéhlbar, wenn sie endlich oder abzdihlbar ist.

Satz 2.46. (i) Jede nichtleere Teilmenge von N ist hichstens abzdihlbar.

(ii) Eine Menge A ist genau dann hochstens abzdhlbar, wenn es eine surjektive Abbil-
dung von N auf A gibt.

Beweis: (i) Jede Teilmenge M C N konnen wir aufgrund des Wohlordnungsprinzip
der Grole nach mit dem kleinsten Element anfangend durchnumerieren. Wenn M nach
oben unbeschrankt ist, erhalten wir so eine bijektive Abbildung von N nach M und M
ist abzdhlbar. Andernfalls ist M C {1,...,n} fiir ein n € N und damit endlich.

(ii) Sei A eine hochstens abzéhlbare Menge. Wenn A endlich ist, gibt es ein n € N,
so dass A gleichméchtig ist zu {1,2,--- ,n}. Die Abbildung N — {1,2,--- ,n}, m—
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min{m,n} ist eine surjektive Abbildung, so dass dann auch eine surjektive Abbildung
auf A existiert. Wenn A abzahlbar ist, gibt es eine bijektive Abbildung von N auf A.
Sei umgekehrt A eine Menge und f eine surjektive Abbildung von N auf A. Dann
existiert eine Abbildung g : A — N, a + min f~![{a}], die offenbar eine bijektive
Abbildung von A auf eine Teilmenge von N definiert. Also ist A gleichméchtig zu einer
Teilmenge von N und damit wegen (i) hochstens abzéhlbar. q.e.d.

Ubungsaufgabe 2.47. Zeige, dass jede endliche Teilmenge der reellen Zahlen ein
Mazimum und ein Minimum besitzt.

Satz 2.48. (i) Die Menge N x N ist abzdhlbar.

(ii) FEine hichstens abzihlbare Vereinigung von héchstens abzihlbaren Mengen ist wie-
der héchstens abzihlbar.

Beweis: (i) Wir definieren eine injektive Abbildung f von N x N nach N durch die
sogenannte Diagonalnummerierung;:

. . r+y—2
floy) =g+ VDRV D S
n=0

Diese Abbildung ist injektiv. Gilt nimlich z +y < 2’ + 1/’ so folgt aus
flay) —y<fl@y)—y-(@"+y-2) wdy—y' <y<z+y-1<a'+y -2

fla,y) < fla ) +y—9 — @ +9 —2) < f(2',y).

Gilt aber x +y = 2’ + ¢/ so gilt auch f(x,y) — f(2',¢) =y — .

Also definiert diese Abbildung eine bijektive Abbildung von N x N auf eine Teilmenge
von N. Dann folgt (i) aus (i) vom vorangehenden Satz.

(ii) Wegen (ii) im vorangehenden Satz geniigt es eine surjektive Abbildung n — A,, von
N in die hochstens abzihlbaren Mengen zu betrachten. Wegen (ii) im vorangehenden
Satz gibt es dann fiir alle n € N eine surjektive Abbildung f,, : N — A,,. Dann ist

F:NxN—|JA, (,m) fu(m)

neN
eine surjektive Abbildung. Also folgt (ii) aus (i) und dem vorangehenden Satz. q.e.d.
Korollar 2.49. Q ist abzdhlbar.

Beweis: ZxN — Q, (m,n) +— ™ ist eine surjektive Abbildung. Z ist abzihlbar, also
ist Q@ hochstens abzahlbar. QQ ist aber nicht endlich und damit abzéahlbar. q.e.d.

Satz 2.50. Die Menge der reellen Zahlen ist nicht abzdhlbar.
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Beweis: Wir nehmen an R ist abzéhlbar. Sei also (x,,),en eine Durchnumerierung von
R. Wéhle a,b € R mit a < b. Sei I; = [a, b]. Wir definieren induktiv eine Folge (1,,)nen
von Intervallen. Fiir alle n € N wéhlen wir dafiir ein abgeschlossenes Teilintervall I,
von I,,, das nur ein Drittel so grof} ist wie [,, und x,, nicht enthélt. Fiir alle n € N liegt
dann x, nicht in dem Intervall [,,. Wegen dem Intervallschachtelungsprinzip ist aber
(,en In nicht leer. Also gibt es eine reelle Zahl, die nicht zu der Menge {z, | n € N}
gehort. Das widerspricht der Annahme, dass R abzéhlbar ist. q.e.d.

Auch die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen ist nicht abzéhlbar. Wir kénnen sie
mit den Folgen identifizieren, die Werte in Zy = {0,1} annehmen, also der Menge
aller Abbildungen von N nach Z,. Diese Folgen lassen sich aufgrund der dyadischen
Entwicklung mit der Teilmenge [0, 1] C R identifizieren. Diese ist gleichméchtig zu R.

2.7 Der Korper der komplexen Zahlen

Motivation: Wir hatten aus der Ordnungsrelation gefolgert, dass 22 > 0 gilt, falls 2 # 0.
Deshalb existieren in den reellen Zahlen keine Quadratwurzeln von negativen Zahlen.
Erweitert man die reellen Zahlen durch eine Quadratwurzel » von —1, so erhélt man
die komplexen Zahlen, in denen sich dann alle algebraischen Gleichungen l6sen lassen.

Definition 2.51. (Kompleze Zahlen) Die Komplexen Zahlen C ist die Menge R x R
aller geordneten Paare (x,y) von reellen Zahlen zusammen mit den Operationen

+: CxC—C, (z,9), (w,v)) = (z,y) + (u,v) = (x + u,y + v)
CxC—C, ((z,9), (u,v)) — (zu — yv, zv + Yu)

Mit dieser Definition erfiillt C die Kérperaxiome A1-A3. Dabei ist

Null : Oc = (0,0) Eins : lc = (1,0)
negatives Element : —(z,y) = (—z, —y)
inverses Element : (z,y)t = <x2 j_ 7 xz_—l—yyz) fir(z,y) # (0,0).

Wir bezeichnen komplexe Zahlen meistens auch nur durch einen Buchstaben, {iblicher-
weise z. Die Null und die Eins bezeichnen wir auch durch 0 und 1, so dass aus dem
Zusammenhang klar werden muss, ob es sich um die Null bzw. Eins der reellen oder
der komplexen Zahlen handelt. Aulerdem benutzen wir dieselben Abkiirzungen wie bei
den reellen Zahlen:

24 (—2)=2—2=0 27 = =1 Usw.
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Da die komplexen Zahlen eine Erweiterung der reellen Zahlen sind, kénnen wir die
reellen Zahlen als Teilmenge der komplexen Zahlen auffassen. Dafiir definieren wir eine
injektive Abbildung

R—C, z+ (z,0)

Offenbar ist diese Abbildung vertréglich mit den Operationen 4+ und - von R und C:

(0,0)=0 (1,0) =
—(z,0) = (—=x,0) (,0)"' = (z71,0)

Definition 2.52. (imagindre Einheit) » = (0,1) € C.

Dann gilt 1> = (—1,0) = —1. Wir kénnen also auch schreiben (x,y) = z +y. Dann
ergeben sich die Operationen + und -

r+wtut+w = x+u+i(y,v)
(z+uw)(u+w) = zutr(yu+ 2v) +Pyv = zu — yo + 1(yu + 2v)

Fiir die komplexe Zahl z = x + 1y heifit

r = R(z) Realteil von z y = (z) Imaginérteil von z
z heifit reell, falls S(z) =0
z heifft imaginér, falls R(z)=0

Definition 2.53. (komplexe Konjugation) Die Abbildung C — C, z=z+4+wyr— z =
x —wy heifst komplexe Konjugation oder einfach nur Konjugation

Die komplexen Zahlen erhalten wir aus den reellen Zahlen, indem wir reelle Vielfa-
che einer Wurzel aus —1 hinzufiigen. Weil aber (—1) - (—1) = 1 ist das Negative einer
Wurzel aus —1 wieder eine Wurzel aus —1. Welche dieser beiden Wurzeln aus —1 wir
zur imagindren Einheit machen ist aber eine Konvention. Deshalb ist die Konjugation
ein Endomorphismus der komplexen Zahlen, d.h. eine bijektive Abbildung, die mit den
Operationen + und - vertréglich ist, die die reellen Zahlen invariant 148t.

Satz 2.54. (i) (2) ==

(iv) 24+ 2 =2Rz und z — z = 213(2)

(V) z -z st reell und nicht negativ.
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Beweis: (i)-(iv) nachrechnen. (v) (z +w)(z — ) = 2% + y*> > 0. q.e.d.
Definition 2.55. (Betrag) Der Betrag einer komplexen Zahl z = x + wy ist definiert

als die reelle nicht negative Wurzel aus z -z : |- |C - R, zw—|z| =+2z- 2.
Satz 2.56. (FEigenschaften des Betrags)

(1) |2/ >0und |z| =0<=2=0

(ii) |z - w| = [2] - [w]

(iii) |z +w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung)

(iv) [lz] = Jw[| < |z = w]

(v) [zl = ||

(vi) [R(2)| < [2] und [3(2)] < |z]

Beweis: (ii) |z - w|* = z2w(zw) = zzZwd = (|z||w])?> Wegen der Eindeutigkeit der
Wurzel folgt dann |z - w| = |z| - |w].

(vi) Fir z = 0 ist die Aussage offensichtlich. Sei also z = = + 1y # 0. Dann gilt
2?2 < 2?2+ 9% Aus /22 + y? < x folgt aber mit Monotonie 2% + y? < xy/22 + y? < 2%
Also gilt x < y/22 4+ y? und damit auch |R(z)| < |z|. Durch vertauschen von x und y
erhalten wir |3(2)| < |z|.

(iii) |z +w|* = (z + w)(z + w) =22+ 20+ wzZ+wd = 2z + 2R(2w) + ww
< 2P+ 202w + [ = [ 4+ 20zlfw] + [w = (2] + w])?.

Aus |z] +|w| < |z + w| folgt mit Monotonie (|z] + |w|)?* < (|z] + |w])|z + w| < |z +w|*
Also gilt |z 4+ w| < |z| + |w].

(iv) folgt aus (i)-(iii) genau wie im reellen Fall.

(v) |2|> = zz = |z|*. Dann folgt wegen der Eindeutigkeit der Wurzel |z| = |z|. q.e.d.

Definition 2.57. (Abstand) Der Abstand zweier komplezer Zahlen ist die nicht ne-
gative Zahld: Cx C - R, (z,w) — d(z,w) = |z — w|

Aus den Eigenschaften des Betrages folgt genau wie im Reellen.
Satz 2.58. (Figenschaften des Abstandes)
(i) d(z,w) >0 und d(z,w) =0 <=z =w
(ii) d(z,w) = d(w, 2)
(iii) d(z,w) < d(z,u) + d(u,w). (Dreiecksungleichung).

Wir veranschaulichen die komplexen Zahlen in der zweidimensionalen Ebene. Der
Abstand ist der euklidische Abstand zwischen den entsprechenden Punkten der Ebene.



