Kapitel 8

Das Riemannintegral

8.1 Riemann—integrable Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir nur beschréinkte Funktionen f € Bg([a,b]) auf
einem beschrénkten abeschlossenen Intervall. Das Ziel ist fiir solche Funktionen den
Fléacheninhalt zwischen den Graphen der Funktion und der z-Achse zu definieren. Dabei
werden wir diese Flidche durch eine disjunkte Vereinigung von Rechtecken annihern.

Definition 8.1. (Partition) Eine Partition p von [a,b] ist eine endliche geordnete

Menge {xo,...,z,} von Punkten a = 9 < 1 < ... < z, = b in [a,b]. Die Feinheit
der Partition p ist dann ||p|| = max{Azy,...,Ax,} mit Ax; = x; — x;_q fir alle
i=1,...,n. Pla,b] bezeichnet die Menge aller Partitionen von |a, b|.

Fiir eine Funktion f € Bg([a,b]) und eine Partition p € Pla, b] seien
m = inf{f(z) | x € [a,b]}
M = sup{f(z) | x € [a,b]}
m; = inf{f(z) |z € [x;_1, 2]} firallei =1,...,n

M; =sup{f(z) |z € [z;_1, 2]} firallei=1,...,n

Definition 8.2. (Untersummen und Obersummen) Dann heiffen

s(p, f) = ZmiAmi und S(p, f) = Z M;Az;
i=1

i=1
die Untersumme und Obersumme von f beziiglich der Partition p.
Offenbar gilt m(b—a) <s(p, f) < S(p, f) < M(b—a).

Definition 8.3. (Verfeinerung) p' € Pla,b] heifst Verfeinerung von p € Pla,b], wenn
P D p. Offenbar gibt es fiir endlich viele Partitionen py,...,p, € Pla,b] eine gemein-
same Verfeinerung p' =p; U ...Up, € Pla,b].
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Lemma 8.4. (i) Wenn p Cp' gilt s(p, f) < s(p/, f) und S(p, f) < S(p, f).
(ii) Firp,p" € Pla,b] gilt s(p, f) < SW', f).

Beweis:(i) Die Verfeinerung p’ von p besteht aus einer Partition jedes Teilintervalles
[z;—1,2;] von p. Dann folgt (i) aus den Ungleichungen

m(b—a) <s(p,f) und  S(p, f) < M(b—a)
(ii) Sei p” = pUp'. Dann folgen aus (i) die Ungleichungen
s, f) < s", f) <SG f) < S f) s, f) <sG" f) < S ) < SW, f).
Daraus folgt dann (ii). q.e.d.

Definition 8.5. (Unterintegral und Oberintegral) Fir f € Bg([a,b]) heift [f =
SUDpep(ap S(D, f) Unterintegral und Tf = infpeppa) S(p, f) Oberintegral von f.

Offenbar gilt /f < /f

Definition 8.6. Eine Funktion f € Bg([a,b]) heifst Riemann—integrabel, wenn gilt
ff ff Diese Zahl heifst dann das Riemannintegral von f iber [a, ] f fdx. Die
Menge aller Riemann—integrablen Funktionen auf [a,b] bezeichnen wir mit Rla, b].

Aufgrund der Definition von s(p, f) und S(p, f) liegt der Flicheninhalt zwischen
dem Graphen von f und der z-Achse in dem Intervall [s(p, f), S(p, f)]. Deshalb inter-
pretieren wir fiir f € Rla, b das Riemannintegral fab f(z)dx als diesen Flacheninhalt.

8.2 Kiriterien von Darboux und Riemann

Satz 8.7. (Darbouz) f € Rla,b| genau dann, wenn es fir jedes € > 0 ein p € Pla,b]
gibt mit S(p, f) — s(p, f) <e

Beweis: Sei f € R]a, b] Dann gibt es fiir jedes € > 0 Partitionen p/,p” € Pla,b] mit
f f(z)dr —s(p', f) < $und S(p”, f) — f f(x)dr < 5. Dann folgt fiir p = p’ U p”

S, f) — s(p, f) <SG f) / f(x)dz + / f(@)de — s, f) < ¢

Wenn es fiir jedes € > 0 ein p. € Pla, b] gibt mit S(p., f) — s(p, f) < € dann folgt

0< inf S(p,f)— sup s(p,f) < S(pe,p) —s(pe, f) <e furallee>0.
pEPa,b] pEP[a b]

Also gilt dann auch /f = /f q.e.d.
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Beispiel 8.8. Sei f(z) = { L Jir @ €latinQ
0 firz € la,b und x & Q.
Dann gilt fir alle p € Pla, b

n

S(pvf)_s(p>f):Z(M mZAfL'Z ZAZ’Z—b—CL>0

i=1 i=1
Also istisz unde:b—a und f & Rla,b.

Definition 8.9. (Riemannsummen) Fir p € Pla,b] sei & = (&1, ...,&,) eine Wahl von
Zwischenpunkten &; € [x;—1,x;] fur allei=1,...,n. Dann heifst

R(p, 1,€) Zf &) Az

Riemannsumme von f beziiglich der Partition p und der Zwischenpunkte £.

Satz 8.10. (Kriterium von Riemann) Fine beschrinkte Funktion f auf einem kom-
pakten Intervall [a,b] ist genau dann Riemann—integrabel, wenn es ein A € R gibt, so
dass fiir jedes € > 0 es ein § > 0 gibt mit der Figenschaft: Fir alle p € Pla,b] mit
Ipll < & und alle entsprechenden Zwischenpunkte & gilt

|R(p, f,€) — Al <e. Wenn das Krierium erfillt ist, dann gilt A = /f(x)dm

Beweis: Offenbar erfiillt jede Funktion, die das Kriterium von Riemann erfiillt auch
das Kriterium von Darboux. Also geniigt es zu zeigen, dass auch jede Funktion das
Kriterium von Riemann erfiillt, die das von Darboux erfiillt. Sei also f eine Funktion,
die das Kriterium von Darboux erfiillt. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein p € PJa, b], so
dass gilt S(p, f) — s(p, f) < 5. Sei n die Anzahl der Teilintervalle von p und || f|| das
Supremum von |f(z)| auf = € [a,b], und

€
0 = mi — Azy,..., Az, ¢ .
mmem@+r T x}

Jedes Teilintervall einer Partition p’ € Pla, b] mit ||p|| < J ist entweder in einem Teilin-
tervall von p enthalten, oder in der Vereinigung von zwei benachbarten Teilintervallen
von p. Also gibt es hochstens n Teilintervalle von p’, die nicht in einem Teilintervall
von p enthalten sind. Dann folgt aber

SW. )= s ) < S ) = s )+ 2 floom-0 < 5+ 5 =€
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Dann gilt aber auch fiir alle Zwischenpunkte &
b
R, f,€) - /f(x)dfc <SWLf) =W, f) <e q.e.d.
Korollar 8.11. Sei f € Rla,b]. Dann gilt fir alle t € [0, 1]
b
[ sty = i = Zf (a+H0-a).

Beweis: Die Partitionen p,, € Pla,b] mit p, = {x, =a+i(b—a)l|i= 0 ..,n} mit
den Zwischenpunkten & = a+ =t(b—a) firi =1,...,n erfiillt lpnll =
die Aussage aus dem Kriterium von Riemann. q.e.d.

Korollar 8.12F Seien f,g € Rla,b]. Wenn f und g auf einer dichten Teilmenge von
la,b] (2.B. QN a,b]) ibereinstimmen, dann gilt fabf(x)dx = f;g(x)d:c

Beweis*: Weil jedes Teilintervall einer beliebigen Partition p € Pla, b] immer Elemente
einer dichten Teilmenge von [a, b] enthélt, konnen die Zwischenpunkte immer aus einer
dichten Teilmenge gewéhlt werden. q.e.d.

Satz 8.13. (Figenschaften des Riemannintegrals)
(i) Rla,b] ist eine Unteralgebra von Bg(la,b]) die Cr([a,b]) enthdlt. Die Abbildung
b
Rla,b] = R, [+ [ f(z)dz ist R-linear.

(i) R[a,b] enthdlt die monotonen Funktionen, und mit f € Rla,b] auch |f| € Rla,b].
(iii) Monotome Furf g € Rla,b] folgt aus f < < g (d.h. f(x ) g(x) fir alle x € [a,b])
ff Ydx < fg Ydz. Insbesondere gilt |ff Ydz| < f\f 2)|dr < (b—a)||fllso-

b
(iv) Normierung: [ ldz =0b— a.

(v) Stetigkeit: f € Rla,b] und g € Cr(R), dann ist go f € Rla,b].
(vi) Intervall Additivitat: Fir jedes ¢ € (a,b) gilt:

b c b

f € Rla,b] < f € Rla,c] N R]c,b] und /f(x)dx = /f(x)dx+/f(z)da:.

a a c
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(vii) Sei f € Rla,b] und (an)nen und (by)nen Folgen in [a,b] mit lim,,_, a, = a und
lim,, . b, = b. Dann konvergiert (f:: f(x)dx),en gegen f; f(x)dx.

(viii) Gleichmdiflige Konvergenz und Stetigkeit des Riemannintegrals: Der Grenzwert
f einer gleichmdfig konvergenten Folge (fn)nen in Rla,b] liegt auch in Rla, b
und die Folge (fab fu(z)dx)pnen konvergiert dann gegen fabf(:z)dzc

Beweis: (i) Fiir f,g € Br([a,b]) und p € [a, b] gilt
S, f+g) <SP f)+S(p,g) und —s(p, [ +9) < —s(p, f) — s(p, 9)
Daraus und aus f(z)g(z) — f(v)9(y) = g(x)(f(x) — f(y)) + f(y)(g(x) — g(y)) folgt

S, f+g9) —sp, f+9) <SS, f)—s f)+Sp.g) —spg)
S, fg) — s, fg) < llgllec(S(p, f) = s, £)) + | fllc(S(p, ) — 5(p, 9))

Aus f,g € Ra,b] folgt also wegen dem Darbouxkriterium f + g, fg € R|a, b].

Wegen Satz 5.21 ist jede Funktion f € Cg([a, b]) gleichmé&Big stetig, d.h. es gibt fiir
jedes € > 0 ein 6 > 0, so dass aus |z — 2| < § folgt | f(x) — f(2')] < 7%. Dann gilt fiir
alle p € Pla,b] mit [[p|| < 0 auch S(p, f) — s(p, f) < >oi; 75 Az; = €. Also folgt aus
dem Kriterium von Darboux f € Rla, b].

Die Linearitit des Riemannintegrals folgt aus der Linearitdt der Riemannsummen
und den Rechenregeln fiir Folgen.

(ii) Sei f monoton steigend ist. Dann gilt S(p, f) — s(p, f) =

= Z(f(xi) — fla)) Az < llpll Y f(xs) = flaimr) = PNl (£(0) = f(a)).

i=1

Wenn also ||p|| < o Tt folst S(p, f) — s(p, f) < e. Wegen dem Kriterium von

Darboux gehort dann f zu R]a, b]. Analoges gilt fiir monoton fallende f.
Fiir f € R[a,b] seien f* = max{f,0} und f~ = max{—f,0}. Dann folgt

0 < sup fT(z)— inf fT(x) < sup f(z)— inf f(x)

TE[Xi—1,%4) TE€[xi—1,%] TE€[wi—1,7] TE[Ti—1,24]
0 < sup f(z)— inf f(2) < sup f(z)— inf f(2)
TE[Xi—1,%4) TE€[xi—1,%] TE€[wi—1,7] TE[Ti—1,24]

Also gilt fiir alle p € Pla, b] auch S(p, ) — s(p, f£) < S(p, f) — s(p, f). Dann folgt

f* € Rla,b] und damit auch |f| = f*+ f~ € R[a, b] aus dem Kriterium von Darboux.
b b

(iii) Aus f < g folgt /f(:c)dx = sup s(p, f) < sup s(p,g)= /g(m)dm.

pEP|a,b] pEPla,b]
(iv) Fiir f = 1(konstant) gilt S(p,1) = s(p,1) = b — a fiir alle p € Pla, b].
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(v) Sei f € Rla,b] und g € Cr(R). Dann ist g auf [—|| f||oo, || f o] gleichméiﬁig stetig.
Also gibt es fiir jedes € > Oein d > 0, so dass aus |z —2'| < d mit z, 2" € [—|| f|lcos | f | 0]
folgt |g(z) — g(2')] < 57— Sei || g||OO die Supremumsnorm der Funktion

g =l lloos flloe] = R, 2= g(x).

Weil f € Rla,b] gibt es nach dem Darbouxkriterium ein p € Pla,b], so dass gilt
S(p, f)—s(p, f) < ol ” . Wir zerlegen die Summe S(p,go f) —s(p, go f) in die Summe
iiber alle Teilintervalle, auf denen sup,c,, , . f(7) — infocp,_, o) f(7) < 0 gilt und
die Summe {iber alle Teilintervalle, auf denen sup,c(,, | .. f(¥) — infocpe,_, 2 f(2) >
0 gilt. Aufgrund der Wahl von ¢ folgt dann, dass die erste Summe kleiner ist als
0 a) (b—a) = § und die zweite Summe nicht gréBer als (S(p, f) — s(p, f))2”9”°° < £
Also gilt S(p,go f) —s(p,go f) < eund go f erfiillt das Darbouxkriterium.

(vi) Jede Partition von [a,b] besitzt eine Verfeinerung, die aus zwei Partitionen von
la, c] und [c, b] besteht. Dann folgt (v) aus dem Darbouxkriterium.

(vii) folgt aus (vi) und (iii).

(viii) Aus dem Beweis von (i) folgt fiir f, f,, € Rla,b] und p € Pla, b|

1S(p, £)=5(p, )= (S0, fu) =5(p, f))| < S0, f=fa) =5, f = fn) < 20b=a)|[f = full-

Fiir ein € > 0 wéhlen wir zuerst n so grof}, dass || f — fulleo < m gilt, und dann p so
dass S(p, fn) — s(p, fn) < 5 gilt. Dann erfiillt f das Kriterium von Darboux.

Andererseits folgt fiir f, f,, € R[a,b] aus der Monotonie ‘ Ik b f(x)dx — I, " ol dx‘ <

(b — a)|| f fnlloo- Also konvergiert die Folge von Integralen ( f fo(z)dr)pen gegen
fa f(x)dz. q.e.d.

8.3 Differentation und Integration

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 8.14. Sei f € R[a,b] und F
eine stetige Funktion auf [a,b], die auf (a,b) differenzierbar ist mit F' = f. Dann gilt

b b

/ f(a)de = / F'(2)dz = F(b) — F(a).

a a

Beweis: Sei p € Pla, b, dann gibt es wegen dem Mittelwertsatz eine Wahl von Zwi-
schenpunkten &, so dass gilt R(p, f,£) = F(b) — F(a). Wegen s(p, f) < R(p, f,&) <
S(p, f) folgt dann ff f(x)dx = F(b) — F(a). g-e.d.
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Beispiel 8.15. (i) Sei F € C'(a,b]. Dann ist F' Riemann—integrabel und es gilt fiir
alle x € [a, b]

(ii) Sez’l<a<2undF(x):{

@ 1 @ 1
F'(z) = 04ﬂ sin <—) + % cos <—) .
T T T T

Wegen = |z|*"Lsin (%) ist f auch bei x = 0 differenzierbar und dort
gilt F'(0) = 0. Also gibt es differenzierbare Funktionen, deren Ableitungen auf
einer kompakten Teilmenge nicht beschrdnkt sind, also dort auch nicht Riemann—
integrabel sind.

differenzierbar und

F(z)-F(0)

Dann ist f auf allen kompakten Intervallen Rie-

(iii) Sei f(z) = {1 fiir @ 2 0

-1 firx<DO.
mann—integrabel. Offenbar gilt F(x) = [; f( = |z|. Also sind nicht alle Inte-
grale von Riemann—integrablen Funktwnen dzﬁerenzierbar.

Satz 8.16. Sei f € Rla,b] im Punkt xy € (a,b) stetig. Dann ist F(z) = [ f(t)dt im
Punkt xo differenzierbar und es gilt F'(zo) = f(xo).
Beweis:
F(z) - F(z
LGRS R /|f -
T — T |{E —

Weil f im Punkt stetig ist folgt aus den Eigenschaften des Integrals (iii), dass es fiir
jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass aus |z — xo| < 0 folgt

< €. q.ed.

P,

r — 2o

Also sind die Integrale F(z) = [ f(t)dt aller stetigen Funktionen f € Cr([a,b])
differenzierbar und es gilt F'(x) = f(z) fiir alle x € (a, b).

Satz 8.17: Sei f € Rla,b]. Dann ist F(x) = [ f(t)dt Lipschitz—stetig mit Lipschitz-
konstante L = || f||oo-
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Beweis*: |F(z) — Fy)| = /f(t)dt < |y —z||| flloo- q.e.d.

Definition 8.18. (Stammfunktion) Eine differenzierbare Funktion F mit F' = f heifit
Stammfunktion von f. Die Differenz zweier Stammfunktionen von f ist eine konstante
Funktion. Wir bezeichnen eine Stammfunktion von f als [ f(x)dzx.

xa+l
a+1

(i) [idz =In|z|+C firz #0.
(iii) [e*dz=e"+C.
(iv) [a®dz = % + C fira e RT\ {1}

Beispiel 8.19. (i) [z%dx =

+ C fiir o # —1 und entweder a € N oder x € R*.

(v) [ cos(x)dx = sin(x) + C.

(vi) [sin(z)dx = —cos(z) + C.

(vii) [tan(z)dz = —In|cos(z)| + C firz & {(n+ 3)7 | n € Z}.
(viii) [ cot(z)dx =In|sin(z)| + C fir = & {n7w |n € Z}.

(ix) [ t5zde = arctan(z) + C.

(x) [ ﬁdm = arcsin(z) + C fir z € [-1,1].

8.4 Technik des Integrierens

Substitutionsregel 8.20. Sei f € Cg([a,b]) und ¢ : [a, 5] — [a,b] eine differenzier-
bare Funktion, so dass ¢' € Rlw, 3]. Dann gilt

o(B) 15}
/ f(x)de = / F(6(6) (1)t

o()

Fiir die Stammfunktionen gilt /f((;ﬁ(t))(b/(t)dt = </ f(x)dx) ocp+C.

Beweis: Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann ist F’ wegen Satz 8.16 stetig differen-
zierbar und es gilt F/ = f. Also ist (F o ¢) = (F' o ¢) - ¢/. Wegen den Eigenschaften
des Riemannintegrals (i) und (iv) ist (F' o0 ¢)-¢' = (fo @) - ¢’ € R[a,b]. Dann folgt die
Aussage aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. q.e.d.

Die Voraussetzung, dass das Bild von ¢ gleich [a, b] sein muss kann abgeschwicht
werden zu der Voraussetzung, dass f auf dem Bild von ¢ definiert und stetig sein muss.
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Korollar 8.21. (Transformation der Variabeln) Sei ¢ : [a, ] — [a,b] eine differen-
zierbare bijektive Funktion mit ¢' € R, 5] und f € Cr([a,b]). Dann gilt

b ¢1(b)
/ f(x)dz = / F(o(0)d (1)t
a 6=1(a)

Also gilt / f(z)dx = ( / f(gb(t))gb'(t)dt) op 4 C. g.e.d.

Beispiel 8.22. (i)
b ab+p

/ f(at+ﬁ)dt:é / f(w)dz

a aa+3

(ii)

/R(m, v"ax+b>dx:/R<t a_b,t) gt”_ldt—i—C

firn € Nya,b € R,a # 0 und einer rationale Funktion R(-,-) in zwei Variablen.
Wir substituieren t = Var +b = ar +b=1" = x = % und dz = "2 dt.

a

(iii)
/R (:c, Va? + 1) dx = /R(sinht, cosh t) coshtdt + C

mit der Substitution x = sinht,v/x? + 1 = cosht und dx = cosh tdt.

(iv)
/R (m, Va?— 1) dr =+ / R(=+ cosht,sinh ) sinh tdt + C

mit der Substitution x = =+ cosht, je nachdem ob x € R*. Dann gilt Va2 —1 =
sinh ¢t und dx = £ sinh tdt.

(v)
/R (z, v1-— x2> dx = IF/R(i—cost,sint) sintdt + C.

mit der Substitution x = £ cost,/1 — x? =sint und dx = F sin tdt.

' 1—¢> 2t 2dt
/R(cosx,51n:£)dz:/3<1+t2a1+t2) 1+ 2 +0

(vi)
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2dt
14+¢27

mit der Substition t = tan (%) ,x = 2arctan(t) und dx = so dass gilt

1—t>  cos® (£) —sin® (
1+t cosz( )+Sln2(

(vii)

) 2t 2cos(3)sin (
- cos(z) und 1+ cos? (£) + sin’

41 > =1\ dt
R(coshz,sinhx)dx = [ R —+C
/ (cosh z, sinh x)dx / ( 5 o ) ; +

mit der Substition t = e*,x = In(t) und do = L.

IR

Partielle Integration 8.23. Seien f,g € Cg|a,b] differenzierbar mit f', g € Rla,b].
Dann gilt

Also gilt /f x)dx = fg— /f x)dx + C.
Beweis folgt aus dem Hauptsatz der Differentialrechnung und der Leibnizregel. q.e.d.
Beispiel 8.24. (i) [In(z)dz = zIn(z) — [z2dz = z(In(z) — 1) 4+ C.
(ii) fmd:c:merf\/l””_de—i-C
—oVT= P — [ d=Ede + [ da+ C
= [V1— 22z = “’“@‘7 + arcs;n(x) + C also }1 V1= 22dx = z

(iii) [z"e®dx =a"e" —n [a" e dx

iv) [a"cosxdr = x"sinx —n [ 2" 'sin xdz.
(iv) [

v) [a"sinzdr = —x"cosx +n [ 2" ! cosxdr.
v) [

Partialbruchzerlegung 8.25. (Integration von rationalen Funktionen)

1. Faktorisierung des Nenners. In C ldsst sich wegen dem Fundamentalsatz der
Algebra das Nennerpolynom Q) einer rationalen Funktion in ein Produkt von Polynome
ersten Grades zerlegen. Wenn das Polynom reelle Koeffizienten hat, dann sind die Null-
stellen entweder reell oder sie treten in Paaren von komplex konjugierten Nullstellen
auf. Indem wir die Paare zu Polynomen zweiten Grades zusammenfassen zerlegen wir
Polynome mit reellen Koeffizienten in ein Produkt von Polynomen ersten und zweiten
Grades mit reellen Koeffizienten.

2. Polynomdivision. Zerlege eine komplexe, rationale Funktion in eine Summe eines
Polynoms und Summanden von der Form (:c——cxo)l
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Lemma 8.26. (Abspaltung des Hauptteiles) Sei R(x) = % eine rationale Funktion
mit komplexen Koeffizienten, dessen Zdhlerpolynom P und Nennerpolynom @) keine
gemeinsamen Nullstellen haben. Wenn das Nennerpolynom Q(x) an der Stelle xy eine

Nullstelle der Ordnung n hat, d.h. Q(z) = (x — x¢)"q(z) mit q(zo) # 0, dann gibt es

komplexe Koeffizienten cy, ..., c, und ein Polynom p(z), so dass gilt
P(l'): C1 ot Cn +p($)
Q(x) x— o (@ —20)"  q(x)

Beweis: Weil jedes komplexe Polynom fiir jede komplexe Zahl xq auch ein Polynom in
xr — xo 1st, konnen wir annehmen, dass xo = 0 ist. Seien

o=ty () o

Weil q(x¢) # 0 sind diese Ableitungen wohl definiert. Dann verschwinden die 0—te bis
zur (n — 1)—ten Ableitungen der rationalen Funktion

firl=1,...,n.

_, P@)
q(z)

—Cp = Cpa(T —x) — ... —er(w — )"

Deshalb laf$ sich diese rationale Funktion schreiben als

P(z) —p—Cpo1(T—20) — ... —c1(x — 1) = (z — 930)"ﬂ mit einem Polynom p.
q() q()

P(x) . p(z) C1 C,
Daraus folgt 0@ ~ @) 7m0 +...+ m. q.e.d.

Im Fall von Paaren von komplex konjugierten Nullstellen des Nennerpolynoms einer
reellen rationalen Funktion kénnen wir das Verfahren so modifizieren, dass wir keine
komplexen Zahlen bendtigen. Seien also xy und Ty zwei komplex konjugierte Nullstellen
von dem Polynom @) mit reellen Koeffizienten, die wieder jeweils n—fach auftreten, d.h.
Q(x) = (z — xo)"(x — To)"q(x) mit einem Polynom q mit reellen Koeffizienten, das
keine Nullstellen bei xog und Ty hat. Dann hat

b(x)

() — (an +bp(x —x0)) — ... — (a1 + bi(x — xg)) (x — 20)" (2 — To)"~

T =

mit den Koeffizienten

(i)”‘l P(x)
dx q(x) r=1x0 b f l 1
T = Do — Zo) ! ! e




98 KAPITEL 8. DAS RIEMANNINTEGRAL

eine n—fache Nullstelle sowohl bei xq als auch bei To. Diese Funktzon 1st also das Pro-
dukt von (x — x9)"(z — Zo)" mal einer rationalen Funktion T5. Weil 55 P bez komplex

konjugierten Variablen komplex konjugierte Werte cmmmmt, gilt das auch fiir %,
das dann wieder eine rationale, reelle Funktion ist. Das ergibt folgende Relation von
rationalen reellen Funktionen:
P(z) p(x) a; —bxe+ bz ay, — bpxo + by
— 1 4t v
Qz) q(x)  (z—z0)(z —Zo) (x — x0)"(x — Zo)"
Deshalb ldsst sich jede rational Funktion mit reellen Koffizienten zerlegen in ein Summe
eines Polynoms mit rellen Koeffizienten und Summanden von der Form m und

#fcﬁ-q)l mit a,b,c,p,q, 19 € R und | € N und 4q — p* > 0.
dx _{ln|x—x0|+C firl=1

(x — x0)!

3. Termweise Integration. / 1
W + C sonst.

/ (a+bx)dr %ln(x2+p:c+q)+(a—%p)fszrqu—i-C firl=1
(

2 l —b b
%+ pr + q) 2(1-1)(z2+pa+q)—1 + ( B _p) f (w2+pw+ql +C  sonst.
2 2x+p _
——=_ arctan +C =1
/‘# — 4q—p? (\/4q—p )
(LL’ —I—px + Q) 2x+p 2(21-3)

T T e | g +C U# L
Damit kénnen wir alle rationalen Funktionen integrieren.

Satz 8.27. (Restglied der Taylorformel in Integralform) Sei f € CE([a,b]) und f™+Y €
Rla,b]. Dann gilt

1
mLfm) 1—t)"
=S LU g (- / LD iy (0 — o)l
m! n!
m=0 0
Beweis: durch vollstédndige Induktion und partielle Integration.
(i) fiir n = 0 folgt die Aussage aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-

nung:

1
f(x) = flxg) = (x — o) [ fl(xo+t(x—x0))dt = [ f'(¢
S T—

(ii) Die Aussage gelte fiir n € N, und f sei (n + 1) mal differenzierbar mit f+ ¢
Rla, b]. Dann folgt mit einer partiellen Integration

1

"Mz 1 — )" 1
EY 1 xo) m(! )(:): — 20)™ + (z — xo)"" /%f (zo + t(x — wo))dl

0
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"L M) () o (m— o) — ) t=1
— Z — Oz — mo)™ — O(n D " (zo +t(z — 20)) .
+(z — 0 "*2/ — )" L PR (g + t(w — ) dt
(n + 1

0
1

ntl e(m) 1 — t)nt!

-3 L0 4 — )+ w0y [ L2 g 4o — o
m= 0

Also gilt die Aussage fiir n + 1. q.e.d.

Satz 8.28 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Seien f € Rla,b]. Dann ist

b
%a/f(x)dxe Linf f(x), sup f(x)

z€la,b] x€[a,b]

Wenn f € Cg([a,b]), dann gibt es ein xo € (a,b) mit z— f f(x)dx = f(xg).

Beweis:* Wegen inf,cjop f(2) < f < sup,epy f() folgt die erste Aussage aus der
Monotonie. Wenn f stetig ist folgt aus dem Mittelwertsatz fiir F f f(t)dt, dass
es ein xy € (a,b) gibt mit f(x¢) = F'(zo) = F(I’T == fa f(z)dz. q.e.d.

8.5 Uneigentliches Integral

In diesem Abschnitt erweitern wir den Begriff des Riemannintegrals auf offene und
unbeschriankte Intervalle.

Definition 8.29. Fine Funktion f heisst Riemann—integrabel auf dem offenen (nicht
notwendigerweise beschrinkten) Intervall (a,b) C R, wenn f Riemann—integrabel ist
auf allen kompakten Teilintervallen, und wenn fir ein ¢ € (a,b) beide Grenzwerte

lim, .t fcf (t)dt und lim,_;,_ fbf t)dt existieren.

—=——+C 1
Beispiel 8.30. (i) /—dx /— (a— UW T fir o # . Also existiert
In|z|+C fira =1

der Grenzwert hmx_)OO fl t}l dt nur fir o > 1. Dann gilt fl xl dr = —.

1

1 1 —a +C i 1

(ii) / —dw. /—dm = (=l fir a# . Dann existiert der Grenzwert
/ x* x* In|z|+C fira=1

lim, o4 fwl —dz genau dann, wenn o < 1. In diesem Fall gilt fol —dr = .

-«
Wegen (i) folgt dann, dass [)° —=dux fiir kein « existiert.
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L 1 o ]
(iii) / 1+x2d:c. /1+x2dx = arctan(z) + C. Also gilt x_l)l_rglo_i_ /. medt = 5 =

hmx_)OO IS 1+t2 dt. Dann folgt [~ 1+m2 dr = 7.

Verschiedenen Kriterien helfen zu entscheiden, ob diese Grenzwerte existieren. Hier
einige Kriterien fiir uneigentliche Integrale lim,_,— [ f(t)dt

Cauchykriterium: lim, f f(t)dt existiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0
ein ¢ € (a, b) gibt, so dass fir alle a < ¢ < d < e < b gilt }fd dx} < €.

Monotoniekriterium Wenn f > 0, dann existiert lim, ., fa f(t)dt genau dann,
wenn F(z) = [ f(t)dt auf x € (a,b) beschriinkt ist.

Majorantenkriterium Wenn f > 0 und f < g, dann existiert lim, ., [ f(¢)dt
wenn lim,_;_ f g(t)dt existiert.

Definition 8.31. Eine Funktion f auf einem offenen (unbeschrinkten) Intervall heifst
absolut Riemann—integrabel, wenn |f| Riemann—integrabel ist.

Wegen der Dreiecksungleichung gilt dann ‘ f; f (x)dx‘ < ff |f(x)|dx.
Alle absolut Riemann—integrablen Funktionen sind also auch Riemann—integrabel.

Satz 8.32. (Integralkriterium fir Reihen) Sei f : [1,00) — RT monoton fallend mit
dem Grenzwert f(x) — 0 fir v — oco. Dann ist die Folge

— /nf(x)dx

eine monoton fallende konvergente Folge positiver Zahlen. Fir alle m < n € N gilt
ndamlich

f) = fm)< Y /f Vdz < 0.

k= m+1

Die Reihe (Y- f(n))nen konvergiert genau dann, wenn [ f(z)dz < oo. Dann gilt:

/f d:)s<Zf < f( /f

Beweis: Fiir m < n € N sei p,,, € Plm,n| die Partition {m,m + 1,...,n}. Dann ist
offenbar s(pmn, f) = D pper [ (k) und S(pmn, f) = "L f(k). Also gilt

/f d:z:<Zf

k= m+1
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Daraus folgt sofort

n

n n—1 n
fo) = fm) = 3 =3 s < S g - [ fapds <o
k=m+1 k=m k=m+1 o
Also ist die Folge (37 _, f(k)— [," f(2)dz)nen eine monoton fallende beschréinkte Folge,

die wegen dem Monotomeprmmp konverglert. Mit m = 1 folgt

/n Fla)ds < 71f(x)d:c < Z Pk < F1) + / fw)ds

Dann folgt die Aussage aus dem Majorantenkriterium. q.e.d.

Beispiel 8.33. (i) (Z = nen ist genau dann konvergent, wenn fl xl dz existiert. Al-
so fir s > 1. Dann qgilt

1 =1 1
s—1<C(S)_ZnS s—1

n=1

Der Grenzwert heifst Riemannsche -Funktion.

(ii) Die Folge >",_, 1 — In(n) ist eine monoton fallende konvergente Folge positiver
Zahlen. Der Grenzwert y = lim,oo(374_; 1) — In(n) wird Eulersche Konstante
genannt. Bis heute ist nicht bekannt, ob er rational oder irrational ist.

(iii) Wegen (i) ist die Funktion ((s) = > .~ ,n~* fir s € (1,00) konvergent. Die Folge
von Funktionen .
"1 dx
Tl =257 [ o
k=1 1
ist wegen dem vorangehenden Satz auf s € (0,00) eine monoton fallende Folge

von Funktionen. Aus dem Beispiel 7.17 folgt fiir 0 < s <t und x € [1,00)

1 1 1 1
0< il :cs(l —exp((s —t)In(z))) < E(t — s)In(x).
Deshalb ist das eine Folge von stetigen Funktionen auf s € RT. Wegen dem
vorgangehenden Satz und Satz 5.26 konvergiert sie fir alle ¢ > 0 auf [e,00)
gleichmdfig gegen eine stetige Funktion auf [e,00). Auf s € (1,00) ist wegen
(i) der Grenzwert gleich

d:v_ 1

s s—1

1
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Und fiir s =1 ist der Grenzwert gleich

"1 [ de "1
lim Z——/— = lim ( ——ln(n)) = 7.
n—oo 1 k‘ / €T n—oo k’

Also folgt lim <((s) - ) =.

s—1+

. 1 : o 1 _ o 1
(iv) (Z m)ﬂ@ ist genau dann konvergent, wenn [, e de = fln(2) —dx

existiert, also fir s > 1.

(v) Nach Euler ist die I'-Funktion definiert durch

['(z) = / e~ dt.
0

Dieses Integral ist an beiden Grenznen uneigentlich. Deshalb zerlegen wir es in
eine Summe von zwei Integralen fooo = fol + floo. Auf t € (0,1] ist der Integrand
beschrinkt durch e #*~1 < e74*=1 <=1 Deshalb konvergiert das erste Integral
firx—1> -1 <= x>0. Wegen et ' = exp(—t + (z — 1)In(t)) und
weil fir alle e > 0 im Grenzwert limy;_.o, der Ausdruck—et + x — 11n(t) negativ
ist, konvergiert das zweite Intgeral fiir alle x € R. Also ist T'(z) fiir alle x € RT
definiert. Durch eine partielle Integration erhalten wir

R R

/ e dt = —e 't |IZR 4 g / e tvlat.

€ €

Im Grenzwert e — 0 und R — oo erhalten wir folgende Funktionalgleichung:
Iz +1) =al'(z).

MitT(1) = [;" e tdt =1 folgt induktiv T'(n) = (n — 1)L



