Kapitel 7

Differenzierbare Funktionen
f R—R

7.1 Definition der Ableitung

Definition 7.1. Sei f : X — R eine reelle Funktion auf einer Teilmenge X von R, die
eine Umgebung von xy € R enthdlt. Dann heifst f im Punkt xo differenzierbar, wenn
es ein f'(xg) € R gibt, so dass die reelle Funktion

f(@)—f(@o) £
X =R, z+— o JUTTF 20
f(xg)  fiir x = xo

stetig bei x = xq ist. Wenn X offen ist und f in jedem Punkt differenzierbar ist, heift
die Funktion f': X — R, xw— f'(z) die Ableitung von f.

Wir bezeichnen f’(x) auch durch %(z).
Satz 7.2. Sei f im Punkt xq differenzierbar, dann ist f im Punkt xo auch stetig.

Beweis:

f(x) = f(xo) + (x — xO)M.

r — Tg

Also folgt die Aussage aus den Rechenregeln fiir Folgen und daraus, dass x — (z — x)
stetig ist. Hierbei benutzen wir das Kriterium (iii) aus Satz 5.13 q.e.d.

Definition 7.3. Das Differential von f im Punkt xq ist die lineare Abbildung
df(xg) : R —= R, hw~— f'(xg)h. Die Gerade {(z,y) € R* | y = f(x0) + (x — z0) f'(z0)}
heifit Tangente an den Graphen von f im Punkt (xo, f(xo)).

Graph(f) = {(z,y) e R* | y = f(2)}.
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Die Sekante durch zwei Punkte (xq, f(x¢)) und (x1, f(x1)) des Graphen ist gegeben
durch

r — X

{(z,y) eR?* |y = f(z0) + (f (1) = f(20))}-

Im Grenzwert x; — xy konvergiert die Sekante durch (x¢, f(x¢)) und (x1, f(x1))
gegen die Tangente an den Graphen von f im Punkt (zg.f(xg)).

T1 — Zo

1 fiirx>0
—1 fiir x < 0.

0 Also

st f im Punkt xo = 0 stetig aber nicht differenzierbar.

Beispiel 7.4. (i) f(z) = |z|. Fir xy = 0 ist M — {

(i) f(z) =c = %ﬁxo) = 0 fir alle x # xy also ist f differenzierbar und es gilt
f'(z) = 0.

(iii) f(z) =2 = %ﬁf}xo) =1 fiir alle x # x¢ also ist [ differenzierbear und es gilt
f(x)=1.
(iv) f(x) =a™ firn € N.
f(@) = f(xo)

=" Vg™ 4+ 4 :)36‘_1 fiir alle x # xy
r — Tg

also ist f differenzierbar und es gilt f'(z) = na™ 1.

(v) f(z) = exp(z)

f(x) — f(xo) _ (eXp(SC —120) — 1

T — Zo T — X

) exp (o).

Aufgrund der Definition der Ezponentialfunktion gilt: % = > (g(c;ff)):l .

Diese Potenzreihenfunktion ist stetig und bei x — xo = 0 gleich 1. Alsg:folgt
f'(@) = exp(z)

(vi) f(z) = sin(z)
f(@) = flxo) _ sin(x) — sin(zo)

r — T r — Ig
_ sin (55 4 #5) sin (S5 — 0)  2sin (557 cos (45)
N T — 2o N T — 2o
2 gin (&= 00 -1 k(x—xz0\2k
Und wegen der Potenzreihe von sin gilt Zsin(5%) = Z R
x — prd (2k + 1)!

Diese Potenzreihenfunktion ist stetig und bei x — xo = 0 gleich 1. Also folgt

f'(z) = cos ( ) — cos(z).

T+
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(vii) f(z) = cos(x)
f(x) = f(xo) _ cos(x) — cos(xo)

r — T r — Xy
| cos (B — ) —cos (M 4 ) 2sin (25F) sin ()
N T — T N T — T '
9 gip (Zo=z 9 gin (E=zo
Wegen sin (#7°) = — sin (£5) folgt  f'(z) = —sin(x).
r — 2o r — 2o

7.2 Rechenregeln der Ableitung

Satz 7.5. (Leibnizregel) Seien f,g: I — R in xo differenzierbar. Dann sind auch die
Funktionen \f, f + g und f - g in xy differenzierbar und es gilt

(Af) (o) = Af' (o) (f +9)(w0) = f'(20) + ¢ (o)
(f - 9)(wo) = f'(w0)g(wo) + f(w0) - g'(20).

1 1
Wenn f(x) # 0 fir x € I, dann ist auch 7 I - Rz — m in xy differenzierbar
f' (o)
f2 (o)

und es gilt (%)/ (rg) = —

Beweis: Es gilt
Af(x) = Af(xo) _ )\f(x) — f(zo)

und
f(@) + g(x) = (F(ao) + gla)) _ f(@) = f(z0) | glx) = glo) i
f(x)g(xl__i(f())g(%) _ f(fx) : io(%)g(x) i 9(9;) : ii%) £(z0) und

(1 - 1) L f@)— flx)
flx)  f(zo)) x— 20 f(ﬁ)f(%)(x—xo)'

Also folgt die Aussage aus Beispiel 5.18.

Satz 7.6. (Kettenregel) Seien f und g reelle Funktionen und der Definitionsbereich
von f eine Umgebung von xy und der Definitionsbereich von g eine Umgebung von yo =
f(xg). Wenn f in xy differenzierbar ist und g in yo, dann ist go f in xqy differenzierbar
und es qilt

(g0 f) (o) = g'(f(x0)) [ (o).
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9(f(2)) —9(f(z0)) _ g(f(x)) = g(f(20)) f(x)— f(x0)
T — o f(@) — f(xo) T — Iy
) 9(y) — 9(vo)

Beweis: . Der ertse Faktor ist

aber die Komposition von z — f(x) mit y — also wegen Satz 5.15 und

Y—Yo
wegen Satz 7.2 stetig. Also folgt die Behauptung aus Beispiel 5.18.
Satz 7.7. (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei f eine bijektive Funktion von X —Y

mit X, Y C R und X eine Umgebung von xo und Y eine Umgebung von yo = f(xo).
Wenn f in xo differenzierbar ist und f'(xg) # 0 und f=' in yo stetig ist, dann ist auch

L in yy differenzierbar und es qgilt (f~1) = .
f Yo ﬁ 9 (f ) (yO) f/(lb)

') — ) w— a0

Beweis = fir y = f(z) und yo = f(zo). Die Funktion
') f 1(_)yo () = Jlwo)
I W=l W) fiiy
Y L ) Y7 Yo ist die Komposition der Funktion y — f~!(y) mit
o) fir y = yo
20— fiir x # ry <= f(x x
der Funktion x — f(”i)_f(m) ) 7 % f(@) # 11 0). Also folgt der Satz aus
[en) fir z = xg
Satz 5.15. q.e.d.

Beispiel 7.8. (i) nRT — R,z — In(z)

1 1 1
In'(z) = = = — mit exp(y) = x.
(=) exp/(y) exp(y) = )
(ii) arcsin: [~1,1] — [~F, §], 2 + arcsin(x)
arcsin’(r) = L mit sin(y) = z und 2* # 1
cosly) VI a2 ’ |
(iii) arccos:[—1,1] — [0,7], x> arccos(x)
/ —1 -1 . 2
arccos (r) = = = mit cos(y) = x und z° # 1.

sin(y) 1— 1
(iv) “:Rt >R, zr—z*ack

(*)(z) = exp(aln(z))’ = exp(aln(z)) - g — !

(v) a :R—R, z~—a"acR".

(@) (x) = exp(x - In(a)) = exp(z1n(a)) - In(a) = In(a) - a”.
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(vi) Quotientenregel. Seien f und g in xo differenzierbar und g(xo) # 0. Dann ist

= in xg differenzierbar und es gilt
g

<§)l (z0) = (f . ;)/ (20) = f(@o) f(l“o))g/(xo) _ J(xo)g(o) — f(i’fo)g'(l"o)'

g9(zo)  9*(0) 9%(zo)
(vii) & — tan(z) = 22((9;))
o () = <) COS(‘”)CO_SE(Z‘;@(_ SI@) 4 pan?(z) = cosiw
(viii) 2+ cot(z) = Zf;ég
ot () — =50(0) siniixr?2(—x():os(x)cos(:c) - o) = Sm—%).

(ix) arctan: R — (3,Z), x> arctan(z)

B 1 1
C 14 tan®(y) 14 a2

arctan’(z) mit tan(y) = z.

(x) arccot : R — (0,7), x ~ arccot(x)
-1 -1

T 1+cot}(g) 1+ a2 mit cot(y) = .

arccot' ()

(xi) log, R* - R, =z log,(z) log,(z)= <
(xii) z* : Rt - R*, z— 2"

(2%) = exp(z - In(z)) = exp(z - In(z)) <ln(:c) + :cé) = (In(z) + 1) - 2".

(xiii) f(z) = {x2 sin (2)  firx # 0

0 fir x = 0.
lim 2 sin() = lim xsin (l) =0 firx=0
/(;1;') = { z—0+ z z—0+ z .
2x sin (%) — oS (%) fiir x # 0.

Diese Funktion ist zwar differenzierbar, aber f' ist im Punkt x = 0 nicht stetig.
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7.3 Mittelwertsatz und Monotonie

Wenn f'(zg) einer differenzierbaren Funktion positiv ist, dann gibt es ein € > 0, so dass
aus |z — zg| < € folgt %ﬁm) > 0. Dann gilt fiir z € (zg — €, 29) auch f(x) < f(zo)
und fiir = € (xg, xg + €) auch f(z) > f(zo). Analoges gilt fiir negatives f’(xq).

Definition 7.9. (relative Maxima und Minima) f : (a,b) — R, x +— f(z) hat
bei g € (a,b) ein lokales Mazimum (Minimum), falls es ein € > 0 gibt, so dass aus

|z — xo| <€ folgt f(x) < [f(wo) bzw. f(z) = [(o).

Eine differenzierbare Funktion kann also nur an den Nullstellen der Ableitung re-
lative Extremwerte besitzen.

Definition 7.10. (kritischer Punkt und kritischer Wert) Eine Nullstelle der Ableitung
einer differenzierbaren Funktion heif$t kritischer Punkt. Der entsprechende Funktions-
wert heifit kritischer Wert.

Kanditaten fiir die Minima und Maxima einer stetigen Funktion f : [a,b] — R sind
(i) Kritische Punkte
(ii) Randpunkte
(iii) Punkte an denen f nicht differenzierbar ist.

Satz 7.11. (Satz von Rolle) Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar.
Falls f(a) = f(b), dann existiert ein xo € (a,b) mit f'(x¢) = 0.

Beweis: Wegen Korollar 5.16 gibt es x1, 2 € [a,b] mit f(z1) < f(x) < f(z2) fir alle
x € |a,b]. Wenn z; und x5 beide am Rand liegen xy, 25 € {a,b} dann muss f konstant
gleich f(a) = f(b) sein. Also gilt dann f’(z) = 0 fiir alle € (a,b). Andernfalls muss es
einen lokalen Extremwert in (a,b) geben, an dem die Ableitung verschwindet. q.e.d.

Satz 7.12. (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) Seien f,q : [a,b] — R stetig und auf
(a,b) differenzierbar. Dann existiert ein xo € (a,b) mit

/ o —ala /:L' f(b)—f(a):f/(l"o)

Die Tangente an den (f, g)-Graphen in (f(zo), g(x¢)) verlauft also parallel zu der
Verbindungsgeraden der Endpunkte (f(a), g(a)) und (f(b), g(b)).

fiir g(b) # g(a).

(9(b) — g(a)) f'(x). ded.



7.3. MITTELWERTSATZ UND MONOTONIE 75

Satz 7.13. (Mittelwertsatz) Sei f : [a,0] — R, x — f(z) stetig und auf (a,b)

differenzierbar. Dann existiert ein xo € (a,b) mit f'(x¢) = f(bl);g(a).

Beweis: Wende den verallgemeinerten Mittelwertsatz auf f und 1,4 an. q.e.d.

Satz 7.14. (Schrankensatz) Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar.
Wenn |f'(x)| < L fir alle v € (a,b) gilt, dann ist f Lipschitz—stetig mit Lipschitzkon-
stante L.

Beweis: Seien x < y € [a,b]. Dann erfillt f : [x,y] — R die Voraussetzungen des
Mittelwertsatzes. Also gibt es zg € (z,y) mit f(y) — f(z) = f'(x0)(y — x). Dann folgt

aber | f(y) — f(2)] = |f'(zo)lly — 2| < Lly — «|. q.e.d.

Satz 7.15. (Ableitung und Monotonie) Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) diffe-
renzierbar. Dann gilt

(i) f'(z) =0 fir alle x € (a,b) <= f ist konstant.

(i) f'(z) >0 fir alle x € (a,b) <= [ ist monoton steigend.

(iii) f'(z) <0 fir alle x € (a,b) <= f ist monoton fallend.
)

(iv) f'(z) >0 fir alle x € (a,b) und der Abschluss der Menge {x € (a,b) | f'(x) > 0}
ist la,b] <= f ist streng monoton steigend.

(v) f'(x) <0 fir alle x € (a,b) und der Abschluss der Menge {z € (a,b) | f'(x) < 0}
ist la,b] <= f ist streng monoton fallend.

Beweis: Weil eine Funktion genau dann konstant ist, wenn sie monoton steigend und
monoton fallend ist, folgt (i) aus (ii) und (iii). Wir beweisen nun (ii) und (iv). Seien
r <y € [a,b]. Dann erfilllt f : [z,y] — R die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes.
Wenn f'(x) > 0 fur alle 2 € (a,b), dann folgt also f(y) — f(x) > 0 und f ist monoton
wachsend. Umgekehrt folgt aus f’(zq) < 0, dass fiir ein € > 0 gilt f(zq—€) > f(xo+e€),
f also nicht monoton steigend sein kann. Das zeigt (ii). Wenn f monoton wachsend,
aber nicht streng monoton wachsend ist, dann gibt es = < y € [a,b] mit f(z) = f(y).
Dann ist f aber auf [x,y] konstant und f” verschwindet auf (z,y). Weil jede offene
Menge ein offenes Intervall enthélt folgt damit (iv). q.e.d.

Korollar 7.16. (isolierte kritische Punkte) Sei f : (a,b) — R differenzierbar und xg
ein kritischer Punkt.

(i) Wenn es ein € > 0 gibt, so dass f'(z) < 0 fir x € (xog — €,x0) und f'(x) > 0 fir
x € (xo,x0 + €), dann ist xy ein lokales Minimum.

(ii) Wenn es ein € > 0 gibt, so dass f'(x) > 0 fir x € (xg — €,x9) und f'(x) <0 fir
x € (xg,z0 + €), dann ist xy ein lokales Maximum.



76 KAPITEL 7. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN F :R — R

(iii) Wenn f' bei xq differenzierbar ist und f"(x¢) > 0, dann ist xy ein lokales Mini-
mum.

(iv) Wenn f" bei xq differenzierbar ist und f"(zo) < 0, dann ist xy ein lokales Maxi-

mum. q.e.d.
Beispiel 7.17. Die Funktion f : R — R, x+— (x+ 1)e™® hat die Ableitung f'(x) =
(1—(x+1))e® = —ze ™. Also ist sie auf (—oo, 0] streng monoton wachsend und auf

[0,00) streng monoton fallend. Insbesondere ist f(0) = 1 ein globales Maximum. Also
gilt fiir alle v € R auch e* > (1 + x).

7.4 Regel von de L’Hopital

Definition 7.18. (Grenzwerte von Funktionswerten) Fir eine Funktion f : (a,b) —
R, x> f(x) existiert der Grenzwert lim+f(x) genau dann, wenn es eine Zahl f(a)

f(zx) fir x € (a,b)
f(a) firxz=a

gibt, so dass auf [a,b) die Funktion x — { stetig bei x = a ist.

Wir schreiben dann lim+f(x) = f(a).

Der analoge Grenzwert x — b wird mit liIlI)1 f(z) bezeichnet. Aufgrund der Defi-
r—b—

nition der Stetigkeit existiert der Grenzwert lim f(z) also genau dann, wenn es eine
r—a+

Zahl f(a) gibt, so dass fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt mit den aus |z — a| < § folgt
|f(z) — f(a)] < e. Wegen Satz 5.13 ist das dquivalent dazu, dass fiir jede Folge (z,)nen
in (a,b), die gegen a konvergiert, die Folge (f(z,))nen gegen f(a) konvergiert.

Satz 7.19. (1. Regel von de L’Hopital) Seien oo < a <b < oo und f und g auf (a,b)
differenzierbare Funktionen, so dass hm+ flz) =0= lim g(x) Wenn der Grenzwert

lim L&) existsiert, dann existiert auch lim f— und es gzlt lim £&) — i, L@
Tr—a+ (CC) x—>a+ ( r—a+ g(x) r—a+ g (CL‘)

Bemerkung 7.20. Wenn die Grenzwerte hm+f () und lim+g (x) existieren und der

() ££r£1+ f'(x)

zweite nicht verschwindet, dann existiert auch lim ! :(x) mit lim 5 .
r—a+ g (Z‘) r—a+ g (SC) ZET+9 (Z‘)

Beweis: Die auf [a,b) stetig fortgesetzten Funktionen f und g erfiillen die Vorausset-
zungen des Verallgemeinerten Mittelwertsatzes Deshalb gibt es fiir jedes x € (a, b) ein

7o € (a,z) so dass gilt g Ez) = Emg_g ((s)) = g ey~ Wenn also der Grenzwert limg_.q ! /Emg
existiert, dann existiert auch der Grenzwert lim, ., e E y = lim, oy ! 'Ezg q.e.d.

Satz 7.21. (2. Regel von de L’Hopital) Unter derselben Voraussetzung wie bei der
1.Regel von de L’Hopital, nur gelte lim+f(x) = lim+g(:c) = o0 statt lim f(x) =

—a+
lim g(x) =0, gilt dieselbe Schluffolgerung.

r—a+
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Beweis: Fiir jedes a < x < y < b gibt es wegen dem verallgemeinerten Mittelwertsatz

ein o € (z,y) so dass gilt L )_5 ((;/)) = g :Eifg)) . Wenn f und ¢ die Vorraussetzungen der

2. Regel von de L’Hopital erfullen dann gibt es also fiir jedes € > 0 ein y € (a,b),

ﬁ(;f“ —a| < § mit a = lim;_q+ E 3 Dann folgt

so dass es fiir alle zg € (a,y) gilt | 5

5 < % < a+  fir alle 2 € (a,y). Wegen lim,_,4 g(x) = oo gibt es ein

Yo € (a,y) so dass fiir alle z € (a,yo) gilt g(x) > min{(g(y),0}. Daraus folgt

(0=35) G@) =9+ 1) <f@) < (a+35) (9) = gw) +f(x) oder

2
(a-5)+ LW =W 0=3) s I) = 9ly) (e +5)

9(2) <5 < (e*3)+ 9(2)

o —

Wegen lim, ., g(x) = oo gibt es dann auch ein y; € (a, ), so dass fiir alle = € (a,y;)
gilt o —e < fE g < a+ e Also gilt limg, a4 fgwo = lim, a4 r gxg) q.e.d.
Die analogen Aussagen fiir die Grenzwerte flmx_)b_ gelten natiirlich auch. Grenz-
werte der Form lim, , o f(x) bzw. lim,_,o_ f(z) definieren wir als die Grenzwerte
lim, .o_ f(1/x) bzw. lim,_ o, f(1 1/ x). Wegen der Kettenregel gilt dann
R0 _S0)
() YOI
Deshalb gelten die analogen Aussagen auch fiir diese Grenzwerte.

7.5 Konvexitidt und Ableitungen

Definition 7.22. Fine reelle Funktion auf einem Intervall heifit (streng) konvez, wenn
fiir alle a,b im Definitionsbereich und alle t € (0,1) gilt

f(1=ta+th) < (1—t)f(a)+tf(b) bzw. f((1—1t)a+1tb) < (1—1t)f(a)+tf(D).
Satz 7.23. Fiir eine reelle Funktion f auf einem Intervall I ist folgendes dquivalent:

(1) f ist konvex

(i) Fir [a,b] C [ und x € (a,b) gilt  f(z) < f(a) + W(v@ —a).
(iii) Fir [a,b] C I und x € (a,b) gilt f(x:z : CJ:(CL> < f(bz : CJ:(CL) < f(bz : :J;(x)
(iv) Fir [a,b] C I und z € (a,b) gilt f(Ix) : i:(a) = f(bl)p : U{Z(I)

Auflerdem gelten die analogen Aquivalenzen zu streng konver, wenn fir [a,b] C I und
x € (a,b) die Ungleichungen < durch < ersetzt werden.
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—a

Beweis: (i)=(ii) Sei also a < z < b im Definitionsbereich. Definiere ¢ = =% dann ist
t € (0,1) und (1 —t)a + tb = x. Also folgt aus (i)

o (1= s+ (F2) 50 =1+ 1006 g

(ii)=(iii) Die erste Ungleichung in (iii) folgt sofort aus (ii). Auflerdem folgt aus (ii)
f(b) — f(a) _ f(b) = f(a)

— (x —a) = — (b—2x)
und damit folgt auch die zweite Ungleichung in (iii) aus (ii).
(iii)=(iv) ist offensichtlich.
(iv)=-(i) Wir kénnen wegen der Symmetrie (a,b,t) < (b,a,1 —t) in (i) a < b anneh-
men. Dann sei ¢ = (1 — t)a + tb € (a,b). Wegen (iv) gilt

(b—2)(f(x) = fla)) < (x—a)(f(b) — f(z)) also auch
(b—a)f(x) < (b—2x)f(a) + (r—a)f(b) = (b —a) — (z — a))f(a) + (z — a) f(b).
Es gilt aber z — a = t(b — a). Also folgt f((1 —t)a+tb) < (1 —1t)f(a)+tf(b).
Die analogen Aussagen fiir streng konvex lassen sich genauso beweisen, wenn wir
alle Ungleichungen < durch < ersetzen. q.e.d.

f(b) = f(x) = f(b) — f(a) —

Korollar 7.24. Fiir eine stetige relle Funktion auf einem Intervall, die im Inneren des
Intervalls differenzierbar ist, ist folgendes dquivalent:

(i) f ist (streng) konvex

(i) f’ ist (streng) monoton wachsend

Beweis: (i)=-(ii): Seien a < b < ¢ und = < b < y im Definitionsbereich. Wegen
Satz 7.23 (iii) folgt L (m:z,:f; @ < f (Cz:f: @ </ (y;:fj ) Aus dem Grenzwert  — a und
y — c folgt dann f'(a) < W < f'(¢) und damit (ii). Umgekehrt folgt aus (ii)
wegen dem Mittelwertsatz die Bedingung (iv) von Satz 7.23. q.e.d.

Korollar 7.25. Fiir eine stetige reelle Funktion auf einem Intervall, die im Inneren
zweimal differenzierbar ist, ist folgendes dquivalent

(1) f ist (streng) konvex.

(i) f"(z) > 0 im Inneren des Intervalls (der Abschluss der Menge {z | f"(x) > 0} ist
das ganze Intervall).

Dieses Korollar folgt sofort aus Korollar 7.24 und Satz 7.15. q.e.d.

Wenn wir die Ungleichungen alle umdrehen, so erhalten wir die analogen Aussagen
fiir konkave Funktionen. Also ist eine Funktion f genau dann (streng) konkav, wenn
die negative Funktion —f (streng) konvex ist.
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Ubungsaufgabe 7.26. Zeige, dass die Umkehrfunktion einer konvezen bijektiven mo-
noton wachsenden Funktion konkav ist.

Beispiel 7.27. (i) f(z) = 2? = f"” = 2. Also ist [ streng konvez.
(i) /Ry =Ry, =z o= f"= 5. Alsoist [ streng konkav.
(iii) exp: R — R, — exp(z) = exp” = exp. Also ist exp streng konvexz.

(iv) In: RT — R,z — In(z) = In"(z) = —%. Also ist In streng konkav.

7.6 Konvexitit und Ungleichungen

Satz 7.28% (Ungleichung von Jensen) Sei f eine reelle konvere Funktion auf einem
Intervall. Seien xq,...,x, im Definitionsbereich und \q,...,\, positive Zahlen, die
M+ ...+ Ay =1 erfillen. Dann gilt

fazy 4+ .o+ Nxn) < A f(x) + .00+ A f(zn).
Wenn f streng konvex ist, dann gilt Gleichheit nur fiir x1 =z = ... = x,.
Beweis*: durch vollstdndige Induktion:
(i) Fiir n =1 muss A\; = 1 sein, so dass die Aussage klar ist.

(ii) Die Aussage gelte fiir n € N. Seien 21,...,2,41 und Ay, ..., A1 wie gefordert.
Dann definieren wir A = A\ + ...+ A, und =z = %:pl + ...+ %xn Also gilt
Ani1=1—=Xund % +...+ ’\7” = 1. Dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung
f(@) <A f(z1)+...+ 2 f(z,). Wenn f streng konvex ist, dann gilt Gleichhheit

nur fiir y = ... = x,. Weil f konvex ist folgt aber f(Ax + (1 — N)z,41) <
AM(x) + (1 =N f(zpg1) < Af(xr) + ..o+ Mg f(2py1). Wenn f streng konvex
ist, dann gilt Gleichheit wieder nur fir x, .1 =x =2, = ... = x,. q.e.d.

Korollar 7.29. (Ungleichung arithmetisches-geometrisches Mittel) Seien \i, ..., A,

positive Zahlen mit Ay, ..., A\, = 1. Dann gilt fiir positive Zahlen x1, ..., x,
x1\1x§2 . xﬁ” < \Nx1+ ...+ Mz,
Insbesondere gilt {/xy - T, < BF=t2n - Gleichheit gilt nun fir x1 = xy... = &y,

Beweis*: — In ist streng konvex. Also folgt aus Jensen’s Ungleichung

—In(Azy 4+ ...+ \xy) < —Alnzy — ... — A\, Inx,
— Mlnz;+...+ )\, Inx, < hl()\ll’l + ...+ >\nl’n)
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Wegen der Monotonie von exp folgt:

931\1 st =expMIngy 4+ .o+ N Ina,) < May F L+ M q.e.d.
Ersetzen wir x4, ..., x, durch yi/ /\1, ce y,l/ A S0 erhalten wir

Korollar 7.30F Seien Ay, ..., \, positive Zahlen mit Ay + ...+ X\, =1 und y1,...,yx
positive Zahlen. Dann gilt

Y1 Yp < Alyi/’\l o Ayt
Gleichheit gilt nur fiir yi/’\l = y;/)q =...= y,l/)‘”. q.e.d.
Korollar 7.31F(Young’sche Ungleichung) Seien p > 0,q > 0 mit % + % = 1. Dann
qilt fiir alle x > 0 und y > 0
1 1
ry < —af + -yt
p q

Gleichheit gilt nur fir o¥ = y9. q.e.d.

7.7 Taylorreihen

Auf offenen Intervallen I (Teilmenge von R) ist die Ableitung f’ einer differenzierbaren
Funktion f wieder eine Funktion auf /. Die Bildung der Ableitung ist also ein linearer
Operater %, der differenzierbaren Funktionen auf I, Funktionen auf I zuordnet. Wenn
die Ableitung wieder differenzierbar ist, konnen wir diesen Operator nochmal anwenden
und erhalten (-1)2f = f” die zweite Ableitung von f. Durch n-faches Anwenden

erhalten wir gegebenenfalls dann die n-te Ableitung ™.

Definition 7.32. Fir alle n € Ny sei Cg(I) die Menge aller n-mal stetig differenzier-
baren reellen Funktionen auf I, und Cg°(I) die Menge aller beliebig oft differenzierbaren
reellen Funktionen auf 1.

Cr(I) =Cg(I) D Cx(I)D...DCE(I) D ... C(I)
Beispiel 7.33. (i) exp € C(R), weil exp™ = exp.
(ii) fir alle n € Ny ist x — 2™ € CFP(R), weil (x™)™ = n! und (2™)™ = 0 fiir m > n.
(iii) fir allen € N ist z — 7™ € C(R\ {0}), weil (z +— 7)™ =

. (—=n)(—n—=1)...(—n—m+1) _ (=)

(mn+m—-1)(n+m-—2)...n
pntm '

xn-{—m

—1)m"L(m —1)!
(iv) In € CP(RY) weil In™ (z) = (=1 ﬂ(nm ) fir m > 1 und mit 0! = 1.
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Satz 7.34. Fiir allen € N gilt

n

(i) —f 9=> (Z) F® g fiir alle f,g € Cp(I).

k=0
(ii) Cg(I) ist eine Unteralgebra von Cg([).
Beweis durch vollstandige Induktion:

(i) Fiir n =1 folgen (i) und (ii) aus den Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen.

(ii) Wir nehmen an, dass (i) und (ii) fiir n € N gelten. Fiir f,g € Cg*!(I) folgt dann

aus Satz 7.5
iﬁ(f -g) = i Zn: n f(k)g(n—k) — zn: n (f(k+1)g(n—k) + f(k)g(nﬂ_k))
dx dz™ dr &= \k  \ k
n+1 n n it ol
= (k: - 1) (k) g(nt1=k) 4 Z ( )f(k (n+1—k) Z < . )f(k)g(n—l—l—k)

k=0

S
weil (kil) + (Z) :m#(k}—i-n—Fl—k)— (nzl)
I( )!
(i

Also gilt (i) und (ii) auch fiir (n + 1). q.e.d.

Aus der Rechenregel und der Kettenregel folgt auch

Korollar 7.35. (i) Die Komposition von n-mal stetig differenzierbaren Funktionen ist
wieder n-mal stetig differenzierbar.

(ii) Die Umkehrfunktion einer n-mal stetig differenzierbaren bijektiven Funktion ist
n-mal stetig differenzierbar, wenn die Ableitung keine Nullstellen hat. q.e.d.

Definition 7.36. (Taylor-Polynom) Sei f : 1 — R in x¢ n-mal differenzierbar, d.h.
es gibt eine offene Umgebung O C I von xg, so dass die Finschrinkung von f auf O
in C"1(O) liegt, und f™Y in 2o differenrzierbar ist. Dann heift

(x — )?
2

ACHE Wﬂ")(:ﬂo)

Do () = f(20) + (x — 30) f'(20) +
das Taylorpolynom von f der Ordnung n in xg.

Offenbar hat das Taylorpolynom der Ordnung n in xy die gleichen Ableitungen bis
zur Ordnung n wie f an dem Punkt xy. Es ist das eindeutig bestimmte Polynom vom
Grad n, das an der Stelle zy die Ableitungen f(x), f(z¢),. .., f™ (x0) besitzt:

p(x) = cotci(v—a0)+. . . +cp(x—20)" = p(20) = CO>P(1)(930) =Cp,. .. ,p(n)(ﬂfo) = nlc,.
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Satz 7.37. (Taylor-Formel) Sei f € C8((a,b)). Wenn fO+V(z) fir alle v € (a,b)
ezistiert, dann gibt es fir jedes xo # x € (a,b) ein & € (xg,x) bzw. £ € (x,x0), so dass

F(E)
(n+1)!

n+1

f(x) = Thuo(x) + (x — z0) qilt.

(x —t)* fiir t € (a,b). Dann gilt

Beweis: Sei x € (a,b) und definiere g(t) = > f(]:,(t)
k=0

n (k+1) n (k) (n+1)
g/(t>:Zf - (t)(l’—t)k— f (t> (x_t>k—1: f o (t>(l’—t)n

k=0 ’ k=

—
—

|
—_
~—

AuBerdem sei h(t) = (z — )" und W (t) = —(n + 1)(z — t)". Dann folgt aus dem
verallgemeinerten Mittelwertsatz, dass es ein £ € (xg, x) bzw. £ € (xg, z) gibt mit

(9(x) = g(w0)) ' (§) = (A(x) — h(x0))g' (§)-

Es gilt aber g(z) — g(:c(})(: J)‘((:C))(— TM;0 ((x) und)h(:c) _JZ(IO%(:)_(:C — x0)"™. Also
n+1 é- I_é-nx_mon—i-l n+1
folgt  f(w) = Tnao() = nl(n+1)(x — &) - (n+1)!

Definition 7.38. (Taylorreihe) Fir f € C*((a,b)) und zo € (a,b) heif§t die Potenz-

reihe Y %(w — x9)" Taylorreihe von f in x.
n=0

)n—i—l

(x —x9)"". q.e.d.

Fir f € C*((a,b)) und xg,z € (a,b) gibt es drei Moglichkeiten:
(i) Die Taylorreihe von f in xy konvergiert an dem Punkt x gegen f(x).
(ii) Die Taylorreihe von f in xy konvergiert an dem Punkt z, aber nicht gegen f(x).

(iii) Die Taylorreihe von f in zg konvergiert an dem Punkt z nicht.

Korollar 7.39. Sei f € C°((a,b)) und xy € (a,b). Dann konvergiert die Taylorreihe
von f in xo an dem Punkt x € (a,b) gegen f(x), wenn auf & € (xo,x) bzw. (x,x¢) die
(lf " (&)l

Folge
n!

|z — xo\”) gleichmiflig gegen Null konvergiert. q.e.d.
n€eNg

Beispiel 7.40.

&=

e fiir x >0
@) = {0 firx <0

{6_%2. Polynom vom Grad 3n von 1 fiir x> 0

0 firx <0
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Wegen Beispiel 7.17 gilt 1 + x < e* fiir alle x € R. Dann folgt fiir alle x € R\ {0}

1 exp (=% -1 — na?
\x|§e|m|_1 = —gexp<£—n) = Mgexp( + nlzl nx)

[ 2] [ v’
1o fir x>0
Fiir alle n € N ist dann x — < *" stetig, und f € CR(R). Und alle
0 firxz <0

Ableitungen von f verschwinden bei xg = 0. Also verschwindet die Taylorreihe von f
bei xo = 0 identisch.

Satz 7.41. Sei (f,)nen eine Folge von Funktionen in Ck((a,b)) eines beschrinkten
Intervalles (a,b), die fir ein xo € (a,b) punktweise konvergiert. Wenn die Folge (f!)nen
aufSerdem gleichmdajig gegen g konvergiert, dann konvergiert (f,)nen gleichmdfig gegen
eine Funktion f € Ck((a,b)) und es gilt f' = g.

Beweis: Wegen dem Mittelwertsatz gilt fiir alle x, 29 € (a,b) und alle n,m € N

52(0) = £l < 1falo0) = o) + =0l 510 1£200) = £ (0)]
yela,
Wegen Satz 5.26 konvergiert (f,)nen gleichméBig gegen eine Funktion f € Cg((a,b)).
Wegen dem Mittelwertsatz gibt es fir alle x,y € (a,b) eine Folge (£,)nen € (7,y)
bzw. (y,z), so dass fiir alle n € N gilt f,(z) — fu(y) = (v — y)fl(&,). Wegen dem
Auswahlprinzipien von Bolzano-Weierstraf gibt es eine konvergente Teilfolge von (&,).n
mit Grenzwert £ € [z, y] bzw. [y, z]. Wegen

(&) = 9(O] < 1fu(&n) — 9(&)l +19(&n) — 9(&)],

und weil g wegen Satz 5.26 stetig ist, konvergiert die Folge (f,(£,)),.y gegen g(§). Also
konvergiert (f,(7)),cy gegen f(z) = f(y) + (z —y)g(§). Aus der Stetigkeit von g folgt,
dass f bei y differentzierbar ist und g(y) die Ableitung f’(y) ist. q.e.d.

Korollar 7.42. Sei (> f!)nen eine gleichmdfig konvergente Reihe in Cgr(I) auf einem
beschrinktem Intervall I und (Y f(xo))nen konvergent mit xy € I. Dann konvergiert

(3~ fu)nen gleichmipig gegen eine Funktion f € CL(I) und (3. f!)nen gegen f'.q.e.d.

Korollar 7.43. (Satz von Borel) Sei (ay)nen, €ine beliebige Folge in R. Dann gibt
es eine Funktion f € C(R) mit kompaktem Trager in (—2,2), deren Taylorreihe bei

xo = 0 gleich swx” dst. Im Allgemeinen konvergiert die Taylorreihe fiir x # 0 nicht.
n=0

Beweis*:

exp (eXp <(|SC|_—11)2) ) (|x|—_12)2) fir 1 < |z| <2
Sei h(z) =41 fir x| <1
0 fir 2 < |z|
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Dann ist h € CR°(R) eine 'Hutfunktion’, also eine Funktion mit kompaktem Tréger
in [—2,2], die auf [—1,1] identisch gleich 1 ist. Fiir alle n € N existiert dann eine
Konstante M,, > 0

My, = max{[[uloo, 17 lloc, - - [1AF Yl }

mit h, : R = R, x+ 2" h(z). Dann sei fiir eine beliebige reelle Folge (ay,)nen,

Qn

Cp = |an|M, +1 und fa(z) = n'—mhn(Cn -z fiir alle n € Ny.

0 firm+#n

) Auflerdem gilt
a, firm =n.

Fiir alle n,m € Ny gilt dann ™ (0) = {

m lan|C7" 0 (m |an| M, CT C:zn—i—l 1 ..

Also konvergiert fiir alle m € Ny (2 f,gm))neNo gleichméfig. Wegen Korollar 7.42 konver-
gieren also fiir alle m € Ny die Reihen (Xf,)neng, (X)) neNgs - - -5 (2 fr(Lm))neNO gleichmé-
Big gegen f, f',..., f™. Also ist der Grenzwert f = 3">  f, eine Funktion in Cg°(R)
und es gilt f™(0) = a,, fiir alle m € Ny. q.e.d.

Korollar 7.44. Fir jede Potenzreihenfunktion f(x) = > a,a™ mit Konvergenzradius
n=0

R > 0 und jedes |xo| < R hat die Taylorreihe von f(x) in xo einen Konvergenzradius

nicht kleiner als R — |xo|, und konvergiert auf dem Bereich |x —xo| < R—|zo| gegen f.

Beweis: Die Potenzreihenfunktion (30 a,z™) = Y 07 (n + 1)a,+12™ hat wegen

n=0
lim,, .o {/n = 1 den gleichen Konvergenzradius wie () a,z"),,cy,- Wegen Korollar 7.42
folgt dann, dass f differenzierbar ist und f’ gegeben ist durch y_~ ((n+1)a,412". Dann

folgt die Aussage aus dem Identitétssatz fiir Potenzreihenfunktionen (ii). q.e.d.

Satz 7.45. (Abelscher Grenzwertsatz) Wenn die Potenzreihe (D anx™)nen, fir ein
x € K konvergiert, dann konvergiert die Potenzreihenfunktion t — a,(tz)" auf
t € [0, 1] gleichmdflig gegen eine stetige Funktion auf t € [0, 1].

n€Ng

Beweis: Indem wir a,, durch a,x" ersetzen kénnen wir x weglassen. Zur Abkiirzung
setzen wir Sy, = Z?:t]; 41 Gn- Wegen dem Cauchykriterium fiir Reihen gibt es fiir jedes

e>0ein N € Nso dass |Sy, x| < € fiir alle m > N und alle k € N gilt. Dann folgt

m+k
> ant" = Spat™ ! + (Sma = St 4+ (S — Smp—) 1

n=m+1

— SmJ(tm—l—l o tm+2) + Sm’2(tm+2 o tm+3) 4+ Sm,k—l(tm+k_1 . tm—l—k) + Sm7ktm+k.
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Fiir t € [0, 1] sind die hinteren Faktoren ¢m+t —¢m+2 gm+2_gm+3 - ymih=1_gmtk ym+k
alle nicht negativ und ihre Summe gleich t™™ < 1. Aus |S,, x| < € folgt also

m—+k

Z antk

n=m-+1

< (T gt g2tk gmt Ry — gt < e fiiralle t € [0, 1].

Also konvergiert die Potenzreihe auf ¢ € [0, 1] gleichméfig, und damit wegen Satz 5.26
gegen eine stetige Funktion. q.e.d.

Definition 7.46. FEine Funktion f € C*((a,b)) heifst reellanalytisch bei xq, falls die
Taylorreihe bei xy einen Konvergenzradius grofier als Null hat und auf einer Umgebung
von xo gegen f(x) konvergiert.

Also sind alle Potenzreihenfunktionen im Inneren ihres Kovergenzbereiches reell-
analytisch. Umgekehrt sind alle reellanalytischen Funktionen Potenzreihenfunktionen.

Beispiel 7.47. (i) Die Funktionen exp,sin, cos, x +— a* und alle Polynome sind reell-
analytische Funktionen auf ganz R.
(ii) Wegen Satz 4.26 (iv) gibt es fiir jede Potenzreihenfunktion f mit Konvergenz-

radius R > 0, die bei x = 0 nicht verschwindet, eine Umgebung von 0, auf der
\%\ < L < 1 gilt. Dort konvergiert % = Zfzoﬁ(ﬂ;})o—)f)" als Potenzreihen-

funktion. Aus dem Identitissatz fiir Potenzrethenfunktionen folgt, dass der Quotient
zweter Potenzrethenfunktionen reellanalytisch ist, solange beide Potenzreihenfunktio-
nen absolut konvergieren und der Nenner nicht verschwindet. Also sind tan und cot
und alle rationalen Funktionen auf dem Definitionsbereich reellanalytisch.

(iii) Fir o € R und o € R* (fir a € Z auch xy € R™) hat die Potenzreihenfunktion

RS (j) w7 mit (Z) - ale- 2 - 1<)a —n+)

n=0

1
wegen dem Quotiententest den Konvergenzradius R = — = |zo|.  Die

lim e
n—oo |SC()|(7L+1)

= [« = [a—1
Ableitung ist  x — E ( )n:cg‘_":vn_l =« E ( )zg_l_"x". Wegen
n n
n=0

n=0

(a;1)+(2:1) :(a—1)(04_2;.!..(04—%1)(@_”%):(Z)

o _ 1 o
ist (v + ) Z (a n )563_1_"1'" = Z <a xy "z".  Dann erfillt f die Differen-

n

n=0

tialgleichung (zo + z)f' = af mit f(0) = xf. Also verschwindet die Ableitung der
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Funktion xw—In (ﬂ
(LL’ + SL’Q)O‘

aus Satz 7.15, dass fir alle |z| < zo gilt f(z) = (v + x0)®*. Also sind fir a € R die
Funktionen x — x auf RT und fir o € Z auf R\ {0} reellanalytisch.

) und diese Funktion selber bei x = 0. Dann folgt

(iv) Fir alle zg € RY hat die Potenzreihenfunktion x — — E (—xz im Konveregemsz-
n
n=1 0

o0 _ n 1
bereich |x| < xq¢ die Ableitung f'(x) = Z (=2 _ . Also stimmt sie mit der
— To T+ X

Funktion In(x + xo) — In(zq) tberein. Deshalb sind sowohl In also auch log, auf RT re-

ellanalytisch. Insbesondere folgt aus dem Abelschen Grenzwertsatz % = —1In(2).
n=1

(v)] Die Ableitungen der Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen sind

wegen (iii) im Inneren ihrer Definitionsbereiche alle reellanalytisch. Wegen Satz 7.15

sind sie selber dann auch reellanalytisch. Fir alle |x| < 1 gilt

(= (= 1)t T o= =2 (—1)rp?ntt
arcsin(z) Z ( " ) ot 1 arccos(z) 5 Z ( N ) 1

n=0 n=0
0 — 1) p2ntl 0 —1)nyp2ntl
arctan(z) = Z % arccot(z) = g - Z %

n=0 n=0
Wegen Beispiel 7.17 gilt fir x > —1 auch x > In(1 + x). Dann folgt

(o0 () G5 ) e ((-3) 0 3) - (30)

< 1 1+1+ +1 < 11 23 n—+1 1 1
_ _ — —— In —_—— e e e — = In .
- 2 2 n) - 2 12 n vn+1

Dann konvergieren aber die ersten beiden Potenzreihen auch fiir v = £1 und die letzten
beiden wegen der alternierenden Reihe von Leibniz. Wegen dem Abelschen Grenzwert-
satz gelten die obigen Gleichungen dann auch fiir x = £1. Insbesondere ist

S

[e.9]

iy - (Eh

e fiir x >0
0 firx <0

8

(vi) Die Funktionen R — R,z — { ist reellanalytisch auf R\ {0},

aber nicht bei xg = 0.
Aus dem Identitétssatz fiir Potenzreihenfunktionen folgt nun

Korollar 7.48. Zwei reellanalytische Funktionen f,g € C*((a,b)) stimmen auf (a,b)
tiberein, wenn thre Taylorreihen fir ein xo € (a,b) ibereinstimmen. q.e.d.



