Variationsgleichungen fiir das
Willmore-Funktional

Markus Knopf

0 Einfiihrung

Wir wollen im Folgenden das Funktional
W(X) = / H*dA
M

fiir Immersionen X : M? — R3 betrachten, wobei M? eine kompakte Fliche,
H die mittlere Kriitmmung der Immersion und dA das induzierte Flachenelement
bezeichnet.

Ebenso kann man betrachten
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Hierbei benutzt man den Satz von Gau-Bonnet und die Tatsache, dass x (M)
nur vom Geschlecht g von M abhéangt. W und W unterscheiden sich also
nur um eine Konstante. Aulerdem sieht man, dass der Integrand von W (X)
nicht-negativ ist und genau an den Nabelpunkten von X verschwindet, wenn
also

R1 = R2

Wir wollen nun wie folgt vorgehen:

(a) Mithilfe des Lichtkegelmodells iibertragen wir unsere Betrachtungen in
den 5-dimensionalen Minkowski-Raum R*!. Damit lassen sich Willmore-
Fliachen auf S? durch stereographische Projektion konform auf Willmore-
Flichen in R? abbilden. Lokal kann man also auch Immersionen X :
M? — S3 betrachten.



(b) Durch Einfithrung des Konzepts bewegter Rahmen untersuchen wir die
Flachentheorie fiir S® und leiten die Strukturgleichungen in lokalen
Koordinaten her.

(c) Die Definition einer Folge von Rahmen-Biindeln Fx erzwingt die Exis-
tenz einer 2-Form (x, die invariant unter Rahmenverschiebungen ist.

(d) Diese kanonische 2-Form Qx wird verwendet, um eine Immersion X :
M? — S? als Willmore-Immersion zu charakterisieren, wenn dQx = 0
gilt.

1 Konforme Geometrie von Flichen in S°

Definition 1 Der 5-dimensionale Minkowski-Raum R*' ist der Vektorraum
R® versehen mit dem inneren Produkt

-10 0 0 0
- 0 100 0
B=(Bj)= | 0 010 0
0 00 1 0
0 0 0 0 1

Bin Vektor x € R heifit Raum-, Licht- oder Zeitvektor, wenn entsprechend
(x,z) >0, (x,z) = 0 oder (x,z) < 0 gilt. Wir nennen x € R*! positiv, wenn
2% > 0 ist.

Um eine Orientierung zu erhalten, fordern wir

dz® A da' A dx? A da® A dxt >0

Abkiirzend wollen wir diesen Raum mit den genannten Figenschaften mit L5
bezeichnen.

Indem man die positiven Lichtvektoren in IL° durch
LY ={zel’|(z,z) =0,2° >0}
definiert, erhalt man folgende Proposition:

Proposition 1 Der Untervektorraum
B, ={aecl"|(e,y) =1}

mit der induzierten Metrik ist isometrisch zu R3.



Wir wollen nun das Konzept bewegter Rahmen einfithren und machen
zunachst folgende Beobachtung:
Das innere Produkt auf R®, das durch die Matrix

0 000 —1
0 100 0
B=(Bj)= | 0 010 o0
0 001 0
~100 0 0

repréasentiert wird, entspricht einer symmetrischen Bilinearform auf dem eu-
klidischen (R®, (-,-) . . ) mit dem Standard-Skalarprodukt

4
<.T, m)standa?“d = Z LilYi
=0

Unter der Bijektion Endg(R’) = Bil(R®) := {7 : R> x R®> — R~ ist Bilin-
earform } entsprechen sich die selbstadjungierten Endomorphismen und die
symmetrischen Bilinearformen. Somit kann man eine Orthonormalbasis von
(R, (", *) srandarq) Pestehend aus Eigenvektoren von B (als Endomorphismus)
angeben, die gleichzeitig eine Orthogonalbasis fiir B (als symmetrische Bilin-
earform) ist. Die entsprechende Strukturmatrix hat dann dieselbe Signatur
wie E, d.h. man kann die beiden inneren Produkte, die durch B und B
reprasentiert werden, isometrisch ineinander iiberfiihren.

Definition 2 Sei F der Raum der positiv orientierten Basen (Rahmen) b =
(g, €1, ..., €4) von > mit

<€i,€j> = Bij7 €0, €4 € £+.
Sei auflerdem
O(B)={ge€ M(5x5,R)| ¢'Bg = B}
und definiere G als die Zusammenhangskomponente von Is € O(B).

G ist isomorph zu den linearen Isometrien von IL°, die das Skalarprodukt,
die Orientierung und die Zeitorientierung erhalten und man kann ausrechnen:

G={geM(’x5R)|¢g'Bg=B,det(g) =1,g) >0}

AuBlerdem wirkt G auf naturliche Weise von rechts auf F und wir konnen F
mit G identifizieren, indem wir setzen

F ={b= (e, e€1,...,e4)| g € G:b=eg},

wobei € eine fest gewahlte Basis von LL° ist. G ist insbesondere eine Lie-
Gruppe.



2 Die Strukturgleichungen in lokalen Koordi-

naten und das Rahmen-Bundel 0-ter Ord-

nung .7-")(?)

Zunéchst fasse man die Komponenten e, eines Elements b aus F (den positiv
orientierten Rahmen) auf als L°-wertige Funktionen. Unter dieser Identifika-

tion berechnet man
4

de, = Zecwg = ews, (2.1)
c=0

mit den eindeutig bestimmten 1-Formen w®.

druck erhélt man unter Verwendung von (2.1)

Differenziert man diesen Aus-

0= d(dey) = de, AWt + edw’ = epw’ Awe + edwt

a

= ey’ AWt + epdw?

und somit
dwy = —wi ANwy (2.2)

Dies sind die Strukturgleichungen von E. Cartan. Wenn wir noch (e, e5) =
B, differenzieren erhalten wir mit wy, = Bacwj

0=d(eq, ) = (deq,ep) + {(eq,dey) = (ecws, ep) + (€a, cw})
= By + By = Wha + Wap (2.3)

Daraus folgt, dass nur 10 der wj linear unabhangig sind und dass sie eine
Basis fiir die links-invarianten Formen auf G bilden.

Proposition 2 Die Projektion (eg) : F — S® macht F zu einem Faserbiindel
tber S® mit Faser

Go = {geG[(e)(b-g) = (e)(0)V0 € F}

r~1 A %rctc
= 0o A rc ||r>0,ce M(3x1,R),Aec SO(3,R)
0 0 T

Beweis Da (eg)(b- g) = (eg)(b) sein soll muss die erste Spalte von ¢g nur im
ersten Eintrag g) > 0 ungleich Null sein. AuBerdem muss det(g) = 1 sein



und I3 in B = B;; muss unter g'Bg erhalten bleiben. Somit hat g zunéchst
die Gestalt

r at b
0 A ¢ |,a,ce M3x1,R),beR, A€ SO(3,R)
0 0 7t

r at b 0 0 -1 r a 0o 0 -1
0 A c 0 Iz O 0 A = 0 Iz O
0 0 r! -1 0 0 0 0 rt -1 0 0
r 0 0 0 0 1 r a 0o 0 -1
At 0 0 Is O 0 A = 0 I3 O

b ¢t —r1 1 0 O 0 0 —rt -1 0 0
0 0 r r a b 0o 0 -1

0 Al a 0 A c = 0 Iz 0

—r~b b 0 0 —rt -1 0 0

Daraus ergeben sich die folgenden Bedingungen:
—rb+ce—rb = 0
—r a4 A = 0

/

und somit b = Lrcte sowie at = rctA. Substitution von ¢ durch %c und

2
anschlieBende Substitution r’ := % ergeben die Behauptung.

O

Definition 3 Sei M? eine orientierte Fliche und X : M? — S® eine glatte
Immersion. Dann ist das Rahmen-Bindel von X 0-ter Ordnung .7:)(?) definiert
durch

F = A{pb) € M x F| X(p) = (e0) ()}

Man sieht an der vorangegangen Uberlegungen, dass die Formen {w}, w?, w3}
auf der Faser Gy verschwinden und somit mit (eg) auf S® projeziert werden
konnen. Da aufierdem die symmetrische und quadratische Form (w})? +
(w3)? + (wp)? sowie die 3-Form wy A wi A wj bis auf einen positiven Faktor
wohldefiniert sind, folgt die lineare Unabhéngigkeit der {wg, w2, ws}, d.h. sie
bilden eine Basis fiir die durch (eg) zuriickgezogenen 1-Formen auf F und

somit auch auf F )(? ),



3 Die Unter-Rahmen-Biindel hoherer Ordnung
und die verschiebungsinvariante 2-Form )y

Aus Dimensionsgriinden (dim(M) = 2) muss es eine Beziehung zwischen
den 1-Formen aus {wj,w?,ws} geben, die wir nun zur Definition von Unter-
Rahmen-Biindeln hoherer Ordnung verwenden wollen. Zunachst bendtigen
wir folgende

Definition 4 Sei G eine Lie-Gruppe, dann bezeichnen wir die Links- bzw.
Rechtsmultiplikation mit einem Element g € G mit Ly bzw. R, also

L,:G— G,h— gh
Ry,:G— G,h+— hg

Solch ein Ry kann man auch auf F )(?) definieren, indem man es punktweise
auf F wirken lasst. Fiir ein g € Gy kann man dann berechnen

wp e; ' (deg): N
R:|wi| = R, | e;'(deo)s | = R; (e*lde())
we es (deg)s

= Ry (e71) Bj(deo) = (29)"" 3 (des)

N efl(deo)l
= ¢! <e*1deo>g:g’1 62_1(d60)2 g
e;l(deo)g
wp wo
— gt e )g—ra
wp wp

Also kann man fiir entsprechend gewéhltes g € Gy wi = 0 setzen und somit
lasst sich definieren

Definition 5 Definiere das Unter-Rahmen-Biindel 1-ter Ordnung F )((1 ) durch

F)((D = {(p7b) Ef)((())|wg\(p,b) :O,(wé/\wg) >0}



Bemerkung 1 .7:)((1) wird via p : .7-")((1) — M zu einem Prinzipal-Bundel uber
M mat Faser

r=t plA %rptp c —s 0
G, = 0 A rp €Go|lA= |s ¢ 0],+s*=1p=
0 0 r 0 0 1

Durch die Gleichungen (2.2) und (2.3) erhalten wir
0=dwl = —w? Aw} —ws Awj (3.1)

Mit Cartan’s Lemma folgt dann, dass man w} und wj jeweils als Linearkom-
bination von wj und w3 schreiben kann:

3 1 2
Wy = hllwo + hlgwo

3 1 2
Wy = h21w0 + h22w0

Hierbei sind die h;; glatte Funktionen auf .7:)((1) und es gilt fiir ¢ € G mit
einer ahnlichen Rechnung:

R* hir hio — c S h11—p3 hia c —S
9 \ ha1  ha -5 c ho1 has — p3 s ¢

Das Verhalten der h;; bei Rahmenverschiebung ist somit geklart und man
kann fir p3 = % (h11 + hgy) definieren

Definition 6 Definiere das Unter-Rahmen-Biindel .7-";) durch

o) _ {(p7 b) € FU| (hay + hao)(p, b) = 0} :

Dieses ist ein G.,-Bilindel mit

rt prA grpp P
G7 = 0 A rp € Gy ’ p= P2
0 0 0

P1
D2
D3



Aus der obigen Betrachtung folgt nun fir g € G,

Ri(wy Awi) = Rpwy A Riwg =172 (cwy — swi) A (swy + cwp)

= 7“_2(03(cué)2 — Sngwé + c%uéw?) — sc(w3)2

—sc(wy)? — Awiwy + sPwiwd + es(wp)?)

= 728"+ A)wy Aw

— 21 2
= r “wy Awy

sowie . .
R (Z (h1y — hap)? + h§2> =72 (Z (h1y — haa)” + h§2>
und somit

1 1
R; (Z (hll - h22)2 + h%2> w(l) AN wg = (Z_l (hn - h22)2 + h%Q) w(l) N wg,

das heifit, es existiert eine glatte 2-Form auf M, bezeichnet mit 2y, so dass
. 1
p (Qx) — (4_1 (hl]_ - h22)2 + h%Q) Wé /\ wg,
invariant ist unter Rahmenverschiebung ;.

Insbesondere gilt somit auf F Q ) (hoe = —h11):

1
p*(QX) = (Z (hll — h22)2 + h%Q) wé VAN wg

_ hin hiz | 2
= det (h21 hoy )wo A wy
= —wi’ A wg’
Definition 7 Definiere die Menge der Nabelpunkte von X durch
Ux ={p € M|Qx(p) =0}

Fiir ein g € G, sieht man sofort, dass (e3)(b- g) = (e3)(b), also gibt es eine
glatte Abbildung vx : M? — LL°, die faserweise es = vx o p erfiillt.

Definition 8 Die Abbildung vx : M?* — Q mit Q = {x € L°| (z,z) = 1}
heifit konforme Gauf-Abbildung der Immersion X.



Bemerkung 2 e Die Wahl des Zielbereichs @ ist durch {(ez,e3) = 1
gerechtfertigt.

e Geometrisch entspricht vx(p) der Sphdre in S, die im Punkt X (p)
tangential an X (M?) ist, die gleiche mittlere Kriimmung wie X (M?)
im Punkt X (p) hat sowie iiber die gleiche Orientierung verfiigt.

o Oy ist das induzierte Flichenelement von vx : M? — Q.

4 Die Variationsgleichungen fiir das Willmore-
Funktional

Bevor wir uns dem Hauptresultat dieses Abschnittes zuwenden konnen, benotigen
wir noch etwas Begriffsbildung.

Notation 1 Die Menge aller glatten Immersionen X : M?* — S3 bezeichnen
wir mit Imm(M?,S?).

Definition 9 Eine Variation von X € Imm(M?,S3) ist eine Abbildung X :
(—€,€) — Imm(M?,S3), fir die gilt:

(a) X, ist glatte Immersion fir alle t € (—e,€).

Bemerkung 3 o Wir konnen fiir ein X € Imm(M?,S3) ein glattes Vek-
torfeld erhalten, indem wir setzen:

ox,

Dieses glatte Vektorfeld entlang X heifst Variationsvektorfeld von X;.

W(p) :=W,:

o Umgekehrt lasst sich einem glatten Vektorfeld W entlang X eine Varia-
tion Xy zuordnen, deren Variationsvektorfeld gerade W ist. Dazu setzt
man:

Xi(p) == exp(tW,)
Unter der Identifikation von R® mit E,, konnen wir die lokale Flachentheorie

in R? auf konforme Flichentheorie in S? {ibertragen. Dann lauten die Gauf’sche
und die mittlere Kriimmung fiir die Immersion X : M? — E, = R3

1
K = hy1hgy — h%m H = 5 (h11 + haa) .



Dann folgt
1
Qx =b"op"(Qx) = (Z (11 — ha2)* + h%z) wo A wp
— (HQ—K)wé/\wg: (HZ—K)dA.

Somit konnen wir fiir kompakte K C M? definieren

Wi (X) = / Ox
K
und legen fest

Definition 10 FEine glatte Immersion X : M? — S heifst Willmore-Immersion,
wenn fiir jedes Kompaktum K C M? und jede glatte Variation X, : M? — S3
mit Trdager in K, also eine in (—e, €) stetig parametrisierte Familie von glat-
ten Immersionen, gilt

d
T (Wk(X4)) [i=0 =0

Definieren wir uns nun ein G,-Biindel f)(gt) C M x (—€,¢) x F mit
J—“)(QS) = {(p,s,b) € :F)((Z)}VS € (—¢,¢€),

so folgt aus der Tatsache, dass sich die zurtickgezogenen 1-Formen auf F )((7 )

durch {w}, w3} darstellen lassen, dass sich wi auf F )(g ) als Linearkombination
von {wj,ws, dt} schreiben lasst:

wg = A\dt

fiir eine glatte Funktion A auf F )(;i ); die Koeffizienten vor den w miissen fiir
fixiertes ¢ Null sein. Ahnlich wie in (3.1) erhélt man

fir glatte \; auf F )(Qt ). Mit der Gleichung (2.3) folgt w? = 0 und wi = 0 und
somit durch Differentiation
dws = d(\dt) =d\Adt
= —wg’/\wg—wf’/\wé —wg’/\wg—wg/\wg—wi’/\wé
= “MtAwW) — WP Awh —wd AWE
= M) Adt — (hiywd + Mdt) Awy — (hajwd + Aadt) A w
= dwg Adt — (hiaw§ Awg + Aidt Awp) — (harwy Awg + Aadt A wp)
= dwg Adt+ (Mwg + Aswg) Adt

10



Somit erfiillt dA die Gleichung
d\ = My + \wl + Ndt,

mit den glatten Funktionen \;, \ auf F )(g ). Es sei noch einmal daran erinnert,
dass gilt

E]

Qx, = (—wi Awj) [1=Vs.

Proposition 3
d
4 W) oo = [ A9
K
fiir eine glatte Funktion A auf M.

Beweis Sei
O = —wP AWl +dtA (i% o (wf/\wg’)),

dann folgt sofort: 7 20 ® = 0 und somit
QXS = (I)|t:s

Setzen wir nun

f(S) = WK(XS) = / (I)|t=sa

K
so folgt durch Rechnung

F0) = /K(@gt@) ‘t:oZ/K<Z'§tOd@—i—d(igtoq)))hzo
_ /(i;od@) lizo
K

= / (—iag o (dw} Aws —wi Adws) — ig odtNd (Mwi — )\gwi’)> li=o
K t t

- / (=i o (df Al — A du) — d (e = Aot) ) emo
K
Nun folgt durch die Strukturgleichungen
—dWP AW = —dwd Awd +wd A dwd
= ng (w?/\wg’—l-wf/\wg) —l-wg/\ (wé /\w%—kwi’/\w%)
i)

Verjiingt man nun den obigen Ausdruck mit 5; und wertet dies nun an der

Stelle t = 0 aus (bezeichnet mit ), so ergibt dies mit der Formel fiir f'(0),
den Strukturgleichungen und Cartan’s Lemma

f(o):/ A (P11 + Paz) Wy A @ — dx,
K

11



mit einer glatten 1-Form x und glatten Funktionen p;; und pgs. Unter An-
wendung des Satzes von Stokes verschwindet der letzte Term im obigen In-
tegral und man erhéalt

f) = /K)\(ﬁn—f—ﬁm)@é/\@g

= / )\59){
K

Diese aus den Strukturgleichungen kanonisch hervorgegangene 2-Form 62y
wird 1. Variation des Willmore-Integranden {2x genannt.

O

Satz 1 Sei M? eine orientierte Fliche. Dann ist X : M? — S® eine
Willmore-Immersion genau dann, wenn 62x = 0.

Beweis Sei A eine glatte Funktion auf M mit kompaktem Trager in K, dann
existiert eine Variation X; mit Trager in K, so dass Aez das Variationsvek-
torfeld bei t = 0 ist. Nach der vorangegangenen Proposition gilt dann

d

G WX e = [ A9

Da A beliebig mit kompaktem Trager war, folgt, dass die linke Seite der
Gleichung genau dann fiir alle solche Variationen X; verschwindet, wenn
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