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1 Einleitung

Dieser Vortrag beschiiftigt sich mit dem Quaternionenschiefkérper H (nicht zu
verwechseln mit der oberen komplexen Halbebene) und assoziierten Strukturen
wie quaternionische Vektorrdume, projektive Rdume und Vektorbiindel, die die
Entwicklung einer Theorie von Funktionen in Analogie zu den aus der kom-
plexen Theorie bekannten holomorphen und meromorphen Abbildungen (wobei
letztere als holomorphe Abbildungen von C nach PC aufgefasst werden koénnen),
erlauben. Wir beginnen mit der Definition von H und seinen grundlegenden Ei-
genschaften.

Definition 1 (Quaternionenschiefkérper). Sei A die von den Symbolen i, j, k
erzeugte freie nichtkommutative, assoziative R-Algebra mit Eins. Dann definie-
ren wir den Quaternionenschiefkdrper

H:= A/(i* = j> = k* = ijk = —1).
Zu a = ag + iay + jas + kag € H mit ag, ay, as, a3 € R definieren wir

a:=ag — a1 — jas — kas,
Rea := ay,

Ima :=1ta; + jas + kas,

la| := \/a% +a? + a3+ a3.
Satz 1 (Elementare Eigenschaften).

(a) Zu jedem a € H existieren eindeutig ag,a1,as2,a3 € R, so dass a = ag +
ia1 + jas + kas. Insbesondere gelten die kanonischen Isomorphien reeller
Vektorrdume

H >~ R%,
Im H = R3.

(b) H ist ein Schiefkérper.



(¢) Fiir alle a,b € H gilt

(i) ab = ba.

(i) Das R*-Skalarprodukt (-,-) ist in H darstellbar als
1 _

(a,b) = Re(ab) = Re(ab) = 5(66 + ba).
Insbesondere gilt
la] = +/(a,a) = Vaa.
(#3) |ab| = |al|b|.

(iv) a und b kommutieren genau dann, wenn {Ima,Imb} C R? linear
abhdngig ist. Insbesondere ist Z(H) = R.

(d) Sei a € H. Es ist a*> = —1 genau dann, wenn |a| = 1 und Rea = 0.
In diesem Fall ist die von a erzeugte Unteralgebra von H ein komplexer
Zahlkorper. Die Menge

{acH:a®=—1}

ist die 2-Sphire in R3.

Wir identifizieren C mit dem komplexen Zahlkérper, den man mit a = 1
erhdlt, wobei wir dieses i mit der komplexen Einheit in C identifizieren.

(e) Seien a,b € ImH, dann gilt
ab=a xb— (a,b)
beziiglich des Vektor- und des Skalarprodukts in R3.

Beweis. All diese Eigenschaften folgen entweder direkt aus der Definition von H
oder es ist klar, wie man sie nachrechnet. O

2 Lineare und konforme Abbildungen in quater-
nionischen Vektorriumen

Die Theorie der quaternionischen Vektorrdume ist etwas trickreicher als gewhn-
liche lineare Algebra, da H nur ein Schiefkérper ist.

Definition 2 (quaternionischer Vektorraum). Sei V' ein H-Rechtsmodul. Dann
heifit V' quaternionischer Vektorraum.

Beispiel 1. Das n-fache kartesische Produkt H™ wird in kanonischer Weise zum
quaternionischen Vektorraum. Da H ein Divisionsbereich ist, hat zudem jeder
quaternionische Vektorraum eine Basis und eine Dimension. Insbesondere ist
jeder endlichdimensionale quaternionische Vektorraum isomorph zu H" fiir ein
geeignetes n.



Bei iiblichen Vektorrdumen ist es bekanntlich egal, ob man sie als Links-
oder Rechtsmoduln definiert. Wegen der fehlenden Kommutativitdt macht die
explizite Rechtsmodulstruktur quaternionischer Vektorrdume jedoch einen Un-
terschied, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 1.
(a) Sei p € H.

(i) Die Abbildung
A:H— H, T = ur

ist linear.

(ii) Sei'V ein quaternionischer Vektorraum, dann ist die Abbildung
B:V -V, T T
im allgemeinen keine lineare Abbildung.

(b) Seien V,W quaternionische Vektorrdgume. Dann ist Hom(V, W) zwar ein
reeller, im allgemeinen aber kein quaternionischer (nicht einmal ein kom-
plexer) Vektorraum.

(c) Sei V ein quaternionischer Vektorraum, A € End(V) und A € H ein
Eigenwert von A mit Im A # 0. Dann ist

U:={veV:A(w) =vA}
kein quaternionischer Vektorraum.
Beweis.

(a) Die erste Aussage ergibt sich durch Nachrechnen. Bei der zweiten Aussa-
ge schlidgt die Skalarenmultiplikation fehl, denn sei A € H, dann gilt im

Allgemeinen
B(z\) = 2 p # xph = B(x)\.

(b) Hier passiert im Wesentlichen dasselbe wie oben. Sei A € Hom(V, W) und
A, i € H, dann ist im Allgemeinen

(AN)(2) = Alep)A = A@)ud # Ale)he = (AN (@)

(c) Seien v € U, v # 0 und p € H mit puA # Ap. Dann gilt wie oben

A(vp) # vuA. O

FEine Moglichkeit, bei der Definition der zu einem Vektorraum gehérenden
Konzepte im Quaternionischen diese Problematik zu umgehen, ist der Riickgriff
auf reelle Strukturen.



Definition 3 (Erwartungswert). Sei V' ein quaternionischer Vektorraum der
Dimension n. Fiir ein A € End(V') definieren wir den Erwartungswert von A

1
(A) = n Spury A.
Hiermit kénnen wir fiir A, B € End(V') folgende Bilinearform definieren:
(A,B) := (AB).

Eine weitere Moglichkeit ist, dass man sich einfach eine komplexe Struktur
dazudefiniert.

Definition 4 (komplex quaternionischer Vektorraum). Sei V ein (C,H)-Bi-
modul, J € End(V) (Endomorphismen beziiglich der quaternionischen Struk-
tur) mit J2 = —1, so dass fiir alle v € V und 2z € C

z2v=vRez+ J(v)Imz

gilt. Dann heifit (V,J) ein komplex quaternionischer Vektorraum. Dabei nennt
man J auch die kompleze Struktur von V. Spiter werden wir Ahnliches fiir
mit Vektorrdumen verwandten Gebilden definieren, etwa fiir Vektorbiindel. Wir
behalten dabei die Bezeichnung , komplexe Struktur® bei.

Mit dieser zusétzlichen Struktur bilden die Homomorphismen einen kom-
plexen Vektorraum mit kontrolliertem Verhalten bei Faktorenvertauschung im
folgenden Sinne:

Satz 2. Seien (V1,J1) und (Va, J2) komplex quaternionische Vektorriume. De-
finiere
Homi(Vl, Vz) = {A S Hom(Vl, Vg) : AJl = :|:J2A}

Dann gilt
Hom(V3, Va) = Homy (V1, Va) @ Hom_ (V4, Va).

Homy (V4,V3) sind dann komplexe Vektorridume mit
zA:=ARez+ JoAIm z

(hier ist das Im in C gemeint, also Imz € R).

Beweis. Offensichtlich ist
HOH1+(V1, Vg) N Hom_(Vl, V2) = {0}
Sei nun A € Hom(V7, V). Definiere

Ai =A + JQAJl.



Dann ist A2 = A, + A_. Weiterhin gilt

ApJy = AJy + J,A
= AJy + Jo(A — ATy + o AJy)
= AJy + A, — AJy
= DA,

Also ist A4 € Homy (V1, V). Analog zeigt man A_ € Hom_(V4, V5). Damit
folgt der erste Teil der Aussage.

Beim zweiten Teil ist nur das Assoziativgesetz der Skalarenmultiplikation
nicht unmittelbar klar. Um es zu beweisen, benutzen wir, dass fiir w,z € C

Rewz = RewRez — ImwIm z, Imwz =RewImz+ ImwRez
gilt. Dann hat man fiir A € Homy (V1,V3)

w(zA) =w(ARez + JoAIm z)
= ARewRez+ JobAImwRez + wAJ; Im z
= ARewRez+ JoAImwRez + AJi RewImz + JoAJ; Im zIm 2
= A(RewRez —ImwIm z) + JobARewIm z + Imw Re 2)

und die analoge Aussage fiir A € Hom_ (11, V2). O

Mit dieser zusétzlichen komplexen Struktur steht uns der Weg frei, das aus
der komplexen Theorie bekannte Konzept der konformen linearen Abbildung
ins Quaternionische zu iibertragen. Dazu ist allerdings noch ein wenig Vorarbeit
erforderlich.

Definition 5. Sei V ein zweidimensionaler R-Vektorraum, B eine geordnete
Basis von V und J € End(V) mit J? = —1, so dass fiir alle z € V'\ {0} die Basen
(z,J(z)) und B orientierungsgleich sind. Dann heifit J orientierungskompatibel
zu B.

Lemma 2 (Fundamentallemma).

(a) SeiV ein zweidimensionaler R-Vektorraum und J € End(V) mit J> = —1.
Dann existiert eine geordnete Basis B von V', so dass J orientierungskom-
patibel zu B ist.

(b) Seien I,r € H mit |2 = r?> = —1 und definiere
VE.={rcH:lar = £z}.

Dann sind V* zueinander orthogonale reelle, zweidimensionale Unterriu-
me von H.



(c)

(d)

(¢)

Sei V' ein zweidimensionaler, reeller Unterraum von H mit geordneter
Basis B. Dann gibt es genau ein Paar (I,7) € H?, so dass

P?=r?=-1,
WV=Vr=V, (1)
V=A{eeH:ler =2z}

und auferdem 1, mittels (1) aufgefasst als V-Endomorphismus, orientie-

rungskompatibel zu B ist. Wir bezeichnen | bzw. r als linken bzw. rechten
Normalenvektor zu V' beziiglich B.

Gilt zusditzlich zu den Voraussetzungen in (c¢) noch V- C ImH, dann ist
N :=1=r und N ist der Normaleneinheitsvektor zu V in ImH = R3.

Seien V1, Vo quaternionische Vektorrdume der Dimension 1 und
U C Hom(V1, Va)

ein zweidimensionaler reeller Unterraum mit orientierter Basis B. Dann
existieren genau ein J; € End(Vy) und genau ein Jo € End(Va), so dass
(W1, J1) und (Va, J3) komplex quaternionische Vektorrdume sind mit

SU=U=UJ;
U= {A S Hom(Vl, ‘/2) : JQAJl = 7A},

wobei Jy orientierungskompatibel zu B ist.

Beweis.

(a)

Sei x € V mit z # 0 und setze B := (z, J(x)). Wegen J? = —1 hat J in
dieser Basis die Matrix

0 -1

1 0 /)"

Fiir eine weitere Basis der Form B’ = (y, J(y)) ist dann J(y); = —y2 und

J(y)2 = y1. Die Determinante der Basistransformationsmatrix ist dann
2, .2

yi +yz > 0.

Offensichtlich sind V* reelle Vektorriume mit
Vtnv- ={o}.

Definiere fir x € H

=z + lor,

dann folgt H = VT & V™~ genau wie in Satz 2. Durch Nachrechnen findet

man, dass
dim({1,4,1}F) > 2,

also ist dimVE = 2.



(c) Sei z € V ein Einheitsvektor. Wegen Lemma 1 (a)(i) ist dann V := 2=V
ebenfalls ein zweidimensionaler, reeller Unterraum von H. Es ist 1 € V.
Dann existiert ein bis auf das Vorzeichen eindeutiges a € V mit a L 1
und |a| = 1. Wegen Satz 1(d) ist dann a®> = —1 und V ein komplexer
Unterkorper von H. Definiere nun [ := zar~! und r := —a. Dann gilt

IV =zaz™ 'V =2aV = 2V = V,
Vr=zz"Wa=aVa=2aV =V.
Sei weiterhin y € V, dann ist 271y € ‘7, also ist
lyr = zaz 'y(—a) = z(—a?)z "y = y.
Damit ist V' C {y € H : lyr = y}. Die Gleichheit folgt mit (b). V st

unabhéingig von z, denn sei y € V' ein weiterer Einheitsvektor, dann ist

ylr=(z7ly)"t €V, also

y71V = yill‘iﬂilv = yilxi} = ‘7

Die beiden moglichen Vorzeichen von a korrespondieren offenbar mit zwei
verschiedenen Orientierungen, so dass man sich die richtige auswihlen
kann.

(d) Sei z € V ein Einheitsvektor mit z L x. Wegen Satz 1(e) erfiillt n :=1 =
r = +x X z alle notwendigen Eigenschaften.

(e) Wéhle Basen zu V; bzw. Vs, dann haben wir kanonische Isomorphismen
Vi 2 H = V5. Die Homomorphismen werden dann zu Linksmultiplikatio-
nen mit Quaternionen, so dass dieser Teil des Satzes aus den Vorherge-
henden folgt. O

Definition 6 (konforme Abbildung).

(a) Seien F': C — H eine R-lineare, injektive Abbildung und I, € H mit
1?2 =r? = —1, so dass fiir alle z € C

*xF(z) := F(iz) =1F(z) = —F(2)r
gilt. Dann heifit F' konforme lineare Abbildung.

(b) Seien M eine riemannsche Fliche und J: TM — TM mit J? = —1. Eine
Abbildung f: M — H heifit konform, falls [,r: M — H existieren, so dass

2 =72 =—1firallez € M, (2)
wdf = dfJ = ldf = —dfr. (3)

Satz 3.

(a) Eine konforme lineare Abbildung F: C — H ist konform im klassischen
Sinne, wenn man F als Abbildung R? — F(C) C R* auffasst.



(b) Sei M eine riemannsche Fliche mit J: TM — TM, so dass J* = —1, und

F: M — H eine Immersion, fir die l,r: M — H existieren, so dass (3)
gilt. Dann ist f eine konforme Abbildung und | und r sind (bis auf Ori-
entierung) eindeutig bestimmt. Man nennt | bzw. v dann den linken bzw.
rechten Normalenvektor zu f.

Beweis.

(a)

3

Seien F': C — H eine konforme lineare Abbildung und z,y € C = R?
zueinander orthogonale Vektoren. Dann ist ohne Einschrénkung (d. h. bis
auf einen reellen Faktor) y = ix. Da F injektiv ist, ist V := F(C) C H ein
reeller, zweidimensionaler Unterraum. Fiir 2,y € V gilt wegen Satz 1(c)

(z,y) = Re(zy) = Re(Tlly) = Re(lzly) = (Iz,ly)

und daher
(xle) = (lir? _x) = —(w,lm),

also (z,lx) = 0. Nun gilt
(F(2), F(y)) = (F(x), F(iz)) = (F(2),1F(z)) = 0.

Also ist F' R*-konform. Ubrigens erfiillen [ und r die Eigenschaften des
linken bzw. rechten Normalenvektors von V.

Ist f eine Immersion, so ist df, fiir alle x € M eine Abbildung, die die
Voraussetzungen von (a) erfiillt, d. h. die zugehorigen I, und r, erfiillen
die Normalenvektoreigenschaften. Nach Lemma 2(c) sind diese bis auf Ori-
entierung eindeutig bestimmt. O

Quaternionische projektive Riume

Quaternionisch projektive Rdume P"H mit n € Z~o sowie die Projektion

7 '\ {0} — P"H

konnen wie iiblich definiert werden. Wir untersuchen zunéchst die Struktur von
P™"H als n-dimensionale H-Mannigfaltigkeit.

Satz 4.

(a) Fir B € (H"1)* sei Ug := {zH € P"H : EIHﬂ(y) # 0}. Definiere

yex

Vg i={y e H"": B(y) = 1} X H" und
fa:Ug — V3, oH — zB(x) " .

Dann ist fg wohldefiniert und { f3}gemn+1y~ ist ein Atlas fir PPH als n-
dimensionale quaternionische Mannigfaltigkeit. Aufgefasst als reelle Man-
nigfaltigkeit ist diese analytisch.



(b) Sei zH € P"H. Dann ist

T,uP"H = Hom (zH, H" ! /2H).

(c) Seien M eine glatte Mannigfaltigkeit und f: M — Hr+? \ {0} eine glatte
Abbildung. Definiere f := wf. Seien weiterhin x € M, A € H und v €
TyM. Dann ist

(da f(0))(f(@)A) = da f(0)A + [(2)

(wobei wir obige Identifikation des Tangentialraums mit den Homomor-
phismen benutzen). Dementsprechend benutzen wir die Notation

(8/(0)(f) :==df(v) mod f.
Beweis.

(a) Aufgrund der R-Linearitdt von (3 ist fz wohldefiniert und es ist offensicht-
hCh, dass {Ug}ﬁe(Hn+1)* ein Atlas ist.

(b) Fiir alle 8 € (H"™1)* definiere
hg = fgm: H" 1\ {0} — V3, y — yB(y) "L

Dann gilt fiir v € H*™! nach der Produktregel

dyha(v) =vB(y) " —yBy) ' Bv)By) .

Dann ist dyhg(v) skalierungsinvariant in (y,v). Auflerdem ist fiir v # 0
dyhs(v) = 0 genau dann wenn

vB(v) " =yBy)

also v € yH. Da die fg alle injektiv sind, gelten dieselben Aussagen auch
fiir d,7(v). Die Isomorphie ergibt sich damit mittels der Abbildung

Hom (zH, H" ™! /2H) — TzP"H, F — d,7(F(z)).

(¢) Mit der Kettenregel gilt

dp f(v) = do(m(f(0))) = (4 (da f(v)).

Wegen (b) erhalten wir also

(da f(0))(f (2)A) = (A, ) (daf (V) (f (@)A) = daf()A+ f(z). D

Beispiel 2. Der einfachste quaternionisch projektive Raum ist P1H. Sei 0 # 3 €
(H?)*. Dann ist dim Kern 3 = 1, also ist nur ein Element aus P'H nicht in Ug.
Daher entspricht P'H der 4-Sphire.



4 Quaternionische Vektorbiindel

Definition 7 (quaternionisches Vektorbiindel). Sei M eine glatte Mannigfal-
tigkeit und 7: V' — M ein reelles Vektorbiindel vom Rang 4n. Ferner gebe es
eine multiplikativ geschriebene Operation V x H — V| die faserinvariant ist und
auf jeder Faser einen quaternionischen Vektorraum induziert. Dann heift 7 ein
quaternionisches Vektorbiindel. Wenn klar ist, was gemeint ist, wird auch V als
das quaternionische Vektorbiindel bezeichnet.

Beispiel 3. Seien
Y= {(,v) e P"H x H"*! : v € [}

und
Ty X — PPH, (l,v) — L.

Dann ist 7y, ein quaternionisches Vektorbiindel, ndmlich das tautologische Biin-
del, fir das ¥; =1 gilt.

Theorem 1. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann gibt es ein natiirliches
1: 1-Verhdltnis zwischen glatten Abbildungen

f: M — P"H
und Linienunterbindeln von
7w M x H' " — M, (v,1) — v.

Beweis. Sei ¥ C P"HxH"*! das tautologische Biindel. Wir ordnen einer glatten
Abbildung f: M — P"H die Zuriickziehung f*¥ zu, genauer

[ ={(r,v) e M xX:v€Xpy}

Dies ist ein Linienunterbiindel von 7, da (f*¥), = X;(,) = f(z). Damit ist diese
Zuordnung auch offensichtlich injektiv. Sei umgekehrt L ein Linienunterbiindel
von 7. Definiere dann f(x) := L,. O

Satz 5. Seien M eine glatte Mannigfaltigkeit, L ein Linienunterbindel des
Vektorbiindels H :== M x H" ™1, 2 € M und v € T,M. Setze fiir Schnitte 1) von
L

6(v) == = dgtp(v) + L.

Dann ist § eine 1-Form mit Werten in Hom(L, H/L). Wir nennen § dann die
Ableitung des Linienbiindels L. Diese entspricht der Ableitung der nach Theo-
rem 1 zu L gehorenden glatten Funktion f: M — P™H.

Beweis. Wir fassen 1 via 9 (z) € L, C H, = H"! als Abbildung M — H"*!
auf. Fiir ein glattes A: M — H gilt nach der Produktregel

d(®A)(v) = dp (V)X + pdA(v) € dp(v)A + L,
so dass 6(v) € Hom(L,H/L). Dass § der Ableitung von f entspricht, folgt

faserweise aus Satz 4(b). O

10



Definition 8 (komplex quaternionisches Vektorbiindel). Sei V' ein quaternioni-
sches Vektorbiindel und J ein globaler Schnitt von End(V) mit J? = —1. Dann
heifit das Tupel (V, J) ein komplex quaternionisches Vektorbiindel.

Satz 6. Seien M eine orientierte, glatte Fliche, f: M — P'H eine Immersion,
L das nach Theorem 1 zu F gehdrende Linienunterbindel des Vektorbiindels
H := M x H?, § die Ableitung von L und B eine Basis von TM. Dann existie-
ren eindeutige komplexe Strukturen J,J, so dass (L,J) und (H/L,J) komplex
quaternionische Vektorbindel sind und fiir alle x € M gilt:

J6(TaM) = §(To M) = §(T,M)J,

Jé=46J
und J ist orientierungskompatibel mit 6(By).
Beweis. Dies folgt aus Lemma 2(e). O

Definition 9 (konforme Kurve). Seien M eine riemannsche Flidche, L ein Lini-
enunterbiindel des Vektorbiindels H := M xH"*! und J eine komplexe Struktur
fiir L, so dass

*x0 = 6.J.

Dann heifit L eine konforme Kurve in P™H.

Definition 10 (holomorphe Struktur). Sei (V — M,.J) ein komplex quater-
nionisches Vektorbiindel iiber einer riemannschen Fliche M. Definiere

KV :={w € Homg(TM,V) : xw = Jw},
KV :={w € Homg(TM, V) : sw = —Jw},
so dass Homg(TM, V) = KV @ KV. Sei weiterhin
D:T(V) - T(KV)

eine H-lineare Abbildung, so dass fiir alle ¢» € I'(V') und alle glatten A\: M — H
die Produktregel
1
D(yYA) =D(Wp)A+ i(wd)\ + Jy*xd\)
gilt. Dann heifit D holomorphe Struktur auf (V,J) und man definiert die holo-

morphen Schnitte von V
H°(V) := Kern D.

11



5 Die quaternionische konforme Gauflabbildung

Definition 11. Seien M eine riemannsche Fliche und S eine komplexe Struktur
auf dem Vektorbiindel H := M x H?. Dann definieren wir

dp e %(dw _ S xdy) A"y = %(dz/) + 8 xde))
1 — 1
0 1= S(d — SA(5)) D= L (A" — S (S)
A=d - Q:=d"—3.

Spiiter werden wir A und @ auch als Hopffelder bezeichnen (s.u.).

Satz 7. Fir die soeben definierten Grifen gilt:

«d = Sd',

wd” = —Sd”,

*5 = Sk, (4)

05 = 50,

dS = S0,

AS = —SA, (5)

QS = -5Q, (6)
A€ T(K End~ (H)), (7)
Q € T(K End (H)), (8)
Q- i(SdS — «ds), ()
A= %(SdS +4dS), (10)

AA+Q)=2QAQ+ANA).

Beweis. Die ersten sieben dieser Gleichungen lassen sich leicht mit den Defini-
tionen nachrechnen. Wegen (5) und (6) sind A,Q € I'(End™ (H)). Nun gilt

xA) = x(d" — 9)
= L+ 5a(50)
= (54 + 5% (50))

_ %S(d’w + Sd/(S¥))

= SA.

Also ist A € T'(K End™ (H)). Analog folgt (8).

12



Weiterhin gilt

(SdS)ep + (%dS)h = SA(Sy) — S2dep + *d(Sv) — xSdy
= Sd'(S) + Sd"(Sy) — %A’y — %A
+ 8d'(Sv) — Sd"(Svp) — S2d'y + S2d"y
= 2(Sd'(Sy) +d'y)
= 4A.

Damit folgt (10) und auf analoge Weise (9).
Aus diesen beiden Gleichungen folgt schliefSlich

d(A+Q) = %d(SdS)

= %dS AdS
25(A+Q)ANS(A+ Q).

Mit der Darstellung des dufleren Produkts von 1-Formen iiber den Hodge-Stern
WA E=wxE — *wE,
also
(WAEX) = (w§ = xw)(X) = w(X)§(JX) — w(JX)E(X),
erhalten wir
SwASE=wAE
und damit
dA+Q)=2(ANA+ANQ+QNA+QANQ).
Wegen (7) und (8) gilt aber

ANQ = AxQ — +AQ = —ASQ — SAQ = SAQ — SAQ = 0

und analog Q@ A A = 0. Wegen xA = SA und *Q = QS sagt man auch , A ist
links-K“ und ,,@ ist rechts-K.“ 0

Theorem 2 (konforme GauBabbildung). Sei f: M — P'H die Immersion einer
konformen Kurve. Nach Theorem 1 entspricht dies einem Linienunterbiindel L
von H := M x H2. Sei 7: H — H/L die kanonische Projektion und § die
Ableitung von L mit den gemdfl Satz 6 zugehérigen komplexen Strukturen J
bzw. J von L bzw. H/L. Dann existiert genau eine komplexe Struktur S auf H,
so dass

SL=1L, (11)
dSL C L, (12)
«0=0S|,, =S=Jr, (13)
Q|L =0 (14)
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((13) bedeutet im Prinzip, dass S eine Erweiterung von J und J ist.) Fiir dS
gilt

(dS,dS) = (xdS, *dS),
(dS, #dS) = 0

Fiir x € M entspricht S, via
S, = {NePH: S, A C A}

einer 2-Sphdre tangential zu L. Man nennt S dann die konforme Gauflabbil-
dung. Die zugehdrigen Differentialformen A und @ heifsen Hopffelder.

Beweis. Sei ®: H — L & H/L ein Isomorphismus. Dann definieren wir
Sp =0 (J+ J)®
Damit erfiillt Sg (11) und (13) genau dann, wenn
-1 o
B[, =,
7 JP = Jr
gilt. Weiterhin gilt fiir ¢ € I'(L)
(mdSe)() = m(d(Sa?) — Sedy)
= (d(Jy) + L) — (Jdy + L)
= (07) — (Jo)y = 0.

Damit erfiillt S¢ also auch (12). Sei S’ eine weitere komplexe Struktur, die (11),
(12) und (13) erfiillt. Dann gilt fiir R := Sg — S’ einmal

gemif Satz 5 also

TR=nS8 — 7S = Jn— Jr =0,

also RH C L, und wegen 5’|, = S¢|, = J folgt L C Kern R. Ist umgekehrt R
ein Schnitt mit
RH C L CKernR, (15)

dann erfiillt S¢ + R (11), (12) und (13); damit haben wir alle in Frage kom-
menden komplexen Strukturen erfasst. Wir wollen jetzt R so bestimmen, dass
S’ auch noch die Bedingung (14) erfiillt. Dazu berechnen wir zunéchst @’
geméB (9):
1
Q, = Z((S{) + R)d(Sq) + R) — *d(Scp + R))

= Qo+~ (Sq>dR + RdSe + RAR — +dR).
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Mit ¢ € T'(L) gilt dann also

Q') = Qo) + (SsdR)(w) + (RASs) () +(RAR)() — (+1R)(¥)
—_———

= Qo(w) + 7((Svd) (RY) S Ry
————

+ (Rd)(Ry) — R*dy) — (+d)(Ry) ++Rd)
=0 =0 =0

mit Satz 5 und Gl. (4)

= Qa(¥) + i(—S<I>R7T_1(S’¢ + R~ x81))

= QoY) — ~(SeR — RSg)m 0%

1

4
(Wegen L C Kern R sind Ausdriicke mit 7! sinnvoll, solange links von ihnen
ein R steht.) Nun gilt aber

SeR = Sp(Sp — ')
=52 — S35’
= 5%~ 545
= (8" — S3)S" — R?
=-RS - R?
=—R(S"+R)
= —RSs.

Damit ist

1 _
Q' (V) = Qo) — §S<1>R7T 151
Wir moéchten R also so wihlen, dass %S@Rﬂ'_lcS = Q¢. Es gilt nun

%S@Rﬂ'_léz Qa

<~ Rr—16= —25@@@
< Y R7T715(’U): 725@@@(0)
0#4veETM
da f eine Immersion ist:
< A R= —25¢Qq>(’l))(5(’l})_17'r.
0#4vETM

Tatséchlich ist R unabhéngig von v, da TM komplex eindimensional ist und
Qy(v)d7 1 (v) invariant unter v — (z + yJ)v; 2,y € R. Es muss noch gezeigt
werden, dass R der Bedingung (15) geniigt. L C Kern R ist klar. RH C L folgt
aus

1
Q@L = Z(Sq>d5¢, — *dS@)L - L.
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Damit geniigt S’ den Anforderungen. Da S’ fiir jeden passenden Isomorphismus
® eindeutig aus einer festen Menge wihlbar ist und L unabhéngig von ® ist, ist
auch S’ unabhiingig von ®.
Nun zeigen wir den zweiten Teil der Aussage. Aus der Differenz von (9)
und (10) erhalten wir
*dS =2(A - Q),

also ist

(*dS, xdS) = 4(Q — A,Q — A)
=4(Q* - AQ - QA + A?)

Wegen (7) und (8) ist aber AQ = QA =0, also

= 4Q%+AQ + QA + A7)

=4(Q+A)(Q+4))

= —4{(Q+ A)(=5)*(Q +4))
wegen (5) und (6) =4(—-S(Q+ A),—S(Q + A))

— (dS,dS).

Weiterhin gilt

(dS;#dS) = 4(=S(Q + A4), A - Q)

= 4(— (SQA) +(SQ?) — (SA?) + (SAQ)),
t’o_/ W:O

Aus der zyklischen Invarianz der Spur sowie (5) und (6) folgt aber
(54%) = —(54%) =0 = —(5Q?) = (SQ?).

Zum letzten Teil der Aussage. Sei v ein Eigenvektor von S, mit Eigenwert [
(ein solcher existiert, da S,, aufgefasst als C*-Endomorphismus, normal ist).
Das Quaternion w ergénze v zu einer Basis des H?. Seien (h,r) die Koordinaten
von Sp(w). Dann gilt fiir A\, 4 € H, g # 0 und p := Ap~1:

S(A +wp) € (VA + wp)H

— 3 S t+wp=(vAuTt +w)pa
acH

— 3 Svp+w)= (vp+ w)a
acH

= 3 vlp + vh + wr = vpa + wa
acH

= lp+h=pr

= lp—pr=—h.

Der letzten Gleichung entspricht wegen Lemma 2(¢) ein reell zweidimensionaler,
affiner Losungsraum fiir p, also auch fiir y. Dieser entspricht einer 2-Sphére. [
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