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Dieser Vortrag orientiert sich an dem Buch Conformal Geometry of Surfaces in S* and Quaternions
[1] von Burstall, Ferus, Leschke, Pedit, Pinkall, das eine gute Grundlage fiir die quaternionische
Funktionentheorie ist.

1 Das Energie-Funktional
Definition 1.1. Die Menge Z sei definiert durch
Z ={S e End(H?)|S* = —1}.

Wir zeigen zunéchst, dass dies die orientierten 2-Sphiren in P'H sind. Die Menge Z bildet eine
Untermannigfaltigkeit von End(H?) mit

TsZ = {X € EndH?)|XS=-SX}
1gZ = {Y € EndH?)|YS = SY}

Lemma 1.2. Fir ein S € Z definieren wir
S :={y e P'H| Sy =7}
Dann gilt

1. 8’ ist eine 2-Sphire in P'H, entspricht also einer reellen 2-Ebene in H = R* unter einer
geeigneten Koordinatentransformation.

2. Jede 2-Sphire kann auf diese Weise durch ein S € Z erhalten werden, dies ist eindeutig bis
auf Vorzeichen.

Beweis. Wir betrachten H? als einen komplexen Vektorraum mit imaginirer Einheit 7. Dann ist
S C-linear und besitzt einen komplexen Eigenwert [. Gilt Sv = vl, dann gilt

S(vH) = vlH = vH

Somit ist S’ # (). Wir wihlen eine Basis v, w von H?, so dass vH € S’ gilt, d.h. Sv = vl fiir ein !
und Sw = —vH — wr. Dann folgt aus §%2 = —T

?=-1=r* IH=Hr

3

Fiir die affine Parametrisierung h : H — P*H, x — [vz + w] erhalten wir :

vr+wlesS = Fy:Svr+w) = (ve+w)y
— v vl —vH —wr =vxy + wy
| lz—H =xy
37.{ Cr=
— lx+axzr=H

«—



Dies ist eine reell-lineare Gleichung fiir  mit zugehoriger homogener Gleichung
lxr+2r=0

Diese hat reelle Dimension 2 wegen Lemma 2(Vortrag Alexander Klauer) und jede reelle 2-Ebene
kann auf diese Art realisiert werden. Offensichtlich bestimmen S und —S die gleiche 2-Sphére. Aber
S bestimmt (,7) und fixiert somit eine Orientierung der obigen reellen 2-Ebene und dadurch auch
eine Orientierung von S’. Somit entspricht Z den orientierten 2-Sphéren in P'H = S*. o

Wir benutzen erneut das innere Produkt
1
<A,B>:=<AB> = §SpurR(AB).

Definition 1.3. Das Energie-Funktional einer Abbildung S : M — Z einer Riemannschen Fldche
M ist definiert durch

E(S) ::/ <dS A xdS >
M

Kritische Punkte dieses Funktionals beziiglich Variationen von S heiflen harmonische Abbildungen
von M nach Z.

Die Hopf-Felder A und @ wurden definiert durch
1 1
A= Z(SdS+*dS) Q= Z(SdS—*dS)

Proposition 1.4. S ist genau dann harmonisch, wenn die tangentiale Komponente von d * dS

verschwindet.
(d+dS)T =0 (1)

Dies ist dquivalent zu den folgenden Gleichungen

d(S+dS) = 0 (2)
dxA = 0 (3)
dx@Q = 0 (4)
(5)
Es gilt
d(S+dS)=4d+Q =4d+ A= S(d*dS)" = (SdxdS)” (6)
Beweis. Wir betrachten eine Variation S; von S in Z mit dem Variationsvektorfeld Y := £ 9.

dt
Wegen Y € TsZ gilt dann SY = =Y S.

d
—E(S) = 4 / <dS A xdS> = / (<dY A *dS>+ <dS N *xdY >)
dt dt | "

Wenn wir die Formel fiir das Wedgeprodukt w A 8 = w * 8 — *wf und Spurg(AB) = Spurg(BA)
benutzen, erhalten wir

<dS AN*dY > = <dS(—dY) —*dS «dY > = <xdY xdS — dYdS> = <dY N *dS>

Eingesetzt ergibt sich

4 ps) :2/ “dY A #dS> = —2/ “Yd*dS> :—2/ <Y, d % dS>
dt M M M



Somit verschwindet die Ableitung des Energiefunktionals (S ist dann harmonisch) genau dann,
wenn dx*dS senkrecht auf Y € TsZ steht, also wenn d+dS normal ist. Fiir die anderen Aquivalenzen
beobachten wir zunichst

0 = dxd(S*) =d(xdSS + S *dS)
= (d%dS)S — *dS AdS +dS A *dS + Sd x dS
= 2dS A*dS + (d*dS)S + Sd x dS

Dies ergibt nun zusammen mit *@Q — *A = 2dS und A = }(5dS + =dS)

8d*xQ = 8dxA=2d(S«dS)+d(—dS)
= 2dS A *dS +25dxdS
= S(d*dS)— (d*dS)S
= S(d*dS + S(dxdS)S)
= S(2(d*ds)")

Somit sind auch die restlichen Aquivalenzen gezeigt. O

Wenn nun S die konforme Gaufsabbildung einer Immersion einer holomorphen Kurve ist, so kdnnen
wir dS in die Hopf-Felder aufspalten.

Lemma 1.5.

<AS AxdS> = 4(<AN*A>+ <Q N *Q>)
<dSANSdS> = 4(<ANxA>— <QANA*Q>)

Beweis. Wir hatten die Gleichungen
dS =2(xQ —xA) *xdS=2A4-0Q) SdS=2(Q+ A)

und es gilt
*QANA=0 *xANQ=0

wegen dem Typ. Somit erhalten wir

<dS AxdS> = 4<(xQ —+A)N(A—-Q)>
= —A<xQANQ>—4<x ANA>
4<Q N +Q> +4<ANxA>
und der Fall SdS geht dhnlich. O

Lemma 1.6. Se: V ein quaternionischer Vektorraum, L C V eine quaternionische Linie, sowie
S, B € End(V') zwei Endomorphismen mit

S?=_-I SB=-BS image BCL

Dann gilt
Spurg B* < 0

und Gleichheit genau dann, wenn B|p = 0.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass B # 0 gilt. Dann ist L = BV und SB = —BS impliziert
SL=L. Sei nun ¢ € L\ {0} und
Sé=¢\, Bo=op.

Dann gilt A2 = —1 und aus BS = —SB folgt

Al = —pA



Deshalb ist auch p rein imagniéir. Somit folgt B2¢ = —|u|?$ und
Spurg B? = Spurg B%|;, = —4|u|*
O

Dies kann man nun anwenden auf A oder @ statt B, da ihr Rang kleiner gleich 1 ist. Wir erhalten
somit

Lemma 1.7. Es gilt
1
<AN*¥A> = §<A|L A Al >

und
<ANKxA>>0 <QAxQ>>0.

Im Speziellen gilt E(S) > 0.
Beweits.
_! A2 2 y__1 2
<AN*A> = 8SpurR( A (xA)° )= 4SpurRA

———
=—ASSA=A?

Wegen dim L = % dim H haben wir ebenfalls
<Alp AN*A|L> = —%SpurRAFL
Aufgrund der Inklusion AH C L erhalten wir
Spurg A? = Spurg A|2
Die Positivitat folgt aus dem vorherigen Lemma. O

Die folgende Proposition hilft uns das Energiefunktional durch ein anderes zu ersetzen.
Proposition 1.8. 1. Die 2-Form w € Q*(Z) definiert durch
ws(X,Y)=<X,8Y> SeZ X,YeTIsZ
ist geschlossen.
2. FirS: M — Z und dS = 2(xQ — xA) gilt
S*w=2<AN*A> —2<Q N *xQ >. (7)
Im Besonderen ist

1
deg S := —/ <AN*A> — <Q N *Q >
M

™

eine topologische Invariante (nicht der Abbildungsgrad von S).
Beweis. zu 1. Wir betrachten die folgende 2-Form auf End(H?)

1
O(X,Y) = §(<X, SY>— <Y, 5X>)
Dann ist ds@(X,Y, Z) eine Linearkombination von Termen der Form
<Y, XZ>

Aber fir XY, Z € TsZ und S € Z erhalten wir

<Y, XZ> = —<S*YXZ>=<SYXZS>
= <S*YVXZ>=-<Y,XZ>



und somit ist <Y, XZ> = 0. Wenn nun ¢ : Z — End(H?) die Inklusion ist, dann erhalten wir
do=d*O=1"do=0
zu 2. Es gilt
S*w(X,Y) = <dS(X),S8dS(Y)>
= J(<AS(X)SAS(Y)> — <SdS(X)dS(V)>)
_ %(<dS(X)SdS(Y)>  dS(Y)SdS(X)>)
= %<dS ASdS>(X,Y)

und wir erhalten mit Lemma 1.5 die Formel (7). Die topologische Invarianz unter Deformationen
von S folgt aus dem Satz von Stokes. Dazu sei S : M x [0, 1] — Z eine Deformation von Sp : M — Z
zu S1, dann gilt

0 = / dS*w

M x[0,1]
/ g*w—/ S*w
Mx1 Mx0
/wa—/ Sow
M M

Nun sehen wir mit
E(S) = 4/ CAN*A> 4+ <Q AN xQ>
M

= 8/ <AA*A>+4/ <QNAN*Q>— <ANxA>
M M

topologisch invariant

dass wir bei Variationsproblemen das Energiefunktional ersetzen koénnen durch das Integral von
<AN*A>.

2 Das Willmore-Funktional

Definition 2.1. Sei L eine Immersion einer kompakten holomorphen Kurve in P'H mit Hopf-Feld
A. Das Willmore-Funktional ist dann definiert durch

W(L) = l/ <ANxA>.
™ JM

Wenn wir die Immersion L : M — PYHI1 variieren, wird sie im Allgemeinen keine holomorphe

Kurve mehr bleiben. Allerdings kénnen wir immer eine komplexe Struktur wdhlen, die durch die

Kurve induziert wird. Beziglich dieser Struktur ist die Kurve dann wieder holomorph. Kritische

Punkte solcher Variationen heiflen Willmoreflichen. Wenn wir nur Variationen betrachten, die

die konforme Struktur erhalten, so sprechen wir von constrained Willmoreflichen.

Im Fall von Flichen im R* erhalten wir die herkémmliche Definition von Willmorefliichen.
Zunéchst ein Lemma, das wir im Beweis von dem darauffolgenden Theorem benutzen werden.

Lemma 2.2.
image d* Q C L C kerd*(Q



Beweis. Fiir einen Schnitt ¢ € T'(L) gilt wegen Q| = 0 (S ist die komplexe Struktur auf L)
0=d(=*Qv) = (d* Q) —xQ ANdip = (d* Q) — *xQ A 5
Da @ und § unterschiedlichen Typ haben, gilt
(d* Q) = *Q A 6t = 0
Somit ist die rechte Inklusion gezeigt. Sei nun 7 die Projektion von H auf H/L, dann gilt
m(d*Q)X,JX) = =w(d+A)(X,JX)
(X (xA(JX)) — JX (xA(X)) — «A([X, JX]))
—_——
L-wertig
= §(X)*xA(JX)—-46(JX) x A(X)
= —IJ(X)A(X) - 6(X)SSA(X)
0

O

Somit kénnen wir d * Q als eine 2-Form betrachten : d * Q € Q%(Hom (H, H/L))
Nun beweisen wir mit den entwickelten Begriffen ein Theorem, das bereits von Ejiri [2] und Rigoli
[3] bewiesen wurde.

Theorem 2.3. FEine Immersion einer holomorphen Kurve L ist genau dann Willmore, wenn die
konforme Gaufabbildung S harmonisch ist.

Beweis. Sei L; eine Variation der Immersion und S; die dazugehérende Gaufabbildung. Damit
L, konform bleibt, &ndern wir auch automatisch die komplexe Strukur, d.h. *. Die Variation hat
ein Variationsvektorfeld Y € I'(Hom(L, H/L)), gegeben durch

d
Yy = (EL_#) , Y eT(Ly)

Wie iiblich kiirzen wir die Ableitung % mit einem Punkt ab. Fiir einen Schnitt ¢ € T'(L) gilt
18y = w(SY) — 7S =Y S — Smip = (YS — SY )y (8)
Da die Extremwerte des Energiefunktionals auch die Extremwerte des Willmorefunktionals sind,

kénnen wir auch die Variation des Energiefunktionals betrachten.

d

d
L1 Bs) = —‘ S, A #,dS
dt lt=o0 (S0) dt t:O/M< AN

= / <dS A xdS> +/ <dS A *dS> +/ <dS A *dS>
M M M

I I 111
Allgemein gilt <A A «*B> = <B A *xA> wegen Spurg(AB) = Spurg(BA). Somit gilt
IIr=1.

Als néchstes behaupten wir
11 =0. (9)
Auf TM sei J = B, d.h. w =: w(BX). Dann gilt wegen J?> = —1 auch BJ + JB = 0 und
<dS AN#dS>(X,JX) = <dS(X)¥dS(JX)>— <dS(JX)*dS(X)>
= <dS(X)dS(BJX)>— <dS(JX)dS(BX)>
—<dS(X)dS(JBX)> — <dS(BX)dS(JX)>



Aber da S konform ist gilt
<dS(X)dS(JX)>=0 fir alle X.
Leitet man diese Gleichung nach X ab, so ergibt sich
<dS(X)dS(JY)> + <dS(Y)dS(JX)>=0

fiir alle X,Y. Benutzen wir dies mit Y = BX, so erhalten wir (9).
Als néchstes berechnen wir das Integral I.

I = _i/ <S8, dxdS>
M
© 4/ <8,8dx Q>
M
1 .
= —/ Spurg (5Sd * Q)
2 Jm
In dem vorherigen Lemma haben wir gezeigt, dass wir d * ) als eine 2-Form

d*Q € Q*(Hom(H/L, L))
betrachten konnen und fahren fort :
I = l/ Spurg (SSd+Q : H — H)
2 Ju
= %/ Spurg(7SSd+ Q : H/L — H/L)
M
1 .
= 5/ Spurg(wS|LSd+Q: H/L — H/L)
M
1
= 5/ Spurg (V'S —SY)Sd+ Q) : H/L — H/L)
M

— —1/ SpurR(Yd*Q)—l/ Spurg (SYSd * Q)
2 M 2 M

Nun ist d * @ tangential wegen (6) und antikommutiert somit mit S.

I

—1/ SpurR(Yd*Q)—i—l/ Spurg (SYd * QS)
2 Jm 2 Jm

—/ Spurg(Yd % Q)
M
= -8 / <Y,dx* Q>

M
Somit haben wir gezeigt

d

—|  E(S;)=-16 Y, d

dt‘t:o (5) /M< dx Q-
Wegen Y € Q%(Hom(H/L, L)) verschwindet dies fiir alle Variationsvektorfelder genau dann, wenn

dxQ =0

gilt. O
9
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