Kapitel 3

Differentialformen

3.1 Multilineare Algebra

Definition 3.1. Seien Vi, ..., V, und W Vektorrdaume tiber K. Dann heifst eine Abbil-

dung A Vi x ... xV, = W n-linear wenn fiir allei =1,...,n gilt

A((l‘l, e ,l‘n)) + A((l’l, ey Li—1,Yiy Lit1y - - - ,l‘n)) = A((Il, e i1, X4 + Y, ZL‘Z‘_H,l‘n))
A((l‘l, ey T, )\l‘i, Litly - - ,ZL‘n)) = /\A((Il, e ,l‘n))

Durch die punktweise Addition und Skalarmultiplikation wird der Raum aller n—
linearen Abbildungen von Vi X ... x V, nach W offenbar zu einem Vektorraum. Wenn
Vi,..., Vi, und W normuerte Vektorriume sind, dann besitzt der Vektorraum aller n—
linearen Abbildungen von Vi x ... x V, nach W folgende Norm.:

| A fl=sup{l] A((z1, . zn) [ 21 [[< L0 ] 2n <1}
Der entsprechende normierte Vektorraum wird mit L(V4, ..., V,; W) bezeichnet.

Ubungsaufgabe 3.2. Seien V und W endlichdimensionale normierte Vektorriume
tber K. Dann ist die Abbildung

& LV W) — L(V,WK), A d(A) mit
o(A) : VxW - K, (v, B) — (Bo A)(v)
ein Isomorphismus der normierten Vektorrdume L(V; W) und L(V, W'; K).

Definition 3.3. Seien Vi,...,V, endlichdimensionale normierte Vektorrdume (oder
reflexive Banachrdume) iber K. Dann ist das Tensorprodukt Vi ® ... ® 'V, definiert als
der normierte Vektorraum

LV, . V:K).

) n’
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Seien (v1,...,v,) € Vi X ... XV, entsprechende Vektoren. Dann bezeichnen wir mit
11 ® ..., das Element von V1 ® ... ® V, mit

M ... R0V, : ‘/{X...XVAHK (Al,...,An)'—>A1<U1)"'An(’l]n).
Vektoren dieser Form werden kohdrente Vektoren genannt.

Fiir endlichdimensionale Vi, ..., V,, ist die Lineare Hiille der kohdrenten Vektoren
von V) ®...®V, das ganze Tensorprodukt. Im Tensorprodukt mit einem unendlichdi-
mensionalen Vektorraum liegt die lineare Hiille der kohédrenten Vektoren nur dicht. Im
Folgenden werden wir des ofteren lineare Abbildungen auf Tensorprodukten dadurch
definieren, dass wir sie auf den kohérenten Vektoren festlegen. Wegen der Linearitét
sind diese Abbildungen dann im endlichdimensionalen Fall eindeutig bestimmt. Im
unendlichdimensionalen Fall benotigen wir noch die Stetigkeit der entsprechenden li-
nearen Abbildung. In unseren Anwendungen sind alle vorkommenden Vektorrdume
endlichdimensional, so dass diese Abbildungen schon durch die Linearitit eindeutig
bestimmt sind.

Satz 3.4. Seien Vi,...,V, und W endlichdimensionale normierte Vektorriume (oder
reflexive Banachrdume). Dann sind folgende normierte Vektorrdume auf natirliche
Weise isomorph

(i) LV1,..., Vs W) 2 LV ®...0 V,; W)
() VioV,eV =2V (VheVs) ~ (V1o V)@ Vs
(iii) L(V; W)=V @ W.

Beweis: Ubungsaufgabe. q.e.d.

Auf dem n—fachen Tensoprodukt V®" eines normierten endlichdimensionalen Vek-
torraumes V' mit sich selber, wirkt die symmetrische Gruppe S,, aller Permutationen
von n Elementen. Diese Permutationsgruppe besitzt zwei eindimensionale Darstellun-
gen, einerseits die triviale Darstellung:

Sp—{1},0—1
und andererseits die alternierende Darstellung
Sn - {17 _1}7 g SgIl(O'),

wobei sgn(o) +1 ist je nachdem ob sich o schreiben lésst als das Produkt einer geraden
oder ungeraden Anzahl von Transpositionen. Entsprechend enthélt V®" zwei lineare
Unterrdume, namlich aller Vektoren, die sich unter der Wirkung der Permutations-
gruppe S,, wie die triviale bzw. die alternierende Darstellung transformieren.
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Definition 3.5. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann wirkt fir alle n €
N die Permutationsgruppe S, auf V& durch

weowmit ocw: VX' —SK (A A) —w (Ao(1)7 .. .,Ao(n))
fiir alle w € V& und o € S,,. Auf den kohdirenten Vektoren wirkt S, also wie
V®...QU, = 0. (11 ® ... 0 V) = Ve1)®...QUyn) fir alle vy,...,v, €V und o € S,,.

Die symmetrischen und antisymmetrischen Tensorprodukte sind definiert als folgende
Unterrdume von V&"

S ={w e V¥ ow = w fiir alleoc € S,}

/\ V ={w e V®"|o.w = sgn(o)w fiir alle o € S,,}.
Mit SV und \V bezeichnen wir die direkten Summen

szé)snv und /\V:é%/n\v.

Dabei bezeichnet S°V =K und /\0 V =K im Tensorprodukt V®° =K.

Satz 3.6. Sei V ein n—dimensionaler K—Vektorraum. Dann gibt es K—lineare Abbil-

dungen
p+q

/}.\VX/Q\V%/\V,(U,U})HU/\U)

so dass \'V zu einer distributiven K-Algebra wird. In dieser Algebra gilt

p q
wAv= (=1 Aw fir allevE/\V unde/\V.

Fiir allep =0, ..., n sind die Dimensionen von dim APV = (Z) und von dim AV = 2".
Beweis: Wir definieren die Abbildung

pt+q

/}.\VX/Q\V%/\V,(U,U})HU/\U)

durch . .
_ — = Apta
VAW = il Z sgn(o)o.(v @ w) = il AP (v @ w)
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mit
AP (v @ w) = Z sgn(o)o.(v @ w).
TESp+q
Dann gilt fiir alle v € AV auch AP(v) = plv und Z%Ap VO — APV mit v — JT%.Ap(v)
ist eine Projektion von V®? auf dem Unterraum APV C V®. Offenbar gilt fiir alle
veE VP we V&

AP AP (v) @ w) = pl A (v @ w)  bzw.  APT(v @ Al (w)) = ¢! AP (v @ w).

Daraus folgt fir alleu e A’V, v e AV undw e A"V

1
wAWAU) = ———— AT Q@ — AP (v @ u
WAy (p+q)r! ( plq! v ou)
1
— APJFQJFT(w QUK U)
riplq!
_ 1 Ap+q+r 1 Aq+7" (w ® U) R v
(g +r)p! q'r!
= (wAv)Au.
Also ist A ein assoziatives Produkt. Insbesondere ist fiir alle vq,...,v, € V das duflere

Produkt
VIA . AV, = Z sgn(o)o.(v1 ®@ ... vy,).

UGSn
Die Distributivitat folgt aus der Bilinearitdt der Abbildung

pt+q

p q
/\:/\Vx/\V—>/\V,(v,w)f—>v/\w.
Fiir alle p, ¢ € N hat folgende Permutation
(17"'7p+q)_>(p+]‘""7p+q717"'7p)

die Signatur (—1)P? weil sie aus pg-Transpositionen zusammengesetzt werden kann.
Dann folgt fir alle v € A*V und w € AV

1 1
wAvV= p'—q' Alw ®@v) = <_1)pqp!—q! Alv @ w) = (—=1)Pv Aw.

Sei eq, ..., e, eine Basis von V. Dann gilt offenbar

e, N...Ney, =sgn(o)e, iy A ... Nep fiir alle o € S,
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Wenn zwei Indizes gleich sind, dann gibt es eine Transposition, unter der dieses &duflere
Produkt das Vorzeichen wechselt. Deshalb ist das Produkt e; A ... A e;, nur dann

ungleich Null, wenn die Indizes iy, ...,%, paarweise verschieden sind. Also bilden e;, A

... A€, mit iy < ... <1, eine Basis von A" V. Die Anzahl solcher &ufleren Produkte

ist gleich (7) = dim A\"V. Mit 3 (7) = (1+1)" = 2" folgt dim AV = 2" g-e.d.
p=0

Satz 3.7. Seien V und W endlichdimensionale normierte K—Vektorrdume und A €
L(V; W) eine lineare Abbildung von V' nach W. Dann ist

A®P . RP P NR..Q0U —An ®...® Ay,

eine lineare Abbildung von V® nach W®P. Diese Abbildung bildet SPV auf SPW ab
und N'V auf N* W. Die entsprechende Abbildung NA: NV — AW ist ein Algebra-
homomorphismus beziiglich des duferen Produktes.

Beweis: Die Abbildung A®? ist offenbar linear und es gilt fiir alle v € V® und w € V®4
A®p+q<v ® w) — A®p<v> ® A®Q<w>.

AuBerdem ist die Abbildung A®? vertriglich mit der Wirkung der Permutationsgruppe,
d.h. es gilt
A®P(o.v) = 0.(A®P(v)) fiir alle v € VP und o € S,

Daraus folgt sofort, dass A®? sowohl SPV auf SPW abbildet, als auch A” V auf A” W.
Zuletzt folgt auch, dass A®? mit AP vertauscht, und deshalb fiir alle v € A"V und
we NV gilt:

ABPHD (y A w) = AP (v) A A% (w).

q.e.d.
Fiir die symmetrische Algebra SV = € SPV gilt eine analoge Aussage zu Satz 3.6
p=0

mit dem Produkt

vl-...-vp:Zcr.(m@...@vp) fir alle vy,...,v, € V.

0ES)

Ein wesentlicher Unterschied ist allerdings, dass die Dimension von SPV gleich ("JFI’: 71)
ist, also mit p anwéchst und nicht abféllt. Deshalb ist die symmetrische Algebra SV
auch unendlichdimensional und es héngt von der Norm ab, wie grofl sie ist. Diese
Algebra lasst sich mit einem Unterraum der Funktionen auf V' identifizieren, indem
wir jedes Element von SPV als Polynom auf V' auffassen. Im Folgenden werden wir
aber nur die endlichdimensionale antisymmetrische Algebra benutzen.
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3.2 Tensorfelder

Definition 3.8. Seit X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fiir alle p € Ng und q €
No sei T]X das Vektorraumbiindel des Tensorproduktes des p—fachen Tensorproduktes
des Tangentialbiindels mit dem q—fachen Tensorprodukt des Kotangentialbiindels. Das
Kotangentialbiindel Ty X bezeichnen wir auch einfach als T'X . Die Fasern von TiX
bzw. T'X diber einem Punkt v € X bezeichnen wir mit T X bzw. T, X.

Schnitte der Vektorraumbiindel TI?X nennen wir Tensorfelder. Wir konnen die Lie-
Ableitung auf solchen Tensorfeldern definieren.

Definition 3.9. Sei f : X — TIX ein differenzierbares Tensorfeld auf der differenzier-
baren Mannigfaltigkeit X und F € Vec'(X) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf
X. Dann sind fiir kleine t 1g(t,-) und yp(—t, ) lokal stetig differenzierbare Homéomor-
phismen von X. Wir definieren die Lie-Ableitung von f an der Stelle x € X als
d ®
Or M) = 2| (T(@r(t, I @ (Topter (Wr(=t,))) " [ (W (t,2)).
t=0
Hierbei ist zu beachten, dass die Abbildungen
Tyra)(Vr(=t,2) : TypayX — T X
T (Yp(t,-)) : vpayX = T X wegen  To(¢p(t,): ToX — TpomX

zusammen eine Abbildung

(ToWr(t, )™ @ (T Wr(—t,))F 0 T X = TLX

induzieren. Deshalb ist die Ableitung auf der rechten Seite die Ableitung einer diffe-
renzierbaren Funktion von ¢ € (—e¢,¢) nach T} X. Weil dieser Raum ein normierter
Vektorraum ist, ist die entsprechende Ableitung wohl definiert.

Definition 3.10. (Verjingung): Sei p,q € N. Dann induzieren fir jedes i = 1,...,p
und jedes j = 1,...,q die Abbildungen

TXT,X >R, u®uv— (u,v)
einen Verjingungsmorphismus zf von dem Vektorraumbiindel TIX auf das Vektor-
raumbiindel TS:IIX. Hierbei bezeichnet (u,v) die Auswertung der Elemente von TLX

auf den Elementen von T, X . Wenn fi,..., f, Vektorfelder sind, und gy, ..., gq Schnitle
von dem Kotangentialbindel, dann wirkt i} auf g1 ® ... ® ¢, ® f1 ® ... ® f, wie
D0 ®.. . 090 . ©f)={fg)n®. . .. 0uhe. . fi..of

Hierbei bedeutet =, dass der entsprechende Faktor in dem Produkt weggelassen wird.
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Satz 3.11. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gilt

(1) Seien i < j zwei verschiedene Indizes in {1,...,p} und k < | zwei verschiedene
Indizes in {1,...,q}. Dann vertauschen die folgenden Verjingungsmorphismen:
i -1 i -1
T%X - Tl%ll)( TiX - T;?.?X
i 1 X ! i1 bzw. tj ! . ! Y1
TOIX S TIX TIOIX S 72X

(ii) Die Lie-Ableitung Op wvertauscht mit allen Verjingungsmorphismen zf mit 1 =
L...,pund j=1,...,q. D.h. fir alle differenzierbaren Schnitte f von TJX und
alle stetig differenzierbaren Vektorfelder F € Vec'(X) gilt

0 (i (f)) = i (0r(f))-
(iii) Sei f ein Schnitt von TIX und g ein Schnitt von T?X. Dann gilt

Or(f®g)=0r(f)®g+ f®0r(g)

Beweis: (i) Seien Fi,..., F, Vektorfelder von X und oy, ..., a, Schnitte des Kotan-
gentialbiindels 7"X von X. Dann gilt offenbar

z’é:lloif(a1®...®aq®F1®...®Fp) =
= (o, FM o, F)on @ ...y .. dy...Qa, @ ®...F...F;...®F,
=ifoil(m®.. a0 F1®...0F,)
Hierbei bedeutet *, dass der entsprechende Faktor im Tensorprodukt weggelassen wird.
Genauso gilt auch

k

ij_loié(a1®...®aq®F1®---®Fp):

:<Oék7F1]><Oél,Fl>Oé1®éékOAél®qu®F1®ﬁ’zﬁ’]®Fp
=i ot ®.. R ®...®F,)

(ii) Sei ¢ : X — Y ein Diffeomorphismus zwischen den differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten X und Y. Dann definieren wir die Abbildung,

TH®) : TIY — T4X

p
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die faserweise gegeben ist durch

(To (D)% ® Top(p) (PH)®P : T

x p,2()

Y - T] X firallez e X,
Dabei ist

qu(m)(q)fl) : Tcp(x)Y — T, X
T)(®) : TowY — T, X wegen Ty (D) : T,X — TowY

T

Dann kommutiert offenbar folgendes Diagramm

T3 (@)
—_

1Y T9X
il L
TIZ (@
roty U ey

Also ist fiir jeden Schnitt f von dem Vektorraumbiindel 77(Y") die Abbildung T7(®) o
f o ® ein Schnitt von dem Vektorraumbiindel T7(.X) ist und es gilt

T (@) oilofod =il o TH®D)o fod.
Fiir die lokalen stetig differenzierbaren Homéomorphismen g (t, -) gilt also auch
Ty (Wr(t) odl o fotpr(t,) =i o TH(wr(t,-)) o f o thp(t, ).

Indem wir die linke und die rechte Seite nach ¢ differenzieren erhalten wir 6 (i (f)) =

d _ j d v j

= A Tl welr, Yoidofove(t, ) = | HoTHwr(r, Yo fore(t, ) = b4(1)).
tli=o tli=o
(iii) folgt aus der Leibniz-Regel. q.e.d.

Aus (i) folgt fiir alle Vektorfelder E,F € Vec'(X) und fiir alle Schnitte o des
Kotangentialbiindels
9F<<OJ, E>> = <6F a, E) + <C¥, 0F E>

Daraus folgt
(0pa, E) = Or({a, E)) — (a, [F, E]).

Mithilfe von (iii) lassen sich dann die Lie-Ableitungen von beliebigen Tensorpro-
dukten von Vektorfeldern und Schnitten des Kotangentialbiindels berechnen.
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3.3 Differentialformen

Definition 3.12. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fir alle p € N se:

dann NP X das antisymmetrische Untervektorraumbiindel von TPX . Analog sei \ X
die direkte Summe aller Vektorraumbiindel \' X. Die Schnitte von AP X heiffen p-
Differentialformen oder nur Differentialformen.

Das p—fache antisymmetrische Tensorprodukt A’ V’ des Dualraumes V' eines end-
lichdimensionalen Vektorraumes V ist ein Unterraum des p—fachen Tensorproduktes
V’®P yon V' mit sich selber. Deshalb sind die Elemente von A"V’ antisymmetrische
p-lineare Abbildungen von V*? nach K. Wenn o € A” V"’ ein Element dieses p—fachen
antisymmetrischen Tensorproduktes ist, und vy, ..., v, € V Elemente von V' sind, dann
kénnen wir a auf (vq,...,v,) € V*P auswerten. Diese Auswertung ist antisymmetrisch
in vy, ...,v,, Wir wollen sie folgendermafien bezeichnen:

(0,01 ® ... ®vp).
Das heifit insbesondere fiir Elemente Ay, ..., A, € V' und Elemente vy, ...,v, € V:

(AN AAp 0 @ @) = san(0){Asq),v1) -+ (Agg), Up) =

o€Sy

Auf Differentialformen angewendet heifit das, dass fiir jede r mal stetig differenzier-
bare p-Differentialform « und Vektorfelder Fi, ..., F, € Vec"(X), die Auswertung der
Differentialform o auf dem Schnitt F} ® ... ® F, des Vektorraumbiindels TI?X eine r
mal stetig differenzierbare reelle Funktion in C"(X,R) ergibt:

(o, 1 ®...® F,) € C"(X,R).

Definition 3.13. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und F € Vec(X) ein
Vektorfeld von X. Fiir alle p € N sei ip der eindeutig bestimmte Morphismus ip :
N’ X — N'7' X, der auf p-Differentialformen o wirkt wie

(iroa, 1 ®...0F, 1) =(, FRF ®...® F,_1)
fir alle Vektorfelder Fi, ..., F,_1 € Vec(X).

Wenn X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n ist, dann ist A X
ein Vektorraumbiindel der Dimension (;) Fiir p > n ist also A” X Null-dimensional
und A X ist ein Vektorraumbiindel der Dimension 2". Der Grund, dass wir gerade die
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antisymmetrischen Untervektorraumbiindel von den Tensorprodukten des Kotangenti-
albiindels und nicht von dem Tangentialbiindel betrachten, ist dass die entsprechenden
Schnitte, also die Differentialformen, das richtige Transformationsverhalten haben, um
sie zu integrieren. Diese Differentialformen werden sich als sehr natiirliche Objekte
herausstellen. Eine schéne Eigenschaft kénnen wir sofort ablesen: Sie lassen sich unter
einer differenzierbaren Abbildung zuriickziehen, wihrend sich Vektorfelder nur unter
invertierbaren differenzierbaren Abbildungen transformieren lassen.

Satz 3.14. Seien X und Y differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung von X nach Y. Dann gilt

(i) Das faserweise dufere Produkt A : \* X x N*X — A'" X macht die Differenti-
alformen von X zu einer assoziativen Algebra:

AN (a,B)—aNnp

fiir alle p,q € Ng und alle p—Differentialformen o und alle q—Differentialformen
B. Hierber st /\OX das triviale reelle Linienbiindel R x X dber X. Die 0-
Differentialformen sind also die reelle Algebra aller reellen Funktionen auf X
und die Multiplikation mit reellen Funktionen schreiben wir nur als (f,a) — fao
fir alle f € C(X,R) und p-Differentialformen «.

(ii) Fir alle p—Differentialformen o und q—Differentialformen [ gilt
BAa=(=1)MaAf.

(iii) Fir alle x € X bilden die Abbildungen
P P P
A1) : Y — /\ X wegen Ti(f):  ThaY —TX
f(@) z
einen Algebrahomomorphismus von der Algebra /\f(gg) Y in die Algebra A\, X. Da-

durch lassen sich alle p—Differentialformen o aufY durch f zu p—Differentialfor-
men f*a auf X zuriickziehen mit

p

fra=N\T(f)oacf.

(iv) f* ist ein Algebrahomomorphismus von den Differentialformen auf'Y auf die Dif-
ferentialformen auf X, d.h. es gilt

[rlanpg)=fanfp
fir alle p—Differentialformen o und q—Differentialformen 3 von Y .
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(v) Fiir jedes Vektorfeld F € Vec'(x) wirkt die Lie-Ableitung 0 auf den Differential-
formen wie

d

0 = — =(t, ).
FQ dt tZOwF(a)a

Diese Lie—Ableitung ist eine Derivation, d.h. es gilt

Or(a A B)=0r(@) NG +aAbr(B).
fiir alle p—Differentialformen o und q—Differentialformen (3.

(vi) Fir jedes Vektorfeld F' € Vec(X) auf X induziert der Morphismus ip : \ X —
N\ X eine Anti—Derivation auf den Differentialformen, d.h. fir alle p—Differential-
formen a und alle q—Differentialformen G gilt

ir(a AB)=ir(a) NG+ (=1)Pa Nip(B).
Auflerdem gilt tpoip =0.
(vii) Seien E,F € Vec'(X). Dann gilt Ok oip —ip 00 = i[p F.

Beweis: (i) und (ii) folgen aus den entsprechenden Aussagen iiber antisymmetrische
Tensorprodukte im ersten Abschnitt. (iii) und (iv) folgen aus Satz 3.7 und (v) aus
Satz 3.1 (iii).

Zum Beweis von (vi) betrachten wir 1-Differentialformen ay, ..., a;, und Vektorfel-
der Fy,..., F,_q. Dann gilt (ip(laa Ao hNay), 1 ®...® F,_) =

= > sen(0) (o) F) - (o), 1) - (o), Fpr)

O’ESp
—Z Ozl, <O[1/\.../\OA[Z‘/\.../\O[p,F1®...®Fp_1>
_Z Yo A Nip(a) A AN, L ® ... ® Fyy).

Hierbei haben wir jede Permutation o € 5, zerlegt in die Komposition 7 o g; einer
der Permutationen o; : (1,...,p) — (4,1,...,4,...,p) und einer Permutation 7 € S,_4
der Elemente {2,...,p}. Die erste Permutation o; ist offenbar ein Produkt von (i — 1)
Transpositionen und hat deshalb sgn(c;) = (—1)""!. Diese Zerlegung ist offenbar eine
bijektive Abbildung S, ~ (S,-1)? Daraus folgt, dass iy eine Anti-Derivation ist. Weil
die Auswertung von p-Differentialformen antisymmetrisch in den Vektorfeldern ist,
fOlgt iF o iF = 0.
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Zum Beweis von (vii) zeigen wir zunéchst, dass 0 oip —iyofp eine Anti-Derivation
ist. Sei also «a eine p-Differentialform und [ eine ¢-Differentialform. Dann gilt wegen

(v) und (vi) (Opoip —ipofp)(aNp) =
= 0p(ir(e) A B+ (—1)Pa Nip(B)) —ir(0p(a) A B +a A 0g(B))
= 0p(ir(a)) NG+ (=1)Pa ANbp(ir(8)) —ir(0p(a)) A — (=1)Pa Nip(06(5)).

Dann geniigt es (vii) auf einer differenzierbaren 1-Differentialform « zu zeigen. Sei also
F € Vec'(X). Dann gilt wegen Satz 3.11

eE(ZF(Oz)) — ZF(QE(O()) = (9E<Oz,F> — <0E Oz,F> = <O[,(9E F> = Z.[E7F}Oz.

q.e.d.
Die Lie-Ableitung 0 stimmt wegen Lemma 2.20 auf den 0-Differentialformen mit
der vorher definierten Lie-Ableitung auf den Funktionen iiberein.

3.4 Die duflere Ableitung

Definition 3.15. Flir jeden Punkt x € X einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit und
jede differenzierbare reelle Funktion f auf X definiert folgende lineare Abbildung aus
Satz 1.34

df (z): T,X =R, v Dy(f)

ein Element des Kotangentialraums T, X dber x € X. Dadurch wird fiir jede diffe-
renzierbare Funktion f auf X der Gradient df von f zu einem globalen Schnitt von
TX:

df : X —>TX mit (df,F)=0x(f) fir alle F € Vec(X).

Diese Abbildung d : f — df wollen wir zu einer Abbildung auf allen Differential-
formen fortsetzen.

Satz 3.16. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gibt es fir jedes p € Ny
einen eindeutigen Differentialoperator d von den differenzierbaren p—Differentialformen
in die (p + 1)—Differentialformen mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fir alle differenzierbaren p—Differentialformen o und q—Differentialformen [ gilt
dlaNpB)=daNp+ (=1)PandS.

(ii) Auf differenzierbaren Funktionen f (also p =0) wirkt d wie f — df (siehe oben).

(iii) Fir jede zweimal differenzierbare Funktionen f gilt d(df) = 0.
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Beweis: Aufgrund der Definition des antisymmetrischen Tensorproduktes ist jede p—
Differentialform eine endliche Linearkombination von p—Differentialformen der Form

a= fdgi N\... Ndgp.
Die Bedingungen (i)-(iii) erzwingen, dass auf solchen p-Differentialformen d wirkt wie
doao=df Ndg, A .. .dg,.

Damit ist gezeigt, dass die Bedingungen (i)-(iii) den Differentialoperator d eindeutig
bestimmen, wenn er existiert.

Um die Existenz zu beweisen, wihlen wir eine Karte ¢ : U — R”™ von X um
einen beliebigen Punkt x € U C X. Die Komponenten ¢q, ..., ¢, bilden also n glatte
Funktionen auf U, so dass d¢q(z), ..., d¢,(x) auf allen Punkten von U eine Basis des
Kotangentialraums bilden. Also ist jede p—Differentialform eine endliche Linearkombi-
nation von Differentialformen der Form

Der Gradient df von f ist iiber z € U eine endliche Linearkombination von d¢y, . . ., do,:

i) = Y- M2 (00w - dota).

Vergleiche Satz 1.34. Dann folgt

"9 foopt
d(fdi A... Adgy) =S %(gb(w))dgbi Ndgi, A Ado; .
i=1 ¢
Dadurch ist d also auf allen p-Differentialformen definiert. Wir miissen noch zeigen,
dass (i) und (iii) gelten. Wir zeigen zunéchst (iii). Aufgrund der Konstruktion von d
gilt

~ 0*(foo™)
d(df) —dz dﬁbz—;lWOQb'd%/\d@
Gt do; N d
. i/\ jZO
Z a@a@ 0¢-do; \do

Hier haben wir das Schwarz’sche Lemma benutzt, geméafl dem die zweiten partiellen
Ableitungen nicht von der Reihenfolge abhingen. Wegen der Linearitidt geniigt es (i)
fiir Differentialformen von der Form

Q:fd¢21AAd¢2p und ﬁ:gd¢]1/\/\d¢jq
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zu zeigen. Dann gilt

aNB=fgdpi A...Ndpi, Nddj, A ... N\do,,
dla N B) = (fdg + gdf )dps, A ... Ndg;, Ndoj, A ... \do;,
= (df Ndgi, N...Ndgi,) N (gdds, N ... Nd;,)
+ (=1)P(fdds, A ... ANddi,) A (dg Ndgj, A ... Ndp;,)
=da A B+ (—1)Pa Ndp.

q.e.d.
Satz 3.17. Set X ewne differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gilt
(i) Fir jede zweimal differenzierbare p—Differentialform o gilt d(da) = 0.

(ii) Fir jede zweimal differenzierbare Abbildung f : X — Y wvon der differenzierbaren
Mannigfaltigkeit X auf die differenzierbare Mannigfaltigkeit Y und jede differen-
zierbare p—Differentialform o auf'Y ist f*« eine differenzierbare p—Differential-
form auf X und es gilt

d(f ) = f*(da).

(iii) Fir jedes Vektorfeld I € Vec'(X) und jede zweimal differenzierbare Funktion g
qilt
Or(dg) = d(0r(g))

(iv) Fiir jedes Vektorfeld F € Vec'(X) und jede zweimal differenzierbare p—Differen-
tialform o gilt
QF do = d(QF Oz)

(V) Fiir jedes Vektorfeld F € Vec'(X) und jede differenzierbare p-Differentialform o
qgilt
onz = ZF OdO[+d<ZF ooz).

(vi) Flir jede differenzierbare p—Differentialform o und stetig differenzierbare Vektor-
felder Fy, ..., F, € Vec'(X) gilt

p

(o, Fo®...0 F) =Y (~1)' ({0, b ® ... F... 0 F,))

=0
+ > ()", [FL e R ®.. F.. F . . ®F,).

0<i<j<p
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Beweis: (i) Sei o wieder wie im Beweis von (i) des vorangehenden Satzes a = fd¢;, A
.. AN dg;,. Dann gilt wegen (i) und (iii) aus dem vorangehenden Satz

d(de) = d(df Adgi, A ... Ade,)

= d(df) Ndi, A ... A dei, + Z VIdf Adi, ... Ad(dgi,) A ... Ady, = 0.

(ii) Wegen der Kettenregel gilt fiir alle differenzierbaren Funktionen g auf Y

d(f*g) =d(ge f) =T'(f)odgo f = fdg.

Dann folgt (ii) aus (i), der Linearitdt von d, der Konstruktion von d im Beweis des
vorangehenden Satzes und aus Satz 3.14 (iv): Sei o = gd¢y A ... A d¢,, dann gilt

d(f*e) = d(f*g(f"dpr) A ... A (f7dey)) =d((f"g) Nd(f"Pr) N ... AN d(f7¢p))
= ([Tdg) N(frdopr) N AN (fdep) = frd(gdpy A ... Adey) = [*(dar).

(iii) Sei £ € Vec'(X). Dann folgt aus Satz 3.11 (iii) und der Definition von dg bzw.
dOr(g):

(0r(dg) — d(0r(9)), E) = (0r(dg), E) —(d(0r(9)), E)
= 0r((dg, E)) — (dg,0r E) —0r(0r(9))
=0r(05(9)) — 0o, £(9) —05(0r(9))
= [0r,05](9) — O1p,E)(9) =0.

(iv) Wegen (ii) ist d eine Anti-Derivation. Also ist #pod — d o O genauso wie
im Beweis von Satz 3.14 (vii) eine Anti-Derivation. Dann geniigt es zu zeigen, dass
diese Anti-Derivation auf allen zweimal differenzierbaren 1-Differentialformen o = gdh
verschwindet. Weil 0 od — d o O eine Anti-Derivation ist und wegen (i) gilt

(0 od —do0F)(gdh) = (0r(dg) — d(0r(g))) A dh + g(0F od — d o OF)(dh)

(0r(dg) —d(0r(g))) A dh + gd(0r(dh))

= (0r(dg) — d(0r(g))) A dh + gd(0r(dh) — d(0r(h)))
(fpod—dofr)(g) Ndh+ gdo (8pod—dofp)(h).

Also gentigt es (iii) zu zeigen, dass diese Anti-Derivation 0 od — d o 0 auf allen zwei
mal differenzierbaren Funktionen g verschwindet. Wegen Satz 3.14 (v) koénnen (iii) und
(iv) auch aus (ii) gefolgert werden.
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(v) Wegen (ii) und Satz 3.14 (vi) sind sowohl d als auch ir Anti-Derivationen.
Dann ist ip o d + d o ip eine Derivation: Fiir eine p—Differentialform o und eine ¢—
Differentialform 3 gilt namlich (ipod—doip)(aNp)=

—ip(da A B+ (—=1)Pa AdB) +d(ip(a) A B+ (—1)Pa Aip(B))
—ip(da) A B+ a Nip(dB) + d(ip(e)) A B+ a Ad(ip(B)).

Also gentigt es (v) fiir 1-Differentialformen o = gdh zu zeigen. Wegen der Definition
von d, Satz 3.14 (vi) und (iv) gilt tatséchlich

ir(d(gdh)) + d(ip(gdh)) = ip(dg A dh) + d(g(F, dh))
— (F,dg)dh — (F,dh)dg + (F,dh)dg + gd({F, dh))
= 0r(g9)dh + gd(0r(h)) = 0r(g)dh + g O0r(dh) = 0r(gdh).

AuBerdem bemerken wir, dass (v) aufgrund der Definition von dg auf 0-Differentialfor-
men « = g gilt, wenn ir auf O-Differentialformen trivial wirkt.

(vi) Wegen (v) gilt (do, Fy @ ... @ F,) + (d(ip, (), 1 ®...Q Fy) =
= (ip(da), 1 ®...Q Fj) + (d(ip, (@), 1 ®...Q Fy) = (0, a, 1 ® ... ® Fy).
Daraus folgt induktiv
(do, @ .. @ F,)=0pa, F1®...0 Fy) — (O ip(a), FR®...0 Fy) + ...
ot (—1)d_1<0Fd_1 iFd—Q(‘ .. (iFOCI) .. .), Fd> -+ (—1)d0Fd ’L.Fd—l(' .. (iFOOZ) .. )

Wegen Satz 3.11 (iii) gilt O, 0, F1®...0 F)) =
=0, (0, Fy ® +Z o, [Fo, )l ®... F...QF,).
bzw. —((9F1 ip(a),Fh®...QF) =
= O, o R”e... +Z )/ o, [FLF) @Ry @ Fy® .. Fy .. @ F,).

Mit den analogen Formeln fiir alle Summanden in der vorangehenden alternierenden
Summe folgt (vi). q.e.d.

Wegen (vi) gilt insbesondere fiir jede differenzierbare 1-Differentialform w und stetig
differenzierbare Vektorfelder £, F € Vec'(X)

(dw,E® F) = 0g(w,F) — 0p(w, E) — (w, [E, F]).

Die Formel (vi) erlaubt es ganz allgemein, die Auswertung der duflere Ableitung einer
Differentialform durch Lie-Ableitungen von Funktionen und Vektorfeldern zu berech-
nen. Umgekehrt erlaubt es (v) die Auswertung der Lie-Ableitung einer Differentialform
durch die duflere Ableitung zu berechnen.
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3.5 Orientierungen

Fiir die Integration von Differentialformen miissen wir noch den Begriff der Orien-
tierung einfithren. Weil die Ubergangsfunktionen zwischen zwei vertréglichen Karten
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit Diffeomorphismen zwischen offenen Mengen
des R" sind, sind ihre Ableitungen invertierbare lineare Abbildungen in L(R";R").
Solche lineare Abbildungen werden durch reelle n x n Matrizen beschrieben, deren
reelle Determinante ungleich Null ist.

Definition 3.18. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann heifst ein Atlas
von X orientiert, wenn die Ableitungen der Ubergangsfunktionen, zwischen zwei Kar-
ten mit nicht schnittfremdem Definitionsbereich jeweils positive Determinante haben.
Wenn X einen solchen orientierten Atlas besitzt, dann heifit X orientierbar. Andern-
falls heifit X nicht orientierbar. Eine Orientierung von X ist eine Aquivalenzklasse
von orientierten Atlanten, wobei zwei orientierte Atlanten dquivalent sind, wenn die
Vereinigung der beiden orientierten Atlanten wieder ein orientierter Atlas ist.

Die invertierbare lineare Abbildung
I'R" - R" z— I(x) mit [(z) = (—x1,29,...,2y)

hat offenbar Determinante —1 und ist eine Involution, d.h. ihr Quadrat ist 1g.. Fiir
jede Karte ¢ : U — R"™ ist die Komposition I o ¢ mit [ auch eine Karte von X.
Wenn also von zwei Karten ¢ : U — R" und ¢ : V — R™ mit U NV # 0 die
Ableitung der Ubergangsfunktionen (¢ o ¢~1)" auf einer Zusammenhangskomponente
von ¢[UNV] negative Determinante hat, dann hat die Ableitung der Ubergangsfunktion
(I ov)o¢™t) bzw. (¢ o (I o ¢)~!) positive Determinante auf der entsprechenden
Zusammenhangskomponente von ¢p[UNV| bzw. Io¢[UNV]. Also kénnen wir versuchen
einen Atlas von X dadurch zu einem orientierten Atlas zu machen, dass wir einige
Karten des Atlases durch die Komposition mit I ersetzen. Wenn X orientierbar ist,
dann ist dieses tatséchlich immer moglich.

Satz 3.19. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, dann ist folgendes dquivalent
(1) X ust orientierbar.
(ii) Jede zusammenhdingende Komponente von X ist orientierbar.

(iii) Auf jeder zusammenhdingenden Komponente Y von X ist das reelle Linienbiindel
AVY trivial.

(iv) Auf jeder zusammenhdingenden Komponente Y von X gibt es eine stetige dim(Y')—
Differentialform, die keine Nullstellen auf'Y hat.
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Beweis: Offenbar folgt (ii) aus (i).

(ii)=-(iii): Sei Y eine orientierbare zusammenhéngende differenzierbare Mannigfal-
tigkeit. Auf dem Definitionsbereich U einer Karte ¢ : U — R™ ist dpy A ... A do,
eine dim(Y')- Differentialform, die offenbar keine Nullstellen hat, weil d¢q, ..., d¢, alle
linear unabhéngig sind. Sei ¢ : V' — R" eine zweite Karte des orientierten Atlases von
Y, dann ist dipy A ... Adip, = det( o p 1) dpy A. .. Adp,, weil fiir allei = 1,..., n gilt

u 8 i O -1
=320 s,
=1 !

Also sind auf U NV die bei den dim(Y')-Differentialformen d¢; A ... A d¢, und
dip1 A ... Adip, durch eine positive glatte Funktion proportional zueinander. Die Uber-
deckung durch die Definitionsbereiche der Karten des orientierten Atlases von Y be-
sitzt eine entsprechende Zerlegung der Eins. Indem wir alle entsprechenden dim(Y')-
Differentialformen mit dieser Zerlegung der Eins aufsummieren, erhalten wir eine glo-
bale glatte dim(Y)-Differentialform auf Y, die keine Nullstellen hat. Weil A“™®)y

Iy trivial ist, also als

ein reelles Linienbiindel ist, folgt aus Lemma 1.48, dass A
Vektorraumbiindel isomorph zu R x Y.

(iii) = (iv): Weil /\dim(y) Y ein reelles Linienbiindel ist, folgt aus Lemma 1.48,
dass /\dim(y) Y genau dann trivial ist, wenn es einen globalen glatten Schnitt ohne
Nullstellen besitzt. Also folgt (iv) aus (iii).

(iv)=(i): Sei w eine stetige dim(Y")-Differentialform auf der zusammenhéngenden
differenzierbaren Mannigfaltigkeit ¥ ohne Nullstellen. Offenbar besitzt Y dann einen
Atlas von Karten, deren Definitionsbereiche zusammenhéngend sind. Auf einem solchen
Definitionsbereich U einer Karte ¢ : U — R" ist dann w = fd¢; A ... A d¢,, mit einer
stetigen Funktion f : U — R, die keine Nullstellen hat. Die Urbilder von (—oo,0) und
(0, 00) unter f sind dann auch die Urbilder von (—oo, 0] bzw. [0, 00) und damit sowohl
offen als auch abgeschlossen. Weil der Definitionsbereich der Karte zusammenhéngend
ist, ist f entweder positiv oder negativ. Offenbar dreht sich durch die Transformation
I auch das Vorzeichen der dim(Y')-Differentialform d¢; A ... A ¢, um. Indem wir alle
die Karten des Atlases von Y mit [ verkniipfen, fiir die das entsprechende f negativ
(bzw. positiv) ist, erhalten wir einen Atlas von Y, so dass fiir alle Karten ¢ : U — R",
die entsprechenden Funktionen f mit w = fdg; A ... Ad¢, positiv (bzw. negativ) sind.
Dadurch wird dieser Atlas zu einem orientierten Atlas von X, weil fiir zwei Karten
¢:U—->R'und ¢ : V. — R" mit UNV # ) dieses Atlases mit den entsprechenden
Funktionen f und g gilt

Fddy A ... Nddy, = gdiby A ... A diy,

mit positiven Funktionen f > 0 und g > 0 auf U bzw. V. Also folgt, dass fiir alle
reUNV gilt det(v o ¢ 1) (o(z)) = g(z)fH(x) > 0. q.e.d.
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An diesem Beweis erkennen wir auch, dass jede orientierbare zusammenhéngende
Mannigfaltigkeit X genau zwei Orientierungen besitzt. Die zweite erhalten wir aus der
ersten, indem wir alle Karten mit I verkniipfen. Allgemein besitzt jede orientierbare
Mannigfaltigkeit mit N zusammenhingenden Komponenten genau 2V Orientierungen.

Ubungsaufgabe 3.20. (1) Beweise, dass jede eindimensionale zusammenhdingende
Mannigfaltigkeit X entweder diffeomorph ist zu R oder zu S*.

(ii) Folgere aus (i), dass jede eindimensionale Mannigfaltigkeit orientierbar ist.

(iii) Folgere aus (i), dass fir jede eindimensionale Mannigfaltigkeit alle differenzier-
baren Strukturen zueinander diffeomorph sind.

In der Dimension n = 2 gibt es sehr viele verschiedene nicht orientierbare Mannig-
faltigkeiten. So ist z.B. der zweidimensionale reelle projektive Raum nicht orientierbar,
aber kompakt. Offenbar sind alle euklidischen Rdume R"™ orientierbare differenzierbare
Mannigfaltigkeiten. Im iibernédchsten Abschnitt werden wir auch sehen, dass alle Un-
termannigfaltigkeiten der Kodimension 1 von orientierbaren Mannigfaltigkeiten wieder
orientierbar sind. Deshalb sind fiir alle n € N die kompakten Mannigfaltigkeiten S™
orientierbar. Insbesondere ist es nicht moglich den zweidimensionalen projektiven reel-
len Raum in R? einzubetten. Es ist aber durchaus moglich nicht orientierbare Flichen
in R? zu immersieren, wie z.B. die Kleinsche Flasche.

3.6 Integration von Differentialformen

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass auf einer orientierbaren n—dimensionalen
Mannigfaltigkeit X jede stetige n—Differentialform w {iber alle kompakten Teilmengen
A von X integriert werden kann. Dafiir geben wir an, wie wir dieses Integral lokal in
einer Karte berechnen. Wir zeigen dann, dass dieses Integral nicht von der Wahl der
Karte abhéngt. Mit Hilfe einer geeigneten Zerlegung der Eins kénnen wir zuletzt das
Integral von w iiber eine beliebige kompakte Teilmenge A C X definieren.

Sei A C R” eine kompakte Teilmenge des R™. Wir stellen uns vor, dass A der Ab-
schluss einer relativ kompakten offenen Teilmenge von R ist. Jede stetige Funktion
f + A — Rist dann beschriankt. Indem wir f aulerhalb von A gleich Null setzen, erhal-
ten wir eine Lebesque—integrable Funktion auf R™. Wenn der Rand 0A von A, also die
Schnittmenge von A mit dem Abschluss des Komplements von A, eine Nullmenge ist,
dann ist nach dem Lebesgue-Kriterium die Fortsetzung von f auf R" sogar Riemann—
integrabel. Wenn wir uns im folgenden also auf solche kompakte Teilmengen A von X
beschrankten, deren Rénder 0 A in allen Karten Nullmengen sind, dann kénnen wir auch
das Riemannintegral statt dem Lebesgueintegral benutzen. Im folgenden Satz rufen wir
in Erinnerung, wie sich das Integral unter Koordinatentransformationen verhélt.
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Satz 3.21. (Jacobis Transformationsformel) Sei ® : U — V ein stetig differenzierbarer
Homdomorphismus von einer offenen Teilmenge U C R™ auf eine offene Teilmenge
V C R™. Sei A eine kompakte Teilmenge von U (deren Rand eine Nullmenge ist) und
f: ®[A] — R eine stetige Funktion. Weil ®[A] kompakt ist, ist f beschrinkt. Dann gilt

/f )| det(®'(x))|dxy . .. dx, = /f(y)dyl...dy

®[A]

Korollar 3.22. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n und w
eine n—Differentialform auf X. Sei A eine kompakte Teilmenge, die in den Definiti-
onsbereichen U und V' zweier Karten ¢ : U — R™ und ¢ : V. — R" eines orientierten
Atlases von X enthalten ist. Dann gibt es zwei stetige Funktionen f : U — R und
g:V =R mitw|y = fdor N ... Ndo, und w|y = gdipy A ... ANdip,. Und es gilt

/ flo~ (x)dxy -+ - dxy, = / g x))dzy - - - dw,

P[A]

Beweis: Offenbar ist ¢ o ¢! |yny) ein Diffeomorphismus von ¢ [U N'V] auf ¢[U N V],
und es gilt det((¢ o)) ((z)) > 0 fiir alle z € U N V. AuBerdem gilt fiir v € UNV

doy(x) A ... N ddy(x) = det((¢ o™ ) ) (2)dgn(z) A ... Adin().
g(x) = f(z )det((qﬁow ) )(x).

Seien jetzt f = fo ¢l : ¢[U] - Rund § = goy~' : ¢[V] — R. Dann gilt auf
Y[UNV] : fo(porp™)-det((porp~1)) = §. Also folgt aus Jacobis Transformationsformel

/ flo™ (x))dxy - - / f(x)daxy --

/fcb () det (¢ 0 1)) (2)das - -~ da

_ / () -+ - day, — / g @)z - dz. qed.

Y[A] Y[A]

Mit diesem Korollar konnen wir das Integral einer n—Differentialform auf einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit definieren.

Definition 3.23. Sei X eine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion n und w eine n—Differentialform auf X. Sei A eine kompakte Teilmenge. Um das
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Integral wa zu definieren wdhlen wir eine orientierten Atlas von X, der die Orientie-
rung von X reprasentiert. Weil A kompakt ist besitzt die entsprechende Uberdeckung
von A eine endliche Teiliiberdeckung und eine entsprechende Zerlegung der Eins (fm)m-
Fiir jedes m verschwindet f,, auferhalb einer abgeschlossenen Menge A,, des Definiti-
onsbereiches Uy, einer Karte ¢, : U, — R™. Auf den Definitionsbereichen (Uy,)m dieser
Karten sei w gleich w = ¢pddm, 1 N ... N\ doy,, mit stetigen Funktionen g, : U, — R.
Dann definieren wir das Integral wa als

Je=% [ 5o @anlo @)y s

WEeil eine endliche Teiliiberdeckung die Menge A {iberdeckt, ist diese Summe im-
mer endlich und das Integral wohldefiniert. Wegen dem vorangehenden Korollar héingt
das Integral [ 4w weder von der Wahl des orientierten Atlases noch von der Wahl der
Zerlegung der Eins ab. Dieses Integral kann auch in Analogie zum uneigentlichen Rie-
mannintegral auf nicht kompakte Teilmengen A von X ausgedehnt werden, wenn die
entsprechenden Summen konvergieren.

Wenn wir die Orientierung von X umdrehen, dann &dndert sich in allen Karten das
Vorzeichen der entsprechenden Funktion f mit

wly = fddy A ... A dpy.

Also éndert das Integral [ 4w das Vorzeichen.
Zum Abschluss kénnen wir Jacobis Transformationsformel noch mal umformulieren:

Korollar 3.24. Sei f : X — Y eine orientierungserhaltender stetig differenzierba-
rer Homdomorphismus zwischen den orientierten Mannigfaltigkeiten X und Y der
Dimension n. Sei A C X eine kompakte Teilmenge von X und w eine stetige n—

Differentialform auf'Y. Dann gilt
/ W= /f*w. q.e.d.
A

f1A]

Beachte allerdings, dass dies im Allgemeinen nicht gilt, wenn f nur eine Immersion
zwischen zwei gleichdimensionalen Mannigfaltigkeiten und damit nicht notwendiger-
weise injektiv ist.

Beispiel 3.25. Betrachte z.B. die Abbildung f : S' — S, die von der Abbildung
C — C,z — 2" induziert wird mit n € N. Diese Abbildung f ist zwar eine Immer-
sion, und damit auch lokal ein Diffeomorphismus. Allerdings ist sie fiir n > 1 nicht
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injektiv. Es ist eine sogenannte Uberlagerungsabbildung, d.h. die Urbilder von einzelnen
Punkten bestehen jeweils aus n Punkten. Wir parametrisieren S* durch ¢ — . Dann
ist w = d¢ eine nichtverschwindende 1-Differentialform auf S' und induziert wegen
Satz 3.19 auf S* eine Orientierung. Wegen (e'?)" = e™¢ entspricht die Abbildung f in
dieser Parametrisierung der Abbildung ¢ — n¢. Also gilt f*d¢ = nd¢. Damit ist sie
insbesondere orientierungserhaltend. Dann gilt aber

[ro=[ndo=n[ao=n [

st st st £15Y

Also gilt das vorangehende Korollar nicht fir alle orientierungserhaltenden Immer-
stonen zwischen Mannigfaltigkeiten der gleichen Dimension. Die Erklirung ist, dass
das Bild der Abbildung f die Sphire S n—mal umrundet, wihrend das Urbild sie nur
einmal umrundet.

3.7 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Definition 3.26. Fiir alle n € N ses
H" = {(x1,...,2,) € R" | z, > 0}.

FEine Funktion von f von H"™ nach R™ heifit in einem Randpunkt x € OH" = {z € H" |
x, = 0} (stetig) differenzierbar, wenn f eine (stetig) differenzierbare Fortsetzung auf
eine Umgebung U von x als Element von R™ besitzt.

Durch diese Definition iibertrédgt sich auch die Definition von glatten Funktionen
und Diffeomorphismen auf offene Teilmengen von H".

Definition 3.27. FEine differenzierbare Mannigfaltigkeit X mit Rand ist ein separabler
metrisierbarer topologischer Raum zusammen mit einem Atlas. Die Karten einer diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit X mit Rand sind dabei Homdéomorphismen ¢ : U — H"
von offenen Teilmengen U C X auf offene Teilmengen von H™. Die Karten heiflen wie-
der vertraglich wenn die Ubergangsfunktionen Diffeomorphismen sind. Ein Atlas einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit X mit Rand ist eine Familie von vertrdglichen Kar-
ten, deren Definitionsbereiche X idiberdecken. Der Rand 0X ist die Menge aller Punkte,
die durch die Karten auf den Rand von H"™ abgebildet werden.

Beispiel 3.28. (i) Firn € N ist H" eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand.

(ii) Jedes abgeschlossene endliche Intervall ist eine eindimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit mit Rand. Allgemein gilt, dass alle Intervalle differenzierbare
Mannigfaltigkeiten mit Rand sind. Der Rand von offenen Intervallen ist leer.
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(iii) Fir allen € N ist der abgeschlossene Einheitsball um die Null eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit mit Rand.

(vi) Offenbar sind fiir alle m,n € N die Riume H™™ und R™ x H" bzw. H" x R™
diffeomorph. Wenn also X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand ist
und Y eine differenzierbare Mannigfaltigkeit (ohne Rand), dann sind X XY und
Y x X differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit Rand. Der Rand besteht jeweils
aus O(X xY)=0X xY bzw. (Y x X) =Y x 0X.

Satz 3.29. Seir X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann gilt:
(1) Der Rand 0X wvon X ist eine Untermannigfaltigkeit ohne Rand von X.

(ii) Fine offene Umgebung U von 0X in X ist diffeomorph zu der differenzierbaren
Mannigfaltigkeit mit Rand

U~10,1) x 0X.
Fine solche Umgebung des Randes heifit Kragen.

(iii) Wenn X orientierbar ist, dann ist auch 0X orientierbar, und jede Orientie-
rung von X induziert zusammen mit einem stetigen Vektorfeld N, dessen Ein-
schrinkung auf 0X nach Innen (bzw. Auflen) zeigt, eine Orientierung von 0X.

(iv) Wenn X kompakt ist, dann ist auch 0X kompakt.

Beweis: (i) Die inneren Punkte von H", also die Menge {x € H"|z, > 0}, lassen sich
eindeutig dadurch charakterisieren, dass es ein € > 0 gibt, so dass die Kugel B(z,¢)
in H"™ homoéomorph ist zu der entsprechenden Kugel in R™. Deshalb bildet jeder Dif-
feomorphismus zwischen offenen Teilmengen des H" die inneren Punkte auf innere
Punkte ab. Also bildet jeder solche Diffeomorphismus auch Randpunkte von H" auf
Randpunkte ab. Deshalb héngen die Randpunkte X nicht davon ab, welche Karte wir
benutzen um sie zu identifizieren. Daraus folgt, dass der Rand das Komplement der
offenen Menge aller inneren Punkte und damit ein abgeschlossener topologischer Un-
terraum und eine Untermannigfaltigkeit von X ist. Insbesondere kénnen wir Satz 2.22
darauf anwenden.

(ii) Auf jeder Karte ¢ : U — H" von X induziert wegen Satz 2.2 die Derivation
% ein glattes Vektorfeld. Diese Vektorfelder konnen wir mit Hilfe einer Zerlegung
der Eins zu einem globalen glatten Vektorfeld N aufsummieren. Wir zeigen jetzt, dass
die Einschrankung dieses Vektorfelds N auf den Rand 0.X offenbar iiberall nach Innen
zeigt und keine Nullstellen auf 0.X hat. Sei € U und ¢ : V — H" eine zweite Karte
von X um z € V. Dann ist die Funktion 1) o ¢! eine glatte Funktion auf ¢[U N V],
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die die Hyperebene OH" auf sich selber abbildet, und das Innere von H"™ auch auf sich
selber abbildet. Also gilt bei dem Randpunkt x € V N U:

O, 0 ¢p71) (2) =0 firi#n
Oz; >0 firi=n.

Daraus folgt, dass der Tangentialvektor %(ZL‘) € T, X durch eine positive Konstante
0

proportional ist zu %(a:) € T,X. Daraus folgt, dass auch N(z) € T,X durch eine

positive Konstante proportional ist zu den beiden Vektoren 8%;(:16) und %n(x) inT,X.
Wegen Satz 2.10 hat dann die glatte Abbildung

WyN(Rx0X)— X, (tz)— Yy(t x)

in allen Punkten (0, 2) € WN(R x 0X) eine invertierbare Ableitung. Also gibt es wegen
dem Satz 1.31 fiir jedes z € X eine Umgebung U von x in dX und ein € > 0, so dass
der entsprechende Fluss ¥y auf [0,€) x U definiert ist, und diese Menge diffeomorph
auf eine offenen Menge von X abbildet. Mit einer entsprechenden glatten Zerlegung
der Eins, kénnen wir die konstanten Funktionen e auf den Umgebungen U zu einer
glatten positiven Funktion e auf 0X aufsummieren. Dann ist die Abbildung

0,1) x 9X — {(t,.2) e Wy N (R x IX) |0 <t < e(x)}, (ta) = (ex)t, )

ein Diffeomorphismus zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten mit Rand. Wegen
Satz 2.10 ist dann die Verkniipfung

®:00,1)x0X — X, (t,z)— (e(x)t,x) — Pn(e(x)t, x)

eine injektive glatte Immersion von [0,1) x 0X auf eine Umgebung U von 0X in X,
und damit auch ein Diffeomorphismus.

(iii) Wegen (ii) gibt es auf X ein glattes Vektorfeld N, das tiberall auf 0X nach
Innen zeigt und keine Nullstellen auf 0.X hat. Wir kénnen annehmen, dass X zusam-
menhingend und n—dimensional ist. Wegen Satz 3.19 sind die Orientierungen von X
bestimmt durch nicht verschwindende stetige n—Differentialformen w. In (ii) haben wir
gesehen, dass auf dem Rand die Verjiingung von N mit den 1-Differentialformen do;
nur fiir j = n nicht verschwindet, und fiir j = n positiv ist. Also ist iyw auf dem Rand
positiv proportional zu

in(w) =in(fdor A ... ANdgy) = (=1)" (N, dn) fdpr A ... A ddns

mit einer positiven Funktion f auf U. Also induziert jede Orientierung von X durch
N auf 0X genau eine Orientierung.

(iv) 0X ist wegen (i) ein abgeschlossener topologischer Unterraum von X und des-
halb kompakt, wenn X kompakt ist. q.e.d.
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Lemma 3.30. Sei Y eine (n + 1)-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und
X eine n—dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit ohne Rand von Y. Dann gibt
es eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand Z und eine glatte Immersion f :
Z —'Y, deren Finschrinkung auf Z \ 0Z ein Diffeomorphismus auf Y \ X ist und auf
jeden Punkt von X jeweils zwei Punkte von 0Z abbildet.

Beweis: Wir iiberdecken X durch Definitionsbereiche von Karten von einem Atlas von
Y, die die Bedingung aus dem Lemma 1.38 erfiillen. Wegen Lemma 1.24 kénnen wir
dann X auch durch Definitionsbereiche von Karten iiberdecken, die

(i) die Bedingungen aus dem Lemma 1.38 erfiillen,
(ii) diese Definitionsbereiche auf offene Kugeln im R™*! abbilden,

(iii) und stetige Fortsetzungen auf den Abschluss der Definitionsbereiche besitzen.

Weil X kompakt ist, sind die Schnittmengen von X mit abgeschlossenen Mengen kom-
pakt und werden durch stetige Abbildungen auf kompakte Mengen abgebildet. We-
gen (i)-(iii) bilden die Karten die Schnittmengen von X mit den Definitionsbereichen
auf offene und abgeschlossene Teilmengen von den Schnitten von offenen Kugeln im
R™*! mit linearen Unterrdumen ab. Weil die Schnittmenge einer beliebigen offenen
Kugel von R™! mit einem Unterraum von R"*! wieder eine offene Kugel ist, ist diese
Schnittmenge auch zusammenhéngend. Also bilden die Karten die Schnittmengen der
Definitionsbereiche mit X auf die Schnittmengen der Bilder der Definitionsbereiche
mit linearen Unterrdumen des R™*! ab.

Die Vereinigung der Definitionsbereiche aller dieser Karten ist eine offene Umge-
bung U von X in Y. Dann iiberdecken wir Y \ U durch Karten mit relativkompakten
Definitionsbereichen, deren Abschliisse alle in Y\ X lieben. Die Karten, die Punkte
von Y enthalten, kénnen wir durch orthogonale Transformation in O(n) so transfor-
mieren, dass jeweils der Abschluss einer zusammenhédngenden Komponente von dem
Schnitt von Y \ X mit dem Definitionsbereich der Karte auf H" abgebildet wird. Die
Karten, deren Definitionsbereiche kompakte Abschliisse in Y \ X haben, kénnen wir
durch Translationen des R™ zu Karten in H" transformieren. Dadurch erhalten wir auf
Y \ X einen Atlas, der sich zu einem Atlas einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit Z
mit Rand fortsetzt. Weil wir die Mannigfaltigkeit Z lokal als Untermannigfaltigkeit von
Y konstruiert haben, besitzt Z eine natiirliche Immersion nach Y, deren Einschrinkung
auf Z \ 0Z ein Diffeomorphismus auf Y \ X ist. Auf jeden Punkt von X bildet f zwei
Punkte von 07 ab, die jeweils Randpunkte von den zwei Seiten von X sind. q.e.d.

Offenbar bildet f jeweils zwei Punkte von Z auf einen Punkt von X ab. Zusam-
menhéngende Komponenten von X, die diffeomorph sind zu zwei zusammenhéngen-
den Komponenten von 0Z nennen wir zweiseitige Untermannigfaltigkeiten. Zusam-
menhéngende Komponenten von X, auf die f eine zusammenhédngende Komponente
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von 07 zweifach abbildet, nennen wir einseitige Untermannigfaltigkeiten. Wenn Y ei-
ne n + 1-dimensionale orientierbare differenzierbare Mannigfaltigkeit ist, dann sind
alle zweiseitigen kompakten n—dimensionalen Untermannigfaltigkeiten orientierbar. Im
R"*! sind alle n—dimensionalen kompakten Untermannigfaltigkeiten zweiseitig. Insbe-
sondere sind alle kompakten n—dimensionalen Untermannigfaltigkeiten im R"™*! ori-
entierbar. Also konnen nicht orientierbare kompakte zweidimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeiten (wie z.B. RP?) nicht in den R? eingebettet werden.

3.8 Der Satz von Stokes

Heute beweisen wir zum Abschluss folgende Formel:

Satz 3.31. Sei X eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension
n+ 1. Sei w eine stetige differenzierbare n—Differentialform auf X. Dann gilt

/dw:/w.
X X

Hierbei hat 0X die durch die Orientierung von X und ein nach Auflen zeigendes
Vektorfeld N (vergleiche Satz 3.29 (iii)) induzierte Orientierung.

Beweis: Wir iiberdecken X durch Karten ¢ : U — H"*!'. Weil X kompakt ist besitzt
jeder orientierte Atlas von X einen endlichen Teilatlas. Mit Hilfe einer entsprechen-
den Zerlegung der Eins konnen wir jede stetig differenzierbare n—Differentialform w
zerlegen in eine endliche Summe von stetig differenzierbaren n—Differentialformen, die
jeweils auflerhalb einer abgeschlossenen und damit kompakten Teilmenge A eines De-
finitionsbereiches U einer Karte ¢ : U — H"*! des orientierten Atlases verschwinden.
Dann geniigt es die Aussage fiir solche stetig differenzierbaren n—Differentialformen w
zu zeigen. Wir unterscheiden zwei Félle:

(A) Der Definitionsbereich U der Karte enthilt keine Randpunkte. Dann
bildet ¢ : U — H""! den Definitionsbereich auf eine offene Menge im Inneren von
H"*! ab. Wir miissen jetzt zeigen, dass dann gilt

/dw:O.

A

Hierbei ist A C U die kompakte Teilmenge vom Inneren von U, auflerhalb dessen w
verschwindet. Die n—Differentialform lésst sich auf U schreiben als

w=Y_fidgoA...dp;...\dp,
=0
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Hierbei bedeutet * wieder, dass der entsprechende Faktor weggelassen wird. Dann gilt

o = Z gy don N...db,... A do,

- Z(_wafi dgo A ... A doy,.
1=0

9¢i

Aufgrund der Definition des Integrals gilt dann

/dw /Z g;z “@))dzg . .. dz,

_Z / fl(;(b )()d:co...d:cn.
614] '

WEeil die Funktionen fy, ..., f, stetig differenzierbar sind und auflerhalb der kompakten
Menge A verschwinden, kénnen wir die Funktionen f; o ¢~! stetig differenzierbar auf
ganz H"*! fortsetzen, indem wir sie auerhalb von ¢[A] gleich Null setzen. Dann ist
das Integral gleich dem Integral {iber einen Quader @ = [ag, bg] X ... X [an, b,], der ¢[A]

enthélt:
/dw—z / fzox(b >()dx0...dxn.
Q (2

Dann ist das Integral ein mehrfaches eindimensionales Integral iiber die Intervalle
[ag, bo], - - ., [an, by]. Wegen dem Satz von Fubini kénnen wir die Reihenfolge der In-
tegrale vertauschen. Wenn wir im i—ten Summanden

(—1)° / M(x)dxo c.dzy,

al‘i
Q

die Integration iiber die Variable dz; zuerst anfithren, erhalten wir nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung die Differenz von f;o¢~! an den entsprechenden
Intervallgrenzen. Weil f; auflerhalb von A verschwindet, sind diese Werte gleich Null.

Also folgt
/ dw = 0.

A
Jetzt betrachten wir den Fall
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(B) Der Definitionsbereich U der Karte enthilt Randpunkte. In diesem Fall
verfahren wir genauso wie in Fall (A), nur dass wir eine Randseite des Quaders @) auf
den Rand von H"™! legen miissen. Also ist das entsprechende Intervall in der n—ten
Koordinate von der Form [0, b,,]. Weil die Normale N nach Auflen zeigt, gilt auf dem
Rand:

(dpp, N) <0 und (¢;,N)=0 fir i=0,...,n—1

Wegen Satz 3.14 (vi) gilt dann auf dem Rand
in(dpo N ... Ndpy) = (=1)"(N,dop)dpg A ... A dp,_.
Also entspricht die auf dem Rand induzierte Orientierung der n—Differentialform
—(=1)"dpg A ... Ndpp_1.

Fiir alle i = 0,...,n — 1 verschwinden die Funktionen f; o ¢! wieder an den Réndern
des Intervalles [a;, b;]. Also gilt wie im Fall (A)

(—1)* / a(ﬁ%@)(az)dmo ..dx, = 0.
Q

Fiir i = n verschwindet f, o ¢! nur an der Grenze b,. Dann gilt

a(fn © (b_l) —1
(-1)" | 2 Ldry .. de, = —(—1)" foo ¢ tdry. .. dx,_.
Oxy
Q/ ! Qﬂ@é“

Weil auf U N 90X die 1-Form d¢,, verschwindet gilt dort w|yrox = fuddr A ... Addy,_1.
Weil das Vorzeichen —(—1)" mit dem Vorzeichen der Orientierung iibereinstimmt, gilt

/dw = w. q.e.d.

Dieser Satz gilt genauso fiir stetig differenzierbare n—Differentialformen w mit kom-
paktem Triger auf nicht kompakten n + 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten X mit
Rand. Allgemein kann man ihn auch auf nicht kompakte Mannigfaltigkeiten mit Rand
verallgemeinern, wenn man sicherstellt, dass die entsprechenden Integrale konvergieren.



