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Kapitel 1

Metrische Riaume

1.1 Metrische Riaume

Definition 1.1. (Metrik auf einer Menge X) Fine Metrik (oder Distanzfunktion) ist
eine Abbildung d : X x X — R, (x,y) — d(z,y) mit drei Eigenschaften

(i) d(z,y) >0 fir alle z,y € X und d(z,y) =0< x =y (Positivitit).
(ii) d(z,y) = d(y,z) fir alle zv,y € X  (Symmetrie).
(iii) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) fir alle x,y,z € X  (Dreiecksungleichung).
Wegen der Dreiecksungleichung gilt
d(z,y) < d(z,u) +d(u,y) < d(z,u) + d(u,v) + d(v,y)

Also gilt auch d(z,y) — d(u,v) < d(x,u) + d(v,y). Durch vertauschen (z,y) < (u,v)
und unter Benutzung der Symmetrie erhalten wir

d(u,v) —d(z,y) < d(z,u) +d(v,y) = |d(x,y) — d(u,v)| < d(z,u)+ d(v,y).

Wenn also x und u dicht beieinander liegen und y und v, dann ist der Abstand zwischen
x und y ungefihr gleich dem Abstand zwischen v und v. (Stetigkeit der Metrik)

0 firx=
f Y die soge-

Beispiel 1.2. (i) auf jeder Menge X definiert d(z,y) = {1 fiir £
tirx # vy

nannte diskrete Metrik.

(ii) AufR definiert d(x,y) = |x — y| eine Metrik.

5



6 KAPITEL 1. METRISCHE RAUME

(iii) Auf C definiert d(z,y) = |x — y| eine Metrik.

(iv) Auf jeder nicht leeren Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) definiert
die Einschrinkung von d auf A x A — R eine Metrik.

(v) Auf dem kartesischen Produkt zweier metrischer Raume definiert die Summe bei-
der Metriken eine Metrik.

(vi) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist auch (X, d) ein metrischer Raum mit

1

d: X x X =R, (x,y) v d(z,y) mit d(z,y) :1_1+d—(az,y)‘

Wegen 1 — 14%:1: =0« x =0 folgt die Positivitit und die Symmetrie von d aus
den entsprechenden FEigenschaften von d. Die Dreieckungleichung von Jfolgt aus

der Monotonie der Funktion x +— 1 — lﬁ und fiir alle x,y € Ry der Ungleichung
1 1

l—— < 1- +1——

l+x+4+vy 1+x 1+y
(z+y)(1+2)1+y) < z(l4+y)l+z+y)+yl+z)l+z+y):

Dann gilt wegen der Dreiecksungleichung von d fir alle x,y,z € X auch

N 1 1
d(z,y) =1

—— _<1- <
L+d(z,y) = 1+dz,2)+d(zy) ~

1 1

- 41—
[+dw2)  1+d(zy)

=d(x,2) +d(z,y).

Die offenen Mengen der beiden Metriken d und d stimmen iberein. Aber der

metrische Raum (X, d) ist beschrankt.

(vii) Die Einschrinkung der Metrik (ii) auf die Vereinigung der inversen der natiirli-
chen Zahlen mit {0} definiert eine Metrik auf N = NU{oo} ~ {X | n € N}U{0}:

In = m| d(oco,n) = d(n, o) ! d(co,00) =0 fiir alle n,m € N.
nm n

Definition 1.3. (offene Kugel, Umgebung, offene Menge) FEine offene Kugel in (X, d)
mit Zentrum x € X und Radius v > 0 ist die Menge B(x,r) = {y € X|d(z,y) < r}.
Fine Umgebung eines Punktes x € X ist eine Menge O C X, die eine Kugel B(z,T)
mit einem beliebigen v > 0 enthdlt. Eine offene Menge O C X ist eine Teilmenge, die
eine Umgebung aller ihrer Punkte ist, d.h. fir alle x € O gibt es ein € > 0, so dass
B(z,¢e) C O.

d(n,m) =
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Beispiel 1.4. In R besteht die Kugel B(x,r) aus dem Intervall (x —r,x +r). Im R™
besteht die Kugel B(x,r) aus allen Punkten, deren euklidischer Abstand zu x kleiner
ist als r.

Alle offenen Kugeln B(z, r) sind offenbar Umgebungen von x. Sei y € B(z, 7). Dann
ist d(z,y) <r.Sei z € B(y,r —d(x,y)). Dann gilt d(x, z) < d(x,y) + d(y, z) < r. Also
gilt auch B(y,r —d(z,y)) C B(x,r). Deshalb sind die offenen Kugeln tatséchlich offene
Mengen.

Offenbar ist die beliebige Vereinigung von offenen Mengen wieder offen. Seien O
und O’ zwei offene Mengen und z € O N O’. Dann gibt es 7 > 0 und " > 0 so dass
B(z,r) C O und B(x,r") C O'. Also ist B(x, min{r,r'}) C B(x,r)N B(z,7") C ONO'.
Also ist O N O’ offen. Damit ist auch die Schnittmenge von endlich vielen offenen
Mengen wieder offen.

Definition 1.5. (abgeschlossene Mengen, Abschluss) Die Komplemente von offenen
heiffen abgeschlossen. Der Abschluss A eine Menge A ist die Schnittmenge aller abge-
schlossenen Mengen, die A enthalten.

Wegen der Regel von de Morgan, sind beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen
von abgeschlossenen Mengen wieder abgeschlossen. Deshalb ist der Abschluss einer
beliebigen Menge wieder abgeschlossen und der Abschluss einer abgeschlossenen Menge
gleich der Menge. Offenbar gehort ein Punkt z genau dann zu dem Abschluss A, wenn
alle offenen Mengen, die x enthalten, einen nicht leeren Schnitt mit A haben. Dies
ist wiederum &dquivalent dazu, dass es fiir jedes n € N ein Element a, in der Kugel
B(z, %) N A gibt, oder auch dazu, dass es eine Folge in A gibt, die gegen x konvergiert.
Damit haben wir gezeigt:

Lemma 1.6. Der Abschluss einer Teilmenge eines metrischen Raumes besteht aus al-
len Grenzwerten von konvergenten Folgen innerhalb der Teilmenge. Und eine Teilmenge
ist genau dann abgeschlossen, wenn die Grenzwerte von allen konvergenten Folgen in
der Teilmenge auch zu der Menge gehdren. q.e.d.

1.2 Vollstandigkeit und Kompaktheit

Zunéchst verallgemeinern wir einige Aussagen iiber Zahlenfolge auf allgemeine Folgen
in metrischen Rdumen.

Definition 1.7. (Folgen und Cauchyfolgen) FEine Folge (x,,)nen in einem metrischen
Raum (X, d) ist eine Abbildung von N nach X, mit n — x,. Eine Folge (x,)nen in
einem metrischen Raum (X, d) konvergiert gegen x € X, wenn es fir jedes € > 0 ein
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N € N gibt, so dass fir allen > N gilt d(z,,z) < €.
FEine Folge (x,)nen heifst Cauchyfolge, wenn es fir jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass
fir alle n,m > N gilt d(x,,, x.,) < €.

Wenn die Folge (z,)nen gegen x konvergiert, dann gibt es fir jedes € > 0 ein
N € N, so dass fiir alle n,m > N gilt d(z,,z) < § und d(z,,,7) < 5. Dann gilt aber
auch d(x,, x,) < d(zp, z) + d(z, z,,) < €. Damit haben wir gezeigt:

Satz 1.8. In einem metrischen Raum (X, d) ist jede konvergente Folge eine Cauchy-
folge. q.e.d.

Definition 1.9. Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn auch jede Cau-
chyfolge konvergiert.

Wegen dem Vollstanidkeitsaxiom sind R™ und C” fiir alle n € N vollstidndige me-
trische Rdume.

Satz 1.10. Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum. Dann ist A C X genau dann
abgeschlossen, wenn A wvollstindig ist.

Beweis: Wegen Lemma 1.6 besteht der Abschluss einer Menge aus allen Grenzwerten
von konvergenten Folgen in dieser Menge. Deshalb ist eine abgeschlossene Teilmenge
eines vollstdndigen metrischen Raumes vollstdndig. Umgekehrt enthilt eine vollstandi-
ge Teilmenge eines vollstandigen metrischen Raumes alle Grenzwerte von konvergenten
Folgen und ist damit auch abgeschlossen. q.e.d.

Definition 1.11. (kompakt) Eine Teilmenge der offenen Mengen von (X,d), die X
tiberdeckt, (d.h. jedes Element von X ist in mindestens einer der offenen Mengen ent-
halten) heifit offene Uberdeckung von X. Der metrische Raum heift kompakt, wenn
jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliberdeckung besitzt.

Satz 1.12. Fiir einen metrischen Raum (X, d) sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) (X,d) ist kompakt.
(ii) Jede Folge in (X,d) besitzt eine konvergente Teilfolge.

(iii) (X, d) ist vollstindig und fiir jedes ¢ > 0 besitzt (X,d) eine endliche Uberdeckung
mit offenen Kugeln vom Radius e.

Beweis: (i)=-(ii): Sei (z,,)nen eine Folge ohne Haufungspunkt. Dann sind fiir allen € N
die Mengen F,, = {x,,|m > n} abgeschlossen, weil der Abschluss von jedem F;, gerade
aus der Vereinigung von F,, mit den Haufungspunkten von (z,),en besteht. Weil der



1.2. VOLLSTANDIGKEIT UND KOMPAKTHEIT 9

Schnitt () F,, nur aus Haufungspunkten von (z,,),en bestehen kann, bilden die Mengen
neN

(X \ Fy,)nen eine offene Uberdeckung von X. Offenbar ist aber der Schnitt von endlich
vielen Mengen der Mengen (F}, )ney nicht leer. Also besitzt die Uberdeckung (X \ F}, )nen
keine endliche Teiliiberdeckung.

(ii)=-(iii): Sei also (X,d) ein metrischer Raum, der (ii) erfiillt. Dann besitzt aber
jede Cauchyfolge (z,)nen einen Haufungspunkt z. Dann gibt es fiir jedes € > 0 eine
natiirliche Zahl N € N, so dass alle m,n > N auch d(z,,r,,) < § erfiillen. Weil z ein
Haufungspunkt ist, gibt es aber ein m > N, so dass d(z,, z) < § gilt. Also gilt fiir alle
n > N auch

d(zp, ) < d(Tp, Tm) + d(z,, ) < €.

Also konvergiert (z,)nen gegen  und damit ist (X, d) vollstandig. Sei ¢ > 0 so gewihlt,
dass es keine endliche Uberdeckung von X mit Kugeln vom Radius e gibt. Dann
konnen wir fiir jedes n € N eine Folge (x,,)men induktiv so definieren, dass x,,11 €

X\ L_Jl B(z, €). Die Folge (2, )men erfiillt also fur alle n # m € N d(z,,, z,,) > €. Also

besignzt sie keine Teilfolge, die eine Cauchyfolge ist, und damit auch keinen Haufungs-
punkt.

(iii)=-(i): Wir nehmen an (X, d) erfiillt Bedingung (iii) und (Uy)ez sei eine Uber-
deckung von (X, d), die keine endliche Teilitberdeckung besitzt. Dann definieren wir
induktiv eine Folge (z,)nen, so dass die Kugeln B(x,,2”") keine endliche Teiliiber-
deckung von (Uy)xer besitzen und fiir alle n € N die Kugeln B(z,41,2~"*Y) und
B(z,,,27") nicht disjunkt sind. Weil namlich (X, d) eine endliche Uberdeckung von Ku-
geln vom Radius 271 besitzt, und weil B(x,,2™") keine endliche Teiliiberdeckung
von (Uy)aer, besitzt, gibt es mindestens eine Kugel vom Radius 2~V die nichtleeren
Schnitt mit B(x,,2") hat und keine endliche Teilitberdeckung von (Uy)xecr besitzt.
Weil

2 —~ 1 1 1
d(xp, Tpi1) < o und Z o = on T =2 "t

m=n

ist die Folge (x,)nen eine Cauchyfolge. Der Grenzwert gehort dann zu einer Menge
(Ux)xer, und es gibt ein € > 0, so dass B(x,€) C U,. Fir geniigend groies m ist dann

QW% < ¢, und damit auch

B(zm,27™) C B(x,27™%%) C B(z,¢).
Also besitzt eine Kugel B(x,,,27™) eine endliche Teiliiberdeckung von (Uy)xer. Wi-

derspruch. q.e.d.
Dieser Satz hat einige wichtige Folgerungen:



10 KAPITEL 1. METRISCHE RAUME

Korollar 1.13. (i) Kompakte Mengen eines metrischen Raums sind abgeschlossen.
(ii) Abgeschlossene Teilmengen einer kompakten Menge sind wieder kompakt.

Beweis:(i): Kompakte Mengen sind vollstédndig, und stimmen mit ihrem Abschluss
iiberein.

(ii): Abgeschlossene Teilmengen einer kompakten Menge erfiillen offenbar wieder die
Bedingung (ii) des vorangehenden Satzes. q.e.d.

Definition 1.14. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) heifit beschrankt,
wenn fiir ein x € X, die Menge der Abstinde {d(x,y)|ly € A} beschrinkt ist.

Wegen der Dreiecksungleichung ist diese Bedingung dquivalent dazu, dass fiir alle
xr € X die Menge der Abstéande {d(x,y)|y € A} beschrankt sind, aber nicht uniform in
r e X.

Satz 1.15. (Heine—Borel) FEine Teilmenge A des metrischen Raumes (R",d) ist genau
dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrdnkt ist.

Beweis: Offenbar gilt fir alle x = (z4,...,2,) € R"
max{|z|, s, [} < [zl < o] 4 2o 4. 4 [l

Deshalb sind fiir eine Folge in einer beschréankten Teilmenge A C R" alle entsprechen-
den Koordinatenfolgen beschrankt und besitzen konvergente Teilfolgen. Dann besitzt
auch die Folge in A eine konvergente Teilfolge. Also erfiillt eine abgeschlossene be-
schrankte Teilmenge A C R"™ die Bedingung (ii) von Satz 1.12. Umgekehrt enthélt eine
unbeschriankte Teilmenge A C R™ eine Folge (x,,)nen, so dass fiir alle z € X die Folge
d(x,x,) gegen oo konvergiert. Eine solche Folge kann keinen Haufungspunkt haben.
q.e.d.

Beispiel 1.16. (i) Wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstrafl sind die In-
tervalle [a, b] kompakt. Weil jede beschrinkte Teilmenge von R eine Folge enthilt,
die gegen das Supremum bzw. Infimum der Menge konvergiert, enthdlt jede kom-
pakte Menge auch das Supremum und Infimum und besitzt damit ein Minimum
und ein Mazimum.

(ii) N aus Beispiel (vii) ist kompakt.

(iii) Sei (an)nen konvergent mit Grenzwert a. Dann ist {a} U {a,|n € N} kompakt.
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1.3 Stetigkeit

Definition 1.17. Fine Abbildung f : X — Y,z — f(z) von einem metrischen Raum
(X,d) in den metrischen Raum (Y,d) heifit stetig in dem Punkt v € X, wenn es
fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass alle y € X, die d(x,y) < § erfillen, auch
d(f(x), f(y)) < € erfillen. Die Abbildung f heifit stetig, wenn sie in allen Punkten von
X stetig 1st.

Stetig im Punkt x heifit also, dass alle Punkte, die sehr nahe bei x liegen, auf Werte
abgebildet werden, die sehr nahe bei f(x) liegen.

Satz 1.18. Fiir eine Abbildung f : X — Y, x — f(x) zwischen den metrischen Riumen
(X,d) und (Y, d) ist folgendes dquivalent:

(1) f ist stetig in x.
(ii) Das Urbild jeder Umgebung von f(x) ist eine Umgebung von x.

(iii) Fir jede Folge (xy)nen in (X, d), die gegen x konvergiert, konvergiert auch die
Folge (f(2,))uen gegen f(z).

Beweis: (i)<(ii): Die Umgebungen von z sind gerade die Mengen, die eine §-Kugel
um z enthalten. Also ist (ii) dquivalent zu der Aussage, dass das Urbild jeder e-Kugel
um f(z) eine §-Kugel um z enthélt. Diese Aussage ist nur eine Umformulierung von
(i).

(ii)<(iii): Die Folgen (zy,)neny und (f(z,))nen konvergieren genau dann gegen = bzw.
f(x), wenn jede Umgebung von x bzw. f(z) alle bis auf endlich viele Folgenglieder
enthélt. Wenn also (x,,),en gegen = konvergiert und f (ii) erfiillt, dann konvergiert also
auch (f(zn))nen gegen f(x). Also folgt aus (ii) auch (iii). Wenn es umgekehrt eine e-
Kugel von f(x) gibt, deren Urbild keine §-Kugel von z enthilt, dann gibt es eine Folge
(Z)nen von Punkten z, € B (z, 1), so dass die Folge der entsprechenden Werte f(z,,)
im Komplement dieser e-Kugel von f(z) liegt: f(z,) & B(f(z),€). Also konvergiert
(Tn)nen gegen x aber f(z,) nicht gegen f(x). q.e.d.

Korollar 1.19. Fir eine Funktion f : X — Y zwischen den metrischen Rdumen
(X, d) und (Y, d) ist folgendes dquivalent:

(1) f st stetig.

(ii) Das Bild (f(zn))nen jeder konvergenten Folge (xy,)nen ist konvergent und es gilt

lim f(x,)=f ( lim xn) :

n—0oo n—~o0
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(iii) Das Urbild jeder offenen Menge ist offen.
(iv) Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge ist abgeschlossen.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz ist (i) und (ii) dquivalent. Weil eine Menge
genau dann offen ist, wenn sie eine Umgebung von allen ihren Punkten ist, zeigt der
vorangehende Satz, dass aus (i) bzw. (ii) auch (iii) folgt. Weil jede Umgebung eines
Punktes auch eine offene Umgebung des Punktes enthélt, folgt wieder wegen dem
vorangehenden Satz aus (iii) auch (i) bzw. (ii). Weil nun die abgeschlossenen Mengen
gerade die Komplemente der offenen Mengen sind und das Urbild eines Komplementes
gerade gleich dem Komplement des Urbildes ist, ist (iii) zu (iv) dquivalent. q.e.d.

Korollar 1.20. Die Komposition zweier stetiger Abbildungen ist stetig. Die analoge
punktweise Aussage gilt auch.

Beweis: Benutze die Aquivalenz zwischen (i) und (iii) im vorangehenden Korollar und
die Gleichung

(fog) ' [Al =g [F Al

Korollar 1.21. Das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung ist
kompakt.

Beweis: Sei [ : X — Y,z — f(z) eine stetige Abbildung und A C X eine kompakte
Menge. Dann ist das Urbild einer beliebigen offenen Uberdeckung von dem Bild

flAl={y € Y|z € Amit f(z) =y}

eine offene Uberdeckung von A. Diese besitzt, wenn A kompakt ist, eine endliche
Teiliiberdeckung. Also besitzt jede offene Uberdeckung von f[A] eine endliche Teiliiber-
deckung und f[A] ist kompakt. q.e.d.

Korollar 1.22. Sei f eine bijektive stetige Abbildung von einem kompakten metrischen
Raum (X, d) auf einen metrischen Raum (Y,d). Dann ist die Umkehrabbildung stetig.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Korollar ist das Bild f[X] = Y kompakt. Weil
wegen Korollar 1.13 eine Teilmenge eines kompakten metrischen Raumes genau dann
abgeschlossen ist, wenn sie kompakt ist, folgt die Aussage aus dem vorangehenden
Korollar und der Charakterisierung (iv) im Korollar iiber stetige Abbildungen. g.e.d.

Beispiel 1.23. (i) Auf jedem metrischen Raum ist die identische Abbildung 1x stetig.
(ii) Die konstante Abbildung, die alle x € X auf einen Punkt y abbildet ist stetig.
(iii) Mit der entsprechenden Metrik auf X x X istd: X x X — R stetig.
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(iv) Sei K der Korper der reellen Zahlen oder der komplexen Zahlen. Aus den Rechen-
regeln fiir Folgen folgt, dass die Abbildungen

+: KxK—-K/(z,y)—x+y T KxK—=K(z,y) —z-y
stetig sind. Das gilt auch fir die Abbildungen
— K- Kz +— —z und LK\ {0} = K\ {0}, 27"

(v) Eine Folge (a,)nen lift sich genau dann zu einer stetigen Abbildung von N nach
K fortsetzten, wenn sie konvergiert. oo wird dann auf lim a, abgebildet.

Definition 1.24. (Gleichmdflige Stetigkeit, Lipschitz—Stetigkeit) FEine Abbildung f :
X — Y,z — f(x) zwischen metrischen Rdumen heifst gleichmdfig stetig auf einer
Teilmenge A C X ,wenn es fir alle ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass fir alle x,y € A mit
d(z,y) < 9 auch d(f(z), f(y)) < € gilt.

Die Abbildung heifst Lipschitz—stetig auf A, wenn es eine Konstante L > 0(Lipschitz-
konstante) gibt, so dass fir alle v,y € A gilt d(f(x), f(y)) < Ld(z,y).

Offenbar ist jede Lipschitz—stetige Abbildung auch gleichméfig stetig und jede
gleichméBig stetige Abbildung auch stetig. Es gilt auch folgende Umkehrung:

Satz 1.25. Sei f : X — Y,z — f(x) eine stetige Abbildung zwischen metrischen
Rdaumen. Dann ist f auf jeder kompakten Menge A auch gleichmdfSig stetig.

Auf kompakten Mengen ist also eine Abbildung genau dann stetig, wenn sie gleich-
méfig stetig ist.
Beweis: Sei also f: X — Y,z — f(x) stetig und A C X kompakt. Dann gibt es fiir
jedes € > 0 und jedes z € A ein 6(x), so dass aus d(z,y) < §(x) auch d(f(z), f(y)) < §
folgt. Wir wihlen also eine endliche Teiliiberdeckung von der offenen Uberdeckung
{B(z,6(x)/2)|x € A} von A. Sei § das Minimum der Radien dieser endlichen Teiliiber-
deckung. Dann gibt es fiir alle y,z € A mit d(y,z) < § eine Kugel B(x,d(x)/2) der
endlichen Teiliiberdeckung mit y € B(z,d(x)/2). Dann folgt

d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) < —= + —= = 0(x).

Also gilt y, z € B(x,d(x)). Dann folgt aber

d(f(y), f(2)) < d(f(x), f(y)) +d(f(x), f(2)) <e.

Also ist f gleichméBig stetig. q.e.d.
Zum Abschluss dieses Abschnittes beweisen wir einen der wichtigsten Sitze der
Analysis:
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Banachscher Fixpunktsatz 1.26. Sei f : X — X eine Lipschitz—stetige Abbildung
eines vollstindigen metrischen Raumes auf sich selber mit Lipschitzkonstante L < 1.
Dann hat f genau einen Fizpunkt: x € X mit f(x) = .

Beweis: Sei xy € X beliebig und fiir alle n € N x,, induktiv definiert durch z, =
f(x,—1). Dann gilt

d(xp, Tpy1) = d(f(zn_1), f(xn)) < Ld(zy_1,x,) < L"d(xq, 21).
Mit der Dreiecksungleichung folgt dann fiir n < m

d<wna xm) S d(l'na :L‘n-l—l) +...+ d(xm—la mm)
< (Ln +...+ Lmil)d(l’o, 331)

1— L™ L
o e =Ty

L d(.ﬁL’Q,Q?l)

Also ist (z,,)nen eine Cauchyfolge und es existiert x = lim z,,. Aus der Stetigkeit von

f folgt dann f(z) = lim f(x,) = lim x,,; = . Also ist x ein Fixpunkt. Ist y € X ein
zweiter Fixpunkt, so gilt d(z,y) = d(f(z), f(y)) < L-d(z,y). Wegen 0 < L < 1 folgt
dann (1 — L)d(z,y) < 0 oder auch d(x,y) = 0. Also gilt z = y. q.e.d.

1.4 Metrische Riume von Abbildungen

In diesem Abschnitt sei (Y, d) ein metrischer Raum (z.B. K) und X zunéchst eine belie-
bige Menge und spéter auch ein metrischer Raum. Zunéchst betrachten wir die Menge
aller Y-wertigen (nicht unbedingt stetigen) Funktionen auf X. Falls Y = K ist, dann
konnen wir solche Funktionen f, g punktweise miteinander addieren und multiplizieren
und wir kénnen sie mit Elementen A € K multiplizieren:

fr9:X—=K — z-f(@)+g@), [f9:X->K  zef(r) ),
Ao X — K, r —=Af(x).

Die Addition macht den Raum aller Funktionen von X nach K zu einer abelschen
Gruppe und zusammen mit der Multiplikation mit Elementen von K zu einem Vektor-
raum iiber K. Die Multiplikation ist kommutativ, assoziativ, distributiv und in beiden
Faktoren linear. Dadurch wird der Raum aller Funktionen von X nach K zu einer
Algebra iiber K.

Definition 1.27. Eine Folge von Funktionen (f,)nen auf der Menge X heifst
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punktweise konvergent, wenn die Folgen (f,(x))nen fir jedes x € X konvergieren.
Die Grenzwerte definieren wieder eine Funktion f: X — Y,z — lim f,(z).

gleichmiflig konvergent, wenn es eine Funktion f : X — Y,z — f(z) gibt, und
fir alle € > 0 ein N € N, so dass fir n > N und alle x € X auch gilt

d(fn(x), f(z)) <e

Offenbar ist jede gleichméBige konvergente Folge (f,,)nen auch punktweise konver-
gent, aber nicht umgekehrt.

Beispiel 1.28. Die Folge von Funktionen (f)nen mit f, : [0,1] — R,z — a™ konver-
giert punktweise gegen die Funktion

F01] =Rz 0 firxze|0,1)
Y ’ 1 fire=1

Fiir alle n € N gilt aber sup |f,(z) — f(z)| = sup z" = 1. Also konvergiert die Folge
z€[0,1] z€[0,1)

(fn)nen nicht gleichmdfig gegen f.

Definition 1.29. Eine Funktion f : X — Y,z — f(x) heifit beschrinkt, wenn das
Bild f[X] eine beschrdankte Teilmenge von Y ist. B(X,Y') bezeichne die Menge aller
beschrinkten Funktionen auf X. Auf B(X,Y') definieren wir folgende Abbildung:

d: B(X,Y)x B(X,Y) =R, (f,9) =d(f,g) mitd(f,g)=supd(f(x),9(z)).

zeX
Satz 1.30. (i) Die Abbildung d ist eine Metrik auf B(X,Y).

(ii) Die Abbildung auf die konstanten Funktionen definiert eine Isometrie von'Y nach
B(X,Y) (also eine Abbildung von einem metrischen Raum auf einen metrischen
Raum, die die Metrik erhdlt, aber nicht notwendigerweise surjektiv ist), deren
Bild ein abgeschlossener Unterraum ist.

(iii) Der metrische Raum B(X,Y') ist genau dann vollstindig, wenn'Y wvollstindig ist.
(iv) B(X,K) ist eine Unteralgebra aller Funktionen von X nach K.

Beweis: (i): Die Positivitit, Symmetrie und die Dreieckungleichung von d folgen aus
den entsprechenden Eigenschaften der Metrik von Y.

(ii): Die Abbildung auf die konstanten Funktionen ist offensichtlich eine Isometrie.
Wenn f € B(X,Y) keine konstante Funktion ist, dann gibt es mindestens zwei z,y € X
mit f(z) # f(y). Alle Funktionen in der offenen Kugel B(f,d(f(z), f(y))/2) C B(X,Y)
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konnen dann diese beiden Punkte nicht auf das gleiche Element abbilden. Also ist die
Menge aller nicht konstanten Funktionen offen.

(iii): Sei Y vollstidndig und (f,,)nen eine Cauchyfolge in B(X,Y). Fiir alle € > 0 gibt es
also ein NV, so dass fiir alle n,m > N und alle z € X gilt

d(fo(@), fr(2)) < d(fa, fin) < %

Dann sind fiir alle x € X die Folgen (f,(x)),en Cauchyfolgen. Also konvergieren sie
punktweise gegen eine Funktion f : X — Y,z +— f(x). Weil auch die Folge d(f1, f,)
eine Cauchyfolge ist und jede Cauchyfolge in R beschriankt ist, ist auch d(f, f) <
nll_{lcr)lo d(fi1, fn) beschrénkt. Fiir alle € > 0 und alle z € X gibt es also ein N(z) € N,

>

so dass fiir alle m > N(x) gilt d(f.(z), f(x)) < 5. Damit folgt fiir n > N und m
max{N, N(x)}

d(fu(x), f(2)) < d(fn(2), fm(2)) + d(fm(x), f(2)) <€

Also konvergiert (f,,)nen gleichméfig gegen f. Also ist auch B(X,Y") vollstandig. Um-
gekehrt folgt wegen (ii) aus der Vollstandigkeit von B(X,Y") auch die Vollstéandigkeit
von Y.

(iv): Fir A, p € K gilt A+ p| < |A + |g| und |X - p| = [N - || Dann folgt auch
d0, f 4+ g) < d(0, f) + d(0,g) und d(0, f) - d(0,g) < d(0, f) - d(0,g). Damit ist die
Summe und das Produkt zweier beschrankter Funktionen wieder beschriankt. q.e.d.

Definition 1.31. Seien (X,d) und (Y,d) metrische Riume. Dann sei Cy(X,Y) der
Unterraum von B(X,Y') aller stetigen und beschrdinkten Abbildungen von X nach Y.

Satz 1.32. (i) Der Raum aller stetigen Funktionen von X nach K ist eine Unteral-
gebra aller Funktionen von X nach K. Das Inverse einer nicht verschwindenden
stetigen Funktion von X nach K ist wieder stetig.

(ii) Cy(X,K) ist eine Unteralgebra von B(X,K).

(iii) Cp(X,Y) ist abgeschlossen in B(X,Y) und deshalb genau dann vollstindig wenn
Y wollstindig ist.

Beweis: (i): Wegen Korollar 1.19 folgt (i) aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen.
(ii): Folgt aus (i) und dem vorangehenden Satz.

(iii): Sei (fy)nen eine Folge in Cp(X,Y"), die in B(X,Y") konvergiert. Wir miissen zeigen,
dass der Grenzwert f stetig ist. Sei x € X. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein n € N, so
dass d(fn, f) < §. Weil f, stetig ist gibt es ein § > 0, so dass fiir alle y € B(z,d) auch
d(fn(7), fu(y)) < § gilt. Dann folgt aber auch

d(f(x), [(y)) < d(f(2), fu(@)) + d(ful2), fa(y)) + d([aly), f(y)) <e.
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Also ist f stetig. q.e.d.

Wichtig in dem Beweis war, dass die Folge f,, in x gleichméflig gegen f konvergiert
und nicht nur punktweise. Auf [0, 1] konvergieren die Funktionen z — z" gegen die
fir z € [0,1)

0
unstetige Funktion z —
firx =1

Satz 1.33. Fiir jeden metrischen Raum (X,d) gibt es einen vollstindigen metrischen
Raum (X,d) und eine Isometrie i + X — X, so dass das Bild von i in X dicht liegt,
d.h. der Abschluss des Bildes von i ist X. Jede gleichmifig stetige Abbildung von X
in einen vollstindigen metrischen Raum Y lisst sich eindeutig zu einer gleichmdfig
stetigen Abbildung f : X — Y fortsetzen, so dass gilt foi = f. X ist dadurch bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmit.

Beweis: Wegen der Dreiecksungleichung gilt fiir alle
r,y,z € X —d(y,y) <d(z,y) — d(z,z) < d(z,y).
Deshalb definiert fiir jedes z € X die Abbildung
i: X — G(X,R),y — f, mit f,(z) =d(z,y) —d(z, 2).
eine Isometrie. Es gilt ndmlich

—d(y,y") < d(z,y) —d(x,y') < d(y,y).

Fiir v = y bzw. x = ¢/ gilt auch Gleichheit. Also gilt
d(fy, fy) = d(y, ¢).

Also ist X genau dann vollstdndig, wenn das Bild von ¢ in Cy(X, R) abgeschlossen ist.
Andernfalls definieren wir X als den Abschluss des Bildes von i in Cy(X,R). Sei jetzt
f X — Y gleichméBig stetig von X in einen vollstdndigen metrischen Raum Y. Dann
ist fiir jedes Cauchyfolge (x,,)nen in X, auch (f(z,))nen eine Cauchyfolge in Y. Weil Y’
vollsténdig ist, konvergiert dann (f(z,))neny und (i(z,))nen. Wenn fiir zwei Cauchyfol-
gen (T )nen (Yn)nen die beiden Cauchyfolgen (i(zy,))nen und (i(yn))nen gegen denselben
Grenzwert konvergieren, dann konvergieren die Absténde (d(zn,yn))nen gegen Null.
Wegen der gleichméBigen Stetigkeit konvergieren auch die Folgen (d(f(z,), f(Yn))nen
gegen Null. Deshalb konvergieren die beiden Cauchyfolgen (f(z,))nen und (f(yn))nen
gegen denselben Grenzwert in Y. Also gibt es eine eindeutige Abbildung f: X — Y,
die jeden 2 € X den Grenzwert von (f(x,))nen zuordnet, wobei (2, )nen eine Cauchy-
folge in X ist, so dass (i(x,))nen gegen x konvergiert. Wegen der Stetigkeit von d gilt
fiir alle Cauchyfolgen (2, )neny und (Y )nen in X
d( lim i(zy), lim i(y,)) = lim d(zn, yn)

n—oo
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und
d(lim f(r,). I f(5,)) = lim d(f(x,). (4))

n—oo

Sei € > 0 und 0 > 0 so gewahlt, dass aus d(z,y) < § folgt d(f(x), f(y) < e. Dann folgt
fiir zwei Cauchyfolgen (x,,)neny und (y,)neny in X aus

lim d(z,,y,) <d auch d(lim f(z,), im f(y,)) <e.

n—oo n—oo

Also ist auch f gleichméBig stetig. Wenn f sogar eine Isometrie ist, dann ist wegen

d(lim_f(z,), lim f(yn)) = lim d(f(zn), f(yn)) = lim d(i(y,))
auch f eine Isometrie. Wenn das Bild von f in Y dicht liegt, ist die Abbildung f : X —
Y eine surjektive Isometrie, also ein Isomorphismus von metrischen Rdumen. q.e.d.

Wir kénnen X mit der Menge aller Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen iden-
tifizieren, wobei zwei Cauchyfolgen dquivalent sind, wenn die Folge der Absténde
(d(xyn, Yn))nen eine Nullfolge ist.

Satz 1.34. Alle stetigen Funktionen auf einem kompakten metrischen Raum sind be-
schrdnkt. Das Bild einer reellen stetigen Funktion auf einem kompakten metrischen
Raum besitzt ein Minimum und ein Mazximum.

Beweis: Sei (X, d) kompakt und f: X — Y,z — f(x) stetig. Dann ist f[X] kompakt
und damit auch beschrénkt. Die kompakten Teilmengen von R sind aber gerade die
beschréankten und abgeschlossenen Teilmengen. Weil fiir jede beschrinkte nicht leere
Teilmenge A C R und fiir jedes n € N sup A — % keine obere Schranke von A ist und
% + inf A keine untere Schranke von A ist gibt es ein

1 1
a, € <supA—ﬁ,supA N A und ein b, € [ian,ian—l—ﬁ) N A.

Die Folgen (a,)neny und (by,)nen konvergieren dann gegen sup A bzw. inf A. Also lie-

gen sup A und inf A im Abschluss von A. Deshalb enthélt jede nicht leere kompakte

Teilmenge von R ein Minimum und ein Maximum. q.e.d.
Zum Abschluss wollen wir folgenden Satz beweisen:

Satz 1.35!(Satz von Stone—Weierstrafl) Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum
und A C Cy(X,R) eine Unteralgebra, die die konstanten Funktionen enthdlt und die
Punkte trennt, d.h. fir alle v #y € X gibt es ein f € A, so dass f(x) # f(y). Dann
ist der Abschluss von A gleich Cy(X,R) = C(X,R).
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Lemma 1.36F Auf dem Intervall [0, 1] konvergiert die induktiv definierte Folge von
Polynomen pni1(x) = po(x) + 5 (x — pZ(x)) mit py = 0, gleichmdfig gegen die Funktion

Beweis*: Wir zeigen zunidchst mit vollstdndiger Induktion, dass 0 < p,(x) und 0 <

p2(z) < x fiir x € [0,1] gilt. Beides ist fiir py = 0 offensichtlich.

r—pioa() = o= pR(x) = pal2) (x — P2(2)) — ~ (¢ — pE(2))?

2
Aus p?(x) < z folgt p,(z) < 1 und damit 1 — p"T(”T) > 1 und (1 — p”T(:C)> >
Deshalb ist die Folge (p(z)),,cy fiir € [0, 1] monoton wachsend und 0 < p2(z)

2
Dann gilt aber auch <<1 — #) — ﬁ) < 1— % und deshalb auch 0 < x — p?(x

IA

1

=

x - (1 — f)n Wegen — = Zo (ﬁ)n > 1+ 7 folgt dann aus der Bernoulli Ungleichung

ﬁ > 1+ und 0 < 2—p(z) < 7%= < 3. Also konvergiert (p}(z)),,cy auf z € [0, 1]
4 4

gleichméBig gegen x. Die Funktion [0, 1] — [0, 1], 2 — /2 ist die Umkehrfunktion von
[0,1] — [0,1], x — x*. Weil die zweite Funktion stetig ist, ist dann wegen Korollar 1.22

die erste auch stetig und wegen Satz 1.25 sogar gleichméfig stetig. Dann folgt aber

dass die Folge (pn(x) =4/ p%(x)) gleichméBig gegen /x konvergiert. q.e.d.
neN

Beweis des Satzes von Stone—Weierstraf3*: Wegen dem Lemma gibt es auf [0, 1]
eine Folge von Polynomen, die gleichméfBig gegen x — /x konvergieren. Daraus folgt

2 _
dann, dass fiir jedes f € A auch |f| = d(0, f)4/ <d(+f)> zu dem Abschluss A von A

gehort. Dann gehort fiir jedes f, g € A aber auch

sup(f.g) = 3/ +9+1f — gl) wnd f(£,9) = 5(f +9~ | — o)

zu A. Weil A die Punkte von X trennt, gibt es fiir alle z # y € X und alle o, 3 € R
ein Element f € A, dass f(z) = a und f(y) = [ erfiillt. Sei ndmlich ¢ eine Funktion
mit g(z) # g(y). Dann ist f = o + %(g — g(z)) eine solche Funktion.

Sei jetzt f € Cp(X,R) eine fest vorgegebene Funktion und € > 0. Dann gibt es fiir
jedes z,y € X eine Funktion g,, € A die bei x und y mit f iibereinstimmt. Dann gibt
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es aber auch ein d,, > 0, so dass fiir alle z € B(y, d,,) gilt ¢, ,(2) < f(2) + €. Durch
Ubergang zu einer endlichen Teiliiberdeckung und dem Infimum der entsprechenden
Funktionen g, , € A gibt es dann eine Funktion g, € A, die g,(z) = f(z) und g, < f+e
erfiillt. Wegen der Stetigkeit gibt es wieder fiir alle z € X ein d, > 0, so dass fiir alle y €
B(z,6,) gilt f(y)—€ < g4(y). Durch Ubergang zu einer endlichen Teiliiberdeckung und
dem Supremum der entsprechenden Funktionen g, finden wir schliefSlich eine Funktion
gin A, die auf X f —e < g < f + € erfiillt. Weil € beliebig ist folgt dann, dass f in A
enthalten ist. q.e.d.

Beispiel 1.37. (i) Weil die identische Abbildung auf K stetig ist, sind wegen Satz 1.32
auch alle Polynome auf K stetig und alle Quotienten von Polynomen (rationale
Funktionen) auf der Teilmenge von K, auf der der Nenner nicht verschwindet.

(ii) Alle Potenzreihen sind auf ihrem Konvergenzbereich stetige Funktionen.

(iii) Wenn f: X — K,z +— f(x) eine injektive Funktion auf einer kompakten Menge
ist, dann ist die Umkehrfunktion f[X] — X,x — f~1(x) stetig. Dies gilt auch,
wenn X eine offene Teilmenge von K ist, weil dann jedes x € X in einer kom-
pakten Umgebung enthalten ist.

Definition 1.38. (relativkompakt) Eine Teilmenge eines metrischen Raumes heisst
realtivkompakt, wenn der Abschluss kompakt ist.

Lemma 1.39. Fine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X,d) ist genau dann
relativkompakt, wenn jede Folge in A eine in X konvergente Teilfolge besitzt.

Beweis: Wenn A relativkompakt ist, dann besitzt wegen Satz 1.12 jede Folge in A
eine konvergente Teilfolge. Hat umgekehrt jede Folge in A eine konvergente Teilfolge,
dann gibt es wegen Lemma 1.6 fiir jede Folge (x,)nen im Abschluss von A auch eine
Folge (an)nen mit d(x,,a,) < % Dann konvergiert die jeder konvergenten Teilfolge
von (ay)nen entsprechende Teilfolge von (z,,),eny gegen den gleichen Grenzwert wie die
entsprechende Teilfoge von (a,)nen. Wegen Satz 1.12 ist dann der Abschluss von A
kompakt. q.e.d.

Satz 1.40. (Arzela—Ascoli) Sei X ein kompakter metrischer Raum und Y ein vollstdn-
diger metrischer Raum. Eine Teilmenge F C Cy(X,Y) ist genau dann relativkompakt,
wenn

(i) fir jedes x € X die Menge {f(z) | f € F} relativkompakt ist, und

(ii) fir jedes x € X die Menge F gleichgradig stetig ist in x, d.h. fir jedes x € X und
jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass aus ' € B(x,d) C X fir alle f € F folgt
f(@) € B(f(x),e) CY.
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Beweis: Zunichst nehmen wir an, dass die Menge F die Bedingungen (i) und (ii)erfiillt.
Wir zeigen dann, dass jede Folge (f,)nen in F eine in Cy(X,Y') konvergente Teilfolge
(gn)nen besitzt. Dafiir zeigen wir, dass F sogar gleichgradig stetig ist auf X. Fiir jedes
€ > 0 und jedes y € X gibt es wegen (ii) ein 6, > 0, so dass aus d(x,y) < 24, fiir alle
[ e Ffolgt d(f(x), f(y)) < §. Wegen der Kompaktheit von X hat die Uberdeckung
{B(y,0,)|y € X} eine endliche Teiliitberdeckung X = B(y;,01) U... U B(yn,dn). Sei
d das Minimum von 4y, ...,dy. Dann entélt fiir alle Paare z,2’ € X mit d(z,2") < ¢
einer der Bélle B(y;,01), ..., B(yy,dy) den einen Punkt z. Damit sind beide in einem
der Bélle B(y1,201), ..., B(yn,20y) enthalten. Daraus folgt d(f(z), f(2')) < §+5 =¢
fiir alle f € F. Also ist F gleichgradig stetig auf ganz X.

Sei (x,)men eine Folge, die in X dicht liegt. Wegen (i) ist dann fiir alle m € N der
Abschluss A, der Menge der Folge (f(%m))nen eine kompakte Teilmenge von Y. Wir
definieren jetzt induktiv eine Teilfolge von (g, )nen von (fr)nen und eine Folge (@, )men
in Y, so dass fiir alle m € N und alle n > m gilt d(g,(zm),an) < =. Dafiir wihlen
wir zunéchst einen Haufungspunkt a; von (f,,(21))neny und eine Teilfolge (g, )nen von
(fa)nen, so dass fiir alle n € N gilt d(g,(z1),a1) < +. Induktiv wihlen wir danach
fir jedes M € N\ {1} einen Héufungspunkt ap von (g,(xar))neny und ersetzen alle
Folgenglieder von (g, )nen mit Indizes groBer als M —1 durch eine Teilfolge von (g, )n>ar,
so dass fiir alle n > M gilt d(g,(x), anr) < +. Dann gilt fiir alle m = 1,..., M und
alle n > m auch d(g,(z), am) < +.

Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass aus z,2’ € X mit d(x,z") < ¢ fiir
alle n € N folgt d(gn(z), gn(2")) < 5. Die Uberdeckung (B(,,0))men von X besitzt
eine endliche Teiliiberdeckung. Also gibt es ein M € N, so dass alle [,n > M an den
Zentren der Bélle der Teiliiberdeckung d(gi(2y), gn(7)) < § erfiillen. Dann folgt fiir
alle z € X und alle [,n > M

A(91(x). 9u(x)) < d(9i(w). 91(2))+d(G1(@), G (0)) G (2), 9 () < G55 =€
Also ist (gn)nen in Cp(X,Y) eine Cauchyfolge. Wegen der Bedingung (i) konvergiert
sie dann in B(X,Y). Wegen Satz 1.32 liegt der Grenzwert in C(X,Y).

Wenn umgekehrt F relativkompakt ist, dann besitzt wegen Lemma 1.39 mit jeder
Folge in F fiir jedes x € X auch die Folge der entsprechenden Funktionswerte eine
konvergente Teilfolge. Also erfiillt F die Bedingung (i).

Ausserdem gibt es fiir jedes x € X und € > 0 endlich viele fi, ..., fr im Abschluss
von F, so dass B(f1,¢/3) U...U B(fx,€¢/3) den Abschluss von F {iiberdeckt. Weil
fi, ..., fr stetig sind, gibt es d1,...,0r > 0,sodass firallei = 1,... kaus 2’ € B(x,§;)
folgt f;(«') € B(f(x),€/3). Dann gibt es fiir alle f € F ein f; so dass fiir alle 2’ € B(z, )

A(f (). () < d(F(@'). fi(a) + dfie). fiw) + d(file), @) < g+ 5+ 5=
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gilt mit 6 = min{dy,...,0x}. q-e.d.



Kapitel 2

Banachraume

2.1 Normierte Riaume

Im folgenden betrachten wir Vektorrdume iiber den reellen oder komplexen Zahlen R
bzw. C. Wir bezeichnen dann den entsprechenden Koérper mit K.

Definition 2.1. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung || -] : V — R, v v,
die die folgenden dreir Bedingungen erfiillt heisst Norm. Erfiillt sie nur die beiden letzten
Bedingungen, so heisst sie Halbnorm.

(1) [|v|| = 0 und Gleichheit nur fir v =0 (Positivitit).
(ii) (|Av]| = |A| - ||v]| fir alle X € K,v € V' (Linearitit).
(iii) [Jv +w| < ||lv|| + |Jw| (Dreiecksungleichung).

Die zweite Eigenschaft impliziert offenbar schon, dass ||0]| = 0. Einen Vektorraum V'
zusammen mit einer Norm nennen wir normierten Vektorraum. Jede Norm induziert
auf V' offenbar eine Metrik. d(v,w) = ||v — w||. Deshalb sind alle normierten Vek-
torrdume auch metrische Rdume. Insbesondere besitzen alle normierten Vektorrdume
eine Topologie, d.h. eine Klasse von offenen Mengen. Wenn die Abbildungen

+:VxV -V (v,w) —v+w KXV =V (\v)— Ao
stetig sind, dann sprechen wir von topologischen Vektorrdumen.

Satz 2.2. Auf einem normierten Vektorraum wird durch d(v,w) = ||v—w|| eine Metrik
definiert. Dadurch wird der normierte Vektorraum zu einem topologischen Vektorraum.

23
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Beweis: Die Positivitit, Symmetrie und die Dreiecksungleichung von d folgt offenbar
aus den Eigenschaften (i) - (iii) der Norm. Aus der Dreieckungleichung folgt auch

[v+w— (" + )] =[lv =0 +w—w| <o+ [lw—-u].

WEeil die Metrik des kartesischen Produktes gleich der Summe der Metriken ist, folgt,
dass die Abbildung + stetig ist. Aus der Dreieckungleichung und der Eigenschaft (ii)
folgt auch

A0 =XV = [[Av = No+XNo =XV = [[(A=XN)v+ XN(v—"1")|

< A= Nl + [N (v = ) = [A = N[Jol] + [X[lv = ']
Also ist auch die Abbildung - stetig. q.e.d.

Definition 2.3. Zwei topologische Vektorrdume V' und W heissen isomorph, wenn es
eine bijektive lineare Abbildung von V nach W gibt (also wenn V und W als Vek-
torrdume isomorph sind), die die offenen Mengen des einen auf die offenen Mengen
des anderen abbildet (also der Isomorphismus stetig ist).

Satz 2.4. (i) FEine lineare Abbildung A von einem topologischen Vektorraum V in

einen topologischen Vektorraum W ist genau dann stetig, wenn sie in einem
Punkt (z.B. Null) stetig ist.

(ii) Eine lineare Abbildung A von einem normierten Vektorraum V in einen normier-
ten Vektorraum W ist genau dann stetig, wenn sie auf einer beliebigen offenen
Kugel von V' beschrinkt ist. Dann ist sie auch Lipschitz—stetiq.

(iii) Zwei Normen || - ||1 und || - ||2 induzieren auf dem Vektorraum V' genau dann die
gleiche Topologie, wenn es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass fiir alle v € V gilt

1
— < <C
cllvlle < lvllz < Cllvfly

(iv) Auf einem endlichdimensionalen Vektorraum sind alle Normen paarweise zuein-
ander dquivalent.

(v) Jede lineare Abbildung A von einem endlichdimensionalen normierten Vektorraum
V' in einen normierten Vektorraum W ist stetig.

Beweis: (i): Sei V' ein topologischer Vektorraum. Dann ist fiir jedes w € V' die Abbil-
dung
T,: V-=oVuv—uv+w
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eine bijektive stetige Abbildung, deren inverse Abbildung auch stetig ist. Wenn A :
V — W aber linear ist, dann gilt Ao T, = T4, 0 A. Also ist A in v + w genau dann
stetig, wenn A in v stetig ist.

(ii): Seien B(v,r) und B(w, R) zwei offene Kugeln mit » > 0, R > 0. Dann bildet die
Abbildung u — £(u — v) + w die Kugel B(v,r) auf die Kugel B(w, R) ab. Wegen der
Linearitéit von A gilt aber

R R R
HA (?(u —v) + w) H < ?HAUH + ?HA?}H + || Aw||.

Also ist A genau dann auf B(v,r) beschriankt, wenn es auf B(w, R) beschriankt ist. A
ist aber genau dann in 0 stetig, wenn es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass A auf
B(0,9) beschréankt ist durch e. Wegen der Linearitdt von A ist das dquivalent dazu,
dass A auf B(0,2) beschréinkt ist durch 1. Wegen (i) folgt (ii).

(iii): Zwei Normen || - ||; und || - ||2 induzieren auf V' genau dann die gleiche Topologie,
wenn die identische Abbildung beziiglich || - ||; und || - ||2 stetig ist und beziiglich || - |2
und || - ||1. Wegen (ii) ist das dquivalent dazu, dass es ein C; > 0 und ein Cy > 0 gibt,
so dass gilt ||v|l2 < Cy fiir alle v mit ||v|l; < 1 und |jv|j; < C; fir alle v mit |Jv]js < 1.
Dann gilt aber wegen der Linearitét fiir alle v € V:

|vl2 < lim

e—0

(Ivlls +€) < Csffvly und [or]] < Chlvlla.
2

Mit C' > max{Cy, Cs} folgt % <

o]l + €

—51 und Cy < C. Dann gilt auch

_1 Jon]] < _1 [vlli < [[vfl2 < Calfolls < Ol
v v v v V1.

o= C b= 2= i = !

Umgekehrt folgt aus dieser Ungleichung und ||v][; < 1 auch ||v||s < C bzw. aus dieser
Ungleichung und ||v||s < 1 auch [jv||; < C.

(iv): Sei V' ein normierter Vektorraum der Dimension d. Sei ey, ..., e; eine Basis von
V. Dann ist die Abbildung K — V, 2+ xie; + ...+ 24eq ein Isomorphismus von
Vektorriumen. Auf K? definiert ||z]|; = |x1] + ... + |74] die Norm des kartesischen
Produktes. Wir zeigen jetzt, dass jede Norm || - || auf V' #dquivalent ist zu der Norm
|lz1er + ...+ zgeqlls = |z|i + ... + |za| = ||z||s. Wegen der Dreiecksungleichung gilt fiir
alle z € K%

lser + .+ zaeal < mrlller] + ... + lzallleall < max{llesll .. leal }zl.

Dann folgt fiir alle z,y € K? aus der Ungleichung

Hxlel + ...+ $d6d|l S ||(SL’1 — y1)61 4+ ...+ (xd — yd)edH + ||y1€1 + ...+ yded||
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und der entsprechenden Ungleichung mit vertauschten z und y
llzrer + ... + zaeall — [lyrer + - .. 4 yaeal|| < max{[les], ... [leal[}|z =yl

Also ist die Abbildung K¢ — R,z +— ||z + ... + w4eq4]| stetig beziiglich der Norm
| - |li. Wegen Satz 1.34 nimmt diese Funktion auf der kompakten Teilmenge {x € K¢ |
|z||1 = 1} ihr Minimum C' an. Wegen der Positivitéit von || - || ist C' > 0. Daraus folgt
fiir alle z € K\ {0}:

rier + ...+ xqe
Clall < |~ Tz = el = llzser + ...+ zaeall < max{llenl],.. leall} .
1
(v): Sei V' wieder ein normierter Vektorraum der Dimension d. Sei ey, .. ., e4 eine Basis

von V. Dann gilt fiir alle v € K%

[A(z1er + .+ wgea) || < fanl|Aed|| + . + [zall| Aea]| < max{||Aeq]], ..., [|Aeall ]|
Dann folgt (v) aus (iv). q.e.d.
Beispiel 2.5. (i) : K? mit den Normen

1/p
(Zfil |xi|p> firl<p< oo

max {|z1|,...,|zq|}  firp=occ.

2, =

Die Positivitit und die Linearitit aller dieser Normen ist leicht nachzurechnen.
Die Dreieckungleichung ist nicht so offensichtlich. Wir zeigen sie tiber den Umweg
der Youngschen Ungleichung und der Holderschen Ungleichung.

Die Funktion —In ist streng konvez, weil —In"(z) = & > 0. Fir alle z,y € RT
und alle p,q > 0 mait % +% =1 gilt dann —In (%m + %y) < —%ln(m) — %ln(y).
Mt Hilfe der Monotonie von exp folgt dann die

Satz 2.6. (Youngsche Ungleichung) Seien p > 1,q > 1 mit zla +% = 1. Dann gilt
fiir alle x > 0,y > 0.

1 1
ry < —af + -yt
D q

Daraus lisst sich die Héldersche Ungleichung und die Minkowsk: Ungleichung
folgern. Wir werden diese beiden Ungleichungen allerdings beide gleich im allge-
meineren Fall der Folgenrdume beweisen.
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Satz 2.7. (Héldersche Ungleichung) Seien z,y € K und p,q > 1SH mit %+% =
1, oder p =1 und q = co. Dann gilt

d
> Lzl < lzllpllylly:
i=1

Satz 2.8. (Minkowski Ungleichung) Seien x,y € K und 1 < p < oo

12+ yllp < llllp + [[yllp-

Alle diese normierten Vektorrdaume sind als topologische Vektorrdaume dquivalent.

(ii) Sei X eine Menge und Y ein normierter Raum. Dann ist der Vektorraum aller
beschrinkten Funktionen von X nach 'Y mit der Norm

1flloo = sup [|f(2)]
zeX

ein normierter Vektorraum. Wir bezeichnen ihn mit B(X,Y).

(iii) Sei (X,d) ein metrischer Raum und Y ein normierter Raum. Dann ist der Un-
terraum von B(X,Y") aller beschrinkten stetigen Funktionen von X nach'Y ein
normierter Vektorraum. Wir wollen ihn mit Cy(X,Y") bezeichnen.

(iv) Folgenrdume d, ¢y, c, (. Diese Riume sind die Vektorrdume:

d = {(an)nenlan € K, a, # 0 fiir hichstens endlich viele n}
Co = {(an)nen|a, € K mit lim a, =0}

c = {(an)nenla, € K mit (a,)nen konvergent }

> = {(an)nen|a, € K mit (ay)nen beschrankt }

versehen jeweils mit der Supremumsnorm:

|(@n)nenlloo = sup |as|.
neN

Offenbar erfillt diese Norm alle drei Bedingungen einer Norm. Weil jede konver-
gente Folge auch beschrdnkt ist haben wir die Inklusionen

dCcyCcCl™.
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(V) Zuletzt betrachten wir noch folgende Teilrdume von €. Fir alle 1 < p < 0o sei

" = {(an)nenan € K mit Y |a,[P < oo}

n=1

1/p
zusammen mit der Norm: |(an)nenll, = (Z ]an|p> .

Die Abbildung erfillt offenbar die Positivitdt und die Linearitit. Um die Drei-
eckungleichung zu zeigen, benutzen wir wieder die Youngsche Ungleichung und
die Héldersche Ungleichung.

Satz 2.9. (Héldersche Ungleichung fiir Folgen) Seien p,q > 1 mit % +% =1 oder p=
1,q =00 oder p =00,q = 1. Dann gilt fir alle a € ? und b € {7 mit a-b = (a, - by)nen
a-belt und la- bl < llalp|blly-

Beweis: Fiir p = 1,¢ = oo und p = 0o0,q = 1 ist die Aussage offensichtlich. Sei also
p,q > 1 mit % + % = 1. Seien a € * und b € (4. Wenn ||a||, = 0 oder ||b]|, = 0 ist,
dann gilt @ = 0 oder b = 0 und die Aussage ist wieder offensichtlich. Sei also ||a||, # 0
und [|b]|, # 0. Dann definieren wir die Folgen und Wegen der Youngschen

IIbH

llallp

Ungleichung gilt dann fiir alle n € N

on] | 1bn] _ Llanl” 1 16nl®
lall, 1ol = pllally ™ g T2l

Die beiden Reihen auf der rechten Seite sind nach Voraussetzung konvergent. Also ist
auch die Reihe auf der linken Seite konvergent. Dann folgt, dass

P b, |4
e gy

a-b a-b
——— /(" und ‘— = — - <-4+ -=1
lallpllbllq lallpliollgll, —p llalls g ol ~p g
Daraus folgt aber auch a - b € ¢* und ||ab||; < ||all, - ||0]],- q.e.d.

Satz 2.10. (Minkowski Ungleichung fiir Folgen) Sei 1 < p < oo und a,b € ¢?. Dann
gilt a+b € P und ||a+0b|, < |lall, + ||b]|,-

Beweis: Fiir p = 1 oder p = oo ist die Aussage offensichtlich. Sei also 1 < p < o0.
Offenbar gilt fiir alle n € N

|an + bn|” < 2P (max{|an], [bn[})" < 27(|an]” + [bn]").



2.1. NORMIERTE RAUME 29

Also ist a + b € ¢P. Anstatt der Minkowskiungleichung zeigen wir die dazu dquivalente
Ungleichung
la+ 5 < (lall, + [1l],)lla + b~

Wegen der Holderschen Ungleichung gilt ndmlich mit

la+0l5 <> lan +bal?

n=1

< anllan +0a"7 D [ballan + balP!
n=1 n=1

1 1
mit — + — = 1 und Holderscher Ungleichung)
q P

lallpll(a + B lg + [1Bllp | (@ + b)P g
(lally + l1ellp) la + b5~

el q.e.d.

P

—~

<
<

i — 1
weil (p —1)g = p und .

Satz 2.11. Sei 1 <p < g < oo und a € . Dann gilt a € (* und ||al|, < ||al|,. Gleich-
heit gilt genau dann, wenn hochstens ein Folgenglied von (a,)nen nicht verschwindet.

Beweis: Fiir alle a € 7\ {0} hat die Folge ( g > nur Folgenglieder vom Betrag
neN

llallp

< 1. Dann folgt aus p < g < 0o

jan|? _ lan]” lallg

lall>

< und damit auch <1 bzw [all? < [l

lallp lallp — '

Wegen der Monotonie von z +— x/? folgt dann ||al|, < ||a||,. Gleichheit gilt offenbar
|an|
llal
a, verschwinden. Fiir q = oo ist diese Ungleichung ebenfalls giiltig. q.e.d.

Dann haben wir /# C ¢4 fiir 1 < p < ¢ < oo. Weil die Folge n% mit r > 0 genau
dann in (P liegt, wenn p-r > 1, sind alle diese Folgenrdume auch verschieden.

nur, wenn nur die Werte 0 oder 1 annimmt, also wenn a = 0 oder alle bis auf ein

Definition 2.12. (Banachraum) Ein vollstindiger normierter Vektorraum heisst Ba-
nachraum.

Satz 2.13. Sei V' ein normierter Vektorraum und W C V' ein abgeschlossener Unter-
raum. Dann wird der Quotientenraum V /W aller Aquivalenzklassen der Aquivalenzre-
lation v ~ w < v—w € W mit der Norm ||[v]|| = inf{||lv+w| | w € W} ein normierter
Vektorraum. Die kanonische Abbildung V- — V /W, v +— [v] ist stetig und offen, d.h.
das Bild jeder offenen Menge ist offen. Wenn V' ein Banachraum ist, dann ist auch
V/W ein Banachraum.
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Beweis: Die Ungleichung ||[v]|| > 0 ist klar. Wenn ||[v]|| = 0 gibt es eine Folge (wy,)nen
in W, so dass (v + wy)nen gegen Null konvergiert. Weil W abgeschlossen ist, folgt
v € W. Die Linearitédt und die Dreiecksungleichung folgen dann aus der Stetigkeit der
Norm und den entsprechenden Eigenschaften der Norm.

Die kanonische Abbildung v + [v] ist Lipschitzstetig mit L = 1, also stetig. Fiir
jedes v in einer offenen Menge O C V' gibt es eine Kugel B(v,2¢) C V. Dann gibt es
fir jedes [w] € B([v],€) ein w’ € W mit |jw 4+ w' — v|| < 2e. Daraus folgt w + w' €
B(v,2¢) C O und [w+w'] = [w]. Also ist B([v], €) im Bild von O enthalten, und damit
das Bild von O offen.

Wenn V' ein Banachraum ist, dann kénnen wir fiir jede Cauchyfolge in V/W eine
Teilfolge wihlen, so dass ||[v,] — [Un41]|| < 27". Dann wéhlen wir induktive eine Folge
(Wn)nen In W, so dass gilt [|ve1 + wpy1 — (v + wy)|| < 2-27™ Dann ist die Folge
(U 4+ Wy )nen = v1 + w1 + (O Vpy1 + Wpi1 — (U, + Wy) )nen eine Cauchyfolge in V', die
konvergiert. Der Grenzwert ist offenbar ein Reprisentant des Grenzwertes der Teilfolge
([vn])neny und damit auch ein Grenzwert der urspriinglichen Cauchyfolge. q.e.d.

Beispiel 2.14. Die Beispiele (i) sind vollstindig.
Aus den Sdtzen 1.30 und 1.32 folgt sofort

Satz 2.15. (i) B(X,Y) ist genau dann vollstindig, wenn Y wvollstindig ist (X # 0).
(i) Cy(X,Y) ist genau dann vollstindig, wenn'Y wvollstindig ist (X #0). q.e.d.

Im Beispiel (iv) ist £>° wieder von der Form des Beispiels (ii) mit vollstindigem Y = K,
also wvollstindig. Also sind die Rdume d,cy, ¢ genau dann vollstindig, wenn sie abge-
schlossene Teilmengen in £>° sind. Weil jede Folge in >° nach dem Auswahlprinzip von
Bolzano Weierstrafs eine konvergente Teilfolge hat, gehdrt ein a € £°° genau dann nicht
zu ¢, wenn es mindestens zwei Haufungspunkte hat. Wenn 2¢ kleiner ist als der Abstand
zwischen zwei Hdufungspunkten von a, dann hat jede Folge in B(a,€) jeweils einen
Hdaufungspunkt in dem Abschluss der Kugeln mit Radius € um die beiden Hdufungs-
punkte, also wieder mindestens zwei Haufungspunkte. Dann ist das Komplement von c
in £ offen, also ¢ abgeschlossen. Also ist ¢ vollstindig. Wenn a € ¢\ ¢y dann konver-
giert a, gegen ein Element ag € K\ {0}. Dann konvergieren aber auch alle Folgen in

B (a, @) C ¢ gegen einen Grenzwert in B (ao, @) Weil 0 € B (ao, @) ist ¢\ co
wieder offen in ¢ und damit cy vollstindig. Fir jede Folge a € ¢y konvergiert die Folge
(bp)nen in d mit

A ay,  fiirm<n
"0 firm >n

offenbar gegen a. Also ist der Abschluss von d gleich co. Damit ist d nicht vollstindig.
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Satz 2.16. Fiir alle 1 < p < oo st P vollstindig.

Beweis: Fiir p = oo folgt die Aussage aus Satz 1.30. Sei (a,)en eine Cauchyfolge in
(P, Weil fiir alle b € 7 gilt |b,| < ||b||,, ist fir alle m € N die Zahlenfolge (@ m)nen
eine Cauchyfolge. Sei b definiert durch b,, = lim a, ,,. Fir alle € > 0 sei N € N so

n—~oo

gewdhlt, dass fiir alle n,n’ > N gilt ||a, — an||, < €. Dann folgt fiir alle M € N und
alle n,n’ > N

M l/p M l/p
(Z |Gy m — an/,m|p> < €. Also gilt auch (Z @ — bm|p> <e.
m=1 m=1
Weil M beliebig war, folgt |la, — b||, < €. Also konvergiert a,, gegen b. q.e.d.

Ubungsaufgabe 2.17. Zeige in folgenden Schritten, dass die Vervollstindigung eines
normierten Vektorraumes ein Banachraum ist. Wir werden im néchsten Abschnitt diese
Aussage mit einem dhnlichen Trick beweisen, wie die Konstruktion von X im Satz 1.33.

(i) Zeige, das die Vervollstindigung des kartesischen Produktes zweier metrische Rdu-
me (X, d) und (Y,d) das kartesische Produkt der Vervollstindigung von X mit
der Vervollstindigung von Y 1ist.

(i) Sei (V,||-||) ein normierter Vektorraum. Zeige, dass die Abbildung + :V xV — V.
und fiir jedes A € K die AbbildungV — V,v — \-v Lipschitz—stetig sind. Folgere,
dass die Vervollstindigung von V' ein Vektorraum ist.

(iii) Zeige, dass die Vervollstindigung von V' ein normierter Vektorraum ist.

(iv) Zeige, dass sich jede stetige lineare Abbildung A 1V — W wvon einem normierten
Vektorraum V' in einen Banachraum W zu einer stetigen linearen Abbildung von
der Vervollstindigung von V nach W fortsetzen lisst. Schlieffe daraus, dass die
Vervollstindigung von V' als Banachraum bis auf Isomorphie von Banachrdumen
ewndeutig bestimmit ist.

Beispiel 2.18. (i) Sei Cy([a, b],K) der Vektorraum aller stetigen Funktionen von [a, b]
nach K. Die Abbildung

b
11 - Co(la b, K) — R, f — / f(@)|da

definiert eine Norm. Die Linearitit und die Dreiecksungleichung folgen aus den
entsprechenden Eigenschaften des Integrals. Wenn eine nicht negative stetige
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Funktion f an einer Stelle xo € [a,b] nicht verschwindet, dann gibt es wegen
der Stetigkeit ein € > 0 und ein 0 < § < (b—a), so dass f(x) > € gilt fir alle
x € B(xo,0) N[a,b]. Also ist das Integral

b

/f(x)d:vze-5>0.

a

Deshalb folgt aus
b
/|f($)|dx =0 auch f = 0.

Dieser normierte Vektorraum ist aber micht vollstindig. Er enthdlt z.B. nicht
die charakteristischen Funktionen von allen offenen Intervallen. Wir werden die
Vervollstindigung L*([a, b]) nennen.

(ii) Sei C°(R,R) der Vektorraum aller glatten Funktionen mit kompaktem Trdger.

Dann definiert

1l = / ()]

wieder eine Norm. Auch dieser Vektorraum ist nicht vollstindig. Alle Elemen-
te der Vervollstindigung lassen sich durch stetige, aber nicht notwendigerweise
differenzierbare Funktionen beschreiben. Funktionenrdume von dieser Art werden
Sobolev Rdaume genannt.

(iii) Sei Co(R,R) der Vektorraum aller stetigen Funktionen mit kompaktem Trdger.

Dann definiert
If]l = sup | f(2)] - ||
z€eR

eine Norm auf Co(R,R). Auch dieser Vektorraum ist nicht vollstindig. Die Ele-
mente der Vervollstaindigung lassen sich mit stetigen Funktionen auf R\ {0}
identifizieren. Analog definiert die Multiplikation mit der Funktion x — x ei-
ne lineare Abbildung von dem Vektorraum Co(R,R) auf sich selber. Weil diese
Abbildung aber nicht beschrdnkt ist, ist sie auch nicht stetig.

2.2 Lineare Operatoren

Definition 2.19. Seien V,W normierte Vektorrdume. Dann sei L(V, W) die Menge
aller linearen stetigen Abbildungen von V' nach W zusammen mit den Abbildungen:

LV, W) x L(V,W) — L(V,W),(A,B) — A+ B
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mit A+ B:V —- W, v— Av+ Bv
G Kx LV, W) — L(V,IV), (N, A) — AA
mit NA:V — W, v — AN
-1 LV, W) = R A [JA = sup  [JAv[[= sup [[Av]|.

vEB(0,1)CV veB(0,1)
Satz 2.20. L(V, W) ist ein normierter Vektorraum.

Beweis: Aus der Linearitéit von A und B folgt die Linearitdt von A + B und A - A.
Wegen der Dreiecksungleichung folgt aus der Stetigkeit von A und B auch die Stetigkeit
von A + B. Und schlieflich folgt aus der Linearitédt und der Stetigkeit von A auch die
Stetigkeit von A - A. Weil W ein Vektorraum ist, ist auch £(V,W) ein Vektorraum.
Wegen der Linearitit der Elemente von £(V, W) und weil W ein normierter Vektorraum
ist, ist auch £(V, W) ein normierter Vektorraum. q.e.d.

Wenn V' = K", dann ist der Abschluss der Einheitskugel B(0,1) = {v € K"| |jv]| <
1} kompakt. Deshalb gibt es fiir jedes A € L(K™, W) ein v € K™\ {0}, so dass gilt || A|| =

| A || = 12 Weil fiir jeden linearen Operator A € £L(V, W) gilt Av = |jv]| - A (

v
lloll [[oll lloll

ist jeder lineare Operator A durch seine Werte auf B(0,1) eindeutig bestimmt. Die
Norm von L(V, W) ist dann einfach die Supremumsnorm der stetigen Abbildung von
B(0,1) nach W. Deshalb ist der normierte Vektorraum £(V, W) ein Unterraum von den
beschriankten stetigen Funktionen auf B(0,1) C V. So folgt z.B. aus der Konvergenz
einer Folge (A, )neny in L(V, W) die punktweise Konvergenz auf B(0,1) (und damit
sogar die punktweise Konvergenz auf V). Die Konvergenz in £(V, W) beinhaltet sogar
die gleichméBige Konvergenz auf B(0,1) C V.

Satz 2.21. Seien V' ein normierter Vektorraum und W ein Banachraum. Dann ist

L(V,W) ein Banachraum.

Beweis: Wir miissen wegen Satz 2.20 nur noch zeigen, dass £(V, W) vollsténdig ist. Sei

(An)nen eine Cauchyfolge in L(V, W). Fiir jedes v € V ist wegen ||(A,—An)v|| < ||An—

Apll - ||v|| die Folge (A, v)nen eine Cauchyfolge in W, die konvergiert. Wir definieren

als den Grenzwert von (A, )nen die Abbildung von V' nach W, die fiir alle v € V' durch
AV -Wuv— Av= lim Av

n—oo

gegeben ist. Wir miissen dann noch zeigen, dass (A, ),en gegen A konvergiert und dass
A linear stetig ist. Weil (A4, ),en eine Cauchyfolge ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N,
so dass fiir alle n,m > N auch |4, — A,[| < § gilt. Fiir jedes v € V gibt es ein m > N
mit ||Av — Anv|| < §[jv||. Daraus folgt

€ €
1A = An)oll < [I(A = Am)v]| + [[(Am = An)o]| < (5 + 5) [o]] < ef|v]].



34 KAPITEL 2. BANACHRAUME

Also konvergiert (A, ),en gegen A. Aus der Linearitat von A, folgt fiir alle n € N

[A(v +w) = (Av+ Aw)|| < [[(A = An)(v +w) = (A = Ap)v — (A = An)w))|| <
< 1A = An) (v +w)[| + [[(A = Ap)o]| +[[(A = Ap)wl]], und

A = AQA)[| < [[AMA = Ap)o — (A = A,) (W) <
< AICA = Aol + [[(A = An)Av]|

Im Grenzwert n — oo konvergieren die rechten Seiten aber gegen Null, so dass A linear
ist. Weil die Konvergenz in £(V, W) aber die gleichméBige Konvergenz auf B(0,1) C V
ist, konnen wir um die Stetigkeit von A zu zeigen wie im Satz 1.32 (iii) wieder den
¢/3-Trick benutzen. Wir benutzen aber Satz 2.4. Weil jede Cauchyfolge beschrénkt ist,
gibt es ein M > 0, so dass ||A,|| < M fiir n € N gilt. Fiir alle v € V folgt

[Av]| < [I(A = An)vll + [|Anvl] < (|A = Anl] + M) [v]].

Jetzt wahlen wir ein n € N, so dass ||A — A,|| kleiner ist als 1. Dann folgt ||Av|| <
(M + 1)||v|| und A ist wegen Satz 2.4 stetig. q.e.d.

Satz 2.22. Seien U,V und W normierte Vektorriume und A € L(U,V) und B €
L(V,W), dann ist Bo A € LU W) und es gilt |Bo A|| < ||B] - ||All. Insbesondere
ist die Abbildung o : L(U,V) x L(V.W) — L(U,W),(A,B) — Bo A eine stetige
Abbildung von dem kartesischen Produkt der metrischen Rdaume L(U, V') und L(V, W)
in den metrischen Raum L(U,W).

Beweis: Fiir alle u € U gilt [[(B o Ajull < |[B] - |[Aul < | BI - JA] - ] Also folgt
die Ungleichung ||B o A|| < ||B|| - ||A|| aus Satz 2.4. Fiir zwei normierte Vektorraume
V, W mit Normen || - ||y und || - || ist

I lvsew : VX W =R, (v,w) = |lvllv + [[wllw

eine Norm auf V x W und induziert die Metrik des kartesischen Produktes der metri-

schen Rdume V und W. Fir (A, B), (A, B') € L(U,V) x L(V,W) gilt dann aber

|BoA—B oA||=||BoA—BoA +BoA —B oA
=|[Bo(A-A)+(B-B)oA
<|IB||- A=A+ |B = B'|| - | A
A=A+ 1B =B DB+ [A)
(A=A + ||B B NABI + A+ 114 — A[))
1(4, B) — (A", BY||(I1B] + 1Al + (A, B) = (A, B)I]).

VAN VANRVAN
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Also ist diese Abbildung im Punkt (A, B) € L(U,V) x L(V, W) stetig. q-e.d.
Wir bezeichnen die Komposition B o A von linearen Operatoren auch einfach nur
als BA.

Definition 2.23. Sei V' ein normierter Vektorraum. Dann ist L(V) = L(V, V) eine
Algebra, d.h. ein Vektorraum mit einer Abbildung

o: L(V)x L(V)— L(V),(A,B)— AB
die bilinear ist, d.h. sie erfillt

(A+ A)B = AB + A'B und (\A)B = A\(AB)
A(B + B') = AB + AB' und A(\B) = \(AB).

L(V) ist sogar eine normierte Algebra, d.h. die Norm || - || erfillt ||AB|| < ||A] - || B|l-
Wenn V' ein Banachraum ist, dann ist L(V') eine Banachalgebra.

Satz 2.24. (Neumannsche Reihe) Sei V' ein Banachraum und A € L(V') ein Operator
mit |A]| < 1. Dann ist 1 — A invertierbar und es gilt (1— A)~! = > A"
n=0

Beweis: Weil ||A"[| < [|A[|" ist fiir [[A|| < 1 die Reihe (}_ A"), oy, eine Cauchyfolge

und es gilt
N
2 A"
n=0

Wegen Satz 2.21 konvergiert diese Reihe gegen einen Operator B € L(V'). Offenbar

gilt
1-A)B=) A"-) A"=1
n=0 n=1

1
1—lAll

<

und genauso
B(l-A)=) A"=) A"=1
n=0 n=1
Also ist (1 — A) invertierbar und es gilt
(1-A)' =) A
n=0

1
1—[lA]°

Insbesondere gilt H(]l — A || <
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Alle Potenzreihenfunktionen f(z) = ) a,2™ mit Konvergenzradius R > 0 defi-

n€Ng
nieren dann offenbar eine Abbildung
FAAELWV) Al <R} = L(V), A f(A) = a,A™.
n=0

Viele der Aussagen, die wir fiir Potenzreihenfunktionen auf K gezeigt haben, lassen
sich jetzt auf Potenzreihenfunktionen auf £(V') ausdehnen. Aber weil im Allgemeinen
AB # BA fiir A, B € L(V), gilt im Allgemeinen auch

exp(A) exp(B) # exp(A + B).

Definition 2.25. Eine Derivation einer Algebra L(V') ist ein Operator D € L(L(V)),
der die Bedingung D(AB) = D(A) - B+ A - D(B) erfiillt.

Ubungsaufgabe 2.26. (i) Zeige, dass fiir jedes A € L(V), die Abbildung
Dy:L(V)— L(V),B— AB — BA
eine Derivation 1st.

(ii) Sei V' ein Banachraum und D eine Deriwvation von L(V'). Zeige dass exp(D) ein
Algebraisomorphismus ist, d.h. ein invertierbares Element von

(C e L(L(V)) | C(AB) = C(A)C(B) fir alle A, B € L(V)} C LL(V)).

(iii) Sei V ein Banachraum. Zeige, dass fir alle B € L(V') gilt

exp(Da)B = exp(A) - B - exp(—A).

2.3 Der Satz von Hahn—Banach

Fiir einen beliebigen normierten Vektorraum wissen wir bisher nicht, ob er {iberhaupt
stetige lineare Abbildungen in einen anderen normierten Vektorraum besitzt. In diesem
Abschnitt beweisen wir die Existenz geniigend vieler stetiger linearen Abbildungen
eines normierten Vektorraumes V' nach K.

Definition 2.27. Sei V' ein reeller Vektorraum. FEine Funktion p : V. — R heisst
sublinear, falls

(i) p(\v) = Ap(v) fir alle A >0 und v € V.
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(i) p(v+w) < p(v) + p(w) fir alle v,w € V.

Die Menge aller sublineare Funktionen bezeichnen wir mit S. Darauf ist folgende Ord-
nungsrelation definiert:

p<q < p)<q) firalevelV.

Lemma 2.28. (i) Jede total geordnete Teilmenge in S (d.h. alle Paare p,q in der
Teilmenge erfiillen entweder p < q oder q < p) besitzt eine untere Schranke.

(i) Sei W C V invariant unter der Multiplikation mit A > 0 und unter der Addition
+ WxW =W, und A: W — R erfiille

Adw) = A(w) YA>0,weW Alv+w)=A{Ww)+ Alw) Yv,we W.

Dann ist fiir jedes p € S, das fir alle w € W p(w) > A(w) erfillt, die folgende
Funktion wohldefiniert und sublinear:

p:V =R, v pa(v) mit pa(v) = inf{p(v +w) — A(w) | w € W}.

(iii) Ein Element von S ist genau dann minimal, wenn es linear ist.

Beweis: (i): Aus der Bedingung (i) folgt p(0) = 0 und aus der Bedingung (ii) p(0) <
p(v) + p(—v). Dann sind wegen —p(—v) < p(v) fiir jedes v € V' die Werte einer total
geordneten Teilmenge von & an der Stelle v nach unten beschrinkt. Das Infimum
einer Teilmenge von § ist offenbar wieder sublinear. Also besitzt jede total geordnete
Teilmenge von S eine untere Schranke in .

(ii): Wegen p(v + w) — A(w) > p(w) — p(—v) — A(w) > —p(—v) ist das Infimum
wohldefiniert. Zum Beweis der Sublinearitét sei also zunéchst A > 0.

pa(Av) = inf{p(Av+w) — A(w) |w e W}
= inf{\(p(v +w") — A(W")) |w € W}
= Ainf{p(v+ ') — A(w") | w' € W} = Apa(v).

Fiir A = 0 folgt aus p(w) > A(w) und p(0) = 0 = A(0) auch p4(0) = 0.
Aufgrund der Definition von pa gibt es fiir alle u,v € V und jedes € > 0 zwei
wy,wy € W so dass gilt

€

pa(v) > pv+wy) — A(w,) — =

pa(u) > p(u+wy) — A(wr) — 9

N
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Mit w = wy + wy ergibt sich durch Addition der beiden Ungleichungen

pa(u) +pa(v) > plu+wr) +p(v+wsy) — A(w) — €
> plut+v+w)— Aw) —e>pa(u+v) —e

Weil € > 0 beliebig ist, ist p4 sublinear.
(iii): Wenn p linear ist und ¢ € S mit ¢ < p, dann gilt fiir alle v € V
p(v) = =p(—v) < —q(—v) < q(v) < p(v). Daraus folgt q(v) = p(v).
Fiir alle p € S und w € V erfiillen W = {Aw | A > 0} und A = p|y die Vorausset-
zungen von (ii). Das entsprechende py4 erfiillt pa(v) < p(v +w) — p(w) < p(v) fir alle
v € V. Wenn p ein minimales Element ist muss Gleichheit gelten. Dann folgt

pa(v) + p(w) < p(v+w) < p(v) + p(w).
Also ist jedes minimale Element von S linear. q.e.d.

Satz 2.29. (Hahn-Banach) Sei V' ein K—Vektorraum, W C V' ein Untervektorraum,
A: W — K linear und p : V- — R sublinear mit |A(w)| < p(w) fir alle w € W. Dann
gibt es eine lineare Fortsetzung B : 'V — K von A auf V', die beschrinkt ist durch
|B(v)| < p(v) fir allev e V.

Beweis: Fiir K = R, W, A und p wie vorausgesetzt existiert wegen Lemma 2.28 (ii) ein
pa € S. Fir v e W wird wegen p(v+w) — A(w) > p(v+w) — A(v+w) + A(v) > A(v)
das Infimum bei w = —v angenommen, und stimmt auf W mit A {iberein. Mit w = 0
folgt pa < p. Dann besitzt die Menge {q € S | ¢ < pa} wegen Lemma 2.28 (i) und dem
Zornschen Lemma ein minimales Element B. Wegen Lemma 2.28 (iii) ist B linear, und
fir w e W gilt A(w) = —A(—w) < —B(—w) = B(w) < A(W).

Fiir K = C erhalten wir zunéchst eine Abbildung Bg : V' — R, die den Realteil von
A auf V fortsetzt. Dann ist B(v) = Br(v) —1Bg(w) wegen B(w) = Bgr(w)—1Br(—v) =
1(Br(v) —1Bgr(w)) = 1B(v) eine komplexe Fortsetzung von A auf B. q.e.d.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir noch zeigen, dass zwei schnittfremde
konvexe Mengen in einem normierten Vektorraum durch eine Hyperebene getrennt
werden konnen. Dafiir benutzen wir die sogenannte Minkowskifunktion.

Definition 2.30. Sei A C V eine Teilmenge eines (normierten) Vektorraumes V.
Dann heisst folgende (nicht notwendigerweise endliche) Funktion Minkowskifunktion:

pa:V —[0,00], v pa(v) mitpA(v):inf{)\>0|§eA}.

Lemma 2.31. Sei V' ein normierter Vektorraum und U C V' eine konvexe Umgebung
von 0, dann ist die Minkowskifunktion sublinear und beschrinkt durch C||-|| mit C' > 0.
Wenn U offen ist, dann ist U gleich dem Urbild von [0,1) unter py.
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Beweis: Aus B(0,¢) C U folgt offenbar py(z) < 1[|z|. Fiir v,w € V und € > 0 gibt es
A, 1€ RT mit
v €

€ w
—cU A< — —ecU < —.
)\6 _PU(U)+2 ME M_pU(w)+2

v Low o vtw

~ — = U. Dann folgt < Ap <
N aN TN ag g €U Dannfolg pu(v+w) < Adp <
pu(v) + pu(w) + €. Da € > 0 beliebig war folgt py (v + w) < py(v) + py(w). Offenbar
ist das Urbild von [0, 1) unter py in U enthalten. Wenn U offen ist, dann gibt es fiir

jedes v € U ein A > 1 mit Av € U. Daraus folgt py(v) < < 1. q.e.d.

Da U konvex ist folgt

Satz 2.32. Sei V' ein reeller normierter Vektorraum, und X und Y zwei disjunkte
offene konveze Teilmengen von V. Dann gibt es eine stetige lineare Abbildung A 1V —
R, die X undY auf disjunkte Teilmengen von R abbildet.

Beweis: Die Menge X —Y = {x—y | v € X,y € Y} ist offenbar konvex und offen. Sei
veEX—-YudU={zx—y—v|xzeX,yeY} Weil X und Y disjunkt sind, liegt
—vg € U. Dann ist py(—wvg) > 1. Dann gibt es ein lineares Funktional auf Ruy, das bei
—vg den Wert Eins annimmt und durch py beschrinkt ist. Wegen Satz 2.29 hat diese
Funktional ein stetige lineare Fortsetzung A auf V', die durch py beschriankt ist. Weil
U offen ist, ist dann A auf X — Y kleiner als A(vg) + sup{py(u) | u € U} < —1+ 1.
Also ist das Bild von X und von Y unter A disjunkt. q.e.d.

2.4 Der Dualraum

Definition 2.33. Sei V' ein normierter Vektorraum, dann heisst V' = L(V,K) der
Dualraum von V.

Satz 2.34. (i) Der Dualraum eines normierten Vektorraumes ist ein Banachraum.

(i) Sei A € L(V,W) ein linearer stetiger Operator vom normierten Vektorraum V in
den normierten Vektorraum W. Dann definiert A : W' — V', B+ Bo A einen
linearen stetigen Operator in L(W',V"). Es gilt || A']| = ||A]|.

(iii) Seien U,V, W normierte Vektorrdume und A € L(U,V) und B € L(V,W). Dann
gilt (BoA) = A" o B" in LW',U").

(iv) Sei V' ein normierter Vektorraum. Dann definiert die Abbildung
i V=V v i(v) mit i(v): V' = K, A Av)

eine natiirliche Isometrie von V. nach V.
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(v) Seien V und W normierte Vektorraume und A € L(V,W). Dann kommutiert das

folgende Diagramm:

v AL w

V/l A" W//
(vi) Fir jeden normierten Vektorraum V ist der Abschluss des Bildes voni:V — V"

zusammen mit der entsprechenden Isometrie von V' auf den Abschluss des Bildes
von © die Vervollstindigung von V.

(vii) Die Isometrien iy, : V! — V" und &, : V""" — V' erfillen &}, o iy = 1y.

Offenbar ist die duale Abbildung der identischen Abbildung von V' auch die iden-
tische Abbildung von V’. Diese Beobachtung zusammen mit den den Aussagen (i)-
(iii) kann man in der Sprache der Kategorien zusammenfassen zu der Aussage, dass
der Dualraum ein kontravarianter Funktor ist von der Kategorie der normierten Vek-
torrdume (mit den Morphismen der stetigen linearen Abbildungen) in die Kategorie
der Banachrdume (mit den Morphismen der stetigen linearen Abbildungen).

Beweis: (i) folgt aus Satz 2.21.

(ii): Wegen Satz 2.22 ist fiir jedes A € L(V, W) auch A" € L(W', V’). Die Norm || 4’|
ist definiert als das Supremum sup{||BA| | B € W' mit ||B|| < 1}. Mit Satz 2.22
schliessen wir || BA|| < ||B|| - ||A]|. Also gilt ||A’|| < ||A||. Die umgekehrte Ungleichung
zeigen wir spater.

(iii): Wegen Satz 2.22 und (ii) liegt A’ o B' € L(W',U’). Ein Element C' € W’ bildet
A’ o B auf C'o B o A ab, genauso wie (B o A)'.

(iv): Die Linearitét von 4 ist klar. Aufgrund der Definition der Norm von V" gilt fiir alle
v € V auch [i(v)]| < |Jv||. Dann liegt i € L(V,V"). Wegen Satz 2.29 (Hahn—Banach)
gibt es fiir jedes v € V ein A € V' mit |A(v)| = [|v|| und ||A|| = 1. = ||v|| < [Ji(v)]].
(v): Fiir jedes v € V und jedes B € W’ gilt offenbar A”(i(v))(B) = B o A(v) =
i(A(v))(B). Das zeigt (v).

(ii): Aufgrund der Definition der Norm folgt dann ||A”|| > ||Al|. Andererseits haben
wir schon gezeigt ||A”|| < ||A|| < ||Al|. Dann folgt [|A”|| = ||A’]| = ||A]|-

(vi): Wegen (i) ist V" ein Banachraum, und wegen (iv) ist V' — V" eine Isometrie.
Wegen (v) hat der Abschluss des Bildes von dieser Isometrie in V" die Eigenschaften
aus Satz 1.33, die die Vervollstdndigung des metrischen Raumes V' charakterisieren.

(vii): Sei A € V' und v € V. Dann gilt #{, o iy/(A)(v) =iy (A)(i(v)) = A(v). q.e.d.

Definition 2.35. Fin Banachraum V heisst reflexiv, wenn die Isometrie iy : V. — V"
surjektiv ist, also ein Isomorphismus von normierten Vektorrdumen ist.
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2.5 Der Satz von Baire und seine Implikationen

Definition 2.36. (nirgends dichte Mengen) Eine Teilmenge A eines metrischen (to-
pologischen) Raumes X heisst dicht, wenn der Abschluss von A gleich X ist. Eine
Teilmenge heisst nirgends dicht, wenn das Komplement des Abschlusses dicht ist.

Satz 2.37. (Satz von Baire) Die abzihlbare Vereinigung nirgends dichter abgeschlosse-
ner Teilmengen eines vollstandigen metrischen Raumes hat keine inneren Punkte (d.h.
wenn eine abzihlbare Vereinigung |, o An von abgeschlossenen Mengen (A, )nen eine
offene Kugel enthdlt, dann enthdlt ein A,, eine offene Kugel).

Beweis: Sei eine offene Kugel B(z,2¢) enthalten in der abzdhlbaren Vereinigung
Unen An der abgeschlossenen nirgends dichten Teilmengen (Ay)neny von X. Wir defi-

nieren induktiv eine Folge von abgeschlossenen Kugeln B(xg,€) D B(x1,€61) D ..., so
dass fiir alle n € N B(zp,€,) in der Schnittmenge (X \ A4,) N B(x,_1,€,-1) enthal-
ten ist. Weil alle (A,,)nen nirgends dicht sind, sind diese Schnittmengen alle nichtlee-
re offene Teilmengen von B(z,_1,€,_1). Zusitzlich kénnen wir die Radien (€,)nen SO

wéhlen, dass sie alle €, < % erfilllen. Dann ist (2,)nen eine Cauchyfolge und konver-

neN B(xna 677,)
(X\A,) = X\ U,en An enthal-
A,, enthalten. Andererseits ist

giert, weil X vollstindig ist. Der Grenzwert x ist in der Schnittmenge ()
enthalten, die ihrerseits in der Schnittmenge [,y
ten ist. Also ist # auch nicht in der Vereinigung | J, oy

x € B(xo,€) C B(xo,2€¢0) C U, ey An» was den Annahmen widerspricht. q.e.d.

Satz 2.38. (Prinzip der gleichmdjfSigen Beschrinktheit) Sei V' ein Banachraum und W
ein normierter Raum. Dann ist jede Teilmenge a C L(V, W), die punktweise beschrinkt
ist, also fir allev € V' beschrankte Teilmengen {A(v) | A € a} C W besitzt, in L(V, W)
beschrinkt.

Beweis: Fiir alle n € N definieren wir folgende abgeschlossenen Mengen A, = {v €
V| ||A(v)]] < n fir alle A € a}. Weil a punktweise beschriankt ist, ist die Vereinigung
Unen An = V. Wegen dem Satz von Baire gibt es dann ein eine offene Kugel in V' und
ein N € N, so dass alle Elemente von a auf der offenen Kugel beschréankt sind durch N.
Weil wir jede offene Kugel durch eine affine Abbildung auf die Einheitskugel abbilden
kénnen (siehe Beweis von Satz 2.4 (ii)), gibt es ein M > 0 so dass alle Elemente von a
auf der Einheitskugel beschrénkt sind durch M. q.e.d.

Korollar 2.39. Sei V' ein normierter Raum und W C V eine Teilmenge, so dass fiir
alle B € V' die Mengen {B(v) | v € W} beschrdnkt sind. Dann ist W beschrinkt.

Beweis: Wegen Satz 2.34 (iv) kénnen wir W mit einer Teilmenge W von V" identifizie-
ren, und wegen Satz 2.34 (i) sind die Voraussetzungen des Prinzips der gleichméfiigen
Beschréanktheit fiir diese Teilmenge W C L(V',K) erfiillt. q.e.d.
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Korollar 2.40. Sei V' ein Banachraum und W ein normierter Raum. Seia C L(V, W)
ein Teilmenge, so dass fir alle B € W' und v € V' die Mengen {(Bo A)(v) | A € a}
beschrdinkt sind. Dann ist a beschrinkt.

Beweis: Wegen Korollar 2.39 sind fiir v € V' die Mengen {A(v) | A € a} beschrankt.
Die Behauptung folgt aus dem Prinzip der gleichméffigen Beschrénktheit. q.e.d.

Satz 2.41. (Satz des inversen Operators) Seien V. und W Banachriume und A €
L(V, W) bijektiv. Dann ist die Umkehrabbildung A= € L(W, V) stetig

Beweis: Weil A surjektiv ist, tiberdecken die Mengen (A[B(0,n)]),en ganz W. Dann
folgt aus dem Satz von Baire, dass eine dieser Mengen A[B(0, N)] eine offene Kugel
B(wg, €) C W enthilt. Weil diese Menge invariant ist unter w — —w enthélt sie auch
B(—wo, €). Weil diese Menge konvex ist, enthélt sie auch B(0,€). Aus der Linearitét
folgt, dass A[B(0,1)] die offene Kugel B(0,¢/N) enthélt.

Jetzt wahlen wir § > 23 6, mit §, > 0 fiir alle n € N. Wegen dem ersten
Schritt existieren dann € > 0 und eine Folge von positiven Zahlen (¢, )neny mit B(0,€) C
A[B(0,6/2)] und B(0,¢,) C A[B(0,6,)] fur alle n € N. Fiir jedes w € B(0,e) C W
definieren wir induktiv eine Reihe (D v, )nen, in B(0,6), so dass (A vy)nen, gegen
w konvergiert. Wegen B(0,¢) C A[B(0,0/2)], gibt es ein vy € B(0,§/2) mit w —
Avg € B(0,¢€1). Wegen B(0,¢,) C A[B(0,4,)] gibt es dann induktiv fir alle n € N ein
v, € B(0,6,) mit w — Avg — Avy — ... — Av, € B(0,€,41). Wegen 6 > 23 6, und
der Vollsténdigkeit von V' konvergiert die Reihe (D vy )nen, in V' gegen ein v € B(0, )
mit Av =) .y Av, =w. Also enthilt A[B(0, )] die offene Kugel B(0, ¢). Dann folgt
die Aussage aus Satz 2.4. q.e.d.

Satz 2.42. (Prinzip der offenen Abbildung) Seien V' und W Banachrdume und A €
L(V, W) surjektiv. Dann bildet A offene Mengen auf offene Mengen ab.

Beweis: Weil A stetig ist, ist der Kern U C V von A abgeschlossen. Die Abbildung A
induziert dann eine bijektive Abbildung B € L(V /U, W). Wegen dem Satz des inversen
Operators ist die Umkehrabbildung B~! stetig. Die Aussage folgt aus Satz 2.13.q.e.d.

Satz 2.43. (Satz vom abgeschlossenen Graphen) Seien V- und W Banachrdume. Dann
ist eine lineare Abbildung A : V. — W genau dann stetig, wenn der Graph {(v,w) €
VxW |w= A(v)} abgeschlossen ist.

Beweis: Sei A € L(V,W) und (v,)nen konvergent. Dann konvergiert ((v,, Av,))nen-
Der Grenzwert gehort zum Graphen. Wegen Lemma 1.6 ist der Graph abgeschlossen.

Wenn der Graph abgeschlossen ist, dann ist er ein Banachraum. Die Projektion auf
die erste Komponente ist bijektiv und stetig. Wegen dem Satz vom inversen Operator ist
auch die Umkehrabbildung stetig. Weil auch die Projektion auf die zweite Komponente
stetig ist, ist die Komposition der Umkehrabbildung mit dieser Projektion stetig, also
auch A. q.e.d.



Kapitel 3

Das Lebesgueintegral auf dem R4

3.1 Stufenfunktionen

Zunichst fithren wir die Klasse der Mengen von Quadern im R? ein.

Definition 3.1. Ein Quader ist ein d—faches kartesisches Produkt von Intervallen im
Rd

Q=L x..xIj={zcRYx  €1,...,xq€ I}
wober Iy, ..., 1 Intervalle in R sind. Diese konnen den linken und rechten Rand ent-
halten, bzw. nicht enthalten.

Fiir jeden solchen Quader definieren wir das Volumen als das Produkt der Langen
aller Intervalle Iy, ..., I;. Wenn die Intervalle alle beschréankt sind, sind alle ihre Langen
endlich und das Volumen des entsprechenden Quaders ist auch endlich. Das Volumen
bezeichnen wir mit p(Q).

Definition 3.2. Fine Teilmenge A des R? heisst Nullmenge, wenn es fiir jedes € > 0
eine Folge von Quadern mit endlichem Volumen (Q,)nen im RY gibt, mit

AcJQu und S H(Qn) <e
n=1 n=1

Lemma 3.3. Jede abzihlbare Teilmenge von R? ist eine Nullmenge.

Beweis: Sei (z,),en eine beliebige Folge und € > 0. Sei fiir alle n € N @Q,, der Quader
mit Zentrum z,, dessen Kantenlingen alle gleich v/e-2-" sind. Dann iiberdeckt die
Folge (Qy)nen die Folge (x,)nen im RE. Wegen der geometrischen Reihe gilt aber

Z,u(@n) 226-2_”2622_”:6
n=1 n=1 n=1

43
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Also gibt es fiir jedes € > 0 eine Folge (Qy)nen, die (,)nen iiberdeckt, und deren
Gesamtvolumen nicht gréfler als e ist. q.e.d.

Lemma 3.4. FEine abzdihlbare Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine Nullmenge.

Beweis: Sei J~ | A, eine abzihlbare Vereinigung von Nullmengen. Dann besitzt fiir
jedes € > 0 jede Menge A, eine Uberdeckung von Quadern, deren gesamtes Volumen
nicht grofer ist als € - 27", Die Vereinigung aller dieser Quader hat dann ein gesamtes
Volumen von ) 7, €27 = e. Also gibt es eine Uberdeckung von U~ A, von Quadern,
deren gesamtes Volumen nicht grofer ist als e. q.e.d.

Definition 3.5. Fine Stufenfunktion ist eine endliche Linearkombination von charak-
teristischen Funktionen von beschrinkten Quadern.

Proposition 3.6. Jede Stufenfunktion ist eine endliche Linearkombination von cha-
rakteristischen Funktionen von paarweise disjunkten Quadern.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass je zwei Quader Q; und @, im R? eine disjunkte
Vereinigung von hochstens 3¢ Quadern ist. Das folgt daraus, dass zwei Intervalle R
entweder disjunkt sind, oder eine disjunkte Vereinigung von der Schnittmenge mit den
relativen Komplementen der Schnittmenge in beiden Intervallen ist. Wenn wir das auf
alle Faktoren R im kartesischen Produkt anwenden, lassen sich zwei Quader in eine
disjunkte Vereinigung von hochstens 3?-Quadern zerlegen. q.e.d.
Fiir jede charakteristische Funktion x¢ eines Quaders definieren wir das Integral

/ Xedp = 1(Q).

Proposition 3.7. Sei f eine Stufenfunktion und f =3, cixq, = >_; djxr, zwei Zerle-
gungen in endliche Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen von paar-
weise disjunkten Quadern. Dann ist

/ fi= 3" @) = 3 o),

Beweis: Im Fall d = 1 ist das Komplement eines beschrénkten Intervalles die disjunk-
te Vereinigung von zwei Intervallen. Fiir jedes beschrénkte Intervall wird damit R zu
einer disjunktem Vereinigung von drei Intervallen. Wéahlen wir von den endlich vie-
len beschrénkten Intervallen @; und R; jeweils eine der drei entsprechenden Intervalle
aus, so bilden die entsprechenden Schnittmengen eine disjunkte Vereinigung von R.
Die Teilmenge aller der Schnittmengen, die in der Vereinigung (U;Q;) U (U;R;) enthal-
ten sind, ergibt eine disjunkte Vereinigung dieser Menge. Wenden wir fiir d > 1 diese
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Zerlegung auf alle Faktoren des kartesischen Produktes R*? an, dann bilden die karte-
sischen Produkte I; x ... x I; von allen Kombinationen von Intervallen I,...,I; aus
dem kartesischen Produkt dieser Zerlegungen wieder eine disjunkte Vereinigung von
(UiQq) U (U, R;). Weil die Stufenfunktion f einen eindeutigen Wert auf jedem Quader
annimmt, erhalten wir eine eindeutige gemeinsame Zerlegung in eine endliche Line-
arkombination von charakteristischen Funktionen auf paarweise disjunkten Quadern.
Wegen der Linearitiat geniigt es die Behauptung fiir eine solche Zerlegung eines Qua-
ders Iy X ... X I in ein kartesisches Produkt von Zerlegungen der Intervalle Iy,..., I,
in paarweise disjunkten Intervalle zu zeigen. Wegen dem Distributivgesetz folgt das
aus dem Spezialfall mit d = 1. Der folgt daraus, dass die Gesamtlénge einer disjunkten
Vereinigung von Intervallen gleich der Summe der Intervalllingen ist. q.e.d.

Wegen dieser Proposition definiert das Integral f — [ fdu eine lineare Abbildung
von dem Raum aller Stufenfunktionen nach R.

Proposition 3.8. Seien f und g zwei Stufenfunktionen mit f > g. Dann gilt

[ fan= [ gin

Beweis: Wir zerlegen die beiden Vereinigungen von Quadern der Stufenfunktion f
und der Stufenfunktion g in eine gemeinsame disjunkte Vereinigung von Quadern. Auf
jedem der Quader ist dann aber f grofler oder gleich g. Deshalb gilt das auch fiir die
entsprechenden Summen, die die Integrale berechnen. q.e.d.

3.2 Lebesgue-integrable Funktionen auf dem R?

Satz 3.9. Sei (fu)nen eine monoton wachsende Folge von Stufenfunktionen, deren
Integrale (f f"d“)neN beschrdnkt sind. Dann ist die Menge aller Punkte

{z € RY(f,(2))nen konvergiert nicht } eine Nullmenge.
Beweis: Sei M > 0 eine obere Schranke von (f(fn — fl)du)

neN’

/fnd,u <M+ /fld,u fiir alle n € N.

Dann ist fiir alle € > 0 und alle n € N, die Menge

M
S0 = {0 e Rp () 2 Lt i)
eine monoton wachsende Folge von endlichen Vereinigungen von Quadern. Aus der
Konstruktion einer gemeinsamen Zerlegung in eine disjunkte Vereinigung von Quadern
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im Beweis von Proposition 3.6 folgt, dass das relative Komplement eines Quaders in
einem anderen Quader wieder eine disjunkte Vereinigung von Quadern ist. Dann ist

U Sn € Sl J€ 52 J€ \ Sl e) (83,5 \ 52,5)

eine abzéhlbare Vereinigung von disjunkten Quadraten. Weil f,, — f; positive Funktio-
nen sind, ist das Gesamtvolumen von S, . nicht grofier als

/XS du</ (fo— f1)dp = M/ — f)dp < e.

Wegen der Monotonie ist das Gesamtvolumen der abzihlbaren Vereinigung (J7, Sn..
nicht gréer als e. Weil die kritische Menge gleich der Schnittmenge

S = {x € RY(f.(2))nen konvergiert nicht } = ﬂ (G SM)

e>0 \n=1

ist, folgt, dass diese Menge S eine Nullmenge ist. q.e.d.

Wir sagen nun von Aussagen, die auf dem Komplemente einer Nullmenge gelten,
dass sie fast iiberall gelten. Also besagt der vorangehende Satz, dass jede monoton
wachsende Folge von Stufenfunktionen mit beschréankten Integralen fast iiberall kon-
vergiert.

Satz 3.10. Fiir jede Nullmenge A C R? gibt es eine monoton wachsende Folge (f,)nen
von Stufenfunktionen mit beschrinkten Integralen ([ fndp)nen, so dass A in der Menge
enthalten ist, auf der die Folge (f,)nen nicht konvergiert.

Beweis: Sei A eine Nullmenge. Dann gibt es fiir jedes n € N eine Uberdeckung von A
mit abzéhlbar vielen Quadern, deren Gesamtvolumen nicht gréfer ist als 27". Sei nun
(Qn)nen eine Abzéhlung der Vereinigung aller dieser Quader. Dann gehort jeder Punkt
von A zu unendlich vielen Quadern. Also definiert die Reihe (> xg, )nen €ine mono-
tonwachsende Folge von Stufenfunktionen, die auf A nicht konvergiert. Die Integrale
(3" J X@ndit)nen sind beschrénkt durch ), 27" = 1. g.e.d.
Fiir jede monotonwachsende Folge (f,,)nen von Stufenfunktionen mit beschrénkten
Integralen ( i fndu) nery konnen wir jetzt den Grenzwert fast iiberall definieren:

o) lim f,(x), wenn(f,(x)),en beschrankt ist
€r) = n—oo
0, wenn ( f,,(z))nen nicht beschrankt ist.

Dann wollen wir f fdu als den Grenzwert lim,, ., f fndp definieren. Damit diese Defi-
nition aber konsistent nur von der fast iiberall definierten Funktion f abhéngt, benoti-
gen wir noch die folgenden Lemmata.
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Lemma 3.11. Sei (f,,)nen €ine monoton fallende Folge von nicht negativen Stufenfunk-
tionen, die fast tiberall gegen Null konvergieren. Dann ist (f f”d’u)neN eine Nullfolge.

Beweis: Offenbar gibt es einen kompakten Quader )y aulerhalb dessen f; verschwin-
det. Fiir jedes n € N sei A,, die Menge der Unstetigkeitsstellen von f,,. Wegen 0 <
fn < fiist A, eine Nullmenge in (Q)o. Dann ist auch A = (J77 | A, eine Nullmenge.
Sei B die Nullmenge aller Punkte, an denen (f,,)nen nicht gegen Null konvergiert. Fiir
jedes € > 0 gibt es dann eine Uberdeckung |J°_, @, O (AU B) durch Quader, deren
Gesamtvolumen nicht grofler ist als 2e. Indem wir die Kanten aller Quader um ein
geeignetes € > 0 verlidngern, dabei aber den Mittelpunkt fest lassen, erhalten wir auch
eine solche Uberdeckung (J°°_, @, D (AU B) durch offene Quader, deren Gesamtvo-
lumen nicht groBer ist als e. Fiir jeden Punkt = € Qg \ (AU B) gibt es auch ein N, so
dass fy(x) < e. Weil (f,)neny monoton fallend ist, gilt fiir alle n > N auch f,(z) < e.
Weil alle fy bei den Punkten von Qg \ (A U B) lokal konstant sind, gibt es eine of-
fene Uberdeckung von offenen Quadern (R,,)men von Qo \ (AU B), und eine Folge
(Nim)men, so dass auf R, fir n > N, gilt f,, < e. Dann bilden (R,,)men zusammen mit
(Qm)men eine offene Uberdeckung von Q. Weil Qo kompakt ist, gibt es eine endliche
Teiliiberdeckung. Wenn n grofler ist als die entsprechenden endlich vielen N,,’s kénnen
wir [ f,du abschétzen durch

/ fudps < e(max{f(z)|z € Qo} + Qo).

Auf den Quadern (Q,,)men schitzen wir f ab durch max{fi(z)|r € Qo} und auf den
offenen Quadern (R,,;)men durch e. Also konvergiert ( i fnd,u)neN gegen Null. q.e.d.

Lemma 3.12. Seien f und g fast iberall definierte Grenzwerte von monoton wach-
senden Folgen (fu)nen und (gn)nen von Stufenfunktionen mit beschrdnkten ([ f.dp)

und (f gnd,u)neN. Wenn fast diberall gilt f > g, dann gilt auch

neN

n—oo

lim | fo,dp > lim /gnd,u.

Beweis: Fiir jedes feste m € N erfiillen die Funktionen

1

(= 57D = (500 = fu Lo = 1)

neN

die Voraussetzungen von dem vorangehenden Lemma. Deshalb konvergieren die ent-
sprechenden Integrale gegen Null. Weil
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gilt, folgt aus Proposition 3.8 und Lemma 3.11

/ gmdpt — lim / fudp < 0.

Dann gilt aber auch lim [ gndp < lim /fnd,u. q.e.d.

Aus Lemma 3.12 folgt, dass wir das Integral auf die Grenzwerte von monoton wach-
senden Folgen von Stufenfunktionen mit beschrankten Integralen konsistent fortsetzen
konnen. Seien ndmlich (f,,)neny und (g, )neny monoton wachsenden Folgen von Stufen-
funktionen mit beschrinkten Integralen ( i f”d“)neN und ( i gndu)neN, deren Grenz-
werte fast iiberall iibereinstimmen, dann koénnen wir Lemma 3.12 sowohl auf diese
Folge, als auch auf die vertauschten Folgen anwenden und erhalten

n—oo

lim [ fu.dp > lim /gnd,u > lim /fnd,u.

Definition 3.13. Sei L'(R?) die Menge der Aquivalenzklassen von fast iiberall defi-
nierten Funktionen f, fiir die es monoton wachsende Folgen (g,)nen und (hy)nen von
Stufenfunktionen mit beschrinkten Integralen (f gnd,u)neN und (f h”d'u)neN gibt, so
dass fast tiberall gilt

f = lim g, — lim h,,.

n—oo n—oo

Hierber werden zwei Funktionen miteinander identifiziert, wenn sie fast tiberall mitein-
ander tibereinstimmen.

Satz 3.14. (Eigenschaften der Lebesque-integrablen Funktionen)

(i) LY(R?) ist ein Vektorraum diber R und das Integral iiber Stufenfunktionen induziert
eine lineare Abbildung [ : [(RY) = R, f — [ fdu

(ii) Wenn f € LM(R?) fast diberall nicht negativ ist, dann gilt auch [ fdu > 0.
(iii) Wenn f € LMR?), dann ist auch | f| € L'(R?) und es gilt | [ fdu| < [|f|dp.

Beweis: (i): Seien (gn)nen, (An)nens (Gn)nen und (hy)pen monoton wachsende Folgen
von Stufenfunktionen mit beschréankten Integralen. Wenn die Grenzwerte

g(x) — h(x) = lim g,(x) — lim h,(z)

n—oo n—oo

fast iiberall mit den Grenzwerten von

g(z) — h(z) = lim §u(2) — lim hy(z)

n—oo n—o0
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iibereinstimmen, dann stimmen auch die Funktionen g(z) 4+ A(z) und §(z) + h(z) fast
iiberall {iberein und sind fast iiberall auch die Grenzwerte von

(gn + iln)nEN bzw. (G + hp)nen-

Dann folgt aus Lemma 3.12

/(9+7l)du=/gdu+/ﬁdu=/édu+/hdu:/(§+h)du.

Daraus folgt wegen der Linearitdt des Integrals

Jto=ndu= [ g~ [nan= [~ [ian=~ [(G-Pra

Deshalb definiert [ eine Abbildung von L'(R) nach R. Die Linearitét folgt aus den
Rechenregeln fiir Folgen und der Linearitdt des Integrals auf Stufenfunktionen.

(ii): Wenn (gn)neny und (hy,)neny monoton wachsende Folgen von Stufenfunktionen mit
beschrankten Integralen sind, so dass fast iiberall lim,, o, g, — lim,,_. h,, nicht negativ
ist, dann ist auch fast iiberall g = lim,, .o g, > lim, .o h, = h. Aus Lemma 3.12 folgt
dann [ gdu > [ hdp bzw. [(g — h)du > 0.

(iii): Sowohl die Minima als auch die Maxima von zwei monoton wachsenden Folgen
von Stufenfunktionen mit beschrinkten Integralen sind wieder monoton wachsende
Folgen von Stufenfunktionen mit beschrinkten Integralen. Wenn f fast iiberall die
Differenz g—h der Grenzwerte der monoton wachsenden Folgen (g, )neny und (hy, )nen von
Stufenfunktionen mit beschrénkten Integralen ist, dann ist | f| fast iiberall die Differenz
§—h der Grenzwerte der monoton wachsenden Folgen (J,)neny = (max{g,, hn})ney und
(ﬁn)neN = (min{gn, hn})neny von Stufenfunktionen mit beschriankten Integralen. Also
ist |f| € LH(RY). Wegen (ii) folgt aus

—|f| < f <|f| auch —/Ifldué/fdué/\fldu bzw. ’/fdu‘ g/\fuu.

q.e.d.

Satz 3.15. Fine beschrinkte Funktion, die auflerhalb einer beschrdnkten Menge ver-
schwindet und deren Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge bildet, gehort zu L}(R?).

Beweis: Wir withlen einen Quader @ C R?, aufierhalb dessen die Funktion verschwin-
det. Fiir jedes n € N teilen wir jede der d-Kanten des Quaders in 2" gleichlange
Abschnitte. Dadurch wird der Quader jeweils eine disjunkte Vereinigung von 24" Qua-
dern. Dann sei f, die Stufenfunktion, die auf jedem der 29" Quader gleich dem Infimum
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der entsprechenden Funktionswerte von f ist. Offenbar ist (f,,),en eine monoton wach-
sende Folge von Stufenfunktionen, deren Integrale durch || f||~ - #(@Q) beschriankt sind.
An allen Punkten zy, € R?, an denen f stetig ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so
dass aus © € B(xg,0) folgt f(x) € B(f(x0),€). Dann gibt es aber auch ein N € N, so
dass der Durchmesser von @ kleiner ist als 2/V6. Fiir alle n > N, ist dann der Teilquader
der 29" Teilquader von @, der xq enthélt, in B(zg,d) enthalten. Deshalb gilt dann

f(xo) — € < fulmwo) < f(wo).

Also konvergiert (f,,(zo)) gegen f(zo). Weil die Menge der Unstetigkeitsstellen von f
eine Nullmenge ist, konvergiert (f,)n,en dann fast iiberall gegen f. q.e.d.

3.3 Der Satz von Fubini

Fiir jeden Quader @ in R? x R und jedes z € R? ist die Funktion R — R,y —
xo(z,y) eine Stufenfunktion auf R. Wenn wir die Funktion integrieren erhalten wir
eine Stufenfunktion auf dem R

Lange der Kante in der Dimension d + 1 von @,

/XQ(JJ, y)du(y) = wenn es ein y € R gibt mit (z,y) € Q.
0 sonst

/ (/ XQ(wa#(?/)) du(z) = n(Q).

Wegen der Linearitit des Integrals definiert die Abbildung [ du(y) also eine lineare
Abbildung von den Stufenfunktionen auf R? x R in die Stufenfunktionen auf R¢. Und
fiir jede Stufenfunktion f auf R? x R gilt

/(/ f(x,y)du(y)) dp(w) = /fdu.

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass diese Abbildung eine Abbildung

Also ist

[dntw: Pt x®) — L

induziert, so dass fiir alle f € [}(R? x R) gilt

/(/f(m,y)du(y)) du(z) :/fdu-
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Wenn f > g zwei Stufenfunktionen auf R? x R sind, dann erfiillten fiir jedes x € R? die
entsprechenden Stufenfunktionen f, : y — f(x,y) bzw. g, : y — g(x,y) auch f, > g,.
Wegen Proposition 3.8 gilt fiir die Integrale auch

/f(fc,y)du(y) > /g(fc,y)du(y)-

Also definiert [ du(y) eine lineare monotone Abbildung von den Stufenfunktionen auf
R? x R in die Stufenfunktionen auf R?. Damit diese Abbildungen eine Abbildung von
[HR? x R) nach L'(R?) induziert, miissen zwei fast iiberall definierte Grenzwerte von
monoton wachsenden Stufenfunktionen, die fast iiberall {ibereinstimmen, auch auf zwei
fast {iberall definierte Grenzwerte von monoton wachsenden Stufenfunktionen abgebil-
det werden, die fast iiberall iibereinstimmen.

Lemma 3.16. Sei S C R? x R eine Nullmenge. Dann ist fast diberall in x € R?, die
Menge S, = {y € R|(z,y) € S} eine Nullmenge von R.

Beweis: Wegen Satz 3.10 gibt es eine monoton wachsende Folge (f,,)nenvon Stufen-
funktionen auf R? x R mit beschrinkten Integralen, die auf S divergiert. Dann sind
auch die entsprechenden Integrale ([ fn,du(y))nen itber R monoton wachsende Stu-
fenfunktionen mit beschrinkten Integralen auf R?. Wegen Satz 3.9 konvergieren die
entsprechenden Integrale dann fast iiberall auf € RY. Fiir alle z € R?, fiir die die
Integrale konvergieren, sind die entsprechenden Einschriankungen auf {z} x R mono-
ton wachsende Folgen von Stufenfunktionen auf R. Wegen Satz 3.9 sind also fiir alle
r € R?, so dass die Integrale iiber R konvergieren, die Mengen S, Nullmengen. q.e.d.

Proposition 3.17. Die Integration iiber R induziert eine monotone Abbildung L!(R? x
R) nach [}R?), so dass fiir alle f € [}(R? x R) gilt

/(/f(a:,y)du(y)) du(a:):/fdﬂ.

Beweis: Weil die Integration iiber R eine monotone lineare Abbildung von den Stufen-
funktionen auf R% x R in die Stufenfunktionen auf R¢ definiert und wegen Lemma 3.16,
induziert sie eine Abbildung von den Aquivalenzklassen von den Grenzwerten von mo-
noton wachsenden Folgen von Stufenfunktionen mit beschrinkten Integralen auf R? xR
in die entsprechenden Aquivalenzklassen auf R%. Wegen der Konstruktion des Lebes-
gueintegrals induziert sie also auch eine Abbildung von I}(R¢ x R) nach L'(R?). Weil
fiir alle Stufenfunktionen f auf R? x R gilt

/(/f(%y)du(y)) du(z) :/fdlu‘
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gilt das auch fiir alle f € [}R? x R). q.e.d.
Die Argumente zeigen die analoge Aussage auch fiir die vertauschten Faktoren R x
R?. Wenn wir die mehrfach anwenden erhalten wir also

Korollar 3.18. (Satz von Fubini) Fir alle Funktionen f € [N R? x RY) gilt

/(/f(m,y)du(y)) du(x) = / (/ f(ZL‘,y)d,u(x)) dp(y)

Mit dem Satz von Fubini und dem Lebesguekriterium konnen wir jetzt auch Inte-
grale auf dem R ausrechnen. Als erstes konnen wir fiir fast alle (xs,...,z,) € R? das
Integral ffooo f(zq,...,xq4)dx; ausrechnen. Dabei kénnen wir die Methoden der eindi-
mensionalen Integration, wie wir sie bei dem Riemannintegral kennen, benutzen. Dann
integrieren wir genauso iiber dx,, ..., dxy bis wir schlieflich haben

/f(x)d,u: 7 7f(x1,...,xd)dx1...dq;d.

Wir kénnen die Reihenfolge dieser eindimensionalen Integrale beliebig permutieren.

q.e.d.

3.4 Konvergenzsitze

In diesem Abschnitt werden wir drei Aussagen dariiber beweisen, wann Grenzwert-
bildungen mit der Integration vertauschen. Als erstes werden wir die Konvergenz von
monotonen Folgen mit beschrénkten Integralen beweisen.

Satz 3.19. (Satz der Monotonen Konvergenz von Beppo Levi) Sei (fy)nen €ine mono-
tone Folge in L*(R?) mit beschrinkten Integralen. Dann konvergiert (fu)nen fast tiberall
gegen eine Funktion f in L*(R?) und es gilt

lim fndﬂ:/fdu.

Beweis: Sei (f,,)nen eine monotone Folge in L (R) mit beschriinkten Integralen. Durch
Ubergang zu (% f,)nen konnen wir annehmen, dass (f,,)nen eine monoton wachsende
Folge von Funktionen mit beschrankten Integralen ist. Fiir alle n € N seien (Grm ) men

und (Ay,m )men monoton wachsende Folgen von Stufenfunktionen mit beschriankten In-
tegralen, so dass fast iiberall gilt

fo= lim Gom — Hm Apm.

m—00 m—00
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Die entsprechenden Folgen der Integrale ( [ Gumdit)men und ( [ 7
Fiir alle n € N sei M(n) € N so gewéhlt, dass fiir alle m, m’ >

‘ / gt — / Bn,m,du‘ <27

Fiir alle n € N seien h,,,, und g¢,,, induktiv definiert durch

nm i) men konvergieren.
(n) gilt

B = 4 - - und  Gnm = Gnm — hnnin) + hn—im

hy—1m fir m < M(n) -
hnm - hnM(n) + hn—lm fir m > M(”)

mit hg,, = 0 fiir alle m € N. Weil fiir alle n € N die Folgen (A, )men monoton wach-
send sind, bestehen die Folgen (A, )men nur aus nicht negativen Funktionen. Weil die
Folgen (Gnm)men monoton wachsend sind, sind auch die Folgen (gpnm)men und (Apm)nen
monoton wachsend. Aufgrund der Wahl von M (n) sind die Integrale ([ hpmdu —
J hn—1mdpt)men beschrénkt durch 27", Also sind alle Integrale ([ hpmdp)nmen be-
schrinkt durch 1. Dann sind fiir alle n € N die Integrale ([ gnmdft)nmen beschrinkt.
Fiir alle n € N seien ¢, = lim,, .o gnm und h,, = lim,,, o0 hpy und

Gm = max{gim, - -, Gmm} und [ max{Aim, -y P }-

Dann gilt fiir alle n € N auch fast tiberall f,, = g, — h,,. AuBerdem ist die Folge (hy,)nen
fast iiberall monoton wachsend und (g, )nen = (frn+hn)nen auch. Offenbar sind (g, )men

und (A, )men monoton wachsende Folgen von Stufenfunktionen mit beschrénkten In-
tegralen. Seien ¢ und h die entsprechenden Grenzwerte. Fiir n < m gilt

Inm < Gm und Dy, < ﬁm
Also gilt fiir die entsprechenden Grenzwerte m — oo fast iiberall
gnggundhngﬁ.
Weil (gn)nen und (hy, )nen fast iiberall monoton wachsende Folgen sind, gilt fast iiberall
Gm <max{gi,...,gm} < gm und h,, < max{hy,..., hpn} < hp.

Also gilt auch fast iiberall g = g und h = h bzw. f = § — h = g — h. Dann folgt aus
Lemma 3.12

/ fdu = lim (gm . Bm) dp = lim [ (gn — ho)dp = lim / Fadpe.

m—00 n—oo

q.e.d.
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Korollar 3.20. (Norm || - ||1) Auf LHR?) definiert || - || : LHRY) — R, f — || f|ls =
[ |fldp eine Norm.

Beweis: Die Dreiecksungleichung und die Eigenschaft

Al = [ 1N fldi= - [ 11w = N1

folgt aus der Monotonie und der Linearitdt des Lebesgueintegrals. Zu zeigen bleibt
noch, dass aus || f||; = 0 folgt f = 0 fast iiberall. Sei also [ |f|du = 0. Dann konvergiert
wegen dem Satz der monotonen Konvergenz die Folge (n|f|),en fast tiberall. Also gilt
auch fast iiberall |f| = 0. q.e.d.

Korollar 3.21. (Lebesgue’s Satz der beschrinkten Konvergenz) Sei (f,)nen €ine Folge
in [MRY) und k € LHR?), so dass fast iiberall gilt | f,| < k fiir allen € N. Wenn (f,)nen
fast iiberall gegen f konvergiert, dann ist f € L}(R) und (f fnd,u)nGN konvergiert gegen

[ fdp.

Beweis: Seien (gnm)men und (hym)men definiert durch

Gnm = min{fn7 fn—i—la cee 7fn+m} und hnm = max{frm fn-i—la cee 7fn+m}-

Fiir alle n € N sind wegen den Eigenschaften des Lebesgueintegrals (gpm )men monoton
fallende Folgen in L'(R?) mit durch [ kdu beschrinkten Integralen, und (fum)men
monoton wachsende Folgen von Funktionen mit durch | kdu beschrinkten Integralen.
Also konvergieren diese Folgen gegen Funktionen (g, )nen und (hy, )pen in LHR?).

gn = inf{fm Jnt1s fago, - } und h, = Sup{fm Jntts fago, - }

sind monotone Folgen in I'(R?) mit beschriinkter Integralen. Also konvergieren fast
tiberall (g, )neny und (hy,)nen gegen f. Dann gilt aber auch

/gndﬂ g/fndu < /hndu und /fd,u < lim /fndu < /fd,u.

q.e.d.

Korollar 3.22. (Vollstindigkeit von L}(RY), Satz von Riesz-Fischer) LMRY) ist mit
| - ||+ ein Banachraum.

Beweis: Sei (f,)nen eine Cauchyfolge in L'(R?). Dann gibt es eine Teilfolge (f,,,, )nen,
so dass fiir alle m € N gilt || f,.,, — fan |1 <27™. Die Reihe (30 1 [ fanir = fom DneN
erfiillt dann die Voraussetzungen des Satzes iiber die Monotone Konvergenz. Also kon-
vergiert sie fast iiberall gegen eine Funktion k& € L}'(RY). Dann konvergiert aber auch



3.5. MESSBARE MENGEN UND MASSE 25

die Folge (fn,. — fn,)men fast iiberall und erfiillt mit k& € [}(R?) die Voraussetzungen
von Lebesgue’s Satz der beschrankten Konvergenz. Dann konvergiert auch die Teilfol-
ge gegen einen Grenzwert f € L}(R?). Weil (f,)nen eine Cauchyfolge ist, konvergiert
(IIfn. = fll1)nen gegen Null, und damit auch (f,).en gegen f. q.e.d.

Satz 3.23. (Fatou’s Lemma) Sei (f,)nen eine Folge in L}(R?) von fast iiberall nicht
negativen Funktionen, die fast diberall gegen f konvergieren. Wenn (f fnd’u’)nEN be-
schrinkt ist, dann ist f € [}(RY) und es gilt

fdu < lim inf /fn+mdu.
n—o00 meNg

Beweis: Sei wieder ¢,,, = min{ f,,, fns1,- .-, fotm - Dann erfiillt fiir alle n € N die Fol-

ge (gnm)men die Voraussetzungen des Satzes iiber die Monotone Konvergenz. Also kon-

vergieren diese Folgen gegen (g,)men in LHR?) mit g, = inf{f,, fus1,...}. die Folgen

(gn)men erfiillen wieder die Voraussetzungen des Satzes iiber die Monotone Konvergenz

und konvergieren fast iiberall gegen f. Also gilt auch f € L}(R?) und fiir alle m € Ny

fotm = gn. Daraus folgt [ fdu = T}Lrgofgndp und [ fdp < 7}13)10 W}lellgo [ fasmdp. q.e.d.

3.5 Messbare Mengen und Mafle

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wann wir eine Lebesgue—integrable Funktion iiber
eine Teilmenge integrieren konnen. Das fithrt dann zu einer allgemeineren Definition
vom Volumen von sogenannten messbaren Mengen. Dieses Volumen heisst Maf.

Definition 3.24. Eine Menge A C R? heisst messbar, wenn fiir jede nicht negative
Funktion f € INR?) das Produkt f - x4 mit der charakteristischen Funktion von A
Lebesgue—integrabel ist.

Fiir messbare Mengen A bilden die Produkte von Lebesgue—integrablen Funktionen
mit der charakteristischen Funktion y 4 von A den Teilraum von L} (R¢) aller Lebesgue—
integrablen Funktionen, die aulerhalb von A verschwinden. Als diesen Teilraum defi-
nieren wird den Raum L!(A) aller Lebesgue-integrablen Funktionen auf A

Definition 3.25. Fiir messbare Teilmengen A von R? sei [} A) C LHRY) der Teilraum
aller Lebesque—integrablen Funktionen auf R, die ausserhalb von A verschwinden.

Satz 3.26. (i) Das Komplement einer messbaren Menge ist messbar.
(ii) Die abzihlbare Schnittmenge von messbaren Mengen ist messbar.

(iii) Jede offene Menge ist messbar.
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Beweis: (i) Weil die charakteristische Funktion des Komplements gerade 1 minus der

charakteristischen Funktion ist, folgt (i) daraus, dass I}(R?) ein Vektorraum ist.

(ii) Sei (A, )nen eine Folge von messbaren Mengen und f eine nicht negative Funktion

in }(RY). Dann ist die Folge (f I1
k=1

mit beschrinkten Integralen. Wegen dem Satz der Monotonen Konvergenz konvergiert

X Ak) eine monoton fallende Folge in ' (RY)
neN

sie in L}(R?). Der Grenzwert stimmt fast iiberall mit fy, iiberein, wobei A = () A,.
n=1
(iii) Jeder Quader ist messbar, weil die Multiplikation einer Stufenfunktion mit der
charakteristischen Funktion eines Quaders eine Stufenfunktion ergibt. Die Menge aller
offenen Quader mit rationalen Zentren und rationalen Kantenldngen ist abzahlbar. Je-
der Quader ist offenbar messbar. Weil aber jede offene Menge U gleich der Vereinigung
aller der offenen Quader ist, deren Zentren und Kantenléingen in Q? liegen, und die in

U liegen, folgt (iii) aus (i) und (ii) und den de Morganschen Regeln. q.e.d.
Definition 3.27. Eine Teilmenge B der Potenzmenge P(X) einer Menge X heisst o
Algebra, wenn diese Teilmenge B C P(X) unter Komplementbildung und dem Schnitt
von abzdhlbar vielen Elementen von B abgeschlossen ist. Wenn X ein metrischer Raum
ist, dann heissen die Elemente der kleinsten o—Algebra, die alle offenen (und abge-

schlossenen) Mengen enthdlt, Borelmengen.

Definition 3.28. Sei B eine o-Algebra auf der Menge X. Dann heisst p : B — R
Mapfs, wenn fiir alle Folgen (Ay)nen von paarweise disjunkten Mengen in B gilt

K (U An) = ZM(An)
n=1 n=1
Satz 3.29. (Lebesguemafs) Seien B(R?) die Borelmengen von RY. Dann definiert
p: B(RY) — RY, A!—)/XAd,u

ein Maf auf den Borelmengen des R?, also ein Borelmap.

Beweis: Wegen Satz 3.26 sind alle Borelmengen messbar. Sei (A, )nen eine Folge von
paarweise disjunkten Mengen. Fiir jede nichtnegative Funktion g € I}(R?) ist die Folge

(9fn)nen = (g (1 T (1— XM))
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eine monoton wachsende Folge von Funktionen in L!(R?) mit beschréinkten Integralen.
Also konvergiert die Folge (gf,).n gegen eine Funktion gf in [}(R?), und es gilt

lim fnd,u:/fd,u.

Wenn wir diese Aussage auf die Folge (g, )nen der charakteristischen Funktionen g, =
XB(0,n) von B(0,n) anwenden, dann konvergiert die entsprechenden Folge (g¢),n entwe-
der gegen eine Lebesgue-integrable Funktion, und pu (UneN) ist endlich, oder das Maf§
der disjunkten Vereinigung der Borelmengen (A, )nen ist undendlich. In beiden Fillen
folgt die o—Additivitéit aus den Rechenregeln fiir Folgen. q.e.d.

Definition 3.30. Fine Funktion f : R% — R heisst messbar, wenn fiir alle nicht
negativen Funktionen g € L'(RY) auch die Funktion min(g, max(—g, f)) € [}(R?).

Lemma 3.31. (i) Alle stetigen und Lebesque—integrablen Funktionen sind messbar.

(ii) Wenn f und g messbare Funktionen sind, dann sind auch |f| und Af+pug messbare
Funktionen mit A\, u € R.

(iii) Wenn eine Folge (f)nen von messbaren Funktionen fast iberall gegen eine Funk-
tion f konvergiert, dann ist auch f messbar.

Beweis: (i): Fiir jede stetige Funktion f und jeden Quader () ist wegen Satz 3.15 das
Produkt von f mit der charakteristischen Funktion von () messbar. Dann liegt fiir jede
nicht-negative Funktion g € IL}(R?) auch das Produkt von min(g, max(—g, f)) mit
einer charakteristischen Funktion eines Quaders in L'(R?)). Wegen Lebesgues Satz der
beschriinkten Konvergenz liegt auch min(g, max(—g, f)) in I*(R%). Also ist jede stetige
Funktion messbar. Jede Lebesgue—integrable Funktion ist wegen Satz 3.14 messbar.
(ii): Wegen Satz 3.14 ist fiir jede messbare Funktion f auch die Funktion |f| messbar.
Weil fiir alle nicht negativen h € L'(R?) die Folgen (min(nh, max(—nh, f))),y und
(min(nh, max(—nh, g))),cy gegen f bzw. g konvergieren, sind wegen Satz 3.14 und
Lebesgues Satz der beschréankten Konvergenz fiir messbar f und g und alle A, u € R
auch \f + pg messbar.

(iii): folgt aus Lebesgues Satz der beschrénkten Konvergenz. q.e.d.

Satz 3.32. Fiir eine Funktion f : R? — R sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
(i) Die Funktion f ist messbar.
(ii) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) < a} messbar.

(iii) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) > a} messbar.
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(iv) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) < a} messbar.
(v) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(z) > a} messbar.
(vi) Fiir alle g > h in [NR?) liegt die Funktion min(g, max(f,h)) in L}(RY).

Beweis (i)=-(ii): Die Folge n (max(a + 1/n, f) — max(a, f)) konvergiert offenbar ge-
gen die charakteristische Funktion der Menge {x € R? | f(z) < a}. Also folgt (i) aus
Lemma 3.31.

(ii) < (iii) < (iv)<(v): Wegen Satz 3.26 sind die Aussagen (ii) und (iv) und die Aus-
sagen (iii) und (v) dquivalent. Weil gilt {z € R? | f(z) < a} =, cny{z € R | f(z) <
a—1}und {z € R | f(z) < a} = ,en{z € R? | f(z) < a+ L} sind auch die
Aussagen (ii) und (iv) dquivalent.

(v)=(vi): Wenn eine Funktion f die dquivalenten Bedingungen (ii)-(v) erfiillt, dann
gibt es offenbar eine Folge (f,),n von messbaren Funktionen, so dass fiir alle n €
N die Funktion f,, nur endlich viele Werte in [—n,n] annimmt und die Ungleichung
| fro —min(n, max(f, —n))||e < + erfiillt. Fiir alle g > h in L'(R?) liegen die Funktionen
min(g, max(f,, h)) in L}(R?) und konvergieren fast iiberall gegen min(g, max(f,h)).
Wegen Lebesgue’s Satz der beschrinkten Konvergenz liegt auch min(g, max(f, h)) in
LHRY). Also folgt aus einer der fiquivalenten Aussagen (ii)—(v) die Aussage (vi).
(vi)=-(i): klar. q.e.d.

3.6 Die Riume I7(R%)

Eine komplex-wertige Funktion ist genau dann Lebesgue-integrabel bzw. messbar,
wenn sowohl der Realteil als auch der Imaginérteil Lebesgue-integrabel bzw. messbar
sind. Dies ist offenbar dazu dquivalent, dass der Absolutbetrag der Funktion Lebesgues—
integrabel bzw. messbar ist. Aus Satz 3.31 folgt, dass fiir jede messbare Funktionen f
und g auch die Funktionen |f|? und fg messbar sind.

Definition 3.33. Fir alle 1 < p < oo sei IP(RY) die Menge aller Aquivalenzklassen
von fast tberall definierten messbaren Funktionen von R? nach K, fir die die Funk-
tion |f|P Lebesque—integrabel ist. Der Raum L®(R?) ist definiert als die Menge aller
Aquivalenzklassen von messbaren beschrinkten Funktionen von R% nach K.

Fir K = R und p = 1 stimmt diese Definition mit den Lebesgues—integrablen
Funktionen iiberein.

Satz 3.34. Fiir alle 1 < p < oo ist I[P(R?) zusammen mit der Abbildung

e IPRY) . _ (1 1du)? fir1 < p< oo
I PRI =R, £ 1l {inf{CERE{HﬂSC’a.e.} fiir p = oo.
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ewn normierter Vektorraum. Fir 1 < p,q,r < oo mit % —{—% = % und f € IP(RY) und

g € LI(RY) gilt fg € I'(RY) und die Holdersche Ungleichung: || fgll- < || fllllgllq-

Die Dreiecksungleichung der Norm || - ||, wird wieder Minkowski-Ungleichung ge-
nannt: fiir alle £, g € [P(RY) gilt £ +g € IP(RY) und | + gll, < [|fllp + lgllp
Beweis: Wir beweisen zuerst die Holdersche Ungleichung. Indem wir zu den Funk-
tionen |f|” und |g|" iibergehen anstatt der Funktionen f und ¢, und den Exponenten
1, % und - - anstatt r, p und ¢, geniigt es den Fall 1 = = —i— L fiir nicht-negative reelle
Funktionen zu betrachten. Es gilt némlich || f||} = |||f| 2 bzw lglly = [llgl"[|«. Fiir
p=1 q =00 bzw. p =00, ¢ = 1 folgt die Holdersche Unglelchung aus den Elgen-
schaften der Lebesgues—integrablen Funktionen. Fiir f = 0 oder g = 0 ist die Aussage
offensichtlich. Sei also f # 0, g # 0 und 1 < p,q < oo mit 1 = 119 + %. Die Youngsche

/] 19l
riy, und g

p q
I 19l _ If] +\mqae
17T Tglls = 17 Tl

Wegen f € IP(R?) und g € L4(RY) ist die rechte Seite Lebesgues—integrabel und das
Integral gleich 1. Also ist auch die linke Seite Lebesgues—integrabel und das Integral
gleich 1. Daraus folgt fg € IR, || fglly < |1l gl

Wegen Korollar 3.20 erfiillen die Abbildungen f + || f||, die Positivitéit. Die Linea-
ritét ist offensichtlich. Fiir p = 1 und p = oo ist die Dreieckungleichung schon gezeigt.
Sei also 1 < p < oo und f,g € IP(R?). Offenbar gilt fiir f,g € IP(RY) fast iiberall
|f +glP < 2PmaxP{|f|,]g9]} < 2°(|fP + |g|P). Also liegt f + g in IP(R?). Die Holdersche
Ungleichung ergibt fiir die Funktionen |f+g[P = |f+gP 7 f+g] < |f+ 9P (|f]+]9])
mit f,g € I[P(R?) und 1:%+é<:>(p—1)q:p

1f+glly < 1Lf + gllpCLf Il + llgllp)-
Daraus folgt die Minkowski Ungleichung. q.e.d.

Ungleichung ergibt fiir die Funktionen

Satz 3.35. (Satz von Riesz Fischer) Fiir alle 1 < p < oo ist [P(R?) ein Banachraum.

Beweis: Sei zunichst 1 < p < oo und (f,,)nen eine Cauchyfolge in IF(RY). Dann gibt
es eine Teilfolge (fy,, )men die || fr,..1 — fanllp < 277 fiir alle m € N erfiillt. Wegen dem
Satz der Monotonen Konvergenz konvergiert dann die Folge (| f,.,,|? — | fn,|?) zu einer
Lebesgues—integrablen Funktion.

Auf einer messbaren Teilmenge A C R? mit endlichen Volumen folgt aus der Hélder-
schen Ungleichung || f]|1 < ||f Hpuk%(A) fir alle f € IP(A). Deshalb konvergiert auch
die Folge der Einschriinkungen (f,. |4)men in L'(A). Aus Satz 3.31 folgt dass die Teil-
folge gegen eine messbare Funktion f konvergiert. Weil | f|P beschriankt ist durch den
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Grenzwert der Lebesgues integrablen Funktionen (|f,,,|)men liegt f in IP(R?), und
die Teilfolge konvergiert gegen f. Weil die urspriingliche Folge eine Cauchyfolge ist,
konvergiert die ganze Folge gegen den Grenzwert der Teilfolge.

Fiir p = oo ist die Aussage klar, weil die Aussage klar. q.e.d.

Definition 3.36. Fiir jede messbare Menge A C R* und alle 1 < p < oo sei IP(A) der
Unterraum von IP(R?) aller Aquivalenzklassen von Funktionen, die ausserhalb von A
verschwinden.

Offenbar ist fiir jede messbare Menge A C R? und alle 1 < p < co der Unterraum
IP(A) C IP(R?) abgeschlossen.

Korollar 3.37. Fiir messbare Mengen A C R und 1 < p < oo ist IP(A) ein Banach-
raum. q.e.d.

Satz 3.38. Fiir alle messbaren Mengen A C R? und alle 1 < p,q < oo mit ]lj + (11 =1
ist folgende Abbildung eine Isometrie:

J B~ LB, g mit o) PA) ~ K S [ fodu
A

Beweis: Fiir messbaren Mengen A C R% und 1 < p < oo ist j wegen der Holderschen
Ungleichung Lipschitz—stetig mit L = 1. Wir definieren f so, dass im Beweis der
Hélderschen Ungleichung die Youngsche Ungleichung eine Gleichheit wird. Sei also

q 1,1
gl Jgl'GrE) e
g g g

S

Fiir 1 < ¢ < oo ist f messbar und liegt in IP(A). Es gilt sogar [|f[|P = |g[|Z und
gl = llgll§- Daraus folgt

q—q(1-% Hqu g fll
gl = flgle~0=o) = 19la _ Do/ lh
lolly I/l

< [l7 (Il < llgll fir alle g € L7(A) \ {0}.

Also ist fiir 1 < p < oo die Abbildung j eine Isometrie. Fiir p = 1, ¢ = oo und
jedes € > 0 ist die Menge aller {z € R? | |f(x)| > ||f]loc — €} keine Nullmenge aber
messbar ist. Auf allen Funktionen f € L'(A), die auerhalb dieser Menge verschwinden,
nimmt |j(g)| groBere Werte als (||g|lc — €)[|f]|1 an. Also gilt fiir jedes € > 0 und jedes
g € L*(A)\ {0} auch ||gllec — € < [[F(9)|l < [|9]lsc- Dann ist auch fir p = 1 j eine
[sometrie. q.e.d.



Kapitel 4

Hilbertraume

4.1 Hilbertraume

Definition 4.1. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine hermitesche Form (,) ist eine Abbil-
dung von V- x V nach K, die fiir alle v,v',w € V und A € K folgendes erfiillt:

(1) (v+v,w) = (v,w) + V', w)
(i) (\v,w) = A(v,w)
(i) (0, w) = (7).

Aus diesen Eigenschaften folgt sofort

(v, w~+ w') = (w+w',v) = (W, 0) + (v, v) = (v,w) + (v,w")
(v, Aw) = (w,v) = Nw, ) = Mo, w)
(v, v) = (v,7) oder (v,v) € R.

Die hermitesche Form heisst positiv definit, wenn fir alle v € V' \ {0} gilt (v,v) > 0.
Eine positiv definite Hermitesche Form heisst inneres Produkt oder Skalarprodukt.

Beispiel 4.2. (i) Auf K" ist (z,y) = > z;y; ein Skalarprodukt.

=1

(ii) Auf 12 ist {a,b) = 3" anb, ein Skalarprodukt.
n=1
(iii) Auf L*(R?) ist (f,q) = [ fgdp ein Skalarprodukt.

61
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Satz 4.3. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei (,) eine positiv definite hermetische
Form auf dem Vektorraum V. Dann gilt fir alle v,w € V

(v, w)|* < (v, v){w, w).
Beweis: Fiir A € K gilt

(v 4+ Aw, v+ Aw) = (v,v) + Mo, w) + Mw,v) + I\ (w, w).

Fiir (w,w) # 0 setzen wir A = — é;% und erhalten
<U U) _ 2| <U’w>|2 _|_ |</U7w>|2 > 0
’ (w, w) (wyw) —
Also folgt

(v, w)* < (v, v){w,w).

Fiir (v,v) # 0 vertauschen wir v und w und erhalten wieder die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung. Fiir (v,v) =0 = (w, w) setzen wir A = —(v, w) und erhalten

0 < |{v,w)|* <0.
q.e.d.

Satz 4.4. Sei (,) eine positiv definite hermitesche Form auf dem K-Vektorraum V.
Dann definiert ||v|| = +/(v,v) eine Norm.

Beweis: Die Positivitét ist klar und die Linearitat gilt wegen

[Av]l =/ (w, M) = /AN, 0) = [A[V/ (v, 0) = [A]|o]].
Fiir v,w € V gilt auch

(v+w,v+w) = (v,v)+ (v,w)+ (w,v) + (v, w)

< (v0) + (o, w)] + [(w, v)| + (w, w)

< oll* + 2]l - lwll + Jwl]f®
(wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung)
(vl + lwll)®

Also folgt die Dreiecksungleichung. q.e.d.

Lemma 4.5. Die Abbildung (,) : V x V — K ist stetig.
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Beweis: Seien v, w,v’,w’ € V. Dann gilt

{0, w) = (W, w)] < (v, w) = (0 w) + [V, w) = (o', w')

(v =/, w)| + [/, w — w')

< o= lwll + [ - flw — ']
< (v =o'+ llw = @' D lwll + [[oll + [0 = ')
q.e.d.
Lemma 4.6. Sei (V)| - ||) ein normierter Vektorraum. Dann gibt es auf V genau
dann eine positiv definite hermitesche Form, die die Norm || - || induziert, wenn das

Parallelogrammgesetz gilt:
lv+wl* + lv — wl* = 2[jv[|* + 2[|w|*.
Beweis: Fiir jede hermitesche Form gilt:
(v+w,v+w) + (v—wv—w)

= <U7 U> + <U7w> + <w7 U) + <U), U)> + <U7 U> - <U’w> - <U},U> + <U),’U)>
=2(v,v) + 2(w, w).
Also gilt auch das Parallelogrammgesetz.

Wenn umgekehrt das Parallelogrammgesetz gilt, dann definieren wir

(v,w) = (v +wl* = [lv = w||* +aljv + w||* = oflv — wol]?).

1
4
Wir zeigen, dass dann (,) eine positiv definite hermitesche Form ist. Die Parallelo-
grammgleichung ergibt

v+ 4+ w|® =2[v+w|®+2[]V]* = lv—v +w|* =«

v+ +w|® = 2|V +w|*+2||v||* = |V — v +w|* = B.
Also gilt auch
ath

2
1

= llo+wl® + Joll* + 1"+ wll + [V]* = 5 (v = "+ wl* + o' —v +wl).

v+ + w||2 =

Analog erhélt man

1
[+ —wl* = lo—w[P+ P+l —wlP+ [P =5 (lo = v = w|* + [|v" = v = w]*) .
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Es folgt
R+, w) = —([v+v +wl’ = lv+v" —w|?)

1
4
1
= 7 (lo+wl’ =llo=wl* + |+ w|* = v = w|?)
(v, w) + RV, w)

S+, w) = (||v+v’+@w||2— ||v+v'—zw||2)

N e

([lv + ww|® = [[v — wl|]? + |[v" + wl]* = Jv" — w|?).
Also gilt
v+, w) = (v,w) + V', w).

Daraus folgt auch fiir alle n, m € N, also auch (v, w) = (v, w) = (v, w). SchlieBlich
gilt auch

(—v,w) = 411 (o = wll* = v+ wl* +2ljv — wl* = 2flo + wl?) = —(v,w).
(1,0) = 7 ([0 =l o+l + elfo + wll? = affo — w]?)
= i (Jlv+ w|* = flv = w|* + 2o + w||* — 2llv — w||?) = 1(v, w).
Weil || - || stetig ist, folgt dann fiir alle A € K (A, w) = Mo, w). q.e.d.

Allgemeiner ist auf einen R-Vektorraum jede symmetrische Bilinearform eindeutig
durch die Diagonale bestimmt und auf einen C-Vektorraum jede (nicht notwendiger-
weise positiv definite) hermitesche Form.

Definition 4.7. Ein Hilbertraum st ein Vektorraum V mit einer positiv definiten
hermiteschen Form, der beziiglich der induzierten Norm vollstindig ist.

Satz 4.8. Sei V' ein Vektorraum mit einer positiv definiten hermiteschen Form. Ein
solcher Raum wird Prdhilbertraum genannt. Dann ist die Vervollstindigung V- mit der
natirlichen Inklusion V- — V' ein Hilbertraum.

Beweis: Weil das Bild von i : V' — V dicht in V ist, und die Parallelogrammidendité&t
auf V' gilt, gilt sie auch auf V. Insbesondere gilt dann fiir alle v,w € V' : (i(v),i(w)) =
(v, w). q.e.d.

Satz 4.9. Sei V' ein Hilbertraum und j : V. — V' mit j(w)(v) = (v,w). Dann gilt:
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(i) j dst additiv und antilinear, d.h. j(v+w) = j(v) + j(w) und j(Av) = Xj(v).
(ii) j ist eine Isometrie, also injektiv.
(iii) j ist surjektiv, also ein Antiisomorphismus.

Beweis: (i) ist klar.

(ii): Wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt |j(w)(v)| < ||w]|||v||. Also gilt
7]l < 1. Andererseits gilt |j(w)(w)| = ||w|[*. Also gilt ||j|| > 1. Daraus folgt (ii).

(iii): Sei A € L(V,K) mit ||A|| = 1. Dann gibt es eine Folge (v,,)neny mit ||v,|| = 1 und
lim,, .o, Av, = 1. Wir kénnen durch Multiplikation mit geeigneten Zahlen vom Betrag
1 erreichen, dass Av, € [0, 1] gilt.

[vn = vinl1* = 2lJvall® + 2lvm ]l = llvn + vyl |?
Sei € > 0. Dann gibt es ein N € N so dass gilt

v+ vmll = v +0) > 2 = 7 fiix n,m > N.

Dann folgt [|v, — vm||? < 4 — (2— E)Q < €. Also ist (vp)nen eine Cauchyfolge und

konvergiert gegen ein v € V mit Av =1 und |[jv|| = 1.
Fir K = R folgt aus [|A| =1 folgt fiir A > 0
—1
(v =l = jvll) = Aw
und 1 )
Alw) = (A +dw) = Av) < S ([lv + dwl| = o).
Das ergibt fiir alle w € V und A > 0
1 1
o = Al — ol < Aw < X(fo + Al ~ o]

Aus |Jv £ w|| = /{v,v) £ 2X(v, w) + A2 {w, w) folgt im Grenzwert A — 0:
i 1
lim (o £ | — o]} = {v. ).

und Aw = (w,v). Fir K = C wird V mit R(,) zu einem reellen Hilbertraum. Dann
haben wir schon gezeigt R(Aw) = R(w,v). Aus Aw = 1Aw folgt aber J(Aw) =
R(Aw) bzw. F(Aw) = —Re(Aww), so dass dann fiir alle w € W gilt

Aw = R((w,v)) — iR((uw, v)) = R((w,v)) +iS((w,v)) = (v, w).
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Korollar 4.10. Hilbertriume sind reflexiv.

Beweis: j : V — V' ist ein Antiisomorphisumus. Dann ist auch j : V" — V' A s
7'(A) mit j/(A)(v) = A(j(v)) ein Antiisomorphismus. Aus der Identitit j'i = j folgt,
dass ¢ auch surjektiv ist. q.e.d.

4.2 Orthonormalbasen
In diesem Abschnitt ist H stets ein Hilbertraum.

Definition 4.11. Fine Teilmenge S C H heisst Orthonormalsystem, falls ||e|| = 1 gilt
fir alle e € S und (e, f) = 0 fir alle e, f € S mit e # f. Ein mazximales Orthonor-
malsystem heisst Orthonormalbasis, d.h., wenn aus S C T und T'" Orthonormalsystem
folgt T'=S, dann ist das Orthonormalsystem S eine Orthonormalbasis.

Eine Orthonormalbasis ist keine Basis des Vektorraumes H, wenn H unendlichdi-
mensional ist.

Satz 4.12. (Gram-Schmidt-Verfahren) Sei (vy,)nen €ine Folge in dem Hilbertraum H,
so dass fir alle n € N,vq,...,v, linear unabhdingig sind. Dann ¢ibt es eine Folge
<€n)n€N mat

(i) Lineare Hiille{vy,...,v,} = Lineare Hiille{ey, ..., e,}
(ii) (en)nen ist ein Orthonormalsystem.

Die Folge (ey,)cen ist eindeutig bis auf Multiplikation mit einer Folge (A,)nen in K mit
|An| =1 fiir alle n € N.

Beweis: Wir definieren die Elemente (e, ),en induktiv. Offenbar muss e; proportio-
nal zu v; sein. Sei ey,...,e, € Lineare Hillle{vy,...,v,} definiert und erfiille die
Bedingungen (i) und (ii). Dann muss e, 1 € Lineare Hiille{vy, ..., v,11} liegen und
(eént1,€) = 0 erfilllen fir [ = 1,...,n. Daraus folgt aber (e,.;,v) = 0 fur alle
v € Lineare Hiille{vy, ..., v,}. Setze

n

fn+1 = Un41 — Z<Un+1> el) - €.

=1

fn—i—l

Dann gilt (f,.1,¢) =0 fiir alle = 1,...,n. Setze En+1 = if ||
n+1
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Dann ist Lineare Hiille{ey, ..., e,41} = Lineare Hiille{vy, ..., v,41}. Wegen der Bessel-
schen Ungleichung, muss fiir jedes é,,; mit dieser Eigenschaft gelten (€,41,¢;) = 0 fiir
I=1,...,nund |(€,41,€ns1)| < 1. Dann folgt aus dem Satz von Pythagoras

1Ensill* = [{Enr1, Enir)| = 1.
Also ist é,41 eindeutig bis auf Multiplikation mit A\, € K mit |\, = 1. q.e.d.
Satz 4.13. (Satz von Pythagoras) Seien v,w € H mit (v,w) = 0. Dann gilt
lv + wlf* = [[o]|* + [|w]|*.
Beweis: (v+w,v+w) = (v,v) + (w,w). q.e.d.

Satz 4.14. (Besselsche Ungleichung) Sei (e,)nen ein Orthonormalsystem und v € H.
Dann gilt

[eS)
[lI> > 1w el
n=1

N
Beweis: Sei N € N und vy = v — Y (v,e,)e,. Dann gilt (vy,e,) = 0 fir alle n =

n=1
1,...,N. Also folgt aus dem Satz von Pythagoras

N
v=uvN+ Z<U, €n)én
n=1
mit
N N
[l = lon |+ Kvoen)? =D [0, en)
n=1 n=1

q.e.d.

Lemma 4.15. Sei S C H ein Orthonormalsystem und v € H. Dann ist folgendes
Teilsystem hdchstens abzdhlbar:

Sy ={e € S|(v,e) # 0}
Beweis Wegen der Besselschen Ungleichung ist die Menge {e € S||(e,v)| > L} fiir alle

n € N endlich. Also ist .
S’U = S ) Z -
U {eesilenn =]

neN
hochstens abzéhlbar. Damit gilt die Besselsche Ungleichung auch fiir beliebige Ortho-
normalsysteme.
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Satz 4.16. (Orthonormalbasen) Sei S C H ein Orthonormalsystem.
(a) Es existiert eine Orthonormalbasis S" mit S C 5'.

(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) S ist Orthonormalbasis.

(ii) Istv € H und (v,e) =0 fir alle e € S, dann gilt v = 0.

(iii) H = Lineare Hiille S.

(iv) v= > (v,e)-e firallev e H.

eeS

(V) (v,w) = > (v,e){e,w) fir alle v,w € H.

eeS

(vi) [lvl|* = X [{v,e)|? fiir alle v € H.

ecS
Beweis: Offenbar ist die Vereinigung von einer total geordneten Familie von Orthonor-
malsystemen wieder ein Orthonormalsystem. Also folgt (a) aus dem Zornschen Lemma.

(i)=-(ii) Sei (v,e) =0 fur alle e € S und v # 0. Dann ist S U {ﬁ} ein Orthogonalsy-
stem.

(ii)=(iii) Wegen der Besselschen Ungleichung konvergiert fiir alle v € H die Reihe

w =Y (v,e)-e. Offenbar ist (w —v,e) = 0 fiir alle e € S. Also folgt w = v.
ecS

(iii)=(iv) Weil S ein Orthonormalsystem ist, gilt (iv) fiir alle v € Lineare Hiille S.
Dann gilt (iv) auch fiir alle Elemente v € Lineare Hiille S, fiir die die Summe kon-
vergiert. Wegen der Besselschen Ungleichung gilt das fiir alle v € Lineare Hiille S.

(iv)=(v) (v,w) = > > (v, e)e,(w, ) f) =2 2. (v, e){f,w)(e, [) = X (v, e){e, w).

eeS fes eesS fes ecS

(v)=(vi) Setze w = v.

(vi)=(i) Wenn S keine Orthonormalbasis ist, dann gibt es f € H \ {0} mit (f,e) =0
fiir alle e € S. Daraus folgt || f||* = 0. Also f = 0 Widerspruch. q.e.d.

Korollar 4.17. Fiir einen unendlichdimensionalen Hilbertraum ist folgendes dquiva-
lent:

(i) H besitzt eine abzihlbare dichte Teilmenge (d.h. H ist separabel).
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(ii) Alle Orthonormalbasen von H sind abzihlbar.

(iii) Es gibt eine abzihlbare Orthonormalbasis.

(iv) Es gibt eine lineare stetige bijektive Abbildung A : H — 12, so dass fiir alle
v,w € H gilt (v,w) = (Av, Aw). Also sind H und I*> sind als Hilbertriume
1somorph.

Bewelis:

(i)=-(ii) Wenn S ein iiberabzéhlbares Orthonormalsystem ist, dann sind wegen ||e —

fll = V2 fiir e # f € S kleine Kreise (B(e, */75))665 disjunkt und kénnen deshalb
nicht alle ein Element einer abzidhlbaren Menge enthalten. Also ist jede Ortho-
normalbasis abzahlbar.

(ii)=-(iii) folgt aus (a) vom letzten Satz.

(iii)=-(iv) Sei (e,)nen eine Orthonormalbasis. Dann ist die Abbildung H — %, v
((v,€n))nen eine Isometrie un die Umkehrabbildung ist gegeben durch [* —

00
Ha (an)nEN — Z ApCn.
n=1

(iv)=-(i) I? ist separabel, weil die lineare Hiille von (e,),en iiber Q abzihlbar und
dicht ist. q.e.d.

Satz 4.18. Fiir jeden Unterraum V C H sei
VvVt ={w e H|(v,w) =0 fiir allev € V}
das orthogonale Komplement. Dann gilt
(i) V4 ist ein abgeschlossener Unterraum von H.
(ii) (V1)L ist der Abschluss von V.

(iii) Fiir jeden abgeschlossenen Unterraum V. C H gilt H ~ V&V als direkte Summe
von Hilbertrdumen.

(iv) Fir jeden abgeschlossenen Unterraum V' C H ist die Abbildung Py : H — H,v —
Py (v) mit Py(v) €V und v — Py(v) € V* Lipschitz-stetig mit L < 1.
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Beweis: (i): folgt aus der Stetigkeit von (-, -).

(iii): Sei V ein abgeschlossener Unterraum, dann ist auch ¥+ ein abgeschlossener Un-
terraum und deshalb V und V* Hilbertriume. Wir definieren V & V+ als den Raum
V' x V+ mit der hermiteschen Form

<(U’w)’ (Ulvw,» = <val> + <w’w,>'
Dann gilt |[(v, w)|| = v/[Jo]|* + [Jw[]?, also
1
5 Ul + flwll) < maxgjof], [[wll} < {I(v, w)lf < {Joll + [Jwl].

Also ist V @V als das kartesische Produkt zweier Banachraume auch vollstindig und
damit ein Hilbertraum. Die Abbildung

VeVt - H, (v,w)—v+w

ist offenbar ein unitédrer Operator, also injektiv. Das Bild dieser Abbildung ist dann
abgeschlossen, weil die Abbildung eine Isometrie ist. Die Komposition der dualen Ab-
bildung mit den beiden Abbildungen j ist dann eine lineare Abbildung von H nach
V @ V4, die ebenfalls unitér ist, also auch injektiv. Dann ist das Bild der ersten Ab-
bildung surjektiv und es folgt (iii).

(ii): Sei V der Abschluss von V. Dann folgt aus (iii), dass V = (V1)* gilt.

(iv): Wegen (iii) ist die Komposition von H ~V & Vi mit VeVt -V, (v,w)— v
eine Lipschitz-stetige Abbildung mit L < 1. q.e.d.

4.3 Lineare Operatoren auf Hilbertraumen

Seien G und H Hilbertraume und A : G — H eine lineare stetige Abbildung. Wir
haben schon gezeigt, dass die Abbildungen jg : G — G’ bzw. jy : H — H' antilineare
bijektive isometrien sind.

Definition 4.19. Fir jeden linearen stetigen Operator A : G — H zwischen Hilber-
traumen sei der adjungierte Operator A* definiert durch

A*H — G, A* = j; o Ao jy.
Aufgrund der Definition von jy und jg gilt dann fiir alle v € G und w € H:

(Av,w) = ju(w)(Av) = A o ju(w)(v) = (v, A"w)

(w, Av) = (Av,w) = (v, A*w) = (A"w, v).
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Satz 4.20. Die Abbildung % : L(G,H) — L(H,G), A — A* ist eine Isometrie und es
gilt
(A+ B)" = A"+ B*, (aA)" = aA" und (A*)" = A.

Also ist x eine antilineare Involution. Wenn F,G,H Hilbertraume sind und A €
L(F,G) und B € L(G, H), dann gilt (Bo A)* = A* o B*.

Beweis: Weil ji und jg bijektive Isometrien sind, ist A* eindeutig durch die Bedingung
(Av,w) = (v, A*w) fiir alle v € G und w € H bestimmt. Dann folgen die Behauptungen
aus den Eigenschaften des Skalarproduktes. q.e.d.

Lemma 4.21. Ein Operator A € L(G, H) zwischen zwei Hilbertraumen ist genau dann
eine Isometrie, wenn fir alle v,w € G gilt (Av, Aw) = (v, w).

Beweis: folgt aus der Parallelogrammidentitiat und der Charkterisierung der hemiti-
schen Form durch die Norm. q.e.d.

Satz 4.22. (Satz von Hellinger-Toeplitz) Fine lineare Abbildung A von einem Hilber-
traum H auf sich selber, die fir alle v,w € H auch (Av,w) = (v, Aw) erfillt, ist stetig
und es gilt A* = A.

Beweis Nach dem Satz von abgeschlossenen Graphen ist zu zeigen, dass fiir jede Null-
folge (vp)neny in H, fiir die auch die Folge (Av,)nen konvergiert, der Grenzwert von
(Avp,)nen gleich Null ist. Es gilt aber:

(lim Av,, lim Av,) = lim (Av,, lim Av,) = (lim v,, A lim Av,) =0

n—oo n—oo n—oo m—0o0
q.e.d.

Satz 4.23. Sei H ein Hilbertraum tber C. Dann ist fir jede lineare (nicht notwendi-
gerweise stetige) Abbildung A : H — H folgendes dquivalent:

(i) Ae L(H) und A= A*
(ii) (Av,v) € R fiir allev € H.

Beweis: (i)=(ii): Sei A = A*. Dann folgt (Av,v) = (v, Av) = (Av,v). Also gilt (ii).
(ii)=(i): Es gelte (ii). Fiir A € C und v,w € H gilt

(A(v 4+ 2w), v+ Aw) = (Av, v) + A Av, w) + MAw,v) + [N (Aw, w)

bzw.

(A(v + Mw), v + Mw) = (Al + Aw), v + Iw) =
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= (Av,v) + Mw, Av) + Mo, Aw) + |A\*(Aw, w).
Wir setzen A = 1 und A = ¢ ein und erhalten
(Av, w) + (Aw,v) = (w, Av) + (v, Aw)

(Av,w) — (Aw,v) = —(w, Av) + (v, Aw).

Dann folgt (Av, w) = (v, Aw) fiir alle v,w € H. Aus dem Satz von Hellinger-Toeplitz
folgt (i). q.e.d.

Definition 4.24. Seien G und H Hilbertrdume.
(i) Ein Element U € L(G, H) heisst unitir, wenn U* = U1 gilt,
< (Uv,Uv) = (v,v) gilt fir alle v e G und U surjektiv ist,

< wenn U eine surjektive I[sometrie ist.

(ii) FEin Element A € L(H) heisst selbstadjungiert, wenn A = A*,
< (Av,w) = (v, Aw) fiir alle v,w € H gilt.

(iii) Ein Element A € L(H) heisst normal, wenn AA* = A*A gilt.

Jede bijektive Isometrie U besitzt wegen dem Satz vom inversen Operator eine ste-
tige lineare Umkehrabbildung U~!. Wegen Lemma 4.21 und Korollar 4.26 folgt daraus,
dass U*U —1 = 0 gilt. Also ist U dann unitdr. Umgekehrt erfiillt jeder unitéare Operator
U auch U*U = 1 und erhélt damit auch die hermitesche Form.

Satz 4.25. Fir selbstadjungierte A € L(H) gilt

[A]] = sup{[(Av, v)[[v € H, [Jv] <1}

Beweis:

[(Av,v)] < [|[Av]| - o]l < [JA]] - [lo]*.
Also folgt

sup{|(Av, v)||v € H, [jo]| < 1} < || A]].
sei

M = sup{[(Av, v)[[v € H, [jv] <1}

(A(v +w),v+w) — (A(v — w),v —w) = 2(Av, w) + 2(Aw, v)
= 4AR(Av, w).
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Also gilt wegen der Parallelogrammidentitét
AR(Av, w) < M(Jlv +w|* + [l = wl*) = 2M (|Jo* + [[w]|*)

und damit auch R(Av,w) < M fiir |jv]| < 1 und ||w|| < 1. Durch Multiplikation mit
einem geeigneten A € C,|A| = 1 erhilt man |[(Av,w)| < M fiir alle ||v|| < 1 und
||lw|| < 1. Daraus folgt [|A]| < M. q.e.d.

Korollar 4.26. Ist A € L(H) selbstadjungiert und (Av,v) = 0 fir allle v € H, dann
folgt A = 0. q.e.d.

Fiir K = C folgt die Selbstadjungiertheit von A aus der Gleichung (Av,v) = 0 und
Satz 4.23.

Beispiel 4.27. Sei H = K? und A = (_01 (1)> nicht selbstadjungiert. Dann gilt fiir
alle v € K2

(Av,v) = ((v2,v—1) - (v1,02)) = Vo1 — V1V = 0.
Also gilt nicht immer | Al| = sup{|(Av,v)| | [|v|| < 1}.

Satz 4.28. Sei P € L(H) eine Projektion, d.h. es gilt P> = P und P # 0. Dann ist
folgendes dquivalent:

(i) P ist die orthogonale Projektion auf das Bild von P.
(i) P = 1.

(iii) P ist selbstadjungiert.

(iv) P ist normal.

(v) (Pv,v) >0 fiir allev € H.

Beweis

(i)=-(ii) jede orthogonale Projektion hat Norm 1.

(ii)=-(i) Sei||P|| = 1 und Pv = 0 und w im Bild von P. Fiir alle A\ € K gilt P(v+ w) =
Aw also auch

Iw][* = P (v + Mw)||* < [[o]* + 2RA (v, w) + [|hw]]*.
Insbesondere gilt fiir alle A € R

—AR(v, w) < ||UH2
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Dann folgt (v, w) = 0 und analog folgt fiir A € 1R
=3 (v, w) < vl
1
also (v, w) = 0. Daraus folgt (i).
(i)=(iii)
(Pv,w) = (Pv, Pw+ w — Pw) = (Pv, Pw)
weil w — Pw im orthogonalen Komplement vom Bild von P liegt.
(v, Pw) = (Pv + v — Pv, Pw) = (Pv, Pw)
weil v — Pv im orthogonalen Komplement vom Bild von P liegt.
(iii)=-(iv) ist klar.
(iv)=(i) Es gilt
0= ((P"P — PP")v,v) = | Pv|* - [|[P™v|*.

Also stimmt der Kern von P mit dem von P* iiberein. Der Kern von P* ist aber
gleich dem orthogonalen Komplement vom Bild von P. Also folgt (i).

(iii)=(v) (Pv,v) = (P%*v,v) = (Pv, Pv) = || Pv]]*.
(v)=(i) Fiir Pv =0 und w im Bild von P und X\ € R gilt
0 < (P(v+Aw),v+ Aw) = Qw, v+ Aw) = X2|lw||* + Mo, w).

Dann folgt fiir alle A > 0(w,v) > —A||lw||?* und (w,v) < —A||w]||?* fiir alle A < 0.
Also gilt (w,v) = 0 und es folgt (i).

q.e.d.
Im Beweis von (iv)=-(i) haben wir sogar gezeigt:

Lemma 4.29. Fir einen normalen Operator A € L(H) eines Hilbertraumes gilt
|Av|| = ||A*v|| fir allev € H. q.e.d.

Definition 4.30. Seien A und B selbstadjungierte Operatoren. Dann heisst A nicht
negativ (bzw. positiv) wenn gilt (Av,v) > 0 (bzw. (Av,v) > 0) fir alle v € H. Analog
git A> B (bzw. A>B)= A—B>0 (bzw. A— B >0).

Korollar 4.31. Sei A selbstadjungiert und nicht negativ, dann gilt fir alle v,w € H
[{(Av, w)|* < (Av, v)(Aw, w).
Ist insbesondere (Av,v) =0 fiir alle v € H, so folgt A = 0.

Beweis Ubertrage den Beweis der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung auf die positiv
semi-definite Form (v, w)4 = (Av, w). q.e.d.



Kapitel 5

Spektraltheorie linearer Operatoren

5.1 Das Spektrum eines beschrinkten Operators

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die Diagonalisierung von Matrizen auf Operatoren zu
iibertragen. Dazu definieren wir zunéchst ein Analogon zu der Menge der Eigenwerte,
die Spektrum genannt wird.

Definition 5.1. Sei V' ein Banachraum und A € L(V).

(i) Ein Element £ € K heisst requlir beziiglich A, wenn A — &1y bijektiv ist. (Dann ist
wegen dem Satz vom inversen Operator (A — Ely)~t € L(V).)

(ii) Die Menge {€ € K | € ist requlir bzgl. A} heisst Resolventenmenge. Die Funktion
£ (A—Ely)~t von der Resolventenmenge von A nach L(V') heisst Resolvente.

(iii) Das relative Komplement der Resolventenmenge in K heisst Spektrum von A. Ein
Element £ € K heisst Figenwert von A, wenn A — &1 einen nicht-trivialen Kern
hat. Jeder Figenwert von A ist also ein Element vom Spektrum von A.

Im endlichdimensionalen Fall besteht das Spektrum gerade aus den Eigenwerten.
Das gilt aber im Allgemeinen nicht.

Beispiel 5.2. (i) Die Abbildung (ay,as,...) — (0,a1,aq,...) ist eine Isometrie von [P
nach I, aber nicht surjektiv. Also ist 0 kein Eigenwert, aber gehort zum Spektrum.

(ii) Die Multiplikation mit x ist eine stetige lineare Abbildung von L*([0,1]) auf sich
selber. Fiir alle £ € [0,1] ist die Multiplikation mit ﬁ nicht beschrankt, deshalb
besteht das Spektrum aus [0, 1] C K. Aber fir alle & € [0,1] ist der Kern von dem
Multiplikationsgenerator mit x minus &1 trivial. Also gibt es keinen Eigenwert.

75
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(iii) Sei H = K". Dann ist L(H) isomorph zu der Algebra der K-wertigen n x n-
Matrizen. Sei A eine solche Matriz. Dann ist & genau dann im Spektrum von A,
wenn det(A—¢&1) =0, wenn also & eine Wurzel der charakteristischen Gleichung
ist. Also besteht das Spektrum aus allen Figenwerten, die zu K gehoren.

Es bietet sich an fiir einen Operator A € L(H) eines reellen Hilbertraumes zu der
Komplexifizierung He = H Qg C = H + 1H mit Skalarprodukt

v+ w+w') = (v,w) + V', W) + (v, w) — (v,w'))
und dem Operator Ac: Hec — He, v+ ww — Av+1Aw  iiberzugehen.

Lemma 5.3. Seien V und W Banachrdiume. Dann ist die Menge aller invertierbaren

Elementen von L(V,W) offen.
Beweis: Sei A € L(V, W) invertierbar, also bijektiv. Dann ist fiir alle Elemente B €
B (A, i) © £(V,W) die Abbildung A™'B = 1-A"}(A=B) € B(1,1) € £(V), also

A
wegen der Neumannschen Reihe invertierbar. Daraus folgt, dass auch B invertrierbar
ist und gilt:
Bl =(AAT'B)y ' =(AT'B) AT = (1-AY(A-B)) AL
Korollar 5.4. Die Resolventenmenge ist offen.

Beweis: Sei € in der Resolventenmenge. Wenn

I(A=&Tyv) = (A=&l)[l = [(€ =& = 1§ =& <

1
(A = &hy) ||’
dann ist wegen dem vorangehenden Lemma auch £ in der Resolventenmenge. q.e.d.

Satz 5.5. Sei V' ein Banachraum und A € L(V'). Dann ist die Resolvente eine analyti-

sche Funktion von der Resolventenmenge nach L(V'). Das Spektrum ist eine kompakte
Teilmenge von {§ € K | |¢] < ||A||}, die fir K = C nicht leer ist.

Beweis: Fiir £ € K\ {0} ist der Operator —£1y invertierbar mit

_ !
€1

Wenn also ||A|| < €], dann gehort wegen Lemma 5.3 € zur Resolventenmenge. Also ist
das Spektrum enthalten in

(et = |

{EeK|lEl<Al}
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und abgeschlossen. Wegen Heine-Borel ist das Spektrum dann auch kompakt. Aus
Lemma 5.3 folgt sogar, dass fiir || > 2||A|| die Resolvente beschrénkt ist durch
1 1 1 2

“‘61”‘1“:“(‘5” (“‘?))1 i (1‘?)1 SEi-1

Wenn K = C und das Spektrum leer ist, dann ist fiir alle v € V und alle B € V' die
Funktion £ — B(A—£1y) "o eine holomorphe Funktion auf ganz C, die fiir |£] > 2||A||
beschrankt ist durch ‘%' Weil jede stetige Funktion auf der kompakten Menge {¢ € C |
|€] < 2||A||} beschrénkt ist, ist diese Funktion also auf C beschriankt und konvergiert
fiir |£| — oo gegen Null. Wegen dem Satz von Liouville verschwindet diese Funktion.
Aus dem Satz von Hahn-Banach folgt, dass auch die Resolvente

E— (A=)t

gleich Null ist. Weil aber 0 € £(V') nicht invertierbar ist, ist dies nicht méglich. q.e.d.
Es gibt reelle Matrizen, die keine reellen Eigenwerte haben, deren reelles Spektrum
also leer ist. Also ist K = C bei dem letzten Teil der Aussage auch notwendig.

5.2 Kommutative Banachalgebren

Wir werden den Begriff des Spektrums auf Algebren verallgemeinern. Dadurch kénnen
wir kommutative Banachalgebren beschreiben als Algebren von stetigen Funktionen
auf topologischen Rdumen. Daraus wird sich der Spektralsatz ergeben.

Im Folgenden sei B eine kommutative Banachalgebra iiber dem Koérper der kom-
plexen Zahlen C mit Eins, bezeichnet durch 1. Das Einselement von V' wird mit 1y
bezeichnet. Es sei £(B) die Banachalgebra der linearen stetigen Abbildungen von B
nach B.

Satz 5.6. Sei B eine Banachalgebra tiber C und
m:B— L(B), a— 7(a) mit 7(a) : B— B, b+ ab = ba.

Dann ist m ein Banachalgebrahomomorphismus, der auch eine Isometrie ist. Dieser
Homomorphismus m heisst requldre Darstellung. Also ist jede kommutative Banachal-
gebra isomorph zu einer Unteralgebra einer Algebra von linearen stetigen Abbildungen
eines Banachraumes auf sich selber.

Beweis: Fiir alle a,b € B gilt

I (a)bll = lla - bll < la]l - |[o-
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Also gilt auch
[ ()]l < llall-

Andererseits gilt
0 < [ = |2} < (|17

Daraus folgt ||1|| = 1 und wegen ||7(a)1|| = ||a|| auch
[ (a)[l = lall
Dann ist ||7(a)|| = ||a| fiir alle @ € B und 7 eine Isometrie. Fiir alle a,b,¢c € B gilt

auch 7(ab)c = abc = w(a)w(b)c. Dann folgt
m(a)m(b) = m(ab) = 7(ba) = w(b)mw(a).

Also ist das Bild von 7 eine kommutative Banachalgebra, die wegen dem Satz des
inversen Operators isomorph ist zu B. q.e.d.

Wir definieren fiir jedes Element a € B das Spektrum von a als das Spektrum von
m(a). Es gilt

Lemma 5.7. Das Spektrum eines Elementes a € B einer kommutativen Banachalgebra
besteht aus allen € € C, so dass a — &1 in B nicht invertierbar ist.

Beweis Sei a — £1 ind B invertierbar, dann ist offenbar m((a — £1)~!) das Inverse von
m(a) — 1. Ist umgekehrt 7(a) — £1p invertierbar, dann ist (w(a) — E1g)~1)(1) das
Inverse von a — €1 in B, weil gilt

(a—¢&1) ((r(a) — €1p) 7' (1) = (7(a) — E1p)(n(a) — E15) (1) = 1.
Dann folgt wegen der Kommutativitat die Aussage. q.e.d.

Satz 5.8. (Gelfand—Mazur) Ist die kommutative C-Banachalgebra B ein Kérper, d.h.
jedes Element in B\ {0} ist invertierbar, dann ist B isomorph zu der Banach—Unter-
algebra C1.

Beweis Sei a € B. Dann ist wegen Satz 5.5 das Spektrum von a nicht leer. Sei also A
im Spektrum von a. Dann ist aber a — A1 nicht invertierbar, also gleich Null. Es folgt
a = A\1. Also ist B isomorph zu C1. q.e.d.

Definition 5.9. Ein Ideal ist ein Untervektorraum a C B, so dass fiir alle a € a und
b € B folgt ab € a und ba € a. Wir fordern zusdtzlich 1 ¢ a um a = B auszuschliefen.

Lemma 5.10. Sei a ein Ideal der Banachalgebra B. Dann ist der Abschluss von a
ebenfalls ein Ideal.
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Beweis Offenbar ist der Abschluss von a ein Banachraum. Er besteht aus allen Grenz-
werten von konvergenten Folgen in a. Seien (a,,)nen eine konvergente Folge in a. Dann

konvergieren fiir jedes b € B die Folgen (a,b),en bzw. (bay,)nen gegen (hm an) b bzw.

b lim a,. Die invertierbaren Elemente von B sind eine offene Umgebung von 1 in B.

n—oo

Also folgt aus 1 ¢ a auch 1 ¢ a. q.e.d.
Definition 5.11. Ein Ideal heisst mazimal, wenn es in keinem Ideal echt enthalten ist.
Korollar 5.12. Jedes maximale Ideal ist abgeschlossen. q.e.d.

Die Menge der Ideale einer kommutativen Algebra besitzt eine natiirliche Ordnungs-
relation. Offenbar ist die Vereinigung iiber eine total geordnete Menge von Idealen einer
kommutativen Algebra wieder ein Ideal. Also ist wegen dem Zornschen Lemma jedes
Ideal in einem maximalen Ideal enthalten.

Lemma 5.13. Sei B eine kommutative Banachalgebra und a ein abgeschlossenes Ideal.
Dann ist B/a eine kommutative Banachalgebra.

Beweis Wegen Satz 2.13 ist B/a ein Banachraum. Seien a,b € und ¢,d € a. Dann
folgt (a + ¢)(b+ d) = ab+ ad + ¢b + cd. Aus ¢,d € a folgt, dass auch ad, cb, c¢d und
ad+ cb+ cd im Ideal liegen. Also definiert die Multiplikation von B eine Multiplikation
auf B/a, die dann auch kommutativ, assoziativ und distributiv ist. Zuletzt miissen wir
noch

Ila] - [b]l] < [[[a]l] - l[[6]]] fiir alle a,b € B

zeigen mit

lfalll = nf{fla +cl[ | c € a}.
Ifal - Il = [lfa - b}l = nf{[lab + c[| [ ¢ € a}
<inf{||[(a +c)(b+d)| | c,d € a}
< inf{lla+¢fl [ c € a} inf{[|b+d|| | d € a} = [[a][| - [I[6]]]

1ist in B/a offenbar eine Eins. q.e.d.

Sei B eine kommutative Banachalgebra mit 1 und a € B ein Element, das nicht
invertierbar ist, dann ist a, = {ab | b € B} ein Ideal, das 1 nicht enthélt, weil a nicht
invertierbar ist. Das Urbild eines Ideals a unter einem Algebra—Homomorphismus 7 ist
offenbar ein Vektorraum und sogar ein Ideal, weil aus 7(a) € a folgt w(ab) = 7(a)7(b) €
a und 7(1) = 1 & a. Also kann fiir ein maximales Ideal a einer kommutativen Algebra
mit Eins, die Algebra B/a kein nichttriviales Ideal enthalten, weil sonst das Urbild
unter B — B/a ein Ideal enthalten wiirde, das a echt enthélt. Dann folgt aber, dass
B/a ein Korper ist.

Umgekehrt enthélt ein Kérper nur das triviale Ideal {0}.
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Lemma 5.14. Die maximalen Ideale einer kommutativen Banachalgebra B sind in
FEins-zu-Eins Beziehung zu den Algebra-Homomorphismen x : B — C mit x(1) = 1.

Beweis Sei x ein Algebra-Homomorphismus von B nach C mit x(1) = 1. Dann ist
der Kern von y ein Ideal, das maximal sein muss, weil C ein Korper ist. Umgekehrt
ist fiir jedes maximale Ideal die Algebra B/a ein Korper, also wegen dem Satz von
Gelfand—Mazur isomorph zu C. Also definiert a einen Algebra-Homomorphismus y :
B — B/a~C. q.e.d.

Fiir jeden Algebra-Homomorphismus x : B — C mit x(1) = 1 ist a — x(a)1 nicht
invertierbar, weil gilt x(a — x(a)1) = 0. Also gehért x(a) zum Spektrum von a und es
folgt aus Satz 5.5 |x(a)| < ||lal|. Also gilt ||x|| < 1. Aus x(1) = 1 folgt dann ||x|| = 1.
Deshalb kénnen wir die maximalen Ideale mit einer Teilmenge von der abgeschlossenen

Einheitskugel B(0,1) C B’ identifizieren.

Definition 5.15. Sei V' ein normierter Raum. Dann heisst die gribste Topologie von
V', so dass alle linearen Abbildungen von V' nach K, die im Bild von i : V. — V"
liegen, stetig sind, schwachexTopologie. Sie wird ezeugt von allen Mengen der Form

{AeV'|AWw) e U} mitv eV und U C K offen .

Die schwachx Umgebungen eines Elementes Ag € V' bestehen aus den Teilmengen von
V', fiir die es ein € > 0 gibt und vy, ...,v, € V gibt, so dass die Umgebung die Menge

{AeV'||A(v) — Ao(vy)| <€ firi=1,...,n}
enthdlt.

Wir benutzen diese schwachexTopologie, um den Raum der maximalen Ideale mit
einer Topologie zu versehen. Diese Topologie macht den abgeschlossenen Einheitsball
von dem Dualraum eines normierten Vektorraumes kompakt.

Satz 5.16. (Satz von Alaoglu) Sei V' ein normierter Vektorraum und By (0,1) die
abgeschlossene Einheitskugel von V'. Dann ist By:(0,1) schwachxkompakt.

Wir werden diesen Satz nicht beweisen. Der Beweis benutzt vor allem den Satz
von Tychonov, der besagt, dass ein beliebiges kartesisches Produkt von kompakten
topologischen Rdumen wieder kompakt ist. Unendliche kartesische Produkte einer
Menge werden dabei aufgefasst als die Menge aller Abbildungen von der Indexmen-
ge in die Menge. Indem By~ (0, 1) als Teilmenge von dem Raum aller Abbildungen von

Sy = {v € V|||v|]| = 1} nach Bg(0,1) = {\ € K||A| < 1} aufgefasst wird, muss dann
nur noch gezeigt werden, dass B als Teilmenge dieses kartesischen Produktes abge-

schlossen ist. Das folgt daraus, dass eine Abbildung ® : Sy — Bg(0,1) genau dann
dem Element A € By/(0,1) mit A(v) = ||v][®(g7) fiir alle v € V'\ {0} entspricht, wenn
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(1)

(ii) O(\v) = AP (v) fir alle v € Sy und A € K mit [A] = 1.

A ) D
< vt AW >_ (v) + AP (w) fiir alle v, w € Sy und A € K mit v+Aw # 0
v+ Aw|] v+ Awl]

Die Teilmengen solcher Abbildungen sind aber abgeschlossen in der Menge aller Ab-
bildungen beziiglich der Topologie des kartesischen Produktes.

Definition 5.17. Sei B eine kommutative Banachalgebra. Dann sei Spec(B) die Teil-
menge von B’ aller Algebra-Homomorphismen von B nach C, die 1 auf 1 abbilden,
zusammen mit der schwachx Topologie, als topologischer Unterraum von B’.

Satz 5.18. Fir jede kommutative Banachalgebra ist Spec(B) ein kompakter Haus-
dorff Raum, d.h. fiir zwei verschiedene Punkte von Spec(B) gibt es disjunkte offene
Umgebungen der beiden Punkte. Insbesondere ist die Menge aller stetigen C-wertigen
Funktionen auf Spec(B) eine Banachunteralgebra von B(Spec(B),C), die wir wieder
mit C(Spec(B), C) bezeichnen.

Beweis Offenbar ist fiir alle a,b € B die Menge

{x € B'[x(ab) = x(a) - x(0)}

eine schwachxabgeschlossene Teilmenge von B’. Genauso ist die Menge

{x € B'|x(1) =1}

schwachxabgeschlossen. Also ist Spec(B) eine schwachxabgeschlossene Teilmenge von
der abgeschlossenen Einheitskugel in B’. Damit ist Spec(B) schwachxkompakt. Wenn x
und X’ zwei verschiedene Elemente von B’ sind, dann gibt es ein a € B mit x(a) # x/(a).
Also gibt es zwei disjunkte offene Umgebungen U und U’ von x(a) und x’(a) in C. Dann
sind die schwachenxUmgebungen

{X" € B'x"(a) € U} und {x" € B'[x"(a) € U'}

von x und Y’ in B’ disjunkt. Also ist B’ beziiglich der schwachenxTopologie ein Haus-
dorffraum. Indem wir den Beweis von Satz 1.32 (ii) die offenen Kugeln B(zx, ) durch
entsprechende offene Umgebungen ersetzen, gilt er auch fiir den Raum aller beschrénk-
ten stetigen Funktionen von Spec(B) nach C. Weil aber Spec(B) kompakt ist, sind
wegen Satz 1.34 alle stetigen Funktionen beschrankt. Also ist C'(Spec(B),C) ein Ba-
nachraum. Offenbar gilt fiir alle f,g € C(Spec(B),C)

1~ glloe < 1 Flloo - llgllco-

Damit ist C'(Spec(B), C) eine Banachalgebra. q.e.d.
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Satz 5.19. Sei B eine kommutative Algebra. Dann gibt es einen kanonischen Algebra-
Homomorphismus

p: B — C(Spec(B),C),b — p(b)
mit
p(b) : Spec(B) — C, x — x(b).
Dieser Algebra-Homomorphismus ist stetig und ||p|| = 1. Fiir jedes b € B ist das Spek-
trum von b gleich dem Bild der Abbildung p(b) : Spec(B) — C. Und der Spektralradius

r(b) = sup{|z| | z € Spektrum von b}

1st gleich
r(8) = tim 5" = [|o(5)].

Beweis: Sei b € B. Dann enthalten die schwachxoffenen Mengen {x € B’ | x(b) € U}
fiir jede offene Menge U C C, nur Elemente, die b auf die offene Menge U C C abbilden.
Also ist fiir jedes b € B, die Abbildung

p(b) : Spec(B) — C, x — x(b)
stetig. Fiir jedes y € Spec(B) folgt aus || x| = 1

IXO) < lIxll - 1ol = 1l#ll-

Also ist ||p(b)]|o beschrankt durch ||b]|. Damit gilt insbesondere ||p|| < 1. Offenbar ist
p(1) auf Spec(B) konstant gleich 1. Daraus folgt ||p|| = 1. Aufgrund der Definition des
Spektralradiuses gilt

(D) = sup{|x(b)] | x € Spec(B)}.

Wenn ¢ im Spektrum von b liegt, dann ist (b — £1) nicht invertierbar. Also ist
{(b—£&1)-a | a € B} ein Ideal und wegen dem Zornschen Lemma in einem maximalen
Ideal enthalten. Das entsprechende Element y € Spec(B) erfiillt

p(b)(x) = x(0) = x(b) = £+ =x(b— &) +& =&

Also ist € im Bild von p(b) : Spec(B) — C enthalten. Umgekehrt ist fiir jedes Element
¢ im Bild von p(b) : Spec(B) — C die Funktion p(b) — & nicht invertierbar. Weil p
angewandt auf einem inversen Element von b — {1 ein Inverses von p(b) — & wire, ist
also auch b — £1 nicht invertierbar, und damit £ im Spektrum enthalten. Also stimmt
das Spektrum von b mit dem Bild p[Spec(B)] iiberein und es gilt 7(b) = ||p(b)||o-
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Wir miissen noch zeigen
r(b) = lim [o"][" = [lp(b)l|oc-
Die Resolvente ist holomorph (d.h. sie besitzt in einer Umgebung jedes reguldren Ele-

mentes eine konvergente komplexe Taylorreihe) auf dem Gebiet {¢ € C | [£| > r(b)}
und hat dort die Reihenentwicklung

(b—&n)~t = —Z; =

Fiir alle x € B’ ist also die Reihe Y 7 ’g,(f:? konvergent fiir alle £ mit || > r(b). Dann
x(®")

ist auch sup | et | < oo fiir alle { mit |€] > 7(b). Aus dem Prinzip der gleichméBigen
Beschranktheit folgt, dass auch

167
gt = e

gilt fiir alle & mit |£] > r(b). Also gilt limsup ||o7]|'/" < |¢] fiir alle & mit || > r(b)
lim sup ||b"||"/™ < r(b).

Wenn ¢ zum Spektrum von b gehort, dann ist 7(b) — {lp wegen dem Satz des
inversen Operators und Lemma 5.7 entweder nicht surjektiv oder nicht injektiv. Aus

m(b") — Mg = (n(b) — Elg) w4 "2 .+ €M)
=" " 4+ ) (n(b) — €1)

folgt, dass 7(b") — £"1p entweder nicht surjektiv oder nicht injektiv ist. Wegen Lem-
ma 5.7 ist " im Spektrum von b" enthalten. Aus Satz 5.5 folgt

€™ < llw )"l = 16"]| & le] < [16"1/"

Daraus folgt — 7(b) < [|b"|*/"  und damit auch  7(b) < liminf ||b"||*/". q.e.d.
Wir werden jetzt durch eine zusétzliche Struktur erreichen, dass der Algebra-Ho-
momorphismus p ein Isomorphismus von Banachalgebren wird.

Definition 5.20. Sei B eine kommutative Banachalgebra. FEin antilinearer Algebra
Homomorphismus * : B — B heisst x—Involution, falls folgendes gilt:

(i) (AD)* = M fiir alle A € C
(i) v™ =0 fir alleb € B
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(iii) [lo*bll = [Il*, o]l = 1o*|[, [Ib*[| = [[b]|* fiir alle b € B.
FEine kommutative Banachalgebra mit x—Involution heisst kommutative C*—Algebra.

Bemerkung 5.21. Die Bedingungen ||b|| = ||b*|| und ||b*|| = ||b]|* folgen aus den
tibrigen Bedingungen: Aus
[B]]* = 1[o=bll < [[o* 18]

folgt
[[o]] < [[o*]]
Mt b = b erhalten wir dann
[07[] < [1o™* ]| = [[o]]-
Also folgt
[0l = [16*]]-

Ausserdem gilt
1B1* = 116°b]1* = [|b"b(b"0)"[| = [[0*(6")|| = [|0°[|*.

Daraus folgt
16%]] = 1[B]f*.

Beispiel 5.22. Sei X ein kompakter topologischer Raum und C(X, C) die kommutative
Banachalgebra der stetigen Funktionen von X nach C. Dann ist

x:C(X,C) = O(X,C),f—f=Ff
eine x—Involution. Dadurch wird C(X,C) zu einer kommutativen C*-Algebra.

Satz 5.23. (Satz von Gelfand—Neumark) Sei B eine kommutative C*—Algebra und p
der kanonische Homomorphismus p : B — C(Spec(B),C). Dann gilt fir alle b € B

p(b) = p(b).
Und p ist ein C*=Algebra Isomorphismus von B nach C(Spec(B),C).
Beweis Wenn n eine Potenz von 2 ist, dann gilt

el = 1o"l-

Also ist
r(b) = lim (0" = |o].
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Dann ist wegen Satz 5.19 p eine Isometrie und deshalb injektiv. Sei x € Spec(B) und
x(b) = a+ frund x(b*) = v+ & mit «, 3,7, € R. Wenn 3+ § # 0, dann sei

. b+ b — (a+ 7)1
B+9 '
Offenbar gilt ¢* = ¢ und x(c) = ¢. Dann gilt fiir jede reelle Zahl A € R

X(c+ A1) =2(1+ N).
Daraus folgt 11+ A < |le+ 21 und
(L+2)? < fle4+ A1 = [[(c + AL (e 4+ A0 < [l + N1 < |2+ A2

Damit haben wir 142X < ||¢?]] fiir alle A € R, was nicht méglich ist. Also gilt S+ = 0
Wenden wir das gleiche Argument auf b mit (:b)* = —b* an so erhalten wir « —y = 0
und damit p(b*) = p(b).

Weil p eine Isometrie ist, ist das Bild von p in C(Spec(B), C) eine C*-Unteralgebra
von C(Spec(B),C). Fiir alle x; # x2 in Spec(B) gibt es offenbar ein b € B mit
X1(b) # x2(b). Wenn die Realteile von y;(b) und x2(b) verschieden sind, dann stimmen
x1 und x» auch auf b + b* nicht iiberein, und wenn die beiden Imaginérteile von x;(b)
und y2(b) nicht iibereinstimmen, dann stimmen y; und ys auch auf b — * nicht
tiberein. Also erfiillt die R-Unteralgebra {p(b)|b € B mit b* = b} die Voraussetzungen
des Satzes von Stone Weierstral. Wir bemerken, dass der Beweis des Satzes von Stone—
Weierstraf3 sich auf alle kompakten topologischen Raume iibertriagt, indem die offenen
Kugeln von X durch beliebige offene Mengen ersetzt werden. Die Bedingung, dass die
stetigen Funktionen die Punkte des kompakten topologischen Raumes trennt, hat zur
Folge, dass der topologische Raum ein Hausdorffraum ist. Also enthélt das Bild alle
reellen stetigen Funktionen auf Spec(B). Weil p(b*) = p(b) gilt, und jede komplexe
stetige Funktion die Summe einer reellen stetigen Funktion und 2 mal einer reellen
stetigen Funktion ist, folgt, dass p surjektiv ist. q.e.d.

Ubungsaufgabe 5.24. Sei X ein kompakter topologischer Raum und C(X,C) die
Banachalgebra aller stetigen Funktionen von X nach C.

(i) Zeige, dass fir alle x € X, das Ideal a, = {f € C(X,C)|f(x) = 0} mazimal ist.
(i) Zeige, dass fir alle x € X gilt C(X,C)/a, ~ C.

(iii) Zeige, dass ein Ideal a, das nicht in a, enthalten ist mit x € X, ein Element
g € C(X,C) enthdlt, so dass g(x) # 0 gilt.

(iv) Zeige, dass jedes Ideal in einem der Ideale (a,)zex enthalten ist.

(v) Zeige, dass alle mazimalen Ideale von C(X,C) von der Form a, mit x € X sind.
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5.3 Spektralsatz

In diesem Abschnitt ordnen wir fiir einen normalen Operator A € L(H) eines Hilber-
traumes H jeder stetigen C wertigen Funktion f auf dem Spektrum einen Operator
f(A) zu mit den daraus sich ergebenden Eigenschaften. Wenn das Spektrum diskret ist,
entsprechen den Funktionen, die nur auf einem Eigenwert Eins sind und sonst gleich
Null die Projektoren auf die entsprechenden Eigenrdume. Damit kénnen wir alle nor-
malen Operatoren mit diskretem Spektrum, also insbesonder alle normalen Operatoren
von endlichdimenionalen Hilbertrdumen diagonalisieren.

Satz 5.25. Sei H ein Hilbertraum. Dann erfillt die Abbildung
x: L(H)— L(H), A~ A"

die Bedingungen

(i) (MNA)* = NA* fiir alle A € L(H)

(ii) A* = A fiir alle A € L(H)

(i) A% Al| = [|AA"]| = A%, | All = | A°]| fiir alle A € £(H).

Beweis: Wegen Satz 4.20 gilt (A*A)* = A*A. Also ist A*A selbstadjungiert. Dann
folgt aus Satz 4.25

|A* Al = sup{|(A*Av,v)| | v € H mit |jv]] < 1}
= sup{|(Av, Av)| = [[Av[]* | v € H mit [jo]| < 1} = || A||*.

Daraus folgt || A]|* = ||A*Al| < ||A*|| - |A||. Fiir [|A]| # 0 folgt daraus ||A*|| = || A|. Fiir
A =0 ist die Aussage trivial. Aus A = A folgt dann ||[AA*|| = ||A*]|? = ||A|*. q.e.d.

Definition 5.26. Sei H ein Hilbertraum und A € L(H) ein normaler Operator. Dann
set

C*(A) = Lineare Hiille{A"(A*)™ | n,m € Ny}
der Abschluss der von A und A* erzeugten Algebra in L(H).

Satz 5.27. Fir alle normalen A € L(H) eines Hilbertraumes H ist C*(A) eine kom-
mutative C*—Algebra.

Beweis: Weil A ein normaler Operator ist und wegen

[AB,CD] = A[B,C|D + AC|B, D] + [A,C]DB + C[A, D|B
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kommutieren alle Elemente von Lineare Hiille{ A"(A*)™ | n,m € Ny} paarweise mitein-
ander. Hier ist der Kommutator [A, B] zeier Elemente A und B einer Algebra definiert
durch [A, B] = AB — BA.

Seien (Ap)nen und (By)nen zwei konvergente Folgen in £(H) mit Grenzwerten A
und B, die A, B,, = B, A, fiir alle n,m € N erfiillen. Wegen

[AnBm — AB|| < [|An — A <St€1§ ||Bm||> + Al - | Bm — Bl
menl)

konvergieren die Folge (A, B )nmen, und (BpAp)nmen im Grenzwert n — oo und
m — oo gegen den gleichen Grenzwert AB = BA. Also kommutieren alle Elemente von
C*(A) paarweise miteinander, und C*(A) ist eine kommutative Banach—Unteralgebra
von L(H). Wegen [|A*|| = ||A|| konvergiert fiir jede konvergente Folge (A;)nen in
L(H) die Folge (A )nen gegen (lim, o A)*. Dann ist C*(A) abgeschlossen unter der
s«—Invoution. Die Aussage folgt aus Satz 5.25 und Bemerkung 5.21. q.e.d.

Satz 5.28. (Spektralsatz) Sei H ein komplexer Hilbertraum und A € L(H) ein norma-
ler Operator mit Spektrum Spec(A) C C. Dann existiert ein kanonischer isometrischer
Isomorphismus C*(A) ~ C(Spec(A), C) von kommutativen C*-Algebren.

Unter diesem Isomorphismus wird A auf die identische Abbildung von Spec(A)
aufgefasst als Abbildung von Spec(A) — Spec(A) — C und A* auf die Vekniipfung der
komplexen Konjugation mit dieser identischen Abbildung abgebildet.

Beweis: Sei Spec(A) das Spektrum von A als Element von C*(A) (vergl. Lemma 5.7)
und p der kanonische Homomorphismus des Satzes von Gelfand—Neumark. Dann ist
p(A) eine stetige Abbildung von Spec(C*(A)) nach Spec(A). Wegen Satz 5.19 ist diese
Abbildung surjektiv. Wir zeigen, dass sie auch injektiv ist. Seien x1, x2 € Spec(C*(A))
zwei Elemente vom Spektrum von C*(A) mit p(A)(x1) = p(A)(x2). Dann gilt

p(A")(x1) = p(A)(x1) = p(A)(x2) = p(A")(x2)-

Also gilt fiir alle B € Lineare Hiille{ A"(A*)™ | n,m € Ny} auch p(B)(x1) = p(B)(x2)-
Wegen der Stetigkeit gilt dies auch fiir alle Elemente von C*(A). Daraus folgt x; =
X2. Damit haben wir gezeigt, dass p(A) eine bijektive Abbildung von Spec(C*(A))
nach Spec(A) ist. Weil Spec(C*(A)) ein kompakter topologischer Raum ist, ist wegen
Korollar 1.21 p(A) sogar ein Homéomorphismus und induziert einen Isomorphismus
der kommutativen C*-Algebren C(Spec(C*(A),C) ~ C(Spec(A),C). Offenbar ent-
spricht dabei p(A) der identischen Abbildung von Spec(A) und p(A*) der komplex—
konjugierten davon. Wegen dem Satz von Gelfand—-Neumark ist C*(A) kanonisch iso-
morph zu C(Spec(C*(A)),C), wobei A und A* auf p(A) und p(A) abgebildet werden.




88 KAPITEL 5. SPEKTRALTHEORIE LINEARER OPERATOREN

Wir zeigen zuletzt, dass das Spektrum von A als Element von £(H) mit dem Spek-
trum von A als Element von C*(A) iibereinstimmt. Offenbar gehort A — £1 fiir alle
€ € Czu C*(A). Wenn A — €1 als Element von C*(A) invertierbar ist, dann auch
als Element von L(H). Also enthélt des Spektrum von A als Element von C*(A) das
Spektrum von A als Element von £(H). Wenn A — £1 in £(H) invertierbar ist, aber
nicht in C*(A), dann sei B = (A —¢1)~ € L(H), ¢ > ||B]| und

f :Spec(A) — R, 2 min{ ! }

¢
|z —¢]
Wegen f € C(Spec(A),C) gibt es einen entsprechenden Operator f(A) € C*(A) mit

(A = €D f(A)]| = sup{|(z = £)f(2)[ | z € Spec(A)} <1 und [|f(A)[| = c.

Daraus folgt ¢ = |[f(A)| < [|B(A = &lu) f(A)|| < |[B]| - [(A = D f(A)[ < [|B] im
Widerspruch zu ¢ > || BJ|. Also gibt es kein solches ¢ € Spec(A) und die beiden Spektren
von A stimmen iiberein. q.e.d.

Korollar 5.29. Sei A € L(H) ein normaler Operator eines komplexen Hilbertraumes
H. Dann stimmt das Spektrum von A als Element der kommutativen C*—Algebra (vergl.
Lemma 5.7) mit dem Spektrum von A als Element von L(H) tiberein. q.e.d.

Definition 5.30. Sei A € L(H) ein normaler Operator eines komplexen Hilbertraumes
H. Dann gibt es fir jede Funktion f € C(Spec(A),C) eine Operator in C*(A) C L(H),
der der Funktion f entspricht. Diesen Operator bezeichnen wir mit f(A).

Ubungsaufgabe 5.31. Sei A € L(H) ein normaler Operator auf einem komplexen
Hilbertraum H.

(i) Zeige, dass fir alle f € C(Spec(A),C) das Spektrum von f(A) gleich dem Bild der
Abbildung f ist.

(ii) Zeige, dass fiir alle injektiven f € C(Spec(A), C) auch C*(f(A)) = C*(A) gilt.

(iii) Zeige, dass fir alle f € C(Spec(A),C) die kommutative C*—~Algebra C*(f(A)) in
C*(A) enthalten ist. Gebe die entsprechende Unteralgebra von C(Spec(A),C) an.

Definition 5.32. Ein Element x € X von einem topologischen Raum X heisst isoliert,
wenn es eine Umgebung U C X von x gibt, so dass X NU = {x} gilt.

Korollar 5.33. Sei A € L(H) ein normaler Operator eines komplexen Hilbertraumes
H. Dann ist jedes isolierte Element & des Spektrums von A ein Figenwert von A und
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es gibt einen orthogonalen Projektor P € C*(A) auf den entsprechenden Eigenraum
von A, d.h. es gilt:

P =F¢ :Pg P:A= AP =¢(F;
und A — &1 ist auf dem orthogonalen Komplement von dem Eigenraum invertierbar.

Beweis: Fiir jedes isolierte Element & € Spec(A) des Spektrums eines normalen Ope-

rators A € L(H) ist die Funktion
1 falls z =

f :Spec(A) — R — alls z =¢

0 falls z #¢

eine stetige reelle Funktion auf dem Spektrum, die f? = f und lgpec(a)f = & f erfiillt.
Also ist P ein orthogonaler Projektor in C*(A), der P;A = AP = P erfiillt. Aus-
serdem ist Igpec(a) — & auf der kompakten Menge Spec(A) \ {£} invertierbar. Sei also
g € C(Spec(A),C) mit

L fall
g : Spec(4) — C z s Q 278 alls 2 # &
0 falls z = €.

Dann gilt offenbar
g(A)A = E1y)(Ay — Pe) = (A= {ly)g(A)(An — Pe) = 1y — Pe.

Also ist A—¢1y auf dem Bild von 15 — P, das das orthogonale Komplement von dem
Bild von F% ist, invertierbar. q.e.d.

Korollar 5.34. Auf einem endlichdimensionalen komplexen Hilbertraum H ist jeder
normale Operator A € L(H) diagonalisierbar. D.h. es gibt eine orthogonale Zerle-
gung H = ®§€Spec(z4) He in eine direkte Summe von Hilbertrdumen, so dass die Ein-
schrinkung von A auf He gleich {1y, ist fiir alle £ € Spec(A).

Beweis: Wir konnen die Operatoren von £(C") mit den C-wertigen n x n—Matrizen
identifizieren. Dann ist das Spektrum von A € L£(C"™) gegeben durch die Menge der
Nullstellen von z +— det(z1 — A). Also ist das Spektrum endlich, und alle Elemente
des Spektrums isoliert. Wir nummerieren die Elemente in willkiirlicher Reihenfolge
und wenden das vorangehende Korollar sukzessive auf die Operatoren im orthogonalen
Komplement der schon diagonalisierten Eigenrdume an. q.e.d.

Korollar 5.35. (i) Ein normaler Operator A € L(H) auf einem komplexen Hilber-
traum ist genau dann selbstadjungiert, wenn Spec(A) C R C C gilt.
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(ii) Sei A € L(H) ein selbstadjungierter Operator auf einem komplexen Hilbertraum
H. Dann besteht der Abschluss der reellen Linearen Hiille Lineare Hilleg{A™ |
n € No} aus allen selbstadjungierten Elementen von C*(A). Diese Algebra ist
offenbar isomorph zu C(Spec(A),R). Fiir f,g € C(Spec(A),R) ist

f(A) <g(A) dquivalent zu f(z) <g(z)  fir alle z € Spec(A).

(iii) Pin selbstadjungierter Operator A € L(H) auf einem komplezen Hilbertraum ist
genau dann nicht negativ (positiv), wenn es einen selbstadjungierten (injektiven)
Operator B € L(H) gibt, mit A= B2.

(iv) Ein normaler Operator U € L(H) auf einem komplexen Hilbertraum ist genau
dann unitdr, wenn dass Spektrum von U in {z € C | |z| = 1} C C enthalten ist.

(v) (Polarzerlegung) Fiir jeden normalen invertierbaren Operator A € L(H) auf einem
komplexen Hilbertraum H g¢ibt es einen unitdren Operator U und einen positiven
selbsadjungierten Operator B, so dass gilt A= BU =UB.

Beweis (i): Weil jeder Operator mit sich selber kommutiert, ist jeder selbstadjungier-
te Operator auch normal. Fiir einen normalen Operator A € L£(H) ist wegen dem
Spektralsatz die Bedingung A = A* dquivalent zu Tlspec( 4) = Lispec(a), wWas seinerseits
dquivalent dazu ist, dass das Spektrum reell ist.

(ii) und (iii): Die reelle Lineare Hiille ge{ A™ | n € Ny} besteht aus allen selbstadjungier-
ten Elementen von Lineare Hiille c{A"(A*)™ | n,n € Ng}. Wegen dem Spektralsatz ist
die Einschrénkung auf diese reelle Banachunteralgebra von C*(A) ein Isomorphismus
auf die reelle Banachalgebra C(Spec(A),R). Wegen der Linearitit ist dieser Isomor-
phismus genau dann monoton, wenn alle nicht negativen Elemente von C*(A) mit
den nicht negativen Funktionen von C(Spec(A),R) identifiziert werden. Weil fiir alle
f € C(Spec(A),C) das Spektrum von f(A) gleich dem Bild von f ist, entsprechen die
nicht negativen Elemente von C(Spec(A),R) genau den Elementen von C*(A), deren
Spektrum in R™ enthalten ist. Jetzt zeigen wir, dass die beiden Bedingungen von (iii)
dquivalent dazu sind, dass das Spektrum von A in R enthalten ist. Weil die Funktion
VIRy — Ry stetig ist, folgt aus Spec(A) C R{, dass B = v/A definiert ist und gilt
A = B? = B*B. Dann ist A offenbar nicht negativ bzw. positiv, wenn B = v/A injektiv
ist. Wenn A < 0 zum Spektrum von A gehort, dann gibt es ein f € C'(Spec(A), C), des-
sen Triger in (0o, —e| enthalten ist mit € > 0. Dann gilt fiir alle v € H mit f(A)v # 0
auch (Af(A)v, f(A)v) < e(f(A)v, f(A)v) < 0. Also gilt nicht A > 0.

(iv): Weil jeder invertierbare Operator mit seinem inversen kommutiert, ist jeder un-
titdre Operator auch normal. Fiir einen normalen Operator U € L(H) ist wegen dem
Spektralsatz die Bedingung U~ = U* dquivalent zu Tlspec( A = ]l|T§1pec( ) Was seinerseits
dquivalent dazu ist, dass das Spektrum in {z € C | |z| = 1} enthalten ist.
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(v): Fiir jeden invertierbaren Operator ist Null nicht im Spektrum. Auf C* = {z € C |
z # 0} sind folgende Funktionen stetig:
z

— und g : z — |z|.

fizm—
||

Die entsprechenden Operatoren U = f(A) und B = g(A) in C*(A) erfiillen offenbar
A=UB = BU. q.e.d.

5.4 Spektralmaf}

In diesem Abschnitt benutzen wir den Spektralsatz um etwas dhnliches, wie eine Dia-
gonalisierung von normalen Operatoren bei nicht isolierten Elementen des Spektrum
zu erhalten. Aus dem Spektralsatz und Korollar 5.35 folgt

Korollar 5.36. Sei A € L(H) ein normaler Operator auf einem komplexen Hilber-
traum H. Dann definiert

C(Spec(A),R) = {B e C"(A) | B =B}, [ f(A)
ewnen stetigen monotone Banachalgebraisomorphismus. q.e.d.

Wir wollen diese Abbildung als die Integration der Funktionen f mit einem Ope-
rator wertigen Maf} interpretieren, d.h. wir suchen ein Mafl 14 auf der o—Algebra der
Borelmengen von C mit Werten in den positiven Operatoren in C*(A), so dass gilt

/fduA = f(A) fiir alle f € C(C,R).

Das Ma#f einer Borelmenge ist dann das Integral {iber die charakteristische Funktion der
Borelmenge. Also miissen wir das Integral ausdehnen auf solche charakteristische Funk-
tionen, die im Allgemeinen natiirlich nicht stetig sind. Jede charakteristische Funktion
Xx einer Menge X C Spec(A) erfiillt
X%{ = XX Xx = Xx-

Der entsprechende Operator xx(A) sollte also eine orthogonale Projektion sein. Wir
werden also eine o—additive Abbildung p4 konstruieren von den Borelmengen von
Spec(A) C C in die orthogonalen Projektoren. Weil die abgeschlossenen bzw. offenen
Teilmengen von Spec(A) C C mit den Schnitten von den abgeschlossenen bzw. offe-
nen Teilmengen von C mit Spec(A) iibereinstimmen, bestehen die Borelmengen von
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Spec(A) genau aus allen Borelmengen von C, die in Spec(A) enthalten sind. Weil je-
de Borelmenge von C also eine disjunkte Vereinigung einer Borelmenge von Spec(A)
und einer Borelmenge im Komplement von Spec(A) ist, kénnen wir das Spektralmafl
auch auf alle Borelmengen von C fortsetzen, indem wir es auf den Borelmengen im
Komplement von Spec(A) als Null definieren.

Dazu benotigen wir noch eine Vorbereitung.

Definition 5.37. Auf dem Raum der stetigen linearen Operatoren eines Hilbertraumes
gibt es neben der Normtopologie noch die starke und die schwache Topologie. Die stark—
offenen Mengen werden von allen Mengen der Form

{Ae LH)|Ave U} mitve HundU C H offen
erzeugt, und die schwach offenen Mengen von allen Mengen der Form

{Ae L(H)| (Av,w) € U} mit v,w € H und U C K offen.

Eine Folge (A, ).y konvergiert genau dann stark (bzw. schwach), wenn fiir alle v € H
die Folgen (A,v)nen in H (bzw. fiir alle v,w € H die Folgen (A, v, w) in K) konver-
gieren. Offenbar ist jede Norm konvergente Folge in £(H) auch stark konvergent, und
jede stark konvergente Folge auch schwach konvergent. Entsprechend sind die schwach
abgeschlossenen (bzw. offenen) Mengen eine Teilmenge der stark abgeschlossenen (bzw.
offenen) Mengen und diese eine Teilmege der abgeschlossenen (bzw. offenen) Mengen
(beziiglich der Normtopologie).

Wir haben gesehen, dass die kommutativen abgeschlossenen C*—Unteralgebren von
L(H) isomorph sind zu den C*-Algebren der stetigen Funktionen auf einem kom-
pakten Hausdroffraum. Im Allgemeinen sind aber die charkteristischen Funktionen,
also solche Funktionen, die nur die Werte Null und Eins annehmen nicht stetig. Die
orhtogonalen Projektoren entsprechen aber genau solchen charakteristischen Funktio-
nen. Deshalb liegt es nahe, die C*—Algebren zu vergréfiern, so dass sie auch geniigend
viele orthogonale Projektoren enthalten. Gliicklicherweise, kann man jede abgeschlos-
sene C*—Unteralgbra von £(H) zu einer schwach abgeschlossenen C*~Unteralgebra von
L(H) erweitern. Diese werden von—Neumann—Algebren oder W*—Algebren genannt.

Definition 5.38. Fiir eine Teilmenge A C L(H) sei die Kommutante A’ gleich
A'={B e L(H)||B,A] =0 fir alle A € A}.

Lemma 5.39. Fir zwei Teilmengen A und B von L(H) gilt folgendes:

i) AcB = BcCA.
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(ii) AC A" = A% und A’ = A=Y fiir alle n € N.
(iii) Wenn A abgeschlossen ist unter der x—Involution, dann auch A’.
(iv) A’ ist eine schwach abgeschlossene Unteralgebra von L(H).

Beweis:(i) ist klar.
(ii): Aufgrund der Definition gilt A C A”, und fiir A’ auch A’ C A"”. Durch Anwenden
von (i) folgt A" C A’. Indem wir das auf die Algebren A™ anwenden erhalten wir (ii).
(iii): Aus Satz 4.20 folgt [B*, A] = —([B, A*])*, und daraus (iii).
(iv): Offenbar ist A’ ein Unterraum und wegen [BC, A] = B[C, A] + [B, A]C auch eine
Algbera. Wenn eine Folge (B, )nen in A’ schwach gegen B konvergiert, dann gilt

([B, Alv,w) = lim (B,(Av),w) — im (Bnv, A*w) = lim ([B,, AJv,w) =0

fiir alle v,w € H und alle A € A. Also liegt B € A’. q.e.d.

Satz 5.40. (Der Doppelkommutanten Satz von Neuman) Fir eine C*—Algebra (ab-
geschlossen in der Normtopologie und unter der Multiplikation und der x—Involution)
A C L(H) mit Eins ist folgendes dquivalent:

(i) A ist gleich der Doppelkommutanten A”.
(ii) A ist schwach abgeschlossen.
(iii) A ist stark abgeschlossen.

Beweis: Aufgrund (iv) im vorangehenden Lemma folgt (ii) aus (i). Aus der Definition
der schwachen und der starken Topologie folgt (iii) aus (ii). Um aus (iii) wieder (i) zu
folgern geniigt es folgendes zu beweisen:

Fiir alle A € A” und vy,...,v, € H und € > 0 gibt es ein B € A mit
(A= B)u|| <efirallei=1,... n.

Wir zeigen diese Aussage zuerst fiir n = 1. Sei Av; der Abschluss der Menge Av; =
{Cv, € H| C € A} und P die orthogonale Projektion auf Av,. Offenbar 1a8t A Av;
invariant. Dann gilt PCP = CP fiir alle C € A. Weil A unter der *—Involution inva-
riant ist gilt auch PC*P = C*P. Weil P = P* ergibt die adjungierte dieser Gleichung
mit der ersten zusammen PC = CP, also P € A’. Wegen dem vorangehenden Lemma
folgt AP = PA, und deshalb auch AAv; C Av;. Wegen 1y € A liegt v; € Avy. Dann
folgt die Aussage aus der Definition von Auvy.

Fiir den Fall sei H die n—fache direkte Summe von n Kopien von H. Dann kénnen
wir A mit der Algebra der diagonalen n x n-Matrizen der Form A = {Cl; € L(H) |
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C € A} identifizieren. AuBerdem besteht A’ aus allen n x n-Matrizen, deren Eintriige
in A’ liegen. SchlieBlich besteht A” aus allen diagonalen n x n—Matrizen der Form Cly
mit C' € A”, und wir kénnen auch A” mit A” identifizeiren. Die Aussage mit n = 1 fiir
die Algebren A und A” auf H entspricht genau der urspriinglichen Aussage.  q.e.d.

Definition 5.41. Sei A € L(H) ein normaler Operator auf dem komplexen Hilber-
traum H. Dann sei W*(A) = C*(A)" die Doppelkommutante von C*(A) in L(H).

Wegen Lemma 5.39 folgt aus C*(A) C C*(A)" auch C*(A)" C C*(A) = C*(A)".
Deshalb ist auch W*(A) eine kommutative C*—Algebra.

Satz 5.42. Sei H ein komplexer Hilbertraum und (A, )nen eine monoton wachsende be-
schrankte Folge von selbstadjungierten Operatoren in L(H), d.h. es gilt sup, ey || Anll <
0o und Api1 — An >0 fiir alle n € N. Dann gibt es einen eindeutig definierten selbst-
adjungierten Operator A € L(H), so dass die Folge (A,)nen stark gegen A konvergiert.

Beweis: Fiir alle v € H ist die Folge ((A,v, v))nen wegen der Selbstadjungiertheit der
Operatoren (A, ),en reell und wegen der Monotonie dieser Folge monoton wachsend.
Wegen Satz 4.25 ist die Folge beschrinkt. Aus dem Monotonie Prinzip folgt, dass
alle diese Folgen konvergieren. Offenbar gilt fiir alle selbstadjungierten Operatoren
B € L(H)und alle v,w € H:

(Bv,w) = - ((B(v+w),v+w) — (Bv—w),v—w))

[ BTN

+ - ((B(v+w),v +w) — (B(v —w),v — w)).

Also konvergieren fiir alle v,w € H die Folgen ({(A,v,w)),en. Wegen der Stetigkeit
der Addition und der Multiplikation definieren die Grenzwerte eine hermitesche Form
auf H, die fiir alle v,w € H punktweise durch ||v| - [|w]|| sup,cy ||An|| beschriankt ist.
Insbesondere sind fiir alle w € H die Abbildungen v — lim,, . (A,v, w) lineare ste-
tige Abbildungen in H'. Aus Satz 4.9 folgt, dass diese hermitesche Form eine lineare
Abbildung A von H nach H definiert mit

(Av,w) = lim (A, v, w) = lim (v, A,w) = (v, Aw) fiir alle v,w € H.

n—oo n—oo

Dann folgt aus dem Satz von Hellinger—Toeplitz, dass A € L(H) ein selbstadjungierter
Operator ist. Fiir jedes feste v € H und alle w € H konvergiert die Folge ((A,v, w))nen
gegen (Av,w). Die Folge (A, )nen ist monoton wachsend. Wegen Satz 4.25 gilt 0 <
A, < Cly mit C = sup,,cy || An||. Wegen Korollar 4.31 folgt dann

(A = Am)v, (An — Am)v>2 < {(An = An)v, v) (A — Am)vi (A — Ap)v)
< 8CP|v|*((An = Ap)v, v).



5.4. SPEKTRALMASS 95

Wegen der Monotonie und der Beschrinktheit gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N, so
dass fiir alle n > m > N gilt 0 < ((A, — Ap)v,v) < %HUHQ und damit auch

[An0 — Apo]* < Hfoll* & [[Aw = Ay < effu]l.
Also konvergiert (A,v)nen in H fiir alle v € H gegen Av. q.e.d.

Lemma 5.43. Fiir jede kompakte Teilmenge X C C gibt es eine stetige reelle Funktion
fx € Cy(C,[0,1]) mit kompakten Trager, die nur Werte in [0,1] annimmt, und deren
Urbild f~'[{1}] gleich X ist.

Beweis: Zunachst definieren wir die Funktion
g:C—RJ, z+—g(z)=inf{|z —2|| 2z e X}

Weil der Abstand zweier Punkte auf dem kartesischen Produkt aller Paare von Punkte
stetig ist, ist fiir jedes z € C die die Abbildung z — |z — z| stetig. Wegen Korollar 1.21
nimmt diese Funktion dann auf jeder kompakten Menge das Infimum an, d.h. es gibt
ein z, € X mit |z — x,| = inf{|z — z| | z € X}. Aus der Dreieckungleichung folgt
fir alle 2/ € B(z,¢€) auch g(2') < |2/ — x| < |2/ — 2|+ |z — x.| < g(2) 4+ € und damit
auch g(z) < g(z') + €. Also ist die Funktion g stetig und nimmt nur Werte in R; an.
Schliefflich definieren wir

9(2) fiir 0 < 1
foiC= 0], 2 fx(z) =4 0 (g<z>—1) s 9(2) <
0 fiir g(2) > 1

Diese Funktion hat offenbar die gewiinschten Eigenschaften. q.e.d.

Definition 5.44. Sei A € L(H) ein normaler Operator. Dann definieren wir fir jede
abgeschlossene Menge X C Spec(A) das entsprechende Spektralmaf$ durch

pa(X) = Starkernlii& fe(A) mit fx € C(Spec(A),[0,1]) und f[{1}] = X.

Danach setzten wir es so auf alle Borelmengen von Spec(A) fort, dass

(i) Fir eine abzihlbare Vereinigung |J,, oy Xn von Borelmengen von Spec(A) gilt
A (U Xn> = starker lim pq (X;U...UX,).

(ii) Fir das Komplement Spec(A) \ X einer Borelmenge X von Spec(A) gilt

fra (Spec(A) \ X) = 1y — pa (X).
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Satz 5.45. Fiir jeden normalen Operator A € L(H) auf einem komplexen Hilbertraum
H definiert pa eine positive monotone o—additive Abbildung von den Borelmengen von
Spec(A) in die orthogonalen Projektoren von W*(A) mit pa(Spec(A)) = 1y. Dabei
ist fiir jede Borelmenge X von Spec(A) das Spektrum der FEinschrinkung von A auf
das Bild des Projektors ja(X) in X enthalten. Insbesondere ist p4(X) hichstens dann
nicht Null, wenn X und Spec(A) nicht disjunkt sind.

Beweis: Zunichst zeigen wir, dass fiir jede abgeschlossenen Menge X C Spec(A)
der Operator p14(X) ein orthogonaler Projektor ist, der mit A vertauscht. Aus 0 <
fx < 1 folgt wegen Korollar 5.36 0 < fx(A) < 1. Also ist die Folge (f%(A))nen
eine monoton fallende beschrinkte Folge in £(H) und konvergiert wegen Satz 5.42
gegen einen selbstadjungierten Operator. Aus f%(A) = (fx(A))™ folgt, dass fiir den
Grenzwert pia(X) gilt f2(A)pa(X) = pa(X) fir alle n € N und damit p4(X) =
pa(X). Aus Af(A) = fR(A)A fiir alle n € N folgt Apa(X) = pa(X)A. hermitesch
konvergent Weil W*(A) eine stark abgeschlossene kommutative C*~Algebra mit Eins
ist, folgt aus Satz 5.42, dass p4 eine eindeutige Fortsetzung auf alle Borelmengen von
Spec(A) besitzt, die die Bedingung (i) und (ii) aus der vorangehenden Definition erfiillt.
Diese Abbildung ist offenbar c—additiv.

Sei X eine Borelmenge von Spec(A). Weil p4(X) mit allen Elementen von W*(A)
kommutiert, lassen alle Elemente von W*(A) sowohl das Bild dieser orthogonalen Pro-
jektion als auch deren orthogonales Komplement invariant. Also ist das Spektrum von
der Einschrinkung von A auf das Bild der orthogonalen Projektion p4(X) in dem
Spektrum von A enthalten. Wenn ¢ € Spec(A) \ X, dann ist die Einschrinkung der
Funktion 2z +— |z — ¢| auf die Menge X stetig und nimmt dort wegen Korollar 1.21 ein
positives Minimum an. Also besitzt die Einschriankung der Funktion z — 2z — ¢ auf
die Menge X ein beschrinktes Inverses in C(X,C). Wegen Lemma 5.43 gibt es dann
eine Funktion g € C'(Spec(A),C) C Cy(C, C), die g(z) = ﬁ fir alle z € X N Spec(A)
erfiillt. Dann ist 4 (X)g(A) € W*(A) ein inverser Operator von der Einschréinkung
pa(X)A von A auf das Bild von pa(X). Also gehort £ nicht zum Spektrum von der
Einschrankung von A auf das orthogonalem Komplement vom Bild von p4(X).q.e.d.

Die Menge aller orthogonalen Projektoren in W*(A) bildet die o—Algebra der mes-
baren Mengen des Spektrums von A. Mithilfe der Mafitheorie kann die Abbildung
von C(Spec(A),C) nach C*(A) zu einer Abbildung von allen messbaren C—wertigen
Funktionen auf dem Spektrum von A (beziiglich des Spektralmafles) nach W*(A) fort-
gesetzt werden. Dadurch wird allen messbaren Funktionen f auf Spec(A) ein Operator
f(A) € W*(A) zugeordnet.

Offenbar ist ein Element des Spektrums genau dann ein Eigenwert, wenn das Spek-
tralmafl auf diesem Punkt nicht verschwindet. Der der charakteristischen Funktion des
Punktes entsprechende Projektor projeziert dann auf den entsprechenden Eigenraum.
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Definition 5.46. (Spektralschar) Sei A € L(H) ein selbstadjungierter Operator auf
einem komplexen Hilbertraum. Dann heif$t folgende Abbildung Spektralschar:

E:R—W*(A),\— E\=pa((—00,A])

Fiir einen selbstadjungierte Operator A € L(H) ist das Spektrum in [—||A||, ||A]|] C
R enthalten. Deshalb gilt Ey = 0 fiir alle A < —||A|| und E) = 1y fur alle A > ||A]|.
Auflerdem ist die Spektralschar eine monotone Abbildung von R in die orthogonalen
Projektoren in W*(A). Das Spektralmafl entspricht gerade dem Stielchesintegral iiber
diese monotone Funktion.



