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Kapitel 1

Mengen und Abbildungen

1.1 Mengen

Georg Cantor(1845-1918) hat den Begriff der Menge definiert als ,eine Zusammen-
fassung von wohlbestimmten und wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens zu einem Ganzen®“. Diese Objekte werden Elemente der Menge
genannt. Um ein Objekt a als Element der Menge A zu kennzeichnen, schreiben wir
a € A. Ist a dagegen kein Element der Menge A, so schreiben wir a ¢ A.

Wir konnen Mengen dadurch beschreiben, dass wir alle ihre Elemente angeben, also
z.B. ist

A= {a}
die Menge, die nur das Element a enthélt und B
B ={a,b,c}

die Menge, die drei Elemente a,b und c enthélt. Dabei kann auch ein Element einer
Menge wieder eine Menge sein:
C ={a {a}}.

M = {z € X | x hat die Eigenschaft p}

oder nur
M = {z | z hat die Eigenschaft p}

bezeichnet die Menge aller Elemente x (von der Menge X)), die die Eigenschaft p haben.!

' Bei dieser Beschreibung muss man allerdings Vorsicht walten lassen, um die Russellsche Antinomie
zu vermeiden. L&t man nédmlich die Menge aller Mengen zu, die sich nicht selbst als Element enthalten,
so wird nicht entscheidbar, ob diese Menge sich selbst als Element enthilt oder nicht. Als Ausweg
wird in der axiomatischen Mengenlehre die Frage, ob eine Menge Element einer Menge ist, nicht in
allen Fillen als sinnvoll zugelassen.
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A ist eine Teilmenge von B, wenn alle Elemente von A auch Elemente von B sind.
In Symbolen A C B.

1.2 Operationen von Mengen

Die Vereinigung zweier Mengen A und B ist die Menge A U B aller Elemente, die in
mindestens einer der beiden Mengen A und B enthalten sind. Der Durchschnitt zweier
Mengen A und B ist die Menge A N B aller Elemente, die sowohl Element von A als
auch Element von B sind. Die Differenzmenge A\ B ist die Menge aller Elemente von
A, die nicht Element von B sind. Das kartesische Produkt der Mengen A und B ist die
Menge aller geordneten Paare (a,b) von Elementen von A und B.

Ax B={(a,b)|a€ Aund b € B}

Die Potenzmenge P(M) einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von M. Dabei
ist die leere Menge () stets ein Element der Potenzmenge.

z.B. P({a,{a}}) = {0,{a}, {{a}},{a, {a}}}.

Wenn wir nur Teilmengen einer vorgegebenen Menge M betrachten, dann wird fiir
eine solche Menge A € P(M) die Menge M \ A auch als das Komplement A¢ bezeichnet.
Diese Operationen erfiillen die folgenden Regeln:

ANVA=1
A\D=A
(Idempotenz) AUA=A
(Idempotenz) ANA=A
(Kommutativitét) AuB=BUA
(Kommutativitét) ANB=BnNA
Aud=A
ANd=10
(AC Bund B C A) = A=DB
AUuB=8B = ACB
ANB=A = ACB
ACAUB
ANBCA
(ACcCund BCC) = AuBcCC

(CCAund C C B) = CCANB
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(Assoziativitat) AN(BNC)=(AnB)nC
(Assoziativitét) AU(BUC)=(AuB)UC
(Distributivitét) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(Distributivitét) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
(de Morgan) (ANB)¢ = A°U B¢
(de Morgan) (AUB) = A°N B¢

(A=A

ACB<+= B°C A°

AxD=0xA=0
(AxC)U(BxC)=(AUuB)xC
AxCO)N(BxC)=(ANB)xC

1.3 Relationen

Als Relationen auf einer Menge bezeichnet man Aussagen iiber mehrere Elemente der
Menge, die entweder wahr oder falsch sind. Wir wollen hier nur Aussagen iiber zwei
Elemente einer Menge A betrachten. Jede solche Relation beschreiben wir durch eine
Teilmenge R aller geordneten Paare in A x A, in der wir alle die Paare zusammenfassen,
fiir die die Aussage der Relation wahr ist. Wir sagen dann, dass (a,b) € A x A diese
Relation erfiillt, wenn (a,b) zu der Teilmenge R gehort. Andernfalls erfiillt (a,b) die
Relation nicht. Wir fithren jetzt folgende Eigenschaften einer Relation ein:

Reflexivitét: fiir alle a € A erfiillt (a,a) die Relation.
Symmetrie: falls (a,b) die Relation erfiillt, dann auch (b, a).

Transitivitédt: falls (a,b) und (b, ¢) die Relation erfiillen, dann auch (a,c).

Definition 1.1. Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation, die reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist.

Eine Aquivalenzrelation definiert dann sogenannte Aquivalenzklassen. Fiir jedes
a € A ist die Aquivalenzklasse [a] von a die Teilmengen aller Elemente b € A, so dass
(a,b) die Relation erfiillt. Die Transitivitéit impliziert, dass fiir jedes Element b € [a] die
entsprechende Aquivalenzklasse [b] eine Teilmenge von [a] ist. Wenn zwei verschiedene
Aquivalenzklassen [a] und [b] beide ein Element ¢ € A enthalten, dann sind wegen der
Symmetrie sowohl a als auch b in [¢] enthalten. Also ist [a] C [¢] C [a] und [b] C [¢] C [b].
Damit gilt aber [a] = [¢] = [b]. Also sind zwei Aquivalenzklassen entweder disjunkt oder
gleich. Wegen der Reflexivitit ist jedes Element in einer Aquivalenzklasse enthalten.
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Also zerfillt A in eine disjunkte Vereinigung von Aquivalenzklassen, d.h. jedes Element
von A gehort zu genau einer Aquivalenzklasse.

1.4 Abbildungen

Eine Abbildung f : X — Y ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Element x von X
genau ein Element f(z) aus Y zuordnet:

f: X =Y z— f(x)

Die Menge X der Argumente wird Definitionsbereich genannt und die Menge Y, in
denen die Abbilde liegen, Wertebereich. Das Bild ist die Teilmenge aller Elemente y
des Wertebereichs Y, die Abbild eines Arguments in X sind:

Bild f[X]={y €Y | 3z € X mit f(x) =y}

Definition 1.2. Eine Abbildung f : X — Y,z — f(x) heifit

(i) injektiv, wenn je zwei verschiedene Elemente x,x" € X auch auf verschiedene Ele-
mente von Y abgebildet werden:

Vo, 2" € X mit folgt aus v # ' auch f(x) # f(a)

(ii) surjektiv, wenn das Bild von [ der ganze Wertebereich Y ist.

Vy € Ydz € X mit f(x) =y.

(iii) bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Fiir jede Teilmenge B C Y ist das Urbild von B unter f die Menge aller Elemente
von X, die nach B abgebildet werden:

Bl ={ze X | f(z) € B}.

Fiir eine bijektive Abbildung f : X — Y,z +— f(z) besteht fiir jedes y € Y das Urbild
S {y}] nur aus genau einem Element. Also existiert auch die Umkehrabbildung

7Y = Xoye o y) mit ] = {7 (W)
Offenbar gilt dann f~!(f(z)) = x fiir alle z € X und f(f~(y)) =y fiir alley € Y.
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1.5 Komposition von Abbildungen

Seien XY, Z Mengen und f: X — Y,z — f(x) und g : Y — Z,y — ¢g(y) Abbildun-
gen, dann definiert go f: X — Z,x — g(f(x)) eine Abbildung.

Satz 1.3. Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h. fiir Abbildungen f :
X =Yz f2),g:Y = Zy—gly) und h: Z = V,z— h(z) gilt ho(go [f) =
(hog)of. Sei f: X — Y,z — f(x) eine Abbildung und seien idx : X — X,z +— x
und idy : Y — Y,y — y die identischen Abbildungen von den Mengen X undY . Dann
qilt

foidx=f=idyof=f
Ist diese Abbildung f bijektiv, dann gilt auch

fof=idy, ™o f=idx

Beweis:
(ho(go f))(z)=nh(g(f(x))) = (hog)o f)(x) VeeX
foidx(z) = f(x) = (idy o f)(z) Ve e X
Fof= ) =f(f"(y) =y =idy(y) Vyeyvy
flof(x)=f1f(x)) =2 =1idx () Ve e X.

1.6 Kategorien®

Eine Kategorie besteht aus 3 Dingen:
(i) Eine Klasse von Objekten.

(ii) Eine Klasse von Morphismen (Abbildungen). Zu jedem Morphismus gehoren zwei
Objekte aus der Klasse in (i) entsprechend dem Definitionsbereich und dem Wer-
tebereich von Abbildungen. Wir bezeichnen die Morphismen auch als f : A — B,
wobei A der Definitionsbereich und B der Wertebereich ist.

(iii) Eine Verkniipfungsregel fiir Morphismen, die zwei Morphismen f : A — B und
g : B — C einen dritten Morphismus go f : A — C' zuordnet.

Auflerdem gibt es fiir jedes Objekt A den identischen Morphismus id4 und es gelten
die analogen Aussagen zu dem vorangehenden Satz: Fiir drei Morphismen f : A —
B,g: B— Cund h:C — D gilt das Assoziativgesetz:

ho(gof)=(hog)of
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und die Idempotenz
idpo f=f=foidy.

Die Konzepte von injektiven und bijektiven Abbildungen besitzen verwandte Verallge-
meinerungen fiir die Morphismen einer Kategorie.

Ein Morphismus f : A — B heiit Monomorphismus, wenn fiir alle Morphismen
g,h:C — A gilt
fog=foh&sg=h

Ein Morphismus f : A — B heifit Epimorphismen, wenn fiir alle Morphismen g, h :
B — C gilt
gof=hofeg=h

Beispiel 1.4. Die Objekte der Mengen bilden zusammen mit den Abbildungen als Mor-
phismen eine Kategorie. Dabei sind die injektiven Abbildungen Monomophismen und
die surjektiven Abbildungen Epimorphismen. Sei nun 1 die einelementige Menge {0}.
Dann lassen sich die Elemente einer beliebigen Menge A eindeutig den Morphismen
1 — A zuordnen, weil das Bild jedes solchen Morphismuses genau aus einem FEle-
ment der Menge A besteht. Dadurch lassen sich alle Aussagen der Mengenlehre in die
Sprache der Kategorie iibersetzen, ohne das Konzept des Elements einzufiihren.



Kapitel 2

Reelle Zahlen

2.1 Axiome der reellen Zahlen
Die Menge der reellen Zahlen R wird durch folgende Axiome charakterisiert:

Al. Axiome der Addition
A2. Axiome der Multiplikation
A3. Distributivgesetz

A4. Ordnungsaxiome
Ab. Vollstandigkeit

A1l. Axiome der Addition 2.1. FEs gibt eine Operation
+: RxR—=R, (x,y)—x+y mit

(i) v+y=y+a firalex,yeR
(ii) (x+y)+z=ax+ (y+2) firalez,yeR
(iii) Ewistenz der Null: es gibt eine Zahl 0 € R mit x +0 = z fir alle x € R

(iv) FEzistenz des Negativen: zu jeder Zahl x € R gibt es eine Zahl —x € R, so dass
4+ (—z) =0.

A2. Axiome der Multiplikation 2.2. Es gibt eine Operation
RxR—-R, (z,y)—x-y mit

(i) z-y=y-x fir alez,y € R

(i) (z-y)-z=x-(y-2) firalex,y,z€R

11
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(iii) FEwistenz der FEins: es gibt eine Zahl1 € R;1 # 0 mit x - 1 = x fir alle x € R

(iv) Emistenz des Inversen: zu jeder Zahl x € R\ {0} gibt es eine Zahl x=' € R, mit
r-x"1=1

A3. Distributivgesetz 2.3.
r-(y+z2)=x-y+x-z firalez,y, z€R.

Definition 2.4. Allgemein heifit eine Menge K, die die Axiome Al1— A3 erfillt Korper.
Fiir Korper gelten daher auch alle Folgerungen aus A1 — A3. Es gibt viele Korper.

Beispiel 2.5. Der kleinste Korper besteht aus zwei Elementen Zs = {0,1}. Die Ope-
rationen + und - sind dann definiert durch:

0+0=0 0+1=1 0-0=0 0-1=0
1+0=1 1+1=0 1-0=0 1-1=1

Zeige dass diese Definitionen von + und - auf Z, die Axiome Al — A3 erfiillen und
umgekehrt durch A1 — A3 eindeutig bestimmt sind. In R soll aber 1 +1 = 2 # 0
gelten, so dass wir noch weitere Axiome benétigen um den Koérper der reellen Zahlen
zu charakterisieren.

Wir beniitzen folgende Abkiirzungen:

r,yeR: v—y = x4+ (-y)

1
reR\{0} - = 7!
x
vz €R,y e R\ {y} g = z-y
r,yeR zy = x-y
wyz = x-(y-2)
2t = z+zx=x-(1+1)
—vy = —(zy)

Satz 2.6. (Folgerungen aus A1)
(i) Fallsz+y=x+z, danny =z
(ii) Fallsx+y=x, danny =0

(iii) Falls x +y =10, dann y = (—x)
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(iv) —(—2) =2

Bemerkung 2.7. (i) heifit Kirzungsregel. (ii) zeigt, dass die Null eindeutig durch die
Figenschaft x +0 = x bestimmt ist. (iii) zeigt, dass das Negative (—x) eindeutig durch
x + (—z) = 0 bestimmt ist.

Beweis:
(i) Sei x +y = = + z, dann folgern wir

y = y+0=0+y=(—z+2z)+vy
—z+ (x+7y)
—z+ (z+2)
(—x+2)+2=042=2+0

= Z

(i) Sei z +y = x, dann gilt x +y = x + 0. Also folgt aus (i) y =0
(iii) Sei z +y =0, dann gilt x +y = x + (—x). Also folgt aus (i) y = —=.

(iv) —x+xz =z + (—z) =0. Also folgt aus (iii) z = —(—x)

Satz 2.8. (Folgerungen aus A2)

(i) Falls x # 0 und vy = xz, danny = z
(i) Falls x #0 und xy = z, dann y =1
(iii) Fallsx #0undx -y =1, danny = x~!
(iv) Fallsx #0, dann (=)' =2

Bemerkung 2.9. Die Folgerungen sind analog zu denen aus Al. Wieder heift (i)
Kiirzungsregel, (ii) impliziert wieder die Eindeutigkeit der Eins und (iii) die Findeu-
tigkeit des Inversen.

Beweis:

(i) Sei z # 0 und zy = xz, dann folgern wir

1 1 1
xT X

X
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(ii) Sei z # 0 und 2y = z, dann gilt zy = x - 1 Also folgt aus (i) y = 1.
(iii) Sei x # 0 und zy = 1, dann gilt zy = 2 - 27, Also folgt aus (i) y = 2~

(iv) Sei x # 0. Dann ist x~ 'z = 1. Also folgt aus (iii) z = (z~')~".

Satz 2.10. (Folgerungen aus A1-A3)
(i) z-0=0 fir alle x

(ii) x-y=0<2=0 odery=0

(i) (—2)y = —zy = 2(=y).

(iv) (-1)-z=—=z

(v) (=2)(=y) =y

(vi)  #0,y # 0 dann (zy) ' =yt~ 1.

Bemerkung 2.11. Die Null hat kein multiplikatives Inverses, sonst wéire ja 0-07! =1,
was (1) widerspricht.

Beweis:
(i) 2-04+2-0=2-(04+0) =2-0. Aus (ii) von Satz 2.6 folgt dann = -0 =0

(ii) Sei z -y = 0 und = # 0. Dann gilt wegen (i)

-0=0.

SHE

y=y-l=1-y= (£x> -yz%(ﬂwy):
Wegen der Kommutativitéit folgt aus (i) auch die Umkehrung 0 -y =z -0 = 0.
(iii) 0=0-y = (z+ (—2))y = 2y + (—2)y. Aus (iii) im Satz 2.6 folgt dann
(—2)y = —zy = —yx = (—y)z = z(—y).
(iv) Setze in (iii) y = 1.
(V) (=2)(=y) = =(z- (=y)) = —(—2y) = zy.
(vi) 1 = (zy)~ley = ((zy)”

(zy)tzx™! = (zy)~t q.e.d.
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A4. Ordnungsaxiome 2.12. FEs gibt eine Relation < in R mit folgenden Figenschaf-
ten:

(i) Totalitat der Ordnung: Fir je zwei reelle Zahlen gilt genau eine der drei folgenden
Relationen x < y oder x =y oder y < .

(i) Transwitit: v <y undy < z=x < z

r+c<y+4c firalleceR

(iii) Monotonie: x <y =
r-c<y-c fir alle0 <ceR

Wir benutzten folgende Abkiirzungen:

r>yey<e
r<ys (r<yoderzx=y)sy<czx
R* = {x € R| 0 < z} positive Zahlen
R™ = {z € R | z < 0} negative Zahlen
Ry = {z € R| 0 < z} nichtnegative Zahlen
Ry, = {z € R | < 0} nichtpositive Zahlen

Satz 2.13. (Folgerungen aus A4)

() 0<z=-2<0undz<0=-x>0
(i) r<yel<y—=

(iii) z <y unda < 0= ay < ax

(iv) 2 #0=2-2=2*>0

(v) z>0=1>0

(vi) 0<z<y=0<,<;

Bemerkung 2.14. Da 1-1 =1 folgt aus (iv) 1 > 0. Dann folgt aus (i) —1 < 0. Also
qilt —1 < 22 fiir jedes x € R. Also gibt es keine reelle Zahl x mit x?> = —1.

Beweis:

(i) Sei 0 < z. Dann folgt mit Monotonie 0 + (—x) < x + (—z), also auch —z < 0.
Sei < 0. Dann folgt mit Monotonie  + (—z) < —x also auch 0 < —uz.
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(ii) Sei z < y. Dann folgt mit Monotonie  — x < y — z, also auch 0 < y — x.
Sei umgekehrt 0 < y — x. Dann folgt mit Monotonie = < y.

(iii) Sei # < y und a < 0. Dann folgt aus (i) —a > 0. Also gilt wegen Monotonie
—ar < —ay & 0 <ar —ay & ay < ax.

(iv) Sei z > 0. Dann folgt wegen Monotonie 22 > 0 - x = 0. Sei # < 0. Dann folgt aus
(i) —2 > 0 und mit Monotonie 2? = (—z) - (—z) > (—z) -0 = 0.

(v) Sei > 0. Dann ist # # 0. Aus (iv) folgt 1 -2 > 0. Mit Monotonie folgt dann

l=yp.1.1509
x x

8=

(vi) Sei 0 < z < y. Dann ist 2 > 0 und y > 0 also wegen (v) auch + > 0 und % > 0.
Dann folgt mit Monotonieizi-%-x<§-%-y:%-i-y:%.
q.e.d.

Satz 2.15. (Arithmetisches Mittel) Seien x,y € R, dann gilt

r+y
x<y:>x<T<y

Also liegt zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen immer eine weitere.

Beweis: Aus = < y folgt mit Monotonie x + = < z +y < y +y. Weil aber x + z =
x(1+1):2xund2:1+1>0folgtdann2x<:c+y<2yundx<ITJ”"<y q.e.d.

Ubungsaufgabe 2.16. Es gelten auch folgende Regeln:
(i) a<bundc<d=a+c<b+d

(ii) 0<a<bund 0 <c<d= ac<bd

(iii) ab > 0 < entweder a > 0,0 > 0 oder a < 0,b <0
(iv) ab < 0« entweder a > 0,0 <0 oder a <0,b>0

Definition 2.17. (Betrag)
Der Betrag einer reellen Zahl x € R ist die nicht-negative Zahl

x falls x > 0
|z |= = max{z, —z}.
—x  fallsxz <0

x  fallsy <z

max{x,y} = - z,y € R.
xiz,y} {y falls y > x Y
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Aus der Definition folgt

|z | >0 und |z |=0< 2=0.
— |z | <z<|z| & r<|z|und —x <| x|
| —z | =| = | denn | —z | = max{—=z,x}.

Satz 2.18. (Eigenschaften des Betrags) Fiir alle z,y € R gilt:
() |z|>0und |z|=0<2=0

(i) [z yl=lz]-y]

(iii) |z +y|<[z|+|y]

Beweis:

(ii) Priife durch Fallunterscheidung

(iii) Zwei Félle: a+y > 0=|2z+y|=2+y <|z | +y <| 2 | + | y | wegen Monotonie.

r+y<0=|z+tyl=—2r—y<|z|—-y<|x|+|y| wegen Monotonie.
q.e.d.
Folgerung 2.19.
lzl=Tyll<[z—-y]
Beweis:
lzl=le—y+yl<le—yl+lyl=lz]-[y[<[z-y]
Vertausche z und y =y | — |z |<|z—y | . Also gilt auch || z | — |y ||[<] x — vy |
q.e.d.

Definition 2.20. (Abstand)
Der Abstand d(x,y) zweier Zahlen x,y € R ist die nicht negative Zahl d(x,y) =| x—y |

Satz 2.21. (Eigenschaften des Abstands)
Der Abstand d : R x R — R, (x,y) — d(z,y) hat folgende Eigenschaften:

(i) d(z,y) >0 und d(z,y) =0z =y
(i) d(z,y) = d(y,z)
(iii) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) fir alle x,y, z € R.
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Beweis: folgt aus Satz 2.18.
(i) |z—yl|=lz—z+z—y|<|z—2|+]|2z—y]. q.e.d.
Definition 2.22. Sei M C R eine nicht leere Teilmenge von Zahlen.

(i) M heifit nach oben beschrinkt, falls es eine Zahl B € R gibt, so dass fir alle x € M
gilt x < (. B heifit dann obere Schranke von M.

(ii) M heifst nach unten beschrankt, falls es eine Zahl o € R gibt, so dass fir alle
x €M gilt < x. « heifst dann untere Schranke.

(iii) M heifit beschrinkt, wenn M nach oben und unten beschrinkt ist.

Definition 2.23. (Supremum einer Menge) Sei M C R eine nicht leere nach oben
beschrdankte Menge. Fine reelle Zahl s heifst die kleinste obere Schranke von M oder
das Supremum, wenn sie eine obere Schranke von M ist, und es keine obere Schranke
von M gibt, die kleiner ist als s. Wir schreiben dann s = sup M. Wenn das Supremum
einer Menge existiert ist es eindeutig, weil jedes Supremum weder kleiner noch grifSer
als ein anderes Supremum von M ist.

Definition 2.24. (Infimum einer Menge) Sei M C R eine nicht leere nach unten be-
schrinkte Menge. Eine reelle Zahlt heifit grosste untere Schranke von M oder Infimum
von M, wenn es eine untere Schranke von M ist, und es keine untere Schranke von M
gibt, die grofler ist als t. Wir schreiben dann t = inf M. Auch das Infimum ist, wenn
es existiert eindeutiq.

Warnung 2.25. Das Supremum sup M bzw. Infimum int M braucht nicht zu der Men-
ge M zu gehéren. Wenn s = sup M bzw. t = inf M zu der Menge M dazugehdrt, so ist
s das Mazximum von M bzw. t das Minimum von M (siehe (i1) und (iii) im Satz 2.29).

Definition 2.26. (Mazimum und Minimum) Sei M C R eine nicht leere nach oben
beschrinkte Menge. Ein Element m € M von M, das eine obere Schranke von M st
heiffit Mazimum. Wir schreiben dann m = max M. Analog heifit ein Element m einer
nicht leeren nach unten beschrdinkten Menge M, das eine untere Schranke von M ist
Minimum. Wir schreiben dann m = min M.

Ubungsaufgabe 2.27. Zeige, dass jede endliche Teilmenge der reellen Zahlen ein

Maximum und ein Minimum besitzt.

A5. Vollstiandigkeitsaxiom 2.28. Fliir jede nicht leere nach oben beschrdankte Menge
M ezistiert das Supremum s = sup M € R.
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Spéter werden wir sehen, dass das Axiom A5 nicht fiir die rationalen Zahlen Q gilt.
Diese erfiillen aber alle anderen Axiome A1-A4.

Wir fithren jetzt folgende Teilmenge der reellen Zahlen ein, die Intervalle genannt
werden:

la,b] ={z eR|a<xz<b} fir allea <beR
[a,0) ={z €R |a <z <b} fir allea <beR
(a,b) ={x eR|a<z<b} fir allea <beR
(a,b) ={reR|a<x<b} firallea <beR
(—o0,b) ={x e R |z <b} fir alle b € R
(—oo,b) ={z €eR |z < b} fiir alle b € R
[a,00) ={r € R|a<x} fir alle @ € R
(a,00) ={x €R |a <z} fir alle a € R

Offenbar ist b eine obere Schranke von [a,b). Andererseits gibt es wegen Satz 2.15 fiir
jedes x < b ein y = max{*® a} mit * < y und y € [a,b). Also gibt es keine obere
Schranke von [a, b), die kleiner ist als b. Damit ist b das Supremum von [a, b).

Analog gilt:

inf[a,b] = a supla,b] = b

infla,b) = a supla,b) = b

inf(a,b] = a sup(a,b] = b

inf(a,b) =a sup(a,b) = b
(—o0, b] nicht nach unten beschriankt sup(—o0,b] = b
(—00, b) nicht nach unten beschrénkt sup(—o0,b) = b

inf[a, co) [a, 00) nicht nach oben beschrankt

=a
inf(a,00) =a (a,00) nicht nach oben beschrénkt

Satz 2.29. (i) Fiir jede nicht leere nach unten beschrinkte Menge M existiert das
Infimum inf M € R.

(ii) FEine nicht leere nach oben beschrinkte Menge M besitzt genau dann ein Maximum,
wenn sup M € M. In diesem Fall ist max M = sup M.

(iii) Eine nicht leere nach unten beschrinkte Menge M besitzt genau dann ein Mini-
mum, wenn inf M € M. In diesem Fall ist min M = inf M.
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Beweis:

(i) Weil die Ordnungsrelation gerade nicht symmetrisch ist, erhalten wir dadurch,
dass wir in einer Aussage alle auftauchenden Ordnungsrelationen gerade umkeh-
ren, eine andere Aussage. Zum Beispiel erhalten wir die Definition der unteren
Schranke, indem wir in der Definition der oberen Schranke alle Ordnungsrela-
tionen umdrehen. Dann erhalten wir aber auch die Definition des Infimums, in-
dem wir in der Definition des Supremums alle Ordnungsrelationen umkehren.
Weil aber ¢ < y & —y < —=x, sind also Aussagen iiber Ordnungsrelationen
zwischen reellen Zahlen dquivalent zu den analogen Aussagen, in denen wir alle
Ordnungsrelationen umdrehen und alle reellen Zahlen durch ihre Negativen erset-
zen'. Insbesondere besitzt die Menge M genau dann ein Infimum, wenn die Menge
—M ={x € R| —x € M} ein Supremum besitzt und es gilt inf M = — sup — M.
Also folgt (i) aus dem Vollstandigkeitsaxiom A5.

(ii) Wenn sup M € M, dann ist sup M eine obere Schranke von M, die Element von
M ist. Wenn sup M ¢ M, dann gilt fiir alle z € M sogar x < sup M. Dann gilt
aber fiir alle oberen Schranken s von M.

x <sup M < s fiir alle x € M.
Also gibt es in M keine obere Schranke von M.
(iii) analog zu (ii)

Also existiert
max|[a, b] = max(a, b] = max(—oo,b] = b

min|a, b| = minfa, b) = minfa, c0) = a

wéhrend [a, b) und (a,b) und (—o0,b) kein Maximum besitzen
und (a, b] und (a,b) und (a, o0) kein Minimum.
Wenn wir aber die reellen Zahlen durch —oo und oo erweitern, konnen wir auch fiir

unbeschriankte Mengen obere und untere Schranken und Suprema und Infima definie-
ren.

'Wenn diese Aussagen aber algebraischen Operationen benutzen, die nicht vertriglich sind mit
der Abbildung jeder rellen Zahl auf ihre Negative, wie z. B. das Produkt zweier reeller Zahlen, dann
miissen bei dieser Ersetzung auch die algebraischen Operationen entsprechend geéindert werden, also
z. B. das Produkt in das negative des Produktes.
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2.2 Die erweiterte Zahlengerade R

Definition 2.30. : Die erweiterte Zahlengerade besteht aus R = R U {+o0} U {—oc0}.
Mit oo bezeichnen wir auch +oo. Die Ordnungsrelation 1i8t sich auf R durch

—00 < x < oo fiir alle z € R fortsetzen und erfiillt offensichtlich auch (i) und (ii)

des Ordnungsaxioms. Die Operationen 4+ und - lassen sich teilweise auf R fortsetzen:

r+o00=00, x—o00=—cc fiirallezeR.

oo firz >0
T - 00 { nicht definiert fir x =0

—oo fir z < o0.

r oz _0 oo Joofirz >0
©  —00 r | —oo fiir x < 0.
AuBlerdem gilt
00 + 00 = 0 —00 — 00 = —OQ.
00 - 00 = 00 00(—00) = —00  (—00)(—00) = 0.

Nicht definiert ist

oo +oo 0
00 =00, T, R 0- (£o00).
R ist also kein Korper. Die Definitionen von oberen und unteren Schranken, von Supre-
mum und Infimum, und von Maximum und Infimum {ibertragen sich aber sofort auf
die erweiterte Zahlengerade. Offenbar ist oo das Maximum und —oo das Minimum von
R. Insbesondere ist oo eine obere Schranke und —oo eine untere Schranke von jeder
Teilmenge von R. Weil dann aber oo die einzige obere Schranke einer Teilmenge M
von R C R ist, die in R keine obere Schranke hat, ist oo dann auch das Supremum von
M als Teilmenge von R. Analog ist —oo das Infimum einer Teilmenge von R C R, die
keine untere Schranke in R hat. Daraus folgt aber sofort, dass jede Teilmenge von R ein
Supremum und ein Infimum hat. AuBlerdem gilt wieder, dass eine Teilmenge M C R
genau dann ein Maximum bzw. Infimum hat, wenn sup M € M bzw. inf M € M gilt.
In diesen Féllen ist wieder max M = sup M bzw. min M = inf M. Wir benutzen die
Symbole sup, inf, max und min sowohl fiir Teilmengen von R als auch fiir Teilmengen
von R, so dass aus dem Zusammenhang klar werden muss, was genau gemeint ist.
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2.3 Die natiirlichen Zahlen N C R

Wir wollen die natiirlichen Zahlen als Teilmenge der reellen Zahlen charakterisieren.
Aufgrund von A2 gibt es das Element 1, das wegen (ii) in Satz 2.8 eindeutig ist. Aus
(iv) im Satz 2.13 folgt dann mit 1 =11, dass 1 > 0. Dann folgt aus der Monotonie

1+41 = 2>1
241 = 3>2

n+1 > n

Definition 2.31. FEine Menge M C R heift induktiv, falls
i) 1eM
(ii) ae M =a+1ec M

R selber ist offenbar induktiv oder auch [1, c0).

Definition 2.32. (Natirliche Zahlen) N ist die kleinste induktive Teilmenge von R,
also der Durchschnitt aller induktiven Teilmengen von R.

Satz 2.33. (Prinzip der vollstindigen Induktion) Fir die Menge S C N gelte
i) 1es8

(ii) ce S=a+1€S.

Dann ist S = N.

Beweis: S ist offenbar eine induktive Menge. Also gilt N C S. Andererseits ist S eine
Teilmenge von N. Also folgt N = S. q.e.d.

Um eine Aussage A(n) iiber alle natiirlichen Zahlen n € N zu beweisen geniigt es
also zu zeigen:

(i) die Aussage A(1) ist richtig.
(ii) Falls die Aussage A(n) richtig ist, dann auch A(n + 1).

Einen solchen Beweis {iber eine Aussage iiber alle natiirlichen Zahlen nennt man einen
Beweis durch vollstdndige Induktion.
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Satz 2.34. (Bernoulli-Ungleichung) Sei x > —1, dann gilt
(14+2)" > 14 nx fir allen € N.
Gleichheit gilt nur fiir n =1 oder fir x = 0.

Beweis durch vollstédndige Induktion: Fiir x = 0 oder n = 1 gilt offenbar die Gleich-
heit. Fiir jede natiirliche Zahl n sei also A(n) die Aussage

fiir alle 7 > —1 mit x # 0 gilt (1 +2)""' > 1+ (n+ 1)z

Wenn z # 0 dann folgt (1 4+ x)? =1+ 2z +2? > 1+ 2z. Also gilt A(1).
Es gelte A(n). Dann folgen wir aufgrund der Monotonie:

wegen z > —1 gilt auch 1 +z > 0

1+2)1+2)" > A +2) 1+ n+Dz)>1+n+2)r+n+1)22 > 14+ (n+2).
Also gilt A(n+1). q.e.d.

Satz 2.35. Sein € N. Dann gibt es keine Zahl in N zwischen n — 1 und n.

Beweis durch vollsténdige Induktion: Offenbar ist [1,00) eine induktive Menge. Also
ist N eine Teilmenge von [1,00) und enthélt keine Zahl in (0,1). Wir nehmen jetzt
an, dass es fiir ein beliebiges n € N keine natiirliche Zahl zwischen n — 1 und n gibt.
Die Menge M = {1} U{z € R | z — 1 € N} ist aber eine induktive Menge, weil
(1+41)—1=1€Nund furjedesz —1 € Nauch (r+1)—1=(z—1)+1€N. Also
git NC {1} U{x € R|z—1 €& N}. Weil aber n > 1 kann es dann auch keine Zahl in
N zwischen n und n + 1 geben. q.e.d.

Satz 2.36. (Wohlordnungsprinzip). Jede nichtleere Teilmenge M wvon N besitzt ein
Minimum.

Beweis: Weil [1,00) eine induktive Menge ist, ist 1 eine untere Schranke von N und
damit auch von M. Andererseits ist inf M + 1 keine untere Schranke von M. Also gibt
es ein Element m € M mit inf M < m < inf M + 1. Wegen dem vorangehenden Satz
enthélt dann aber N und damit auch M kein Element in dem Intervall (m — 1,m).
Weil aber m — 1 < inf M, sind alle Elemente von M grofler als m — 1. Also gibt es kein
Element von M, das kleiner als m ist, und m ist das Minimum von M. q.e.d.

Satz 2.37. (Archimedes-Endozxos)

(i) Fir jede reelle Zahl x € R gibt es eine natirliche Zahl n > x.
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(ii) Fir jedes € > 0 gibt es einn € N mit £ <.

Beweis: (i) Es reicht zu zeigen, dass N keine obere Schranke hat. Wenn N eine obere
Schranke hat muss es ein n € N geben mit n € (supN — 1,supN]. Dann gilt aber
n+1>supN >n+ 1, was ein Widerspruch ist.

(ii): Nach (i) gibt eseinn > 1 = 1 <e. q.e.d.

Definition 2.38. (ganze Zahlen Z, rationale Zahlen Q)

Z = NU{0}u{zeR|—-2xz€N
Q = {@|m€Zundn€N}.
n

Wegen dem Satz von Archimedes—Endoxos gibt es viele rationale Zahlen.
Satz 2.39. Seia < b. Dann existiert r € Q mit a < r < b.

Beweis: a < ™ < b < na < m < nb. Weil b —a > 0 gibt es nach dem Satz von
Archimedes-Endoxos ein n € N mit n > ﬁ Dann gilt na < nb und nb — na > 1.

Wir nehmen zunéchst an, das a > 0 ist. Sei m die kleinste natiirliche Zahl, die
grofler ist als na. Die natiirlichen Zahlen sind enthalten in {1} U{x € R |z — 1 € N},
weil diese Menge induktiv ist. Also ist m — 1 entweder eine natiitliche Zahl oder gleich
Null. Dann folgt aber m — 1 < na und damit auch

na<m<na+1<nb.

Als néchstes nehmen wir an, dass b < 0 ist. Dann sei —m die kleinste natiirliche
Zahl, die grofler ist als —nb. Wieder ist —m — 1 entweder eine natiirliche Zahl oder
Null. Also folgt —m — 1 < —nb und damit auch

na <nb—1<m < nb.

Wenn a < 0 und b > 0 ist wéahlen wir m = 0. q.e.d.

Also enthélt jedes Intervall mindestens eine und damit sogar unendlich viele ratio-
nale Zahlen. Insbesondere gibt es fiir jede reelle Zahl und jedes € > 0 eine rationale Zahl
rin (r—e,x+¢€), die dann d(z,7) < € erfiillt. Wir sagen deshalb, dass Q dicht in den re-
ellen Zahlen liegt. Die rationalen Zahlen erfiillen als Unterkorper der reellen Zahlen die
Axiome A1-A4. Wir werden gleich aber sehen, dass sie nicht das Vollstandigkeitsaxiom
erfiillen.
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2.4 Wurzeln und Intervallschachtelung

Satz 2.40. (Quadratwurzeln) Fir alle a > 0 gibt es genau ein b > 0, so dass b* = a.

Wir schreiben b = /a = a2.
Beweis: Eindeutigkeit: Aus 0 < b; < by folgt aufgrund der Monotonie b? < byby < b3.
Also gibt es hochstens ein b > 0 mit b? = a.

Existenz: Die Menge M = {z € R | 2% < a} enthilt 0 und ist nach oben be-
schrankt, weil aus x > a + 1 folgt

??>z(a+1)>(a+1)?=d>+2a+1>2a>a.

Sei b =sup M.

Wenn b% < a gilt, gibt es ein n € N mit n > 24

a—b?"

Dann folgt aber

1\? 2% 1 2%+ 1
(b+—> §b2+—+—2§b2+ + < a.
n n n n

Also ist b+ % € M und b+ % < b Widerspruch.
Wenn b2 > a gilt, gibt es ein n € N mit n > max {%, %} Dann folgt aber

1\? % 1 2
(PO TR
n n n n

Jedes £ > b — % > ( erfiillt dann aber

1 1\2
x2>x(b——)><b——) > 0.
n n

Also ist b — % eine obere Schranke von M. Widerspruch. Also gilt b = a. q.e.d.

Wir werden in Anwendung 3.9 fiir jedes n € N zeigen, dass es fiir jedes a > 0 genau
ein b > 0 gibt mit b” = a. Wir schreiben dann b = Va = ax. Insbesondere gibt es
also genau ein v/2 € R, aber wie wir gleich sehen werden gilt v/2 ¢ Q. Also erfiillt Q
tatséchlich nicht das Vollstdndigkeitsaxiom Ab5.

Lemma 2.41. /2 ZQ
Beweis: Hier benutzen wir (ohne Beweis) die

Primfaktorzerlegung 2.42. Jede Zahl in N\ {1} [afit sich in bis auf Permutation
der Primfaktoren eindeutiger Weise in ein endliches Produkt von Primzahlen zerlegen
(Primzahlen sind Zahlen in N\ {1}, die nur durch 1 und sich selber teilbar sind).
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Seien m,n € N mit (%)2 = 2 oder m? = 2n?. Teile beide Zahlen m und n solange
durch 2, bis eine von beiden ungerade ist, also die entsprechende Primfaktorzerlegung
keine 2 enthilt: m = 2'm und n = 2'A. Danach gilt immer noch 2%m? = 22+152 &
m? = 2n2%. Also ist m gerade und die Primfaktorzerlegung von 7 enthilt mindestends
eine 2. Dann gilt aber 4k? = 2n? < 2k? = n%. Also ist auch 7 gerade. Widerspruch.
q.e.d.

Satz 2.43. (Intervallschatelungsprinzip) Seien I, = [a,,b,] C R, abgeschlossene In-
tervalle a,, < b, firn =1,2,--- mit folgenden Figenschaften.

(i) 1,41 C I, fir allen € N
(ii) Fiir jedes € > 0 gibt es ein n € N, so dass b, — a,, < €.

Dann enthdlt ( I, = {x} der Durchschnitt genau ein x € R.
n>1

Dieser Satz ist falsch fiir offene Intervalle. So ist z.B. [ (O, %) = () nach dem Satz

n>1
von Archimedes-Endoxos.

Beweis: Wegen (i) gilt

ap <ag << ap < S
Also besteht die Menge A = {aj,aq,---} aus unteren Schranken der Menge B =
{b1,ba,- - - } und umgekehrt die Menge B aus oberen Schranken der Menge A. Sei also

x = sup A und y = inf B. Dann sind x und y obere Schranken von A und untere
Schranken von B. Also gilt < y und z,y € () I,,. Es gilt sogar () I, = [z,y]. Ande-

n>1 n>1
rerseits ist fiir alle € > 0 auch y —x < e. Dann muss aber 0 < y —z < inf {ele > 0} =0

und deshalb y = x gelten. q.e.d.

Es gilt auch die Umkehrung, dass aus dem Intervallschachtelungsprinzip und den
Axiomen Al-A4 das Vollstiandigkeitsaxiom folgt (Ubungsaufgabe). Deshalb kénnen
die reellen Zahlen auch durch die Axiome A1-A4 und das Intervallschachtelungsprinzip
charakterisiert werden. Wir werden spéter noch andere dquivalente Aussagen angeben.

2.5 Machtigkeit von Mengen

Definition 2.44. Zwei Mengen heiffen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive Abbildung
zwischen thnen gibt.



2.5. MACHTIGKEIT VON MENGEN 27

Offensichtlich ist die Relation von Mengen gleichmichtig zu sein eine Aquivalenz-
relation, d.h. sie ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. Deshalb stellt sich die Frage,
die Aquivalenzklassen dieser Relation zu bestimmen. Zwei Mengen mit endlich vielen
Elementen sind offenbar genau dann gleichméchtig, wenn sie die gleiche Anzahl an
Elementen haben. Also werden die Aquivalenzklassen der endlichen Mengen durch die
Elemente von Ny beschrieben. Deshalb kann man alle diese Aquivalenzklassen auch
als eine Erweiterung von Ny betrachten. Dabei werden manchmal besonders einfa-
che Repriisentanten in den Aquivalenzklassen zur Beschreibung der natiirlichen Zahlen
(einschlieflich der Null) benutzt:

0
1

{0}
2 {0}
3 {{ 011

Definition 2.45. Fine nicht leere Menge A heifit

=2 S =

endlich, falls es ein n € N gibt, so dass A gleichmdchtig ist zu {1,2,--- n}.
unendlich, falls sie nicht endlich ist.

abzéhlbar, falls sie gleichmdchtig ist zu N.

hochstens abzihlbar, wenn sie endlich oder abzdhlbar ist.

Satz 2.46. (i) Jede nichtleere Teilemenge von N ist hochstens abzihlbar.

(ii) Fine Menge A ist genau dann hochstens abzdhlbar, wenn es eine surjektive Abbil-
dung von N auf A gibt.

Bewelis:

(i) Jede Teilmenge M C N kénnen wir aufgrund des Wohlordnungsprinzip der Grofle
nach mit dem kleinsten Element anfangend durchnumerieren. Wenn M nach oben
unbeschrénkt ist, erhalten wir so eine bijektive Abbildung von N nach M und M
ist abzahlbar. Andernfalls ist M endlich.

(ii) Sei A eine hochstens abzdhlbare Menge. Wenn A endlich ist, gibt es ein n € N, so
dass A gleichmiéchtig ist zu {1,2,--- ,n}. Die Abbildung N — {1,2,--- ,n},m —
min{m,n} ist eine surjektive Abbildung, so dass dann auch eine surjektive Abbil-
dung auf A existiert. Wenn A abzéhlbar ist, gibt es sogar eine bijektive Abbildung
von N auf A.
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Sei umgekehrt A eine Menge und f eine surjektive Abbildung von N auf A. Dann
existiert eine Abbildung g : A — N,a — min f~![{a}], die offenbar eine bijektive
Abbildung von A auf eine Teilmenge von N definiert. Also ist A gleichméchtig zu
einer Teilmenge von N und damit wegen (i) hochstens abzihlbar.

q.e.d.
Satz 2.47. (i) Die Menge N x N ist abzdhlbar.

(ii) Fine hochstens abzihlbare Vereinigung von hdchstens abzihlbaren Mengen ist hochs-
tens abzdhlbar.

Beweis:

(i) Wir definieren eine injektive Abbildung f von N x N nach N durch

r+y—2
Hany) =y + (x+y—2)2(x+y—1) — gt Z .

n=0

(Diagonalnummerierung)

Diese Abbildung ist injektiv. Gilt namlich x +y < 2’ 4+ ¢/ so folgt aus
y—y <y<zty—1<a'+y -2und f(z,y) —y < fa"y) =y = (@' +y - 2)

flay) < f@y)+y—y — @ +y —2) < f,y).
Gilt aber x + y = 2’ + ¢/ so gilt auch f(x,y) — f(2',¢) =y — V.
Also definiert diese Abbildung eine bijektive Abbildung von N x N auf eine Teil-
menge von N. Dann folgt (i) aus (i) vom vorangehenden Satz.

(ii) Wegen (ii) im vorangehenden Satz geniigt es eine surjektive Abbildung n +— A,
von N in die hochstens abzdhlbaren Mengen zu betrachten. Wegen (ii) im voran-
gehenden Satz gibt es dann fiir alle n € N eine surjektive Abbildung f, : N — A,.
Dann ist

F:NxN= | J A, (n,m)— f,(m)
neN
eine surjektive Abbildung. Also folgt (ii) aus (i) und dem vorangehenden Satz.
q.e.d.

Korollar 2.48. Q ist abzdihlbar.
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Beweis: Z x N — Q, (m,n) + ™ ist eine surjektive Abbildung. Z ist abzahlbar, also
ist Q hochstens abzahlbar. Q ist aber nicht endlich und damit abzahlbar. q.e.d.

Satz 2.49. Die Menge der reellen Zahlen ist nicht abzdhlbar.

Beweis: Wir nehmen an R ist abzéhlbar. Sei also (x,,)nen eine Durchnumerierung von
R. Wihle a,b € R mit a < b. Sei I} = [a,b]. Wir definieren induktiv die Intervalle
(I)nen: Wahle fiir all n € N ein abgeschlossenes Teilintervall 7,1 von I,,, das nur ein
Drittel so grof3 ist wie I,, und z,, nicht enthélt. Dann liegen fiir alle n € N, x,, nicht in

den Intervallen I,,. Wegen dem Intervallschachtelungsprinzip ist aber (1 I,, nicht leer.
neN
Also gibt es eine reelle Zahl, die nicht zu der Menge {z,, | n € N} gehort. Widerspruch.

q.e.d.

Auch die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen ist nicht abzéhlbar. Wir koénnen sie
identifizieren mit den Folgen, die Werte in Z,; = {0, 1} annehmen, also der Menge aller
Abbildungen von N nach Z,. Diese Folgen lassen sich aufgrund der dyadischen Ent-
wicklung mit den reellen Zahlen [0, 1] identifizieren. Diese sind wiederum gleichméchtig
zu den reellen Zahlen.

2.6 Der Korper der komplexen Zahlen

Motivation: Wir hatten aus der Ordnungsrelation gefolgert, dass 22 > 0 gilt, falls 2 # 0.
Deshalb existieren in den reellen Zahlen keine Quadratwurzeln von negativen Zahlen.
Erweitert man die reellen Zahlen durch eine Quadratwurzel » von —1, so erhélt man
die komplexen Zahlen, in denen sich dann alle algebraischen Gleichungen 16sen lassen.

Definition 2.50. (Kompleze Zahlen) Die Komplexen Zahlen C ist die Menge R x R
aller geordneten Paare (x,y) von reellen Zahlen zusammen mit den Operationen

+: CxC—C, ((z,y), (u,v)) — (z,y) + (u,v) = (r +u,y + v)
CxC—C, (x,y), (u,v)) — (ru — yv,zv + Yyu)

Mit dieser Definition erfiillt C die Koérperaxiome A1-A3 und damit auch die Folge-
rungen daraus. Dabei ist

Null :0¢ = (0,0)
Eins :1¢ = (1,0)
negatives Element: — (z,y) = (—z,—y)

a
x2+y2’x2+y2

> fir(z,y) # (0,0).

inverses Element:(z,y) ™" = (
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Wir bezeichnen komplexe Zahlen meistens auch nur durch einen Buchstaben, {iblicher-
weise z. Die Null und die Eins bezeichnen wir auch durch 0 und 1, so dass aus dem
Zusammenhang klar werden muss, ob es sich um die Null bzw. Eins der reellen oder
der komplexen Zahlen handelt. Aulerdem benutzen wir dieselben Abkiirzungen wie bei
den reellen Zahlen:
24+ (—2)=2—2=0
41 1
zTT = - z-—=1. usw.
Da ja die komplexen Zahlen eine Erweiterung der reellen Zahlen sein sollen, miissen wir
die reellen Zahlen als Teilmenge der komplexen Zahlen auffassen konnen. Wir definieren
also eine injektive Abbildung
R — C,z — (z,0)

Offenbar ist diese Abbildung vertréiglich mit den Operationen + und - von R und C:

(2,0) + (y,0) = (z +y,0) (,0) - (y,0) = (xy,0)
(0,0) =0 (1,0) = 1
—(z,0) = (—==,0) (z,0)7' = (=70

Definition 2.51. (imagindre Einheit) » = (0,1) € C.

Dann gilt 2 = (—1,0) = —1. Wir kénnen also auch schreiben (z,y) = z +1y. Dann
ergeben sich die Operationen + und -

rtwt+ut+w = x+u+i(y,v)
(z+w)(u+w) = zu+i(yu+zv) +12yv = vu — yv + 2 (yu + 2v)

Fiir die komplexe Zahl z = x + 1y heifit

r = R(z) Realteil von z y = (z) Imaginérteil von z
z heifit reell, falls I(z) =0
z heifit imaginar, falls R(z)=0

Definition 2.52. (kompleze Konjugation) Die Abbildung C — C,z = x4+ 1y — zZ =
x — 1y heifst komplexe Konjugation oder einfach nur Konjugation

Die komplexen Zahlen erhalten wir aus den reellen Zahlen, indem wir reelle Vielfa-
che einer Wurzel aus —1 hinzufiigen. Weil aber (—1) - (—1) = 1 ist das Negative einer
Wurzel aus —1 wieder eine Wurzel aus —1. Welche dieser beiden Wurzeln aus —1 wir
zur imaginaren Einheit machen ist aber eine Konvention. Deshalb ist die Konjugation
ein Endomorphismus der komplexen Zahlen, d.h. eine bijektive Abbildung, die mit den
Operationen + und - vertréaglich ist, die die reellen Zahlen invariant 1af3t.



2.6. DER KORPER DER KOMPLEXEN ZAHLEN

Satz 2.53. (i) (2) ==

(i) c+tw=z+w

(iii) zzw=%2-w
(iv) z+ 2z =2Rz und z — Z = 213()
(V) z -z st reell und nicht negativ.
Beweis:

(i)-(iv) nachrechnen.

(v) (@ +w)(z—w)=2"+y* >0
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Definition 2.54. (Betrag) Der Betrag einer komplexen Zahl z = x + 1y ist definiert

als die reelle nicht negative Wurzel aus z-z:| - |C - R,z | z |= V2 - 2.

Satz 2.55. (Eigenschaften des Betrags)

(1) |z[>0und|2z|=0<2=0

(i) [z-wl=|z |- [w]

(i) | z4+w|<| z |+ |w]| (Dreiecksungleichung)
() [z =[wl<]z—w]

v) [z[=l =]

(vi) [R(2) [<| 2 | und | 3(z) <] 2 |

Beweis:

(ii) | z - w |?= 2w(zw) = zzww = (| 2 || w |)? Wegen der Eindeutigkeit der Wurzel

folgt dann | z-w |=| z | - | w |.

(vi) Fiir z = 0 ist die Aussage offensichtlich. Sei also z = x + 1y # 0. Dann gilt 2* <
22 4+ y2. Aus /22 + y? < x folgt aber mit Monotonie 2% + y? < /22 + 32 < 22
Also gilt x < /22 + y? und damit auch | R(z) |< z |. Durch vertauschen von z

und y erhalten wir | §(z) |<| z |.
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(iii)
lz+w? = (z+w)(Z+w)
= zZ+4zw+ wz + ww
= 2Z+42R(zw) + ww
< JzP42)zw |+ |wl?
= (2P 2] z]|w|+]wl

= P wP
Aus | z | + | w |<| z +w | folgt aber mit Monotonie
(lzl+lwD)*<(zl+lw)]z+w|<|z+w]’
Alsogilt | z+w |<| z | + | w |.
(iv) folgt aus (i)-(iil) genau wie im reellen Fall.
(v) | z |*= zz =| z |*>. Dann folgt wegen der Eindeutigkeit der Wurzel | z |=| z |.
q.e.d.

Definition 2.56. (Abstand) Der Abstand zweier komplezer Zahlen ist die nicht ne-
gative Zahl d : C x C — R, (z,w) — d(z,w) =| z — w |

Aus den Eigenschaften des Betrages folgt genau wie im Reellen.
Satz 2.57. (Figenschaften des Abstandes)
(i) d(z,w) >0 und d(z,w) =0 2z =w
(ii) d(z,w) = d(w, 2)
(iii) d(z,w) < d(z,u) + d(u,w). (Dreiecksungleichung).

Wir veranschaulichen die komplexen Zahlen in der zweidimensionalen Ebene. Der
Abstand ist dann der euklidische Abstand zwischen den entsprechenden Punkten der
Ebene.



Kapitel 3

Zahlenfolgen

3.1 Konvergenz

Im Folgenden werden wir des 6fteren Aussagen vorstellen, die sowohl fiir die reelen
Zahlen als auch fiir die komplexen Zahlen gelten. Wir benutzen dann das Symbol K
um entweder die reelen oder die komplexen Zahlen zusammen mit den entsprechenden
Abbildungen und Operationen zu bezeichnen. Die Elemente von K wollen wir dann ein-
fach Zahlen nennen. Eine Folge ist eine Abbildung N — K, n + a,,. Wir bezeichnen sie
mit (an)nen. Wir interessieren uns vorwiegend fiir die Grenzwerte solcher Zahlenfolgen.

Definition 3.1. Die Folge (a,)nen heifit konvergent, wenn es eine Zahl a € K gibt, so
dass es fiir jedes € > 0 ein N € N g¢ibt, so dass fir alle natirlichen Zahlen n > N gilt
| an, — a |< €. Die Zahl a heifit dann Grenzwert der Folge (ay)nen

Wir schreiben dann lim a,, = a oder lim a,, = a oder auch a,, — a fiir n — 0.

n—oo

Beispiel 3.2. lim % =0

n—o0

Beweis: Nach dem Satz von Archimedes-Endoxos gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein N € N
mit 1 < e. Dann gilt aber wegen (iv) in Satz 2.13 fiir alle n > N auch | 2 — 0 |< e.
q.e.d.

Satz 3.3. (i) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

(ii) FEine kompleze Folge konvergiert genau dann, wenn die Folgen der entsprechenden
Realteile und Imagindrteile konvergieren.

(iii) Jede konvergente Zahlenfolge ist beschrankt, als Teilmenge von K

33



34 KAPITEL 3. ZAHLENFOLGEN

Beweis:

(i) Seien a und b zwei Grenzwerte einer konvergenten Folge (ay,)nen, so dass fiir alle
n >N |a,—al|< §und fir alle n > M | a, — b [< § gilt. Dann folgt mit
n > max{N, M}
0<la—b|<|a—a,|+|a,—0b|<e.

Dann gilt aber auch 0 <| a — b |< inf(0,00) = 0. Also ist | @ — b |= 0 und damit
auch a = b.

(ii) Die Realteile und Imaginérteile einer komplexen Folge (z,)nen bilden zwei reelle
Folgen (x,)neny und (Yn)neny mit z, = x, + iy, fir alle n € N. Sei z = = +
1y die Zerlegung einer komplexen Zahl in Realteil und Imaginérteil. Wegen der
Ungleichung

max{| z, =z |, | yn —y |} <[ 20 — 2|

Konvergieren die Real- bzw. Imaginérteile einer konvergenten komplexen Folge
gegen den Realteil bzw. Imaginérteil des Grenzwertes. Konvergieren umgekehrt
die Folgen (x,)nen bzw. (yYn)nen gegen = bzw. y, dann gibt es fir jedes € > 0 zwei
natiirliche Zahlen N, M € N so dass fiir alle n > M | y, —y |< 5. Dann gilt fiir
alle n > max{N, M}

|2+ iy —c+ i |<|zn—x |+ |y —y|<e

Also konvergiert eine komplexe Folge genau dann, wenn ihre Realteile und Ima-
gindrteile konvergieren.

(iii) Sei (a,)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Dann gibt es ein N € N, so
dass fiir alle n > N gilt | a, —a |< 1. Dann gilt aber auch fiir alle n > N

lan |<|a, —a+al<1l+]al.
Daraus folgt dann fiir alle n € N

|an|§max{|a|—|—1,|a1|7|a2|,---,|aN_1 |}

q.e.d.
Eine Folge (a,)nen heiBit divergent, wenn sie nicht konvergiert, wenn es also kein
a € K gibt, so dass lim a, = a. Wenn es fiir eine reelle Folge fiir jedes b € R ein

n—oo

N € N gibt, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > N gilt a,, > b bzw. a, < b dann
schreiben wir lim a, = oo bzw. lim a,, = —oo Weil in beiden Féllen die Folgen nicht

n—0o0 n—oo

beschrankt sind kénnen sie wegen dem vorangehenden Satz nicht konvergieren. Es gilt
offenbar lim n = oo und lim —n = —o0c.

n—0o0 n—oo
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Satz 3.4. (i) Sei |z |< 1 dann gilt lim 2™ =0

(i) Sei |z |> 1 dann ist (z")nen divergent.

(iii) Seix =1 dann gilt lim z" =1

n—o0

(iv) Seiz € (1,00) dann gilt lim z" = oo.

(v) Sei|x|=1 und x # 1 dann ist (x™)pen divergent.
Beweis:

(i) Wenn x = 0 ist gilt natiirlich lim 2" = 0. Sei also 0 < |z| < 1. Dann ist 1 <
n—od

\_il = 14+ymity = 1@"”. Dann folgt aus der Bernoulli-Ungleichung # =

(14+y)">1+ny>ny = nla‘“. Dann folgt aber | z |"< %%‘L‘ Aus dem Satz

von Archimedes-Endoxos folgt dann, dass es fiir jedes ¢ > 0 ein N € N gibt, so

dass % < e€- 1?—?" Daraus folgt aber fiir alle n > N

\
T

1 1
[P I I 2 R W K B
n_

(iii) Wegen 1" = 1ist lim 1" = 1.

(iv) Sei z > 1. Dann ist y = 2 — 1 > 0. Also gilt aufgrund der Bernoulli-Ungleichung
" =14+y)" >1+ny >ny=n(z—1).

Dann gibt es aber fiir jedes b > 0 ein N € N mit N > ﬁ Dann folgt aber fiir
alle n > N:
2" >n(x—1)> N(x—1)>b.

Also gilt lim x" = oo.

(ii) Fir | = |> 1 gilt wegen (iv) lim | 2" |= oo. Also ist die Folge (2"),en nicht
beschréankt.

(v) Fir alle y € K und alle natiirlichen Zahlen n gilt
ly—a" [+ |y —a" 22" — 2" 2] 1] ",
Fiir | x |= 1 mit x # 1 gilt also

|z —1]

max{ y —a" ||y — " |} > 2

Also kann es fiir x # 1 keinen Grenzwert geben.
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q.e.d.

Satz 3.5. (Rechenregeln) Seien (z,)nen und (yn)nen zwei konvergente Zahlenfolgen.
Dann gilt

(i) hm (xn +yp) = hm T, + lim y,
(ii)) lim Az, = A lim =z, fir alle A € K.

(iii) lim z,y, = (lim x,)( lim y,)

(iv) Wenn x,, # 0 fir allen € N und lim z,, # 0, dann gilt auch

n—oo
S 1
nll_)Holo E = lim zn
n—oo
(v) lim |z, |=| lim z, |.
n—oo n—oo

(vi) Wenn zwei reelle Folgen (x,)neny und (yn)nen fir alle n € N z,, <y, erfillen,
dann gilt auch lim x, < lim y,.

(vil) Wenn zwei reelle Folgen (x,)nen und (Yn)nen fir alle n € N z, < y, erfillen
und den gleichen Grenzwert haben, dann gilt fir jede reelle Folge (zy)nen, die fir
allen € Nz, < z, <y, erfillt, hm z, = lim x, = lim y,.

n—oo n—oo

Beweis:

(i) Sei xz = hm T, und y = hm Yn. Dann gilt es fiir jedes € > 0 natiirliche Zahlen

NMGN Sodassfurallen>N|:Bn— |< 5und firallen > M |y, —y |< 5
gilt. Dann gilt aber fiir alle n > max{N, M}
| T+ — (@ +y) |<| zn—2 | + | yn —y |< €. Also konvergiert (z,, + Yn)nen

gegen x + .

(ii) Fir A = 0 gilt offenbar lim Az, = A - lim z,. Sei also A # 0. Dann gibt es fiir
jedes € > 0 ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt | x, — 2 |< £ my- Daraus folgt
aber:

| Az, — Az |[<| A ||z, —x|<e€

(iii) Weil (z,,)nen konvergent ist, gibt es ein A > 0 mit | x,, |< A fiir alle n € N. Also
gibt es fiir alle € > 0 zwei natiirliche Zahlen N, M € N| so dass fiir n > N gilt
|z, — 2z |< i gilt und fiir alle n > M |y, —y |< 55. Dann gilt aber fiir alle
n > max{N, M} auch

€ €
| T — 2y [<|2n | |y —y |+ |2n—2 | Jy|< s +5=¢
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(iv) : Aufgrund der Voraussetzungen gibt es ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt
| 2, —z |< % Daraus folgt dann
| | 1 2

und <
2 |z | |

| on (2] [ = [2n = |>

ela]?

Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein M € N, so dass fiir allen > M gilt | z,—z [< =F-.
Dann gilt aber auch fiir alle n > max{N, M }

1 1

T, X

T—Tp|
| - |2] 2 |z |z|

|z — x| e-fzfP2 1

T

(v) folgt aus der Ungleichung ||z,| — |z|| < |z, — x|
(vi) Fiir alle € > 0 gibt es zwei natiirliche Zahlen N und M, so dass fiir alle n > N gilt
|2y, — 2| < § und fiir alle n > M |y, —y| < 5. Dann gilt fiir alle n > max{N, M}
7=y < (@ =)+ (Yn —y) + (@0 —yn) <€
Also ist # — y < inf(0, 00) < 0. Daraus folgt = < y.

(vii) Fiir alle € > 0 gibt es zwei natiirliche Zahlen N, M € N, so dass fiir alle n > N
gilt |z, — z| < € und fiir alle n > M |y, — x| < e. Fiir alle n > max{N, M} gilt
dann aber

—€e<Tp—T<zZp—Tc Yy, — T <E€

Daraus folgt |z, — z| < e. q.e.d.

Offenbar gilt fiir alle n € Ny
A+z+2*+.. . +2")(1l—-2)=0+x+...+2") = (z+2>+ ...+ 2" =1 - 2"

Also gilt fiir x # 1 und alle n € Nj:

1_$n+1
l1+z24+... +2"= ——
1—=x

Dann folgt aus Satz 3.4, dass die Folge y, = 14+ 2 + ... + 2" fiir |2| < 1 gegen 1=

konvergiert.

Satz 3.6.

NS L
JLIEOZ_OJU —1_xfur]ac\<1.
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3.2 Konvergenzprinzipien

Wir wollen 3 Methoden behandeln um zu entscheiden, ob eine Folge konvergiert oder
nicht.

Definition 3.7. (Monotonie) Eine reelle Folge (ay), o heifit:
monoton wachsend , wenn a,,1 > a, fir alle n € N.
streng monoton wachsend , wenn a,.1 > a, fir alle n € N.
monoton fallend , wenn a, 1 < a, fir alle n € N.

streng monoton fallend , wenn a,.1 < a, fir alle n € N.
Satz 3.8. (Monotonie Prinzip)

(i) Eine monoton wachsende (fallende) beschrinkte reelle Folge (ay)nen ist konvergent.
Es qilt
lim a, = supa, bzw. lim a, = inf a,
n—oo neN n—00 neN

(ii) Fir eine monoton wachsende (fallende) unbeschrinkte reelle Folge gilt

lim a, = o0 bzw. lim q, = —o0.

n—0oo n—oo

Beweis:

(i) Sei (an)nen eine monoton wachsende (fallende) beschrénkte reelle Folge. Dann exi-

stiert sup a,, bzw. inf a,. Fiir alle € > 0 gibt es ein N € N, so dass
neN neN

ay > supa, — € bzw. ay < inf a,, + €.
neN neN

Dann gilt aber fiir alle m > N:

supa, — € < ay < a,, < supa, bzw. inf a, < a,, < ay < inf a,, + €.

Dann gilt aber auch |a,, — sup a,| < € bzw. |a,, — inf a,| < €.
neN neN

(ii) Sei (an)nen eine monoton wachsende (fallende) reelle unbeschrénkte Folge. Dann

gibt es fiir jedes b € R ein N € N, so dass ay > b bzw. ay < b gilt. Dann gilt

aber fur alle m > N auch a,, > ay > b bzw. a,, < ax < b. q.e.d.
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Anwendung 3.9. Fuxistenz und Konstruktion der k—-ten Wurzel. Fir alle a > 0 und
alle k € N\ {1} definieren wir die Folge (a,)nen rekursiv durch

a—ap\ ..
Qpr1 =an | 1+ fiir alle n € Ny.
k- ak

a—1

a0:1+ k‘

Fira =1 ist dann a, = 1 fir alle n € N. Fir a # 1 gilt fir allen € N

0 <a, < ag, Ay < Qp_1 und a < aﬁ.
Beweis durch vollstandige Induktion:

(i) Fiira > 0 und a # 1 ist —1 < —¢ < %% # 0. Wegen der Bernoulli-Ungleichung

giltkdann af = (1+“T’1)k > 1+ a—1 = a. Daraus folgt aber —1 < —% <
“—¢ < 0. Also gilt auch 0 < a; < ap und wegen der Bernoulli-Ungleichung:
0
kN k
k k a— ag k a4 — g
ay >ag | 1+ >ap 1+ k =a.
o ( kag ) " ( kaj )

(ii) Wir nehmen an es gilt fir n € N: 0 < a,, < a9, a, < a,_1 und a < a*. Dann folgt

~l1<—2< akf;,? < 0. Daraus folgt aber: 0 < a,+1 < a, und wegen der Bernoulli—
kN k
- .k k a—ay k a—ap\ _
Ungleichung: a, ., > a, (1 + et > > a, <1 +k Fak ) =a. q.e.d.

Die Folge (a,)nen ist also monoton fallend und beschrankt. Wegen dem Monotonie
Prinzip konvergiert sie dann. Sei b = lim a,,. Wir formulieren die Rekursionsgleichung
um zu

Ungy - kab™t = (k = 1)a" +a.
Bilden wir links und rechts den Grenzwert n — oo so erhalten wir
kb* = (k — 1)b* + a oder auch b* = a.

Also existiert eine Zahl b mit b* = a. Diese Folge konvergiert sehr schnell. AuBlerdem
sind fiir rationale a alle Folgenglieder rational.

Satz 3.10. (i) Fiir jede positive Zahl a > 0 und jede rationale Zahl r gibt es genau
eine positive Zahl a”.

(ii) Fir jede positive rationale Zahl r > 0 und 0 < a < b gilt auch 0 < a” < b".

(iii) Fir jede negative rationale Zahlr < 0 und 0 < a < b gilt auch 0 < b" < a’.
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Beweis:

(i) Fir r = 2 definieren wir a" = (v/a)”. Offenbar ist a” eine positive Losung der
Gleichungen (a")™ = a?" fir alle n € N. Wir zeigen jetzt, dass 0 < a < b
dquivalent ist zu 0 < @™ < b™ mit n € N. Denn fir n € N\ {1} gilt

V' —a" = (b—a)(b" 0" 20+ ..+ ba" 2+ a" ).

Also folgt aus 0 < a < b auch a” < b" und aus 0 < b < a auch a” < b". Also
ist fiir @ > 0 und b > 0 die Ungleichung a < b dquivalent zu der Ungleichung

a™ < b". Also gibt es fiir alle n € N und alle § > (0 genau eine positive Losung
1

a~"

der Gleichung y? = a?. Fiir r < 0 ist a" = die entsprechende positive Zahl.

(ii) Sei r = £ > 0. Dann ist 0 < a < b &quivalent zu 0 < a” < b” und das wiederum

dquivalent zu 0 < as < ba.
(iii) Seir = =% < 0. Dann folgt (iii) aus (ii) wegen (vi) Satz 2.13

Definition 3.11. (Teilfolge) Fine Teilfolge einer Folge (a,)nen ist eine Folge (by)men
von der Form b,, = a,,,, wobei 0 < ny < ng < ... eine streng wachsende Folge von
natirlichen Zahlen ist.

Z.B. hat die divergente Folge a, = (—1)" zwei konvergente Teilfolgen b,, = ag,, = 1
und ¢, = agma1 = —1.

Satz 3.12. (monotone Teilfolgen) Jede reelle Zahlenfolge enthilt eine monotone Teil-
folge.

Beweis: Sei (a,)nen eine reelle Folge und A die Menge

A ={n € N | a, > a, fir alle natiirliche Zahlen m > n}. Wenn A eine unendliche
Menge ist, dann sei n; < ny < ... eine Abzdhlung der Element von A. Die Teilfolge
by, = @y, ist dann monoton fallend. Wenn A eine endliche Menge ist besitzt es ein
Maximum N. Dann gibt es also zu jedem n > N ein m > n, so dass a,, > a, ist.
Also definieren wir induktiv eine Teilfolge (by,)men, S0 dass by,y1 > by, gilt fiir alle
m € N. Diese Folge ist streng monoton steigend. Also enthélt (a,),en entweder eine
monoton fallende oder eine streng monoton steigende Folge. Umgekehrt gilt dann auch,
dass (a,)nen entweder eine monoton steigende oder eine streng monoton fallende Folge
enthélt. q.e.d.

Satz 3.13. (Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstraf$) Jede beschrinkte reelle Folge
besitzt eine konvergente Teilfolge.
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Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz besitzt jede Folge (a,)nen eine monotone
Teilfolge (b, )nen. Wenn die urspriingliche Folge beschrénkt ist, ist auch die Teilfolge
beschréankt. Diese konvergiert dann wegen dem Monotonieprinzip. q.e.d.

Korollar 3.14. Jede beschrinkte komplexe Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wegen max{|z|, |y|} < |z + wy| sind die reellen Folgen der Realteile und Ima-
ginérteile einer Komplexen beschréinkten Folge beschriankt. Wegen dem Auswahlrpinzip
von Bolzano—Weiertrafl besitzt dann die Folge der Realteile eine konvergente Teilfolge.
Die entsprechende Teilfoge der Imaginérteilte besitzt dann wieder wegen dem Auswahl-
prinzip eine konvergente Teilfolge. Wegen Satz 3.3 (ii) konvergiert die entsprechende
komplexe Teilfolge. q.e.d.

Definition 3.15. (Cauchy—Folge) Fine Folge (ay)nen heifft Cauchy—Folge, wenn es
fiir jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass fiir alle natirlichen Zahlen n,m > N gilt
|y, — am| < €.

Satz 3.16. (Kriterium von Cauchy) Fine Zahlenfolge konvergiert genau dann, wenn
sie eine Cauchy—Folge ist.

Beweis: Sei (a,),en eine konvergente Folge. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N,
so dass alle m > N die Ungleichung |a,, — lim a,| < § erfiillen. Also gilt auch fiir alle
m,l > N

| — ai| < lapm — lim a,| + | im a,, — q| <e.

Sei umgekehrt (a,)nen eine Cauchy—Folge. Dann gibt es ein N € N, so dass fir alle
m > N gilt |a, —ay| < 1, und damit auch |a,,| < |ay| + |am — an| < |ay| + 1.
Fir alle n € N gilt dann aber |a,| < max{|ai],...,|an—1],|an| + 1} Deshalb ist die
Folge a,, beschriankt und besitzt wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstraf3
eine konvergente Teilfolge (by,)nen. Sei a = nh_%lo b,. Dann gibt es fiir jedes ¢ > 0 zwei

natiirliche Zahlen N, M € N, so dass alle n,m > N die Ungleichung |a, — a,| < §
erfiillen und alle n > M die Ungleichung |b, — a| < 5. Weil aber (b,),en eine Teilfolge
von (ay,)nen ist, folgt fiir alle n > max{N, M} dann |a, — a| < |a, — b,| + |b, — a] < e.
q.e.d.

Es gilt sogar unter der Annahme der Axiome A1-A4, dass folgende Aussagen dqui-

valent sind:
Vollstiandigkeitsaxiom A5.
(i) aus dem Monotonieprinzip.

Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstraf3.



42 KAPITEL 3. ZAHLENFOLGEN

Jede Cauchy—Folge konvergiert.
Intervallschachtelungsprinzip.

Wir konnen die reellen Zahlen also auch auffassen als folgende Aquivalenzklasse
von Cauchy-Folgen von rationalen Zahlen:
Zwei Cauchy—Folgen heiflen dquivalent, wenn ihre Differenz eine Nullfolge ist.

3.3 Haiufungspunkte

Definition 3.17. (Hdufungspunkt) Die Grenzwerte von konvergenten Teilfolgen hei-
Ben Hiufungspunkte. Bei reellen Teilfolgen sind zusdtzlich +o0o0 bzw. —oo Hdaufungs-
punkte, wenn es Teilfolgen mit diesen Grenzwerten gibt.

Satz 3.18. (Limes superior und Limes inferior) Ist die Menge der Hiufungspunk-
te einer reellen Folge nicht leer und nach oben (unten) beschrinkt, so besitzt sie ein
Mazimum (Minimum,).

Beweis: Wir nehmen an, dass die Menge der Haufungspunkte der Folge (a,,)nen nach
oben beschrankt ist. Sei a das Supremum der Haufungspunkte, dann gibt es fiir jedes
m € N einen Haufungspunkt b,, € (a — ﬁ, a]. Dann gibt es aber auch eine Teilfolge
(Cm)men von (ay)nen, die fur alle m € N ¢, — by,| < ﬁ erfiillt. Dann gilt aber fiir
alle m € N sogar |, — a| < |¢n — bp| + |by — a] < L. Also ist a ein Haufungspunkt
von (ay,)neny und damit ein Maximum aller dieser Haufungspunkte. Der Beweis fiir das
Minimum ist analog. q.e.d.

Definition 3.19. Fir eine nach oben (unten) beschrinkte reelle Folge heifft das Supre-

mum (bzw. Infimum) der Hiufungspunkte Limes superior bzw. inferior. Wir bezeichnen

es mit lima,, = 7}1—{20 sup a,, bzw. lima,, = nll_)Holo inf a,,.

Satz 3.20. (i) @ ist genau dann der Limes superior einer nach oben beschrinkten
reellen Folge (a,)nen, wenn fir alle € > 0 unendlich viele Elemente der Folge
a, > a — € erfillen, aber hichstens endlich viele a,, > @ + €.

(ii) a ist genau dann der Limes inferior einer nach unten beschrdnkten reellen Folge
(an)nen, wenn fir alle € > 0 unendlich viele Elemente a, < a + € erfillen, aber
héchstens endliche viele a,, < a — €.

Beweis: Wir beweisen wieder nur (i), weil (ii) analog zu beweisen ist. Sei (a,,)nen €ine
nach oben beschrinkte Folge. Wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano—Weiertraf} ist



3.4. BEISPIELE 43

jede untere Schranke einer Teilfolge von (a,),en auch ein untere Schranke von minde-
stens einen H&ufungspunkt. Also ist die Charkerisierung der Zahl @ in (i) dquivalent
dazu, dass alle Zahlen, die grofer sind als @ auch obere Schranken der Haufungspunkte
von (a,)nen sind, aber @ selber ein Haufungspunkt von (a, ),y ist. Dann ist @ aber der
maximale Haufungspunkt. q.e.d.

Korollar 3.21. Eine reelle Folge konvergiert genau dann, wenn sie beschrankt ist und
wenn lima,, = lima,,.

Weil lima,, und lima,, das Maximum und das Minimum der Haufungspunkte sind, ist
die Bedingung lima,, = lima,, dquivalent zu der Bedingung, dass es nur einen Haufungs-
punkt gibt.

Beweis: Wenn (a,,),en beschrinkt ist und lima,, = lima,, = a gilt, dann folgt aus dem
vorangehenden Satz, dass es fiir jedes € > 0 ein N gibt, so dass fiir alle n > N gilt
lima,, — € < a, < lima, + . Also gilt auch |a, — a| < € und (a,),en konvergiert gegen
a.

Wenn umgekehrt (a,),en konvergiert, dann konvergiert auch jede Teilfolge gegen a =
lim a,. Also besitzt (a,)ney nur einen Hiufungspunkt und es gilt lima,, = lima,, = a.

q.e.d.
Korollar 3.22. Seien (a,)nen und (by)nen nach unten (oben) beschrinkte reelle Folgen,
die fiir allen € N a, < b, erfillen. Dann gilt lima,, < limb,, bzw. lima,, < limb,,.

Beweis: Sei (d,)nen eine Teilfolge von (b, )nen, die gegen limb, (bzw. (¢,)nen eine
Teilfolge von lima, die gegen lima,) konvergiert. Dann gibt es eine Teilfolge (¢, )nen
von (¢p)nen (bzw. (dp)nen von (by)nen), die fiir alle n € N auch ¢, < d, erfiillt. Diese
Teilfolge ist beschrankt und besitzt eine konvergente Teilfolge. Wir koénnen also ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass (¢, )nen (bzw. (d,)nen) konvergiert.
Dann ist aber lim ¢, ein Haufungspunkt von (a,),en (bzw. nhrglo d, ein Hafungspunkt

n—oo

von (by)nen). Also gilt lima,, < lim ¢, < lim d,, < limb,. q.e.d.

n—oo n—oo

3.4 Beispiele

(i) Fiir alle z € Cist lim % = 0.
Beweis: Wegen dem Satz von Archimedes—Endoxes gibt es ein N € N mit |z| < N.
Dann gilt fiir alle n > N

R ] Y (lfﬂ!)n_N_l 2| _ oM

xn

nl|” NI (N+1)---n = NI \ N

WEeil aber % eine Nullfolge ist, konvergiert dann }‘%‘ auch gegen Null. q.e.d.
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(ii)* Fiir alle positiven rationalen Zahlen r > 0 gilt lim — = 0.

T
n—oo

Beweis*: Nach dem Satz von Archimedes-Endoxos, gibt es fiir alle ¢ > 0 ein N € N

mit N > 2. Dann gilt aber fiir alle n > N auch n—lr < % < €. Also konvergiert n—lr

nach Null. q.e.d.

(iii) Fir alle z € RT gilt lim /z = 1.

Beweis: Sei zunéichst # > 1. Sei also y, = /r — 1 > 0. Wegen der Bernoulli-
Ungleichung gilt dann z = (1 + y,)" > 1 + ny,. Daraus folgt 0 < y, < xn;l Dann
konvergiert y, aber gegen Null. lim {/x =1+ lim y, = 1. Sei jetzt 0 < x < 1. Dann

TL—)(iO
ist L > 1. Also gilt lim /z = ——— = 1. q.e.d.
’ e lim ¢/2%

n—oo z

Binomische Formel* 3.23. Fliir alle n € N und alle Zahlen x,y € K gilt

n __ - n k. n—k . n - n' .
(z+y) —Z(k)xy , wober <k>—mund0!—l.

k=0
Beweis*: durch vollstandige Induktion:

(i) Offenbar ist ((1]) = (1) = 1, und die Binomische Formel ist fiir n = 1 richtig.

(ii) Wenn die Binomische Formel fiir n € N gilt, dann folgt

- n
@ = @t =X ()
k=0
n+1 n n n
_ Z xkyn-i-l—k_i_Z( )mkyn-&-l—k
(o) 3

n! n!
_ | T A R PV RS B
Z( Amsi—gy Tt )k!(n+1—k)!>my

Also gilt sie auch fiir n + 1. q.e.d.

(iv) lim {/n=1.
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Beweis: Sei y, = /n — 1 > 0. Wegen der Binomischen Formel gilt fiir alle n € N

n - n
—(nr - (1 no__ k
n= ()" =+ = 3 (1 )oh
k=0
Dann folgt aber fiir alle n > 2:
-1 2 2
nzl—i—n(n )yi<:>yn§—<:>yn§ —.
2 n n
Also ist y, eine Nullfolge. q.e.d.

(v) lim /n! = oco.

BeweiS' Wegen (i) gibt es fiir alle € R ein N, so dass fiir alle n > N gilt £ < 1.

\ﬁ <1e z < ¥nl. Also folgt lim V/n! = co. q.e.d.

Satz 3.24. Sei (ay)nen €ine positive Folge, dann gilt

lim (“nﬂ) < i/ T v/a- < T (“"“) |

Qn Qn

Wenn die Folge v/a, also eine Hiufungspunkt hat, dann hat die Folge %:1 auch einen
Hiufungspunkt. Und wenn gilt lim (a”“> < 00 dann gilt auch lim {/a, < co.

Beweis: Wenn lim <a"“> = 0 ist, ist die Aussage trivial. Wir nehmen also an, dass

es ein a > 0 gibt, so dass fiir alle 0 < € < a ein N € N gibt, so dass alle n > N auch
fntl > g — € erfiillen. Dann gilt fiir alle n > N

an

Gn _ 0Ny O N s (07

ayn ay  Qp_q (a —

= fa, > ¢ (a_E>N-(a—e).

Wegen (iii) gilt dann aber lim /a,, > (a—¢). Weil dies aber fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt auch
lim /a,, > a. Also ist lim {/a, > a nicht kleiner als der kleinste Haufungspunnkt von
il Fiir die Folge (a;,") Va !t =lim (:l/an)_l. We-
@ Satz 2.13 (vi) und Satz 3.5 (iv) ist aber fiir jede positive Folge (b, )nen (limb 1) ™" =
limb,,. Also folgt die zweite Ungleichung aus Satz 2.13 (vi). q.e.d.
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Die Folge (Z E) ist streng monoton wachsend und beschrénkt, weil fir n > 3
neN

k=0
gilt
551 2+”*1 1 _2+"1<1 1 >
' _ 1
2kl —~ k(k+1) —~\k k+1
n—1 n
1 1 1
< 2 S N
T2y P
k=1 k=2

Also konvergiert diese Folge. Der Grenzwert heifit Eulersche Zahl e € (2, 3).
(vi) lim (1+1)" =e.
Beweis: Wegen der Binomischen Formel gilt

() - (- teten s

k=0 k=0

Also gilt (1 + %)n <> % < e. Offenbar ist aber fir alle £k € N
k=0

Also gilt auch fiir alle m € N

Weil aber sup (Z %) = e gilt folgt dann e < li_rn(l + %)n < lim (1 + %)n < e und
meN \k=0

damit auch lim (1 + %)n =e. q.e.d.

n—oo

i) Jim, ¢

= €.

Beweis: Sei (a,)nen die Folge ;. Dann gilt il — ((7:;11);: = (1+1)" Es gilt aber

lim 2+ = ¢ und lim -%2- = 1 Dann folgt aus dem vorangehenden Satz e < lim -
n—oo 4n n—oo 4n+l1 € Vn!
und 1 < lim¥" Daraus folgt dann: e < lim—-~= < lim-%~= < e und dann auch
Sl ] il O
nh_)nolo v S e q.e.d.



Kapitel 4

Reihen

4.1 Konvergenzkriterien

Definition 4.1. Sei (a,)nen eine Folge. Dann heifit die Folge (Sy)nen mit s, = Y a;
j=1

die zu (an)nen gehdrende Reihe. Diese Folge bezeichnen wir mit () ay),cn-

Wenn die Reihe (3 a,,),, oy konvergiert, dann bezeichnen wir den Grenzwert mit

lim Y a; =) a, =) a,. Analog definieren wir »_ a, = lim ) a;.
7j=1 n=1

o0 ¢ oo
n—00 = neN n=m =00 j=m

Beispiel 4.2. (i) Geometrische Reihe (> q")

1

S = 1_1‘1_nq+ . Dann folgt aus dem letzten Abschnitt
j=0

Fiir ¢ # 1 hatten wir berechnet:

n€eNg *

> 1
Fir <1 ist ( ") konvergent: "=
gl 20" g D= p

Fiir > 1 gst ( ") divergent.
| > >_d") . divers

Fiir reelles ¢ > 1 st < ") divergent: " = oo0.
q> > d") . divers ;q
(ii) Zeta Funktion ((s) = Y. = ist der Grenzwert (wenn er existiert) der Reihe
n=1

(Z #)%N. Zundchst ist diese Reihe nur fir alle rationalen Zahlen s € Q de-
finiert. Firs =1 ist (} #)%N divergent.

47
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Beweis: Diese Reihe ist monoton wachsend. Also ist nur die Frage, ob sie beschrankt

1 1
ist oder nicht. Fiir alle n € N gilt aber + + ... > — >~ Also
n + 1 n+ 2 n + n- 2n = 2

sind fiir alle n € Ny jeweils die Summen Z =1+ Z Z - > 1+ 5 Dann gilt

m= 1] om— 1+1']

o0

1
aber E — = 0. q.e.d.
n
n=1

(iii) Fur alle k € N ist die Reihe (Z m> konvergent und es gilt
neN

1 _ 1
El n(nt)—(ntk)  kkl

Beweis:

i 1 | n+k—n
Zn(n+1)---(n+k) = ZEn(nH)---(mk)

1 (& 1 i 1

B E(;n '(n+k—1)_; (n—l—k—l))
1/1 1

- %(E‘(mﬂ).- (m+k))

1

m+1)---(m+ k)
Wenn wir das Cauchy—Krlterlum und das Monotonieprinzip auf Reihen anwenden,
so erhalten wir:

Die Folge

— konvergiert aber gegen Null. q.e.d.

Satz 4.3. (Cauchy-Kriterium fir Reihen) Die Reihe () ay)

konvergiert genau

m
> aj

Jj=n

neN

dann, wenn es fir jedes € > 0 ein N gibt, so dass fir alle m > n > N gilt < €.

Satz 4.4. (Monotonieprinzip fiir Reihen) Sei (a,)nen €ine Folge von nicht negativen
Zahlen. Dann konvergiert die Rezhe O an) nen genau dann, wenn sie beschrinkt ist.

Fiir den Grenzwert gilt dann Z G, = sup Z Q. q.e.d.

n—1 mEN

Definition 4.5. (absolut konvergent) Die Reihe (3 ay)
wenn die Reihe (D |ayl), ey konvergiert.

nen heifSt absolut konvergent,
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m
SZMH"

n=1

[e's)
>_an

n=1
>4

m
< Z la;|. Also ist
j=n =

]_
die Reihe einer absolut konvergenten Reihe eine Cauchyfolge und konvergiert. Insbe-

>,

n=1

< Z |- q.e.d.

Aus dem Monotome Prinzip und Satz 3.5 folgt das

Satz 4.6. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert. Und es gilt

m

Beweis: Aus der Dreieckungleichung folgt fiir alle m > n

sondere gilt fiir alle m € N auch < Z |a,,|. Dann erfiillen auch die Grenzwerte

n=1

Satz 4.7. (Majoranten Kriterium) Die Folgen von nicht negativen Zahlen (a,)nen
und (by)nen erfillen fir alle n € N b, < a,.

(i) Wenn auflerdem (Y an), oy konvergiert, dann konvergiert auch (3 by)

n/neN
(ii) Wenn auflerdem () by), oy divergiert, dann gilt Z b, = Z a, = 00. q.e.d.
=1 n=1

Beispiel 4.8. Fiir alle n,k € N st (n+1i)k+1 < n--.(711+k)' Also folgt aus der Konvergenz
von (Z m> auch die Konvergenz von (3 —r HeN

Satz 4.9. (Wurzeltest) Sei (an)nen eine Folge und sei o = lim {/|ay,|.
(i) Falls o < 1, dann konvergiert (3 an), oy absolut.

(ii) Falls o > 1, dann divergiert (Y ay),, -

Im Fall lim {/|a,| = 1 kann die Reihe (3" a,,) nen Sowohl konvergent als auch diver-
gent sein. Soist z.B. lim {/= =1= lim ,/ . Aber die Reihe (Z ) ey ist divergent,

n—oo n—oo

wihrend die Reihe (3 —) konvergent ist.
Beweis:

(i) Sei @ < 1. Dann gibt es fiir jedes @ < [ < 1 aufgrund von Satz 3.20 (i) ein
N € N, so dass fiir alle n > N gilt {/|a,| < 5 < |a,| < 5" Weil aber (3 57)
konvergiert ist dann auch (3 a,),, oy absolut konvergent.

neN
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(ii) Sei o > 1. Dann gibt es wieder aufgrund von Satz 3.20 (i) unendlich viele {/|a,| >
1. Also kann die Folge (|a,|)nen nicht gegen Null konvergieren. Dann ist aber die
Reihe (Y an), oy keine Cauchyfolge, also divergent. q.e.d.

Satz 4.10. (Ezponentialfunktion:) Fir alle v € K definieren wir

o0

exp(z) : K — K,z — exp(x Zx—|=1+z%
n=1 "

n=0

Aufgrund des Beispiels (v) im letzten Kapitel ist lim /n! = oo. Also gilt auch

n—oo

tim {12 12—
n—oo n! n—oo n!
Deshalb konvergiert die Reihe (Z n) neNg absolut.

ﬂ+1
an .

Satz 4.11. (Quotiententest) Sei (a,)nen eine Folge und sei o = lim

(i) Falls oo < 1, dann konvergiert (3 an), ey absolut.

(ii) Falls es ein N € N gibt, so dass alle n > N auch
divergieren (Y an),en und (3 |an|),en-

An41
an

> 1 erfiillen, dann

Beweis:

. — la, +1 ,
(i) Wegen der Ungleichung lim+/|a,| < lim ‘a i folgt (i) aus dem Wurzeltext.
a

n

ii) Aus der Bedingung |“=| > 1 folgt |api1| = ni1) | _9n AN an| >
+
Qn, Ap—1 an
lan| > 0. Also ist |ay,| kelne Nullfolge und deshalb ist wieder die Reihe (3 as),,cn
keine Cauchyfolge. q.e.d.

Satz 4.12F (Cauchy’s Verdichtungssatz) Sei (an)nen €ine nicht negative monoton

fallende Folge. Dann konvergiert die Reihe () an), oy genau dann, wenn die Reihe

(D>-2"agn ), ey konvergiert.

Beweis™: Fiir allen € Nsei s, = Y_ a; und t, = Y 27ay;. Wegen der Monotonie von
j=1 =0

(an)nen gilt fiir alle j € N:

Aoi + 2511 + ... Fagirig < 2ja2j < 2((1/23’71_’_1 + A9i—141 + A9i—149 + ...+ CLQj)
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und fiir 5 = 0 gilt: a1 < a; < 2ay. Deshalb gilt fiir alle n € N
Sont1_1 <ty < 289n.

Also ist die Folge (¢,)nen genau dann nach oben beschriankt, wenn die Folge (s,)nen
nach oben beschréankt ist. q.e.d.
Die Reihe (3 %) oy ist fiir s € Q\ {0} genau dann konvergent, wenn die Reihe

(= <22:>s)neN = (),

konvergent ist, also genau dann, wenn s > 1. = Fiir alle s € Q mit s > 1 ist {(s) wohl
definiert.

Satz 4.13. (Alternierende Reihe von Leibniz) Sei (an)nen, eine monoton fallende
Nullfolge. Dann konvergiert (> (—1)"a,)

n€eNp

n

Beweis: Sei fiir alle n € Ny s, = > (—1)"a,. Dann folgt aus der Monotonie:

m=0

81§S3§...§82n+1§...§82n<...SSQSSO.

Also ist die Folge (s2,,+1)nen monoton wachsend und beschréankt und die Folge (S2,,)nen,
monoton fallend und beschrankt. Dann konvergieren aber beide Folgen und es gilt

lim sy, — hm Sons1 = — lim (—=1)*"ay, 1 = lim ag,11 =0
Also konvergiert die Reihe () (—1)"a, )neN q.e.d.
Damit ist also die Reihe ) C 1 = — Z " konvergent, wihrend sie nicht ab-
n=0

o0
. . 1 _
solut konvergiert, weil > T Q.
n—=

4.2 Dezimalbruchdarstellung von reellen Zahlen

Als Ziffern wahlen wir Z = {0,1,...,9} (bzw. {0,1,...,p—1}). Sei (2, )nen eine Folge
mit Werten in Z. Definiere die entsprechende Zahlenfolge (3 2y),, ¢y mit z, = 2= fiir
alle n € N. Dann ist () x,),.y nach dem Majorantenkriterium absolut konvergent,

weil lim ¢ pp%nl (hm V/p — 1) -5 = 5 Also definiert z = Z x,, eine reelle Zahl. Sei

n—oo n—oo

jetzt M die Menge aller Folgen M = {(zn)neN | (zn)neN konverglert nicht gegen p — 1}.
Dann ist die Abbildung M — [0, 1), (2,)nen — Z Z= surjektiv und injektiv.
n=0
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Bemerkung 4.14. Wir hdtten auch fordern kénnen, dass (zp)nen nicht gegen Null
konvergiert, so haben ndamlich alle reellen Zahlen, deren Ziffernfolge gegen 0 konwver-

giert auch eine Dezimalbruchdarstellung, deren Ziffernfolge gegen 9 konvergiert, z.B.
£ =0,5000...=0,4999.. ..

Surjektiv: Seiz € [0,1). Dann definieren wir (2, ),en induktiv, so dass fir jedes n € N

n—1

z z zn +1 Zm Zn T 1 Zm

) " Zm .
gilt. Dann folgt aber auch 0 < x — — < —. Also gilt Z — = x. Weil aber

pm
m=1
) oN~ Pl p-1 1 .
fiir alle n € N gilt Z = —, gilt auch lim z, #p—1
S —— pm n+1 (1 _ ) pn n—00

Injektiv: Seien (z,)neny und (wy,)nen zwei Ziffernfolgen, mit Z Z —. Sei also

n € N der kleinste Index, so dass z, # w,. Weil aber gllt

m -1 p-1 1 -1 1 1
Z‘ w'<2p —pnﬂzp—mzl;ml_—;:—’

pn
m=n-+1 m=n+1 m=0 p

muss auch |z, —w,| <1 gelten. Sei also z, = w, + 1, dann muss fiir alle m > n
gelten w,, — z,, =p—1= 2, =0und w,, =p—1= lim w,, =p— 1. Also
m—0o0

gehort (wy,)pen nicht zu M. q.e.d.

4.3 Addition, Multiplikation,Umordnung

Aus dem Satz 3.5 folgt

Satz 4.15. (Rechenregeln fir Reihen) Die Reihen (Y an),cn und (3 bn),cn Seien
konvergent, dann konvergieren auch die Reihen

(Z(an + bn)>n6N und (Z )\an> . fiir alle A € K. q.e.d.
Definition 4.16. Gegeben seien die Reihen (3 an), ey, und (32 bn),en,- Dann heifit

die Reihe (Y cp),eny mit ¢ = Y apby_y fiir alle n € N das (Chauchy-)Produkt der

k=0
beiden Reihen.
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Diese Definition kommt von den Potenzreihen, die wir spéter kennenlernen wer-
den. Das Produkt der beiden Potenzreihen (3 a,2"), .y und (3 b,2"), oy ist dann
namlich die Potenzreihe (3 c,2™), o, d.h. wir haben alle Summanden des Produktes
mit gleichen Potenzen zusammengefasst.

Satz 4.17. (Konvergenz des Produktes) Wenn die Reihe () ay),, oy absolut konvergiert
und die Reihe () by), oy konvergiert, dann konvergiert auch das Produkt () cy),cn
der beiden Reihen. Wenn auch () by), o absolut konvergiert, dann konvergiert auch

(D= cn)pen absolut.

Beweis: Fiir alle n € N sei ¢,, = E apbp_p, A Z a, B, = Z b, und C,, = Z Cle.
Es gilt
Cn = aobo -+ ((Iobl + albo) + ...+ ((Iobn + ...+ anbo)
= CL()Bn + aan_l + ...+ anB()
= aO(B - ﬁn) + al(B - ﬁnfl) + ...+ an(B - ﬁO)
Hierbei ist B = lim B, = Z b, und 8, =B — B, = Z bi. Daraus ergibt sich

n—0o0 n=0 k=n+1
On = An -B — (aﬂﬁn + alﬁn—l + ...+ anﬁO)-

Also geniigt es zu zeigen, dass agf3, + ... + a,09 im Grenzwert n — oo gegen Null
konvergiert. Aufgrund der Voraussetzungen gibt es positive Zahlen «, 3 > 0, so dass
fiir alle n € Ny

Bal < Bund Y |ax| < a
k=0

und fiir alle € > 0 natiirliche Zahlen N, M, so dass fiir alle n > N gilt |3,] < 5> und
—1:

2Nﬁ

lagBy + ...+ anfol < |Boan+ ...+ By_1Gn_n11| + |ONCa-N + - .. + Brao
n—N

< Nﬁ W‘F_ZMHSG

Also konvergiert das Produkt der Reihen (3 ay), oy und (3 by,),, oy Wenn beide kon-
vergieren und eine absolut konvergiert. Wenn beide Reihen absolut konvergieren, dann
konvergiert auch das Produkt der Reihen (3 |anl), ey und (3 |by|),cn- Also ist auch
das Produkt absolut konvergent. q.e.d.
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Beispiel 4.18. Das Quadrat der Reihe (Z %) st micht konvergent, obwohl
n n€eNg

die Reihe als Beispiel einer alternierenden Rethe nach Leibniz konvergiert, aber nicht
absolut konvergiert. Die Koeffizienten des Quadrates sind gegeben durch:

iGN G VPR o 1
;0\//{—1—1\/71—/{4—1_(_1) kzz()\/k+1\/n—k+1

“ 1 u 1
E's qgilt aber > = 1. Also ist das Quadrat der
g ;\/k+1\/n—k:+l_§\/n+1\/n+l <
Reihe keine Cauchyfolge. q.e.d.

Satz 4.19. (Figenschaften der Exponentialfunktion)
(i) fir alle x,y € K gilt exp(z +y) = exp(x) exp(y).
(i) Fir alle z € R ist exp(z) > 0.

(iii) Fir alle z € R und alle r € Q ist exp(rz) = (exp(z)").

(iv) Fir alle x € C ist exp(Z) = exp(x).
(v) Fir alle x € R ist |exp(ur)| = 1.

Die Zahl exp(1) wird Eulersche Zahl genannt und mit e bezeichnet. Wegen (iii) gilt
dann fir alle r € Q: exp(r) = exp(r-1) =¢€".

Beweis:
(i) Wir hatten schon gesehen, dass die Reihe exp(z) = Y £ fiir alle 2 € K absolut
n=0
konvergiert. Dann ist das Produkt von exp(z) - exp(y) = > > ljig:];, Wegen

der Binomischen Formel gilt aber

(i) Wegen (i) gilt fiir alle 2 € R exp(z) = (exp (2))2 > 0. Wenn fiir ein z € R gilt
exp(z) = 0, dann folgt 1 = exp(0) = exp(—z) - exp(z) = 0. Widerspruch.

N
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(iii) Offenbar ist fiir allen € Nym € Z [exp (Mﬂ o exp(z - m) = [exp(z)]™. Also
n

gilt auch wegen (ii) exp (22) = [exp(z)] .

(iv) exp(z) = z—:o Z = > Lo = exp(x).
(v) Fir x € R gilt exp(ez)exp(x) = exp(ix) exp(—wzr) = 1. q.e.d.

Wir kénnen jetzt fir jede Zahl y > 0, fir die es ein = € R gibt, so dass y = exp(x)
gilt, und fir jedes z € R die Zahl y* = exp(zz) definieren. Wir werden spéter sehen,
dass wir so fiir alle y > 0 und alle z € R y* definieren konnen.

Definition 4.20. (Umordnen von Reihen) Sei T : N — N eine bijektive Abbildung
von den natirlichen Zahlen auf sich selber. Dann heifst die Reihe (Z aT(”))neN eine
Umordnung der Reihe (> ay)

neN”

Analog konnten wir auch die Umordnung von Folgen bilden. Letztere sind aber
weniger interessant, weil jede Umordnung einer konvergenten Folge wieder gegen den
gleichen Grenzwert konvergiert (Ubungsaufgabe). Dagegen gilt dies bei Reihen nicht.

Satz 4.21. Konwvergiert eine Reihe (Y ay), oy absolut, so konvergiert auch jede Um-

ordnung (Z aT(”))nGN absolut. In diesem Fall gilt dann Z ay, = Z Ar(n)-
n=1

n=1

Beweis: Sei also 7 eine gegebene bijektive Abbildung 7 : N — N. Wenn (3 ay),,cn
absolut konvergent, dann gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein NV € N, so dass fiir alle N <n <m

gilt: 3" |ax| < €. Dann gibt es aber auch ein M = max7'[{1,...,N}] € N, so dass

k=n
fir alle m > M gilt 7(m) > N. Dann folgt fiir alle m >n > M

m max 7[{n,n+1,...,m}]
Z ‘GT(M < Z |ag| <e.
k=n k=min 7[{n,n+1,...,m}|

Also ist (> |a7(n)|)n oy €ine Cauchyfolge und die Umordnung konvergiert absolut.

Dann konvergiert aber auch (Z aT("))neN' Mit denselben N und M in Abhéngigkeit
von € > 0 gilt dann aber auch

M N k=max 7[{1,... M}\{1,..,.N}
Sew-Yul=| Y als > lai<e
k=1 k=1 ker[{1,...M}\{1,..,.N} k=min 7[{1,...,M}\{1,..,.N}
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Weil es aber fiir jedes € > 0 solche N und M gibt, folgt dann dass eine Teilfolge der
Reihe (- aT(”))neN gegen den Grenzwert der Reihe (3 a,,), oy konvergiert. Weil die
erste Reihe konvergiert, gilt dann ) an =D .y @r(n)- q.e.d.

Satz 4.22. (Riemann) Sei () ayn), oy €ine konvergente reelle Reihe, die nicht absolut
konvergiert, und o < 8 zwesi reelle Zahlen. Dann gibt es eine Unordnung (Z aT("))neN’
die als Reihe beschrinkt ist und fir die o der Limes inferior der Reihe ist und 3 der
Limes superior. Wenn o # 3 konvergiert die Reihe also nicht.

Beweisskizze: Weil () ay), .y konvergiert, ist die Folge (an)nen eine Nullfolge. Wir
betrachten im folgenden die beiden Teilfolgen aller nichtnegativen Elemente (by,)nen
und aller negativen Elemente (¢, )nen-

1. Schritt: Weil (3" a,),,cy
beiden Reihen (3" by, )neny und (3 ¢p)nen und es gilt > b, = ocound > ¢, = —oo.
n=0 n=0

konvergiert, aber nicht absolut konvergiert, divergieren die

2. Schritt: Wir setzen die umgeordnete Folge abwechselnd jeweils der Reihe nach
aus den Folgen (b,)neny und (¢,)nen zusammen. Immer wenn die Summe aller
bisherigen Folgenglieder grofler ist als 3, dann fahren wir fort mit Folgengliedern
aus ¢,, und wenn die Summe aller bisherigen Folgenglieder kleiner ist als «,
dann fahren wir fort mit Folgengliedern aus b,. Wenn 0 € [, (] starten wir mit
Folgengliedern aus b,.

3. Schritt: Fiir jedes € > 0 gibt es ein N € N, so dass alle Summen ) a,q, fiir alle

k=1
n > Nin (o —¢€, [+ €) liegen. Die Reihe (Z aT(”))neN dieser Umordnung hat als
Limes inferior o und als Limes superior 5. Die Menge der Haufungspunkte dieser
Reihe ist sogar gleich [«, f3]. q.e.d.

Definition 4.23. Sei (a,)en, eine Folge, dann heifit (> a,x™)
Potenzreihe mit Koeffizienten (an)nen, -

nen, die entsprechende

Aus dem Wurzeltest folgt sofort

Satz 4.24. (Konvergenzradius von Potenzreihen) Seien (an)nen, die Koeffizienten der
Potenzreihe (3 ana™), oy, und sei o = lim{/|a,| und R = % (R = 0 fiir o« = oo und
R = oo fiira=0).

absolut.

(i) Fir |z| < R konvergiert (3 ant™), ey,

(ii) Fir |z| > R divergiert () a,a™)

neNg *
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o0
Wenn a < oo definiert also f: {r €e K| |z| < R} = K,z — Zanx” eine Potenzrei-

n=0

henfunktion. q.e.d.
Beispiel 4.25. (i) exp(z) _ix_" alsoa—m\"/l - =0=>R=00
o p— n! n! lim,, W '

(ii) (Zx") alsoa =1imV1=1= R=1. Fir|z|<1:Y a" =L

n€Np =0 11—z

" — /1 1
— l =lim{/—-=———F==1=R=1. Fi <1 al
(iii) (Z " )REN also « 1m\/; T U ir |x| also

konvergent, aber fir x = 1 divergent und fiir + = —1 konvergent (alternierende
Reihe von Leibniz).

) " — /1 1 2 ,
(iv) <Zﬁ>neN also a = lim 3= (m) =1=R=1 Fir|z|] <1

also konvergent und fir |x| > 1 divergent, aber fiir |x| = 1 auch konvergent.
Satz 4.26. (Figenschaften von Potenzreihenfunktionen)

(i) Seien (3 an®"), ey, und (3 0,2"), oy, Potenzreihen mit Konvergenzradius Ry bzw.
Ry. Dann konvergieren fir |x| < min{R;, Ry} die Summe (> (a, + b,)z")
und das Cauchy-Produkt () cha™), oy der beiden Potenzreihen und es gilt

n€Ng

Z(an + b,)x" = Z anx" + Z b,x" und Z cpx”t = <Z anx”> (Z bnx"> )
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
(i) Fir alle r < Ry gibt es ein M(r), so dass fir alle |x| < r gilt a,x™| < M(r).
n=0

(iii) Fir alle r < Ry und fir alle e > 0 gibt es ein N € N, so dass fir alle |z| < r gilt
) N
5 -3
n=0 n=0
(iv) Fir alle r < Ry gibt es ein L(r), so dass fir alle x,y mit |z| < r und |y| < r gilt

oo oo
E anx" — E any"

< €.

< L(r)x —y.
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Beweis:

(i) Folgt aus den Rechenregeln fiir Reihen und der Konvergenz des Cauchy Produktes.

(i) Fir |z| < r gilt Zanm Z |an|r™ = M(r) < oo.
n=0 n=0

(iii) Weil die Reihe )7 |a,|r™ absolut konvergiert gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N,
n=0

so dass gilt > |a,|r™ < e. Dann folgt aber fiir |z| <r
n=N

N-1 0o
" — E ax"| < g la,|r™ < e.
n=0 n=N

(iv) (a" —y") = (x—y) @+ 2" Py + .+ ay" ") Fir |z] < rund [y <7
folgt also |z" — y"| < |z — ylnr"~!. Weil aber gilt

T /] =T/ - 3/Jaa] = ( Tim /i) T §/Ja,] = T /o],

haben die Reihen (3 a,2"),, oy, und (357 - anz™"), o, den gleichen Konvergenz-
radius. Also gilt fir [z| <7 und |y| <7

[e.e] oo oo oo
Zan:v” - Zany" < Z lay||lz" — y"| < |z —y Z |an| - nr™ 1.
n=0 n=0 n=0 n=1

Wihle also L(r) = Y nla,|r"! < co. q.e.d.

n=1

Satz 4.27. (Identitissatz fiir Potenzreihenfunktionen)

o0
(i) Sei Y a,x™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, die nicht identisch

ver;chwmdet, dann gibt es ein 0 < r < R, so dass die Potenzrethenfunktion in
{z € K| |z| < r} hichstens endlich viele Nullstellen xy,...,zN hat.

(ii) Sei > anx™ eine Potenzreihenfunktion mit Konvergenzradius R > 0. Fiir alle x
n=0

o0
mit |zo| < R und alle n € Ny ist dann b, = Y (" +k)an+kxo < 00. Auferdem ist
k=0

der Konvergenzradius der Potenzreihenfunktion Z byx™ nicht kleiner als R— |x|

n=0
oo

und fir alle |z| < R — |x|o gilt auch > bya™ = > ay,(z + zo)".
n=0 n=0
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(iii) Seien Z anx" und Z b,x™ zwei Potenzreihenfunktionen, deren Konvergenzradi-
n=0 n=0

en grofier sind als v > 0. Falls {x € K | |z| < r} unendliche viele verschiedene
Elemente enthdlt, an denen die beiden Potenzreihenfunktionen tbereinstimmen

dann gilt a,, = b, fir alle n € Ny, d.h. sie stimmen als Potenzreihen tiberein
Beweis:

(i) Sei N € Ny der kleinste Index, so dass ay # 0. Wenn alle anderen Koeffizienten

(an)n>n verschwinden, hat die Potenzreihe nur Nullstellen bei x = 0. Andernfalls
gilt fiir alle 0 < r < R und alle |z| < r

oo [o.¢] o]
>t € 3 ol <™ (loreva?).
n=0

n=N+1 n=0

Also gilt fiir alle Nullstellen x,,, der Potenzreihenfunktionen

o
|aN| ’ |xm’N < |5(3m|N+1 (Z |an+N+1|7’n> .

n=0

Wenn |z,,| # 0 ist folgt daraus |ay| < |2,| (Z |an+N+1|7"”>. Also hat die Po-
n=0
tenzreihenfunktion keine Nullstelle auf

-1
o0
xeC| 0<|z|] <min] r |ay] (Z \anJrNH\r")

n=0
(ii) Fiir zp = 0 trivial. Sei 0 < |zo| = r < R. Dann ist fiir alle 0 < s < R —r die Reihe

ZWH Zzan( Jrtet <o

n=0 k=0
absolut summierbar. Dann gilt aber auch fiir alle n € Nj:

n+k g ny\ ,_
s Z |an+kl< ) < Z ]an|<k)r Fsk < o0
n=0 k=0

Also ist b, = > anyk (”Z’“)xg < oo fiir alle n € N. Wegen Satz 4.21 gilt fiir alle
k=0
N e Ny

N o) o n
Z s" Z | @] <n N k) rk < Z Z || <n) rksk < oo

n=0 k=0
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Also ist auch

D fbals™ <Y lanl(r+ 8)" < 00
n=0 n=0

Also ist > b,z™ fiir alle |x| < R —r konvergent, und der Konvergenzradius nicht
n=0
kleiner als R —r = R — |x¢|. Fiir || < R — |zo| und alle N, M € Nj gilt dann

N M " N+M N+M
anzw( ' )xg -3 et nr s Y aallel + bl
n=0 k=0 n=0 n=min{N,M}

Also folgt im Grenzwert M — oo

be —Z (an(x 4 20)" Zan| |z| + |zo])" < o0.
n=0 n=N

und im Grenzwert N — oo auch Z b,x" — Z an(x + )" = 0.

n=0 n=0

(iii) Sei (2, )men eine Folge von paarweise verschiedenen Nullstellen der Potenzreihen-
oo

funktion z — Z(an —by)z" in {x € K| |z| < r}. Dann hat die Folge (z,)men
n=0
einen Haufungspunkt xy mit |zo| < 7, und in jeder e-Umgebung von z, gibt es

unendlich viele verschiedene Folgenglieder. Sei R das Minimum der Konvergenzra-
dien von (> ap)nen, und (3 by)nen,- Dann hat aufgrund der Voraussetzung und
o0

wegen (ii) die Potenzreihe ) (a, — b,)(y + x0)", als Potenzreihe in y mindestens

n=0
den Konvergenzradius R —r > 0, und fiir alle 0 < ¢ < R —r unendlich viele Null-
stellen auf {y € C | |y| < €}. Also verschwindet wegen (i) diese Potenzreihe in y
identisch. Dann stimmen wegen (ii) die beiden Potenzreihen Z apx" undz byx"

=0
auf dem Gebiet {z € K| |z — z9| < R — r} iiberein. Also glbt es auch eine Fol-

ge (Tm), ey von paarweise verschiedenen Nullstellen von z — Z a, — by)x", die

n=0
gegen ein T mit |Zo| < max{r — (R—r),0} < r konvergiert. Induktiv folgt dann,
dass dassselbe auch fiir o = 0 gilt. Wegen (i) sind dann die beiden Potenzreihen

(>~ anx™)nen, und (D bpx™)pen, identisch. q.e.d.
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4.4 Sinus und Cosinus

Definition 4.28. Fiir alle z € K se:
_exp(ur) + exp(—r)
B 2

, _exp(ur) — exp(—r)
sin(z) = 5

cos(x)
Also gilt fiir reelle x
cos(x) = R(exp(wx)) sin(z) = S(exp(ux))
und fiir alle z € K die Eulersche Formel:
exp(wx) = cos(x) + ¢sin(z).
AuBlerdem gilt fiir alle z € K

_exp(2ux) + 2+ exp(—2ix)  exp(2x) — 2 + exp(—2wx)
- 4 B 4

cos® () + sin’(z) =1,

cos(—x) = cos(x) und sin(—z) = —sin(x).
Satz 4.29. (Additionstheorem) Fiir alle x,y € K gilt:
cos(z +y) = cos(z)cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(z +y) = sin(z)cos(y) + cos(x) sin(y)
Beweis: exp(1(z + y)) = exp(1x) exp(wy).
cos(z + y) + sin(z + y) = (cos(x) + 1sin(x))(cos(y) + 2sin(y))
= cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) + «(sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)).

Ersetzen wir x und y durch —x und —y und benutzen cos(—x) = cos(z) und sin(—x) =
—sin(z), dann erhalten wir

cos(z +y) —esin(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) siny — o(sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)).
Die Summe und die Differenz dieser beiden Gleichungen ergibt

cos(z +y) = cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y)

sin(x +y) = sin(z)cos(y) + cos(z)sin(y).

Durch Einsetzen von (z,y) und (z, —y) erhalten wir fiir alle z,y € K
2cos(x)cos(y) = cos(x+y) + cos(z — y)
2sin(z)sin(y) = cos(x —y) — cos(z + y)
2sin(z) cos(y) = sin(x +y) + sin(z — y)
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Satz 4.30. (Potenzreihen von Sinus und Cosinus)

00 e ' 00 p2k+1
cos(z) = ;0(_1)k(2k>! sin(x) = kZ:O(_l)k% T

Beweis: Weil 12 = —1 gilt fiir alle n € Ny ¢** = (—1)" und > = ¢(—1)". Also gilt
auch fiir alle z € K:

cos(z) — exp(1x) —|—2exp(—zsv) _ Z% ((zx)” N (—29‘5)"> _ Z(_l)k x '

21

sin(z) = exp(wr) — exp(—ur) _ f: 1 ((ZIB)" (—za:)”) > (1)} p2k+1



Kapitel 5

Stetige Funktionen auf metrischen
Riumen

5.1 Metrische Raume

Definition 5.1. (Metrik auf einer Menge X) Eine Metrik (oder Distanzfunktion) ist
eine Abbildung d : X x X — R, (x,y) — d(z,y) mit drei Eigenschaften

(i) d(z,y) >0 und d(z,y) =0< o =y (Positivitit)
(ii) d(z,y) =d(y,z) (Symmetrie)
(iii) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung)
fur alle x,y,z € X.
Wegen der Dreiecksungleichung gilt
d(z,y) < d(z,u) +d(u,y) < d(z,u) + d(u,v) + d(v,y)

Also gilt auch d(z,y) — d(u,v) < d(x,u) + d(v,y). Durch yertauschen (z,y) < (u,v)
und unter Benutzung der Symmetrie erhalten wir

d(u,v) —d(z,y) < d(z,u) + d(v,y) = |d(x,y) — d(u,v)| < d(z,u)+ d(v,y).

Wenn also x und u dicht beieinander liegen und y und v, dann ist der Abstand zwischen
x und y ungefihr gleich dem Abstand zwischen u und v. (Stetigkeit der Metrik)

0 P
Jirz =y die soge-

Beispiel 5.2. (i) auf jeder Menge X definiert d(z,y) = {1 fiir 2 #
tirx # vy

nannte diskrete Metrik.

63
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(ii) Auf R definiert d(x,y) = |x — y| eine Metrik.
(iii) Auf C definiert d(z,y) = |x — y| eine Metrik.

(iv) Auf jeder nicht leeren Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) definiert
die Einschrinkung von d auf A x A — R eine Metrik.

(v) Auf dem kartesischen Produkt zweier metrischer Raume definiert die Summe bei-
der Metriken eine Metrik.

(vi) Die Einschrinkung der Metrik (ii) auf die Vereinigung der inversen der natiirli-
chen Zahlen mit {0} definiert eine Metrik auf N = NU{oo} ~ {1 | n € N}U{0}:

— 1
In = m| d(oco,n) = d(n,00) =— d(co,00) =0 fir alle n,m € N.
nm n

d(n,m) =

Die Menge V' = R"™ bzw. C" aller reellen bzw. komplexen erfiillt mit (z1,...,x,) +
(Y1, yn) = (x1 +y1,..., 2y + y,) und 0 = (0,...,0) die Axiome Al. AuBerdem
besitzt sie eine Skalarmultiplikation

RxV —=>Vbaw. CxV = V(A (21,...,2,)) = A (21,...,2,) = (Ax1, ..., Azy).

Mit (A-p) - (21, ..., 2n) = Mpe- (21, ..., 2,)). Eine Menge mit Addition und Skalarmul-
tiplikation heifit (reeller bzw. komplexer) Vektorraum.

Definition 5.3. Eine Norm auf einem reellen bzw. komplexen Vektorraum V ist eine
Abbildung || - || : V — R,z + ||z|| mit folgenden 3 Eigenschaften:

(i) ||lz|]| > 0 und ||z|| = 0 & 2 =0 fir allex € V

(ii) [|A-z|| =M ||z|| fir A € R bzw. C und x € V

(iii) [z +yl <zl + |yl fir alle z,y € V

Satz 5.4. Jede Norm definiert durch d : V x V — R, (z,y) — ||z — yl||eine Metrik.
Beweis:

(i) folgt aus (i) der Definition einer Norm.

(ii) d(y, =) = ly =zl = [(=D(z =yl = [ = Ullz = y[ = [+ = yl| = d(z,y)

(iii) d(z,y) = [lv =yl <[l =2+ (z = )| < |z = 2| + ||z = yll = d(z, 2) + d(z, y)-

q.e.d.
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Definition 5.5. (Euklidische Norm und Metrik) Auf R"™ definiert

(@1, @) = VT2 + . 4 |z = /2 + ..+ a2
die euklidische Norm die entsprechende Metrik heifit dann euklidische Metrik.
Die Eigenschaft (iii) heit dabei Minkowski-Ungleichung:

V(T + )2+ .+ (@ + )2 < \/x$+...+xg+\/y%+...+yg.
Um diese zu beweisen zeigen wir zuerst die

Cauchy—Schwarz’sche Ungleichung 5.6.

|z | + o | yn] < \/x%+...+x%\/y%+...+y%

Beweis: Wegen |z;y;| = |zi| - |yi], 27 = |z;|> und y? = |y;|* geniigt es offenbar

Ty + .+ Ty < \/x%—i—...—l—x%\/y%—l—...—l—yg
zu zeigen. Das ist aber dquivalent zu

(@11 + o+ zayn)® < (2 Ty )
Fir y = (y1,...,yn) = 0 ist die Aussage trivial. Sei also y # 0.

2 n 2
Ty 4 . Ty
=3 (Hnyz - y)

T1Y1 + ... + TplYp

Huyux -

[y — [yl
- T1Y1 + .o+ Tln)?
1=1
on 2 . (T 4.+ TnYn)? 2 2
= llylP(lz]]* = (11 + - . . + zayn)*.
Also gilt z1y; + ... + 0 < |2|*]y]? q.e.d.

Beweis der Minkowski Ungleichung:

(14 y1)” + oA (@ + ) < ol + Il + 2(ziy + -+ 20yn)
<zl + Nyl + 2l - |yl < =] + lly]*

q.e.d.

Analog definiert ||(xy,...,2,)|| = V121 + ...+ 2,7, eine Norm auf C". Iden-

tifizieren wir die komplexen Zahlen C mit R? (Realteil und Imaginirteil), dann ist
C" ~ (R?)" ~ R?",
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Ubungsaufgabe 5.7. Die euklidische Norm auf R*" induziert durch diese Identifika-
tion auf C™ die Norm ||(z1,...,x,)|| = Vo121 + ... + 2, Zp.

Definition 5.8. (offene Kugel, Umgebung, offene Menge) FEine offene Kugel in (X, d)
mit Zentrum x € X und Radius v > 0 ist die Menge B(x,r) = {y € X|d(x,y) < r}.
FEine Umgebung eines Punktes x € X st eine Menge O C X, die eine Kugel B(x,r)
mit einem beliebigen v > 0 enthdlt. Eine offene Menge O C X st eine Teilmenge, die

eine Umgebung aller ihrer Punkte ist, d.h. fir alle x € O gibt es ein ¢ > 0, so dass
B(z,¢e) C O.

Beispiel 5.9. In R besteht die Kugel B(x,r) aus dem Intervall (x —r,x 4+ ). Im R"
besteht die Kugel B(x,r) aus allen Punkten, deren euklidischer Abstand zu x kleiner
st als r.

Alle offenen Kugeln B(x, r) sind offenbar Umgebungen von z. Sei y € B(x,r). Dann
ist d(z,y) <r.Sei z € B(y,r —d(z,y)). Dann gilt d(x, 2) < d(z,y) + d(y, z) < r. Also
gilt auch B(y,r — d(z,y)) C B(z,r). Deshalb ist sind die offenen Kugeln tatséchlich
offene Mengen.

Offenbar ist die beliebige Vereinigung von offenen Mengen wieder offen. Seien O
und O’ zwei offene Mengen und x C O N O’. Dann gibt es r > 0 und " > 0 so dass
B(z,7) C O und B(z,r") C O'. Also ist B(x, min{r,r'}) C B(z,r)NB(z,r") CONO'.
Also ist O N O offen. Damit ist auch die Schnittmenge von endlich vielen offenen
Mengen wieder offen.

Definition 5.10. (abgeschlossene Mengen, Abschluss) Die Komplemente von offe-
nen heiffen abgeschlossen. Der Abschluss A eine Menge A ist die Schnittmenge aller
abgeschlossenen Mengen, die A enthalten.

Wegen der Regel von de Morgan, sind beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen
von abgeschlossenen Mengen wieder abgeschlossen. Deshalb ist der Abschluss einer
beliebigen Menge wieder abgeschlossen und der Abschluss einer abgeschlossenen Menge
gleich der Menge. Offenbar gehort ein Punkt o genau dann zu dem Abschluss A, wenn
alle offenen Mengen, die x enthalten, einen nicht leeren Schnitt mit A haben. Dies
ist wiederum &aquivalent dazu, dass es fiir jedes n € N ein Element a, in der Kugel
B(z, %) N A gibt, oder auch dazu, dass es eine Folge in A gibt, die gegen = konvergiert.
Damit haben wir gezeigt:

Lemma 5.11. Der Abschluss einer Teilmenge eines metrischen Raumes besteht aus
allen Grenzwerten von Folgen innerhalb der Teilmenge. Und eine Teilmenge ist ge-
naw dann abgeschlossen, wenn die Grenzwerte von allen konvergenten Folgen in der
Teilmenge auch zu der Menge gehdren. q.e.d.
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5.2 Vollstindigkeit und Kompaktheit

Zunéchst verallgemeinern wir einige Aussagen iiber Zahlenfolge auf allgemeine Folgen
in metrischen Rdumen.

Definition 5.12. (Folgen und Cauchyfolgen) FEine Folge (z,)nen in einem metrischen
Raum (X, d) ist eine Abbildung von N nach X, mit n — x,. Eine Folge (x,)nen in
einem metrischen Raum (X, d) konvergiert gegen x € X, wenn es fir jedes ¢ > 0 ein
N € N gibt, so dass fir allen > N gilt d(z,,x) < €.

Fine Folge (,)nen heifit Cauchyfolge, wenn es fir jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass
fir alle n,m > N gilt d(x,, ) < €.

Wenn die Folge (z,).en gegen x konvergiert, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein

N € N, so dass fiir alle n,m > N gilt d(xy,,z) < § und d(z,,r) < §. Dann gilt aber

auch d(x,, xy) < d(z,,z) + d(x,z,,) < €. Damit haben wir gezeigt:

Satz 5.13. In einem metrischen Raum (X, d) ist jede konvergente Folge eine Cauchy-
folge. q.e.d.

Definition 5.14. FEin metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn auch jede Cau-
chyfolge konvergiert.

Wegen dem Vollstanidkgietsaxiom sind R™ und C” fiir alle n € N vollstandige metri-
sche Rdume. Wegen Lemma 5.11 ist jede abgeschlossene Teilmenge eines vollsténdigen
metrsischen Raumes wieder ein vollstdndiger metrischer Raum.

Ubungsaufgabe 5.15. Zeige in mehereren Schritten, dass sich jeder metrische Raum
(X,d) auf eindeutige Weise vervollstandigen lGft.

(i) Auf dem Raum aller Cauchyfolgen in (X, d) ist die Relation
(Tn)nen ~ (Yn)nen <= die reelle Folge (d(xp, Yn))nen konvergiert gegen Null.

eine Aquivalenzrelgtion ist. Die Menge der entsprechenden Aquivalenzklassen be-
zeichnen wir mit X.

(ii) Fir Cauchyfolgen (zn)nen; (Yn)nen existiert der Grenzwert A((2n)nen, (Yn)nen) =
lim d(z,,y,) und hdingt nur von den Aquivalenzklassen der Cauchyfolgen ab.

(iii) Die entsprechende Abbildung d: X x X = R definiert eine Metrik.

(iv) (X,d) ist ein vollstindiger metrischer Raum, ist.
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(v) Die konstanten Folgen definieren eine isometrische (mit beiden Metriken vertragli-
che) Abbildung X — X, und das Bild dieser Abbildung liegt dicht in X (d.h. der
Abschluss von dem Bild ist gleich X ).

WEeil jede reelle Zahl der Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen ist, sind
die reellen Zahlen die Vervollstédndigung des metrischen Raums der rationalen Zahlen.
Anstelle unserer axiomatischen Charakterisierung der reellen Zahlen kénnen wir also
die reellen Zahlen auch aus den rationalen Zahlen konstruieren als Aquivalenzklassen
von rationalen Cauchyfolgen.

Definition 5.16. (kompakt) Eine Teilmenge der offenen Mengen von (X,d), die X
iberdeckt, (d.h. jedes Element von X ist in mindestens einer der offenen Mengen ent-
halten) heifit offene Uberdeckung von X. Der metrische Raum heift kompakt, wenn
jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliberdeckung besitzt.

Satz 5.17. Fiir einen metrischen Raum (X, d) sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) (X,d) ist kompakt.
(ii) Jede Folge in (X,d) besitzt eine konvergente Teilfolge.

(iii) (X,d) ist vollstindig und fiir jedes ¢ > 0 besitzt (X,d) eine endliche Uberdeckung
mit offenen Kugeln vom Radius e.

Beweis: (i)=-(ii): Sei (2,)nen eine Folge ohne Haufungspunkt. Dann sind fiir allen € N
die Mengen F,, = {x,,|m > n} abgeschlossen, weil der Abschluss von jedem F;, gerade
aus der Vereinigung von F,, mit den Haufungspunkten von (z,),en besteht. Weil aber

der Schnitt () F, nur aus Haufungspunkten von (x,)n,en bestehen kann, bilden die
neN

Mengen (X \ F},)nen eine offene Uberdeckung von X . Offenbar ist aber der Schnitt von
endlich vielen Mengen der Mengen (F},),en nicht leer. Also besitzt die Uberdeckung
(X \ Fn)nen keine endliche Teiliiberdeckung.

(ii)=-(iii): Sei also (X,d) ein metrischer Raum, der (ii) erfiillt. Dann besitzt aber
jede Cauchyfolge (z,)nen einen Haufungspunkt x. Dann gibt es fiir jedes € > 0 eine
natiirliche Zahl N € N, so dass alle m,n > N auch d(z,,r,,) < § erfiillen. Weil z ein
Haufungspunkt ist, gibt es aber ein m > N, so dass d(z.,, ) < § gilt. Also gilt fiir alle
n > N auch

d(zp,z) < d(zp, Tp) + d(xm, ) < €.

Also konvergiert (z,)nen gegen @ und damit ist (X, d) vollsténdig. Sei € > 0 so gewdhlt,
dass es keine endliche Uberdeckung von X mit Kugeln vom Radius e gibt. Dann
konnen wir fiir jedes n € N eine Folge (z,,)men induktiv so definieren, dass z,,11 €
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X\ U B(x,, €). Die Folge (x,,)men erfiillt also fiir alle n # m € N d(z,, z,,) > €. Also

bestﬁzt sie keine Teilfolge, die eine Cauchyfolge ist, und damit auch keinen Haufungs-
punkt.

(iii)=(i): Wir nehmen an (X, d) erfiillt Bedingung (iii) und (Uy)ez sei eine Uber-
deckung von (X, d), die keine endliche Teilitberdeckung besitzt. Dann definieren wir
induktiv eine Folge (z,)nen, so dass die Kugeln B(x,,2™") keine endliche Teiliiber-
deckung von (Uy)xer besitzen und fiir alle n € N die Kugeln B(z,;1,2~ ™) und
B(2,,,27") nicht disjunkt sind. Weil namlich (X, d) eine endliche Uberdeckung von Ku-
geln vom Radius 2"tV besitzt, und weil B (2,27 ") keine endliche Teiliiberdeckung
von (Uy)aer besitzt, gibt es mindestens eine Kugel vom Radius 2~V die nichtleeren
Schnitt mit B(z,,2™") hat und keine endliche Teiliiberdeckung von (Uy)aer besitzt.
Weil aber

2 =1 1 il
d($n7xn+1)32_nund T;—m: _% =2 +7

ist die Folge (x,)nen eine Cauchyfolge. Der Grenzwert gehort dann zu einer Menge
(Ux)xer, und es gibt ein € > 0, so dass B(x,€) C U,. Fir geniigend groies m ist dann
w%? < ¢, und damit auch

B(,,,27™) C B(x,27™"?) C B(x,e).

Also besitzt eine Kugel B(z,,,2™™) eine endliche Teilitberdeckung von (Uy)aern. Wi-
derspruch. q.e.d.
Dieser Satz hat einige wichtige Folgerungen:

Korollar 5.18. (i) Kompakte Mengen eines metrischen Raums sind abgeschlossen.
(ii) Abgeschlossene Teilmengen einer kompakten Menge sind wieder kompakt.
Beweis:

(i) Kompakte Mengen sind vollstédndig, und stimmen mit ihrem Abschluss tiberein.

(ii) Abgeschlossene Teilmengen einer kompakten Menge erfiillen offenbar wieder die
Bedingung (ii) des vorangehenden Satzes. q.e.d.

Definition 5.19. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) heifst beschrinkt,
wenn fiir ein x € X, die Menge der Abstinde {d(x,y)|y € A} beschrinkt ist.

Wegen der Dreiecksungleichung ist diese Bedingung &dquivalent dazu, dass fiir alle
x € X die Menge der Absténde {d(z,y)|y € A} beschriankt sind, aber nicht uniform in
e X.
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Satz 5.20. (Heine-Borel) FEine Teilmenge A des metrischen Raumes (R", d) ist genau
dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrdnkt ist.

Beweis: Offenbar gilt fur alle z = (z1,...,2,) € R?
max{aal, 72l -, 2]} < al] < ] + 2] + ... + -

Deshalb sind fiir eine Folge in einer beschrinkten Teilmenge A C R™ alle entsprechen-
den Koordinatenfolgen beschrinkt und besitzen konvergente Teilfolgen. Dann besitzt
auch die Folge in A eine konvergente Teilfolge. Also erfiillt eine abeschlossene be-
schriankte Teilmenge A C R" die Bedingung (ii) von Satz 5.17. Umgekehrt enthilt eine
unbeschriankte Teilmenge A C R" eine Folge (x,)nen, so dass fiir alle z € X die Folge
d(x,x,) gegen oo konvergiert. Eine solche Folge kann keinen Haufungspunkt haben.
q.e.d.

Beispiel 5.21. (i) Die Intervalle [a,b] sind kompakt. Weil jede beschrinkte Teilmenge
von R eine Folge enthdlt, die gegen das Supremum bzw. Infimum der Menge
konvergiert, enthdlt jede kompakte Menge auch das Supremum und Infimum und
besitzt damit ein Minimum und ein Mazimum.

(ii) N aus Beispiel (vi) ist kompakt.

(iii) Sei (an)nen konvergent mit Grenzwert a. Dann ist {a} U {a,|n € N} kompakt.

5.3 Stetigkeit

Definition 5.22. Eine Abbildung f : X — Y,z — f(x) von einem metrischen Raum
(X,d) in den metrischen Raum (Y,d) heifit stetig in dem Punkt x € X, wenn es
fir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass alle y € X, die d(z,y) < 0 erillen, auch
d(f(x), f(y)) < e erfillen. Die Abbildung f heifit stetig, wenn sie in allen Punkten von
X stetig ist.

Stetig im Punkt z heifit also, dass alle Punkte, die sehr nahe bei x liegen, auf Werte
abgebildet werden, die sehr nahe bei f(x) liegen.

Satz 5.23. Fiir eine Abbildung f : X — Y, x — f(x) zwischen den metrischen Riumen
(X, d) und (Y, d) ist folgendes dquivalent:

(i) f ist stetig in x.

(ii) Das Urbild jeder Umgebung von f(x) ist eine Umgebung von x.
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(iii) Fir jede Folge (xp)nen in (X, d), die gegen x konvergiert, konvergiert auch die
Folge (f(zn))nen gegen f(z).

Beweis: (i)<(ii): Die Umgebungen von z sind gerade die Mengen, die eine §-Kugel
um z enthalten. Also ist (ii) Aquivalent zu der Aussage, dass das Urbild jeder e-Kugel
um f(z) eine §-Kugel um z enthélt. Diese Aussage ist nur eine Umformulierung von
(1).

(ii)<(iii): Die Folgen (x,)nen und (f(zn))nen konvergieren genau dann gegen x bzw.
f(z), wenn jede Umgebung von = bzw. f(x) alle bis auf endlich viele Folgenglieder
enthélt. Wenn also (z,,),en gegen x konvergiert und f (ii) erfiillt, dann konvergiert also
auch (f(x,))nen gegen f(x). Also folgt aus (ii) auch (iii). Wenn es umgekehrt eine e-
Kugel von f(x) gibt, deren Urbild keine §-Kugel von z enthilt, dann gibt es eine Folge
(Zp)nen von Punkten z,, € B (m, %), so dass die Folge der entsprechenden Werte f(x,,)
im Komplement dieser e-Kugel von f(z) liegt: f(z,) & B(f(z),€). Also konvergiert
(Zn)nen gegen x aber f(x,) nicht gegen f(x). q.e.d.

Korollar 5.24. Fir eine Funktion f : X — Y zwischen den metrischen Rdumen
(X,d) und (Y, d) ist folgendes dquivalent:

(1) f ist stetig.

(ii) Das Bild (f(zn))nen jeder konvergenten Folge (xy,)nen ist konvergent und es gilt

n—oo

(iii) Das Urbild jeder offenen Menge ist offen.

(iv) Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge ist abgeschlossen.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz ist (i) und (ii) dquivalent. Weil eine Menge
genau dann offen ist, wenn sie eine Umgebung von allen ihren Punkten ist, zeigt der
vorangehende Satz, dass aus (i) bzw. (ii) auch (iii) folgt. Weil jede Umgebung eines
Punktes auch eine offene Umgebung des Punktes enthélt, folgt wieder wegen dem
vorangehenden Satz aus (iii) auch (i) bzw. (ii). Weil nun die abgeschlossenen Mengen
gerade die Komplemente der offenen Mengen sind und das Urbild eines Komplementes
gerade gleich dem Komplement des Urbildes ist, ist (iii) zu (iv) dquivalent. q.e.d.

Korollar 5.25. Die Komposition zweier stetiger Abbildungen ist stetig. Die analoge
punktweise Aussage gilt auch.

Beweis: Benutze die Aquivalenz zwischen (i) und (iii) im vorangehenden Korollar und
die Gleichung

(fog) (Al =g [F Al
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Korollar 5.26. Das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung ist
kompakt.

Beweis: Sei f: X — Y,z — f(x) eine stetige Abbildung und A C X eine kompakte
Menge. Dann ist das Urbild einer beliebig offenen Uberdeckung von dem Bild

flAl={y € Y|Izr € Amit f(z) =y}

eine offene Uberdeckung von A. Diese besitzt, wenn A kompakt ist, eine endliche
Teiliiberdeckung. Also besitzt jede offene Uberdeckung von f[A] eine endliche Teiliiber-
deckung und f[A] ist kompakt. q.e.d.

Korollar 5.27. Sei f eine bijektive stetige Abbildung von einem kompakten metrischen
Raum (X, d) auf einen metrischen Raum (Y,d). Dann ist die Umkehrabbildung stetig.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Korollar ist das Bild f[X] = Y kompakt. Weil
aber wegen Korollar 5.17 eine Teilmenge eines kompakten metrischen Raumes genau
dann abgeschlossen ist, wenn sie kompakt ist, folgt die Aussage aus dem vorangehenden
Korollar und der Charakterisierung (iv) im Korollar iiber stetige Abbildungen. q.e.d.

Beispiel 5.28. (i) Aufjedem metrischen Raum ist die identische Abbildungidx stetig.
(ii) Die konstante Abbildung, die alle x € X auf einen Punkt y abbildet ist stetig.
(iii) Mit der entsprechenden Metrik auf X x X istd: X x X — R stetig.
(iv) Aus den Rechenregeln fiir Folgen folgt, dass die Abbildungen
+: KxK—-K(z,y) —x+y T KxK—=K(z,y)—z-y
stetig sind. Das gilt auch fiir die Abbildungen
—:K— Kz — —x und LK\ {0} — K\ {0}, 2 27t

(v) Eine Folge (a,)nen lift sich genau dann zu einer stetigen Abbildung von N nach
K fortsetzten, wenn sie konvergiert. oo wird dann auf lim a, abgebildet.

Definition 5.29. (Gleichmdssige Stetigkeit, Lipschitz—Stetigkeit) FEine Abbildung f :
X — Y,z — f(x) zwischen metrischen Rdaumen heifst gleichmdfiig stetig auf einer
Teilmenge A C X ,wenn es fir alle ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass fir alle x,y € A mit
d(z,y) < 6 auch d(f(x), f(y)) < € gilt.

Die Abbildung heif$t Lipschitzstetig auf A, wenn es eine Konstante L > 0(Lipschitz-
Konstante) gibt, so dass fir alle v,y € A gilt d(f(x), f(y)) < Ld(x,y). Offenbar ist
jede Lipschitzstetige Abbildung auch gleichmdflig stetig und jede gleichmdfSig stetige
Abbildung auch stetig. Es gilt auch folgende Umkehrung:
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Satz 5.30. Sei f : X — Y,z — f(x) eine stetige Abbildung zwischen metrischen
Rdaumen. Dann ist f auf jeder kompakten Menge A auch gleichmdfsig stetig.

Auf kompakten Mengen ist also eine Abbildung genau dann stetig, wenn sie gleich-
méBig stetig ist.
Beweis: Sei also f: X — Y,z — f(x) stetig und A C X kompakt. Dann gibt es fiir
jedes € > 0 und jedes x € A ein 0(x), so dass aus d(z,y) < d(x) auch d(f(z), f(y)) < 5
folgt. Wir wihlen also eine endliche Teiliiberdeckung von der offenen Uberdeckung
{B(z,0(x)/2)|x € A} von A. Sei 6 das Minimum der Radien dieser endlichen Teiliiber-
deckung. Dann gibt es fiir alle y,z € A mit d(y,z) < § eine Kugel B(x,d(x)/2) der
endlichen Teiliiberdeckung mit y € B(z,d(x)/2). Dann folgt

d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) < @ + @ = 0(x).

Also gilt y, z € B(x,0(z)). Dann folgt aber

d(f(y), f(2)) < d(f(x), f(y)) +d(f(x), f(2)) <e.

Also ist f gleichméfBig stetig. q.e.d.
Zum Abschluss dieses Abschnittes beweisen wir einen der wichtigsten Sétze der
Analysis:

Banachscher Fixpunktsatz 5.31. Sei f : X — X eine Lipschitzstetige Abbildung
eines vollstindigen metrischen Raumes auf sich selber mit Lipschitz-Konstante L < 1.
Dann hat | genau einen Fizpunkt: x € X mit f(zx) = z.

Beweis: Sei 1y € X beliebig und fiir alle n € N z,, induktiv definiert durch x, =
f(zn_1). Dann gilt

d(xp, Tpe1) = d(f(2n-1), f(xn)) < Ld(xy—1, 2,) < L™d(x0, 27).
Mit der Dreieckungleichung folgt dann fiir n < m

A(Tp, ) < d(xp, Tpr1) + ..+ d(Tpm_1, Tm)
< (Ln + ...+ mel)d(:co,xl)

1 [ L
n___ - <
T Ywon) s

L

d($0, iL'l)

Also ist (z,,)nen eine Cauchyfolge und es existiert = lim x,. Aus der Stetigkeit von

f folgt dann f(z) = lim f(z,) = lim x,,; = x. Also ist z ein Fixpunkt. Ist y € X ein
zweiter Fixpunkt, so gilt d(z,y) = d(f(z), f(y)) < L-d(x,y). Wegen 0 < L < 1 folgt
dann (1 — L)d(z,y) < 0 oder auch d(x,y) = 0. Also gilt z = y. q.e.d.
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5.4 Stetige Funktionen

In diesem Abschnitt sei (X, d) ein metrischer Raum und (K, d) entweder der Korper
der reellen oder der komplexen Zahlen mit den entsprechenden Metriken. Zunéchst
betrachten wir die Menge aller K-wertigen (nicht unbedingt stetigen) Funktionen auf X.
Solche Funktionen f, g konnen wir punktweise miteinander addieren und multiplizieren
und wir konnen sie mit Elementen A\ € K multiplizieren:

frg:X =K z=fl@)+g@), [f9X-K  wefl@) g)
A X =K, z =M f(z).

Die Addition erfiillt offenbar die Axiome Al und die Multiplikation die Axiome A2,
bis auf die Existenz der Inversen. Das Inverse einer Funktion f existiert offenbar nur,
wenn f(x) # 0 fir alle z € X. Indem wir die Elemente von K mit den entsprechenden
konstanten Funktionen auf X identifizieren, wird die Multiplikation mit Elementen von
K zu einem Spezialfall der Multiplikation von Funktionen. Der Raum aller Funktionen
von X nach K wird dadurch zu einer Algebra.

Definition 5.32. Eine Folge von Funktionen (f,)nen auf der Menge X heifst

punktweise konvergent, wenn die Folgen (f,(x))nen fir jedes x € X konvergieren.
Die Grenzwerte definieren wieder eine Funktion f :x — K,z +— lim f,(x).

gleichmiBig konvergent, wenn es eine Funktion f: X — K,z +— f(z) gibt, und fir
alle e >0 ein N € N, so dass firn > N und x € X auch gilt |f,(x) — f(x)| <.

Offenbar ist jede gleichméBige konvergente Folge (f,,) auch punktweise konvergent,
aber nicht umgekehrt.

Beispiel 5.33. Die Folge von Funktionen (f)nen mit f, : [0,1] = R,z — 2™ konver-
giert wegen Satz 3.4 punktweise gegen die Funktion

0 firxel0,1)

f:[O,l]—>]R,xr—>{1 firz=1

Fiir allen € N gilt aber sup |f,(z) — f(z)| = sup 2" = 1. Also konvergiert die Folge
2€[0,1] z€(0,1)

(fn)nen nicht gleichmdfig gegen f.
Definition 5.34. FEine Funktion f : X — K,z — f(x) heifit beschrankt, wenn das

Bild f[X] eine beschrinkte Menge ist. Bx(X), bezeichne die Menge aller beschrinkten
Funktionen auf X. Auf Bx(X)|| - |l bezeichne folgende Abbildung auf Bx(X):

[ lloo : Bx(X) = R, f — :Iel)glf(x)l-
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Satz 5.35. FEs gilt

(i) Bxk(X) ist eine Unteralgebra aller Funktionen von X nach K.

(i) | - ||oo 2st eine Norm auf dem K-Vektorraum Bg(X).

(iii) d: Bx(X) x Bx(X) = R, (f,9) — d(f,g9) = ||f — gl|oo ist eine Metrik auf Bx(X).
(iv) (Bk(X),d) ist ein vollstindiger metrischer Raum.

Bewelis:

(i) Fir \,u € K gilt [N+ p| < A+ |g| und |A - u| = |A] - |¢| Dann folgt auch
1f + gllo < [[fllec + l9lloc und [|f - glloc < [[f]loo - |9]loc- Damit ist die Summe
und das Produkt zweier beschrankter Funktionen wieder beschrankt.

(ii) folgt daraus, dass |- | eine Norm auf K ist.
(iii) folgt aus (ii) genau wie bei R und C.
(iv) Sei (fn)nen eine Cauchyfolge in Bg(z). Fiir alle € > 0 gibt es also ein N, so dass
fiir alle n,m > N und alle x € X gilt
€
[fu(@) = fu(@)] < 1 fu = frulloo < 5

Dann sind fiir alle x € X die Folgen (f,,(x)),en Cauchyfolgen. Also konvergieren
sie punktweise gegen eine Funktion f : X — K,z +— f(z). Weil auch die Folge
|| flloo eine Cauchyfolge ist und jede Cauchyfolge in K beschrankt ist, ist dann
auch || f|leo < nh_)ngo || fulloo beschrénkt. Fiir alle € > 0 und alle x € X gibt es also
ein N(x) € N, so dass fiir alle m > N(x) gilt |f,(z) — f(z)| < 5. Damit folgt fiir
n > N und m > max{N, N(z)}

[ful@) = f(@)| < |fal) = fu(@)] + [fm(2) = f2)] <
Also konvergiert (f,,)nen gleichmifilg gegen f. q.e.d.

Definition 5.36. Cx(X) sei der Unterraum von Bx(X) aller stetigen und beschrinkten
Funktionen von X nach K.

Satz 5.37. Es qilt

(i) Der Raum aller stetigen Funktionen von X mnach K ist eine Unteralgebra aller
Funktionen von X nach K. Das Inverse einer nicht verschwindenden stetigen
Funktion von X nach K ist wieder stetig.
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(ii) Ck(X) ist eine Unteralgebra von Bg(X).

(iii) Cx(X) ist abgeschlossen in Bg(X) und deshalb vollstindig.

Beweis:

(i) Wegen Korollar 5.24 folgt (i) aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen.
(ii) Folgt aus (i) und dem vorangehenden Satz.

(iii) Sei (fy)nen eine Cauchyfolge in Ck(z). Dann konvergiert (f,)nen in Bx(z). Wir
miissen zeigen, dass der Grenzwert f stetig ist. Sei x € X. Dann gibt es fiir jedes
€ >0einn €N, sodass |[f, — fllc < §. Weil f, stetig ist gibt es ein § > 0, so
dass fiir alle y € B(x,d) auch |f,(2) — fn(y)| < § gilt. Dann folgt aber auch

1f(@) = f)] < [f(z) = fulz) + fulz) = fuly) + fuly) — Fy)
< |f(@) = ful@)| + [ful) = fu@)] + [faly) = F ()]
< €. Also ist f stetig. q.e.d.

Wichtig in dem Beweis war, dass die Folge f, in x gleichméfig gegen f konvergiert
und nicht nur punktweise. Auf [0, 1] konvergieren die Funktionen = — z™ gegen die

0 firzel0,1)

unstetige Funktion z —
1 firx=1

Satz 5.38. Alle stetigen Funktionen auf einem kompakten metrischen Raum sind be-
schrdnkt. Das Bild einer reellen stetigen Funktion auf einem kompakten metrischen
Raum besitzt ein Minimum und ein Mazimum.

Beweis: Sei (X, d) kompakt und f: X — K,z +— f(x) stetig. Dann ist f[X] kompakt
und damit auch beschrinkt. Die kompakten Teilmengen von R sind aber gerade die
beschrankten und abgeschlossenen Teilmengen. Weil fiir jede beschrinkte nicht leere
Teilmenge A C R und fiir jedes n € N sup A + % keine obere Schranke von A ist und
inf A + % keine untere Schranke von A ist gibt es ein

an € (sup A — %,supA] N A und ein b, € [inf A,inf A — %) N A.
Die Folgen (a,)neny und (by,)nen konvergieren dann gegen sup A bzw. inf A. Also lie-
gen sup A und inf A im Abschluss von A. Deshalb enthélt jede nicht leere kompakte
Teilmenge von R ein Minimum und ein Maximum. q.e.d.
Dieser Satz hat viele Anwendungen. Wir werden aus ihm den Fundamentalsatz der
Algebra folgern. Zum Abschluss wollen wir folgenden Satz beweisen:
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Satz 5.39: (Satz von Stone—Weierstrafs) Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum
und A C Cr(X) eine Unteralgebra, die die konstanten Funktionen enthdlt und die
Punkte trennt, d.h. fir alle v #y € X gibt es ein f € A, so dass f(x) # f(y). Dann
ist der Abschluss von A gleich Cr(X).

Lemma 5.40F Auf dem Intervall [0, 1] konvergiert die induktiv definierte Folge von
Polynomen pni1(x) = po(x) + 5 (2 — pZ(x)) mit py = 0, gleichmdfig gegen die Funktion

Beweis*: Wir zeigen zunichst mit vollstdndiger Induktion, dass 0 < p,(x) und 0 <
p2(z) < x fiir z € [0,1] gilt. Beides ist fiir py = 0 offensichtlich.

r—pRa(@) = = —pR(x) = pale) (z — pR(2)) — < (x — p2(x))”

2
Aus p?(z) < z folgt p,(z) < 1 und damit 1 — ""T(x) > 1 und <1 — ”"T(x)> >3 >2
Deshalb ist die Folge (p,(x)),y fiir € [0, 1] monoton wachsend und 0 < p2(z) < x.
2
Dann gilt aber auch ((1 — #) — %) < 1 — % und deshalb auch 0 < z — p2(z) <

z-(1—%)". Wegen ﬁ = Zo (£)" > 1+ £ folgt dann aus der Beroulli Ungleichung
@ > 1+2 und 0 < z—p?(z) < T < 4. Also konvergiert (p2(z)),, oy auf z € [0,1]
gleichméBig gegen x. Die Funktion [0, 1] — [0, 1], 2 — /2 ist die Umkehrfunktion von
[0,1] — [0,1], x — x*. Weil die zweite Funktion stetig ist, ist dann wegen Korollar 5.27

die erste auch stetig und wegen Satz 5.30 sogar gleichméaflig stetig. Dann folgt aber

dass die Folge (pn(:z) =4/ p%(x)) gleichméBig gegen /x konvergiert. q.e.d.
neN
Beweis des Satzes von Stone—Weiertraf3*: Wegen dem Lemma gibt es auf [0, 1]

eine Folge von Polynomen, die gleichméBig gegen © — /x konvergieren. Daraus folgt

2 -
dann, dass fiir jedes f € A auch |f] = ||f]l~ (ﬁ) zu dem Abschluss A von A

gehort. Dann gehort fiir jedes f, g € A aber auch

sup(f.g) = 3/ +9+1f — gl) wnd f(£,9) = 5(f + 9~ | — o)
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zu A. Weil A die Punkte von X trennt, gibt es fiir alle z # y € X und alle o, 3 € R
ein Element f € A, dass f(z) = a und f(y) = [ erfiillt. Sei ndmlich g eine Funktion
mit g(z) # g(y). Dann ist f = o + %(g — g(z)) eine solche Funktion.

Sei jetzt f € Cr(x) eine fest vorgegebene Funktion und € > 0. Dann gibt es fiir jedes
z,y € X eine Funktion g, , € A die bei z und y mit f {ibereinstimmt. Dann gibt es aber
auch ein d,, > 0, so dass fiir alle z € B(y, 6,,) gilt g.,(2) < f(2) +e. Durch Ubergang
zu einer endlichen Teiliiberdeckung und dem Infimum der entsprechenden Funktionen
gry € A gibt es dann eine Funktion g, € A, die g,(z) = f(x) und g, < f + € erfiillt.
Wegen der Stetigkeit gibt es wieder fiir alle x € X ein §, > 0, so dass fiir alle y €
B(z,6,) gilt f(y)—e < go(y). Durch Ubergang zu einer endlichen Teiliiberdeckung und
dem Supremum der entsprechenden Funktionen g, finden wir schliefllich eine Funktion
gin A, die auf X f —e < g < f + € erfiillt. Weil € beliebig ist folgt dann, dass f in A
enthalten ist. q.e.d.

Beispiel 5.41. (i) Weil die identische Abbildung auf K stetig ist, sind wegen Satz 5.37
auch alle Polynome auf K stetig und alle Quotienten von Polynomen (rationale
Funktionen) auf der Teilmenge von K, auf der der Nenner nicht verschwindet.

(ii) Wegen Satz 4.26 (iv) sind alle Potenzreihen stetige Funktionen.

(iii) Wenn f: X — K, z +— f(x) eine injektive Funktion auf einer kompakten Menge
ist, dann ist die Umkehrfunktion f[X] — X,z — f~!(x) stetig. Dies gilt auch,
wenn X eine offene Teilmenge von K ist, weil dann jedes x € X in einer kom-
pakten Umgebung enthalten ist.

Satz 5.42% (Satz von Dini) Auf einem kompakten metrischen Raum (X, d) konvergiert
eine monotone Funktionenfolge (f,)nen von stetigen reellen Funktionen gleichmdfig,
wenn sie punktweise gegen eine stetige Funktion f konvergiert.

Beweis*: Sei (f,,)nen eine monoton wachsende Folge von stetigen reellen Funktionen,
die gegen die stetige Funktion f konvergiert. Dann gibt es zu jedem x € X ein n(x),
so dass fiir alle m > n(z) auch gilt f(z) — fim(7) < 5. Da fu) und f stetig sind gibt
es auch ein §(z), so dass aus y € B(z,0(x)) folgt

€

Fa (@) = Fuo@)] < 5 wnd |f(2) = f@)] < §

Dann gilt auch f(y) — fu@)(y) < e. Wahle nun eine endliche Teiliiberdeckung von
{B(z,0(x))| € X}. Dann gilt fiir jedes m, das grofier oder gleich dem Maximum der
entsprechenden n(z) ist, fiir alle y € B(x,d(x))

fy) = fnly) < F(y) = faw(v) <€
Weil diese Mengen X {iberdecken, folgt die gleichméfiige Konvergenz. q.e.d.



Kapitel 6

Stetige Funktionen R — R

6.1 Umkehrfunktionen

Satz 6.1. (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R,z +— f(z) stetig und f(a) # f(b).
Dann enthdlt das Bild f [[a,b]] das abgeschlossene Intervall

(min{f(a), f(b)}, max{f(a), f(b)}].

Beweis: Wir nehmen an f(a) < f(b), andernfalls ist die Argumentation analog. Sei
also yo € (f(a), f(b)). Sei A= {x € [a,b] | f(x) <wyo}. Weil a € A ist A eine nicht leere
beschrénkte Teilmenge von R. Aulerdem ist A abgeschlossen. Also ist A kompakt und
besitzt ein Maximum zy = max A mit f(zg) < yo. Weil yo # f(b) ist zo < b und es
gilt fiir alle x > zo auch f(z) > yo. Sei also (z,), eine Folge in (x¢,b], die gegen zq
konvergiert. Dann gilt nhHolo f(z,) = f(zo) und damit auch f(x¢) > yo und f(x¢) = yo.
Also ist f(zg) = yo und das Bild von f enthélt [f(a), f(b)]. q.e.d.

Mit diesem Satz l&Bt sich von vielen stetigen Funktionen zeigen, dass sie surjektiv
sind, bzw. ihr Bild bestimmen. Die Injektivitdt von stetigen Funktionen auf Intervallen
ist dagegen adquivalent zu ihrer Monotonie.

Definition 6.2. (Monotonie) FEine stetige Funktion f : X — R,z +— f(z) auf einer
Teilmenge X von R heifit

monoton wachsend , wenn aus z,2’ € X,z < ' folgt f(z) < f(2')
streng monoton wachsend , wenn aus z,2’ € X,z < 2’ folgt f(x) < f(2').
monoton fallend , wenn aus x,2" € X,z < a’ folgt f(x) > f(2').

streng monoton fallend , wenn aus z,2’ € X,z < 2’ folgt f(x) > f(2').

79
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Satz 6.3. Eine stetige reelle Funktion f auf einem Intervall ist genau dann injektiv,
wenn f entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.

Beweis: Wir zeigen zunéchst dass jede injektive stetige reelle Funktion f : [a,b] —
R,z +— f(x) das Bild [min{f(a), f(b)}, max{f(a), f(b)}] hat. Wenn es andernfalls ein
Yo € fl[a, b]] gibt, dass nicht zu dieser Menge gehort, dann folgt aus dem Zwischenwert-
satz, dass jeder Wert in (min{yo, f(a)}, max{yo, f(a)}) N (min{yy, f(b)}, max{yo, f(b)})
einmal auf (a,yy) und einmal auf (yo,b) angenommen wird, was der Injektivitat wi-
derspricht. Falls f(a) < f(b) sind also fiir alle z € (a,b) die Bilder f[(a,z)] gleich
(f(a), f(x)) und falls f(a) > f(b) gleich (f(x), f(a)). Im ersten Fall ist f streng mo-
noton wachsend und im zweiten Fall streng monoton fallend. Weil aber alle Paare
von Punkten eines beliebigen Intervalles (das mehr als einen Punkt enthélt) in einem
abgeschlossenen Intervall enthalten sind, das zwei Referenzpunkte enthélt, die dann
festlegen ob f streng monoton fallend oder streng monoton steigend ist, folgt, dass
jede injektive stetige Funktion auf einem Intervall entweder streng monoton wachsend
oder streng monoton fallend ist. Umgekehrt ist jede streng monotone Funktion auf
einem Intervall auch injektiv. q.e.d.

Korollar 6.4. Die Umkehrfunktion einer bijektiven stetigen Funktion von einem In-
tervall auf ein Intervall ist stetig.

Beweis: Offenbar besitzt jeder Punkt x eines Intervalls, das mehr als einen Punkt
enthélt, eine Umgebung in diesem Intervall, die ein abgeschlossenes beschranktes In-
tervall ist. Das Bild solcher kompakten Intervalle ist wieder kompakt und wegen dem
vorangehenden Satz wieder eine Umgebung von f(z). Dann ist aber f~! wegen Korol-
lar 5.27 bei y = f(x) stetig. Weil f surjetiv ist, ist damit f bei allen y im Wertebereich
stetig. q.e.d.

Satz 6.5. Sei f eine monoton wachsende (fallende) Funktion von einem Interval I
nach R. Dann ist die Menge aller Punkte des Intervalls, an denen f nicht stetig ist,
hdchstens abzdhlbar.

Beweis: Wir betrachten monoton wachsende Funktionen. Fiir monoton fallende Funk-
tionen verlauft der Beweis analog. Fiir jeden inneren Punkt £ von [ sei f({_) =

sup{f(z) | x € I,x <&} und f(€1)} = nf{f(z) | v € [,§ <} Wenn f(£-) = f(&4),

dann gibt es fiir jedes € > 0 x_,x, € I mit x_ < £ < x, so dass

flag) —e < f(&4) = F(&-) < flao) +e

Dann gilt aber fiir alle z € [x_, x| auch

—e < flz_) = f(&-) < fz) = (&) = f(2) = f(&4) < flag) = fE—+) <e
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Wegen der Monotonie gilt f(£-) < f(€) < f(£+). Also ist f bei £ stetig. Die Unstetig-
keitsstellen bestehen also aus den Stellen, an denen f(£_) < f(&;). In jedem solchen
Intervall (f(£_), f(£4)) ist aber eine rationale Zahl enthalten. Also gibt es eine Ab-
bildung von den Unstetigkeitsstellen auf die rationalen Zahlen die injektiv sind, weil
alle diese offenen Intervalle wegen der Monotonie disjunkt sind. Damit sind die Un-
stetigkeitsstellen gleichméchtig zu einer Teilmenge der rationalen Zahlen und damit
hochstens abzéhlbar. q.e.d.

Beispiel 6.6. Rf — R{,z — xF ist streng monoton wachsend, also ist die Um-
kehrabbildung Rf — Ri,x — Tk stetig und streng monoton wachsend. Dasselbe
gilt dann auch fir die Abbildungen Rf — RS,z — za mit der Umkehrabbildung
Ri — R,z — av,p,q € N.

6.2 Die reellen Funktionen e Inzx,a", log, x.

Satz 6.7. (Figenschaften exp)
(i) e =exp(0) =1

(ii) e* > Z%fdrjedesneN und x > 0
k=0

(iii) <y=e"<e¥

(iv) exp: R — Rtz — e” ist bijektiv.

Beweis:

(i) und (ii) folgen aus der Definition.

(iii) <y =y —x > 0. Dann gilt wegen (ii) e¥~* > 1.

Wegen Satz 4.19 (i) und (ii) gilt dann e¥ — e* = (e~ — 1)e” > 0. Also folgt e < €.

(iv) Offenbar ist die Funktion wegen (iii) injektiv. Wegen Satz 3.4 gibt es fiir jedes
y € RT ein n € R, so dass e™™ < y < e". Wegen dem Zwischenwertsatz gehort
dann y zum Bild von [-n,n] — RT, z +— €”. q.e.d.

Definition 6.8. (des natirlichen Logarithmus). Die Umkehrfunktion von exp : R —
Rtx — e® heifit natiirlicher Logarithmus: In : RT — R,z +— Inz.

Wegen Korollar 6.4 ist der Logarithmus stetig und hat wegen Satz 4.19 und dem
vorangehenden Satz folgende Eigenschaften.
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Satz 6.9. (FEigenschaften von In)

(i) In(1)=0

(ii) In(e) =1

(iii) In(zy) = In(z) + In(y) fir alle z,y € Rt
(iv) a" = ™7 fiir aller € Q und a € RT

(v) In(e™@*) = zIn(a) fir alle a € R,z € R
(vi) z,y € Rtz <y = In(z) < In(y)

(vii) In: RT — R, 2 — In(x) ist bijektiv
Beweis: ()< ¢’ =1 und (ii))& e' =¢

(iii) < Mot = (ehe)(ehny),

p\ 4 P
iv) seir=2mitp € Zund g € N (@) = e@r = g2 und ™4 > 0 Wegen der
q

P

Eindeutigkeit der k-ten Wurzel gilt dann ™4 = q4.
(v) ist offensichtlich.
(vi) folgt aus (iii) des vorhergehenden Satzes.
(vii) folgt aus (iv) des vorhergehenden Satzes. q.e.d.
Definition 6.10. Fiir alle a > 0 und alle x € R sei a® = e*™(®)
Satz 6.11. (Eigenschaften von a®)
(i) @™ =a*a¥ fir alle a € RY x,y € R.
(ii) (a™)¥ = a™ fir alle a € RY x,y € R.
(iii) Fira>1undz,y €R gilt v <y = a” < av.
(iv) Fira<1lundz,y € R gilt x <y = a” > a’.
(V) Fira#1ista : R — RY x+— a® bijektiv und stetig.
Beweis:

(1) a®ty — ezlna—i—yln(a) — exlnaey~lna = a®qV.
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(i) (@)Y = ¥ _ evaina _ gou
(iii) Fiir @ > 1 ist In(a) > 0. Also folgt aus * < y auch zlna < ylna und a® < av.

(iv) Fiir a < 1ist In(a) < 0. Also folgt aus < y auch zIn(a) > yIn(a) und a® > a¥.

(v) Fiir 2 # 1 ist In(a) # 0. Also ist R — R,z — In(a)z bijektiv und stetig, also auch
R — R" 2 — exp(In(a)z). q.e.d.

Definition 6.12. (des Logarithmus zur Basis a) Fiir alle a # 1 sei log, : Rt —

R,z — log, (z) = &) gie Umkehrfunktion von a .
a In(a)

Satz 6.13. (Eigenschaften des Logarithmus zur Basis a)

(i) Tog, (1) = 0

(i) Tog,(a) = 1

(iii) log,(zy) = log,(x) + log,(y)

(iv) Fira>1 und z,y € RT folgt aus x <y auch log,(z) < log,(y)
(v) Fira<1 undx,y€RT folgt aus x <y auch log,(x) > log,(y)
(vi) log, : Rt — R,z — log, () ist bijektiv und stetig.

Beweis analog zum Beweis der Eigenschaften von In. q.e.d.

6.3 Die reellen Funktionen sin, cos, arcsin, arccos

4

Satz 6.14. (i) Fir alle x € [-5,5] gilt 1 — % <cosx < 1— %2 + %

nur fir x = 0.

Gleichheit gilt

(ii) Fir alle v € [—4,4] gilt 1 — % < 2 <1 Gleichheit gilt nur fiir z = 0.
(iii) cos: [0,v6] — R,z s cos(z) ist streng monoton fallend.

(iv) cos hat auf [0,2] genau eine Nullstelle, die wir mit T bezeichnen.

(v) sin(Z) =1,exp (i3) = 1.

(vi) cos(nm) = (—=1)" sin(nm) =0 fir alle n € N.

(vii) cos((n+3)7) =0 sin((n+3)7) = (=1)" fir allen € N.
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(viii) cos(x 4+ nm) = (—1)"cos(x) sin(x + nw) = (—1)"sin(z)
(ix) cos (z+ (n—3)7) = (=1)"sin(z) sin(z+ (n+1)7) = (—1)"cos(z).

(x) sin: [-Z,2] — [-1,1],z — sin(z) streng monoton steigend und bijektiv.

(xi) cos: [0,7] — [—1,1],2 — cos(z) streng monton fallend und bijektiv.
Beweis:

< 1. Also ist fiir alle x € [—5, 5] die

(i) Fiir z € [-5,5] und k € N\ {1} gilt m
2k

Folge (%)

"/ keN\{1,2}
und konvergiert gegen Null (Beispiel (i) im Abschnitt 3.4). Dann folgt aus dem
Beweis zu Satz 4.13, dass fiir alle x € [—5,5] gilt 1 — %2 < cos(x) <1-— % + 323—1

und Gleichheit nur fiir x = 0 gilt.

monoton fallend und fiir = # 0 sogar streng monoton fallend

(ii) Fir z € [—4,4] und k € N\ {1} gilt
. SCQk
die Folge <m>k€N\{l}
(Beispiel (i) in Abschnitt 3.4). Wieder folgt aus dem Beweis von Satz 4.13, dass
fir alle # € [—4,4] gilt 1 — & < 52 < | und Gleichheit nur fiir = = 0 gilt.

Qk(2k+1) < 1. Also ist fiir alle x € [—4,4]

streng monoton fallend und konvergiert gegen Null

(iii) Wegen den Additionstheorem gilt: cos(x)—cos(y) = 2sin(*$¥) sin(45%) > 0 wegen
(i) fiir 2,y € [0,/6] und x < y.

(iv) sin und cos sind wegen Beispiel (ii) aus dem Abschnitt iiber stetige Funktionen
stetig auf ganz R. Wegen (i) ist cos(2) < 1 —2+4 2 = —3. Dann folgt aus
dem Zwischenwertsatz, dass es eine Nullstelle in [0, 2] gibt. Wegen (iii) kann es
hochstens eine Nullstelle geben.

(v) Wegen sin®(z) + cos?(z) = 1 folgt aus (iv) sin*(3) = 1 und aus (ii) sin(%) > 0.
Also gilt sin(5) = 1. Dann folgt aus der Eulerschen Formel exp(27) = .

(vi) Wegen (v) folgt aus der Eulerschen Formel exp(nir) = (—1)", also cos(nw) =
(—1)™ und sin(nm) = 0.

(vii) Wegen (v) folgt aus der Eulerschen Formel: exp((n+1)ir) = (—1)"2 also cos((n+
1)) =0 und sin((n + 3)m) = (=)™

(viii) Aus dem Additionstheorem und (vi) folgt (viii).

(ix) Aus dem Additionstheorem und (vii) folgt (ix).
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—cos(x + ) fir z € [-Z,0]

27

—sin(—z) = cos(§ —x) fir z € [0, 5].

(x) Aus (ix) folgt sin(z) = {
Dann folgt (x) aus (iii).
cos(x) fiir € [0, §]

cos(—x) = —cos(m —x) fir z € [5, ).
Dann folgt (xi) aus (iii). q.e.d.

(xi) Aus (viii) folgt cos(z) = {

Die Umkehrfunktion von cos : [0, 7] — [—1, 1],z + cos(z) heifit
Arcuscosinus  arccos : [—1,1] — [0, 7], x +— arccos(z).

Sie ist wegen (xi) streng monoton fallend und wegen Korollar 6.4 stetig. Die Umkehr-

funktion von sin : [ — Z,2] — [~1,1],z — sin(z) heifit

Arcussinus  arcsin : [—1,1] — [ — g, g} ,x +— arcsin(z).
Sie ist wegen (x) streng monoton steigend und wegen Korollar 6.4 stetig.
Satz 6.15. (Polardasrstellung von z € C) Jede komplexe Zahl hat die Darstellung:
z=r-€% r=|z| und g € R.

Fiir z # 0 ist q bis auf Addition von 2mn eindeutig bestimmt und heif$t Argument von
z.

Beweis: Sei z = x +wy mit (z,y) € R?>. Wenn y > 0 sei ¢ = arccos(\/;Tyz) € [0,7]
und r = /22 + y%. Dann gilt offenbar z = r - cos(¢) und rsin(q) > 0. AuBerdem gilt
% + ﬁ = 1=y = rsin(q). Wegen der Eulerschen Formel gilt dann

z=r-ev=rcos(q) +wsing = x +y.

Wenn y < 0 sei ¢ = arccos(\/%) + 7 und r = /22 + y2. Dann folgt wieder z =
24y

re' = rcosq+ wrsing = x + wy. Seien (r,q) und (7', ¢') mit
re = r'el = = |re'| = |r'e"| = 1.

ele™ = 171 =1 = g — ¢ = 2mn.
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Korollar 6.16. Die Abbildung exp : C — C\ {0} ist surjektiv und exp(z) = exp(z’) &
dn € Z mit z — 2/ = 2min.

Beweis: Seien z = z + iy mit (z,y) € R% Dann gilt e* = e%e®. Also folgt das Korollar
aus dem Satz 6.15 und weil exp : R — R™ bijektiv ist. q.e.d.

Korollar 6.17. Fir jedes z € C\{0} g¢ibt es genau n verschiedene Lisungen wy, . .., wy,
der Gleichung w™ = z fiir n € N.

Beweis: Seien (r,q) die Polarkoordinaten von z. Dann miissen die Polarkoordinaten
(s,p) der Losungen von w"™ = z Die Gleichungen np = g + 2mm fiir m € 7Z erfiillen
und s = r. Also sind die Losungen gegeben durch s = /r und p,, = £ + 222 wobei
zwei Losungen (s, gy,) und (s, ¢,) genau dann iibereinstimmen, wenn m’Tml € Z. Also
ergeben m = 0,...,n — 1 alle Losungen. q.e.d.

Satz 6.18. (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes komplexe Polynom p(z) = a,z" +
...+ ag mit a, # 0 und n € N hat mindestens eine Nullstelle auf z € C.

a

Beweis: Fiir 2| > R =1+ 2| + ... +2|22| > 1 gilt
Gy, Qp,
p(2) _ p(2) ‘_anfl _ ._@ _|-a, (Gn1+'“+ ag )’
Al Al z 2" AnZ anp 2"
Qp— a
> an| — |an| | ==+ ... o
ap 2 An 2
S A
> an| [ 1 - -
||
SETRE
A, | =
2

Also ist |p(z)] > @|z|“ > |a2—”||z| > @2% = |ag|. Auf der kompakten Menge B(0, R)
nimmt z — [p(z)| wegen Satz 2.29 das Minimum bei einem z, an. Dieses liegt in
B(0, R) und ist das Minimum auf ganz z € C, weil aulerhalb von z € B(0, R) gilt
|(p(2)] > |ao| = |p(0)|. Wir schreiben jetzt p(y + z9) = b,y™ + ... + by als Polynom in

y = z — z9. Dann gilt b, = a,, # 0. Wenn by # 0 gilt |p(z0)| = |bp| > 0. Dann sei m das
1
kleinste m € N mit b, #0. Fir 0 < |y| <r = < 1 gilt dann

b

On
bm

|bm|’y|
< —

1+2‘b’ﬁ 42

by

b

berl

™ ly|+ ...+

bn1y™ L by < (Y™ (
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Also gilt auch

b |ly|™
o+ )] < b + by + Ll
Sei jetzt w eine Losung der Gleichung w™b,, = —by. Dann gilt fiir alle t € C mit
0< |tw] <r
b
(e + )] < ool — 7] + 2l

Insbesondere gilt fiir alle 0 < ¢ < min {1 L}

! |wl

tm
o+ tw)] <ol (1= 5 ) < o,

Also ist zp nicht das Minimum von [p(z)|. Widerspruch. Also muss |p(z)| = 0 bei dem
Minimum gelten. q.e.d.

Korollar 6.19. Jedes komplexe Polynom vom Grade n € N zerfillt in ein Produkt von
Polynomen ersten Grades.

Beweis durch vollstdndige Induktion:
(i) fiir n =1 ist die Aussage trivial.

(ii) Die Aussage gelte fir n € N. Sei p ein beliebiges Polynom (n + 1)-ten Grades.
Wegen dem Fundamentalsatz der Algebra hat p eine Nullstelle bei 2y € C. Wenn
wir p als Polynom in z — 2y schreiben, erhalten wir p als Produkt von (z — 2) mit
einem Polynom n-ten Grades. Wegen der Induktionsvoraussetzung zerfillt dieses
in ein Produkt von Polynomen ersten Grades, also auch p. q.e.d.

Definition 6.20. (von Tangens und Cotangens)

tan: R\ {(n+3)7rn€eZ} - R,z — :)I;ii;
cot : R\ {nrjne€ Z} - R,z — ZTE((;)

Beachte tan(z 4 ) = Smledm) — —sinle) _ 40 (2) und cot(z + 7) = cot(x).

cos(z+m) ~ — cos(z)
Satz 6.21. (i) Die Abbildung tan : (—%,%) — R,z — tan(z) ist streng monoton
steigend, stetig und bijektiv.

(ii) Die Abbildung cot : (0,7) — R,z — cot(x) ist streng monoton fallend, stetig und
bijektiv.
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Beweis:

(i) aufx € [0, 7] ist sin streng monoton steigend und cos streng monoton fallend. Also
ist tan streng monoton steigend. Wegen tan(—x) = —tan(z) folgt dann auch,
dass tan auf (—7, 0] streng monoton steigend ist.

(ii) cot(z) = tanl(x) fir 2 € (0,7) also ist cot auf (0, %) streng monoton fallen und

analog auf (1, 7). Fiir alle n € Z sind tan und cot auf (n, (n + $)7) positiv auf

(n — 3)m, nm) negativ. Sie sind beide wegen Satz 5.37 stetig. AuBerdem ist fiir

alle n € Z tan(nr) = 0 und cot((n 4 3)7) = 0. Dann gilt aber auch
. ™ 1 ) ™ 1

limtan{ —=+— ) =—0c0 lim tan|-——) =00
n—00 2 n n—00 2 n

) 1 . 1
limcot|{—) =00 lim cot|lm——)=—-0
n—oo n n—oo n

Also sind tan : (=%,%) — R und cot : (0,7) — R wegen dem Zwischenwertsatz
auch surjektiv. q.e.d.

Die Umkehrfunktion von tan : (—g, g) — R heifit

ArcusTangens arctan: R — <—g, g) ,x +— arctan(z).

Die Umkehrfunktion von cot : (0,7) — R heifit

Arcuscotangens arccot : R — (0,7), z +— arccot(z).

Diese beiden Umkehrfunktionen sind wegen Satz 6.21 streng monoton und wegen Ko-
rollar 6.4 stetig.

6.4 Konvergenz von reellen Funktionenfolgen

Satz 6.22% (Dirichlet) Sei X eine Menge, (fn)nen eine Folge von reellen beschrinkten
Funktionen auf X und (a,)nen eine Folge von K-wertigen Funktionen auf X. Wenn fol-

gende Bedingungen erfillt sind, dann konvergiert die Reihe von Funktionen (Xay, fy)nen
auf X gleichmdpfig.

(i) Fir alle x € X sind die Folgen (fn(x))nen monoton fallend.

(i1) (|| fnlloo)nen konvergiert gegen Null.
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(iii) Fir allen € Nist || > axllec < C < 0.
k=1

n
Beweis*: Wir benutzen die sogenannte Abelsche Summation. Sei A, = > aj, dann
k=1

gilt

Y anfi =Afi+ (A= Aot + (A — Aui) [

k=1
== Al(fl - f2) +...+ Anfl(fnfl - fn) + Anfn
Wegen (i) ist fr — fre1 > 0 und f > 0 wegen (ii). Dann folgt wegen (iii)

m

Z ar fr

k=n+1

m—1
k=n

o0 [e.e]

<C

m—1
f A 4D fe— fen
k=n

< 20| fulloo-
Wegen (ii) folgt die Behauptung dann aus dem Satz 5.35 (iv). q.e.d.

Satz 6.23. (Abel) Sei (fn)nen eine Folge von reellen Funktionen auf X und (ay,)nen
eine Folge von K-wertigen Funktionen auf X. Wenn folgende Bedingungen erfillt sind,
konvergiert die Reihe (Xay, fn)nen von Funktionen auf X gleichmdfsig.

(i) Fir alle x € X ist (fn(x)) monoton fallend.
(i) ||fulle < C fiir alle n € N.

[e.o]

(iii) (Xan)nen konvergiert gleichmdifsig auf X.

n
Beweis: Wir benutzen wieder die Abelsche Summation. Sei also A4, = > a; und
k=1

A= lim A,.
m m—1
Z akfk:Amfm_Anfn+ZAk<fk_fk+l)
k=n+1 k=n

m—1
= (Am = A) fon = (Ao = A fu+ D (A = A)(fi — frs1) wegen
k=n

m—1
0=A<fm—fn+2fk—fk+l>.

k=n
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Wegen (iii) gibt es fiir jedes € > 0 ein N, so dass alle k > N auch [|[Ay — Al < 55
erfiillen. Also gilt fir N <n <m

m m—1
€
3 s < (Wt [ | )
k=n+1 00 k=n )
2€
< — < e.
< 10 Ufmllee + [l fallec) < €
Also folgt die Behauptung wieder aus Satz 5.35 (iv). q.e.d.

Satz 6.24. (Abelscher Grenzwertsatz) Wenn die K-wertige Potenzreihe Y anx™ fir
n=0
xr = x9 # 0 konvergiert. Dann konvergiert sie gleichmaf$ig auf {tzo € K|t € [0,1]}

Beweis: Fiir xy # 0 sei fiir alle n € Ny

n i {tro e K| te 0,1} — R, T =txg x =t"
fa A |t € [0,1]}

Zo
by, :{tzo e K|t € 0,1} = K, r =txy— ay, - xg.

Fiir alle t € [0, 1] ist die Folge ( f,,)nen punktweise monton fallend und beschrénkt durch
1. Wenn also (Xa,z{)nen, konvergiert, erfiillen die Folgen ( f,,)nen, und (b, )nen, die Vor-
aussetzungen des vorangehenden Satzes. Also konvergiert (Xby, fr)nen, = (2anz™)nen,
auf {tzg € K|t € [0,1]} gleichméafig. q.e.d.

Wenn also eine Potenzreihenfunktion mit Konvergenzradius R fiir g € K mit
|zo| = R konvergiert, dann konvergiert sie auf der kompakten Menge {tzo € K | t €
[0,1]} gegen eine stetige Funktion. Insbesonders ist dann also der Funktionswert bei
xo gegeben durch den Grenzwert nh_}rgo f ((1 — %) xo) der Potenzreihenfunktion. Wir

werden spéter sehen, dass wir dadurch in vielen Fillen diesen Grenzwert bestimmen
konnen.

"

Beispiel 6.25. (i) Die Potenzreihe (Z 7)neN konvergiert auf [—1,1) gegen eine ste-
tige Funktion.

(_1)nm2n+1
2n+1

(ii) Die Potenzreihe <Z

tion.

> konvergiert auf [—1, 1] gegen eine stetige Funk-
neNy



Kapitel 7

Differenzierbare Funktionen
f:R—R

7.1 Definition der Ableitung

Definition 7.1. Sei f : X — R eine reelle Funktion auf einer Teilmenge X von R, die
eine Umgebung von xg € R enthdlt. Dann heifst f im Punkt xo differenzierbar, wenn
es ein f'(xg) € R gibt, so dass die reelle Funktion

f(@)—f(zo0) fiir © # xo

X—=Rzx— rro
{f/(mo) fiir x = x

stetig bei x = xq ist. Wenn X offen ist und f in jedem Punkt differenzierbar ist, heifit
die Funktion f': X — R, x — f'(x) die Ableitung von f.

Wir bezeichnen f’(z) auch durch %(x).
Satz 7.2. Sei f im Punkt xy differenzierbar, dann ist f im Punkt xq auch stetig.

Beweis: Fa) — flxo)
x)— f(z
f(x) = f(z0) + (z — wo) =————=.
r — I
Also folgt die Aussage aus den Rechenregeln fiir Folgen und daraus, dass x — (z — )

stetig ist. Hierbei benutzen wir das Kriterium (iii) aus Satz 5.23 q.e.d.

Definition 7.3. Das Differential von f im Punkt zq ist die lineare Abbildung df (z) :
R — R,h — f'(zo)h. Die Gerade {(x,y) € R* | y = f(xo) + (x — z0) [ (x0)} heifst
Tangente an den Graphen von f im Punkt (xo, f(x0)).

Graph(f) = {(z,y) € R* | y = f(x)}.

91
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Die Sekante durch zwei Punkte (xo, f(zo)) und (x1, f(z1)) des Graphen ist gegeben
durch

T — 2o

{(z,y) eR? |y = f(wo) +

(f(z1) = f(z0))}-

1 — 2o

Im Grenzwert x; — x¢ konvergiert die Sekante durch (zo, f(zo)) und (21, f(x1))
gegen die Tangente an den Graphen von f im Punkt (xg.f(xg)).

Beispiel 7.4. (i) f(x) = |z|. Fiir zo = 0 ist Jl@) = J(0) = 1fur“x >0 Also
z—0 —1 fir x <0.

st fam Punkt xq = 0 stetig aber nicht differenzierbar.

(i) f(z) = ¢ :> %ﬁxo) = 0 fiir alle v # ¢ also ist f differenzierbar und es gilt
f'z) =

(iii) f(z) == :> w =1 fir alle x # xo also ist f differenzierbear und es gilt

f(x) = ;
(iv) f(z)=a" firn € N.
f(x) = f (o)

=" Vg™ 4+ 4 938_1 fiir alle x # xy
r — Xy

also ist f differenzierbar und es gilt f'(z) = na"1.

(v) f(z) = exp(z)

f@) = flao) _ (exp(x ) -

r — 29 r — T

1) exp(zo).

Aufgrund der Definition der Exponentialfunktion gilt: S2E=z0)=1 — > (x_“).".
=0

T—x0

Diese Potenzreihenfunktion ist stetig und bei x — xq = 0 gleich 1. Alsrolifolgt
f'(x) = exp(z)
(vi) f(x) = sin(x)

sin(x) — sin(wo) _ sin (5% + £5%) fsin (55 — =) 2sin (55 cos (25%)

T — Xo T — X T — X

Und wegen der Potenzreihe von sin gilt auch

r— (EO :E xo)Qk

281n >
x—a:o ; 2k+1
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Diese Potenzreihenfunktion ist stetig und bei x — xq = 0 gleich 1. Also folgt

(vii) f(z) = cos(x)

cos(a) — coslaa) _ cos (5% — 572) — con (%5 + ) _ 2sin (25) sin (5=

T — I T — T T — Ty
2sin (2F 2sin (52
Wegen M = —M folgt f'(x) = —sin(x).
T — 2o T — X9

7.2 Rechenregeln der Ableitung

Satz 7.5. Seien f,g : I — R in xq differenzierbar. dann sind auch die Funktionen
Ay f+gund f-gin xg differenzierbar und es gilt

(Af) (20) = Af'(20) (f +9)(x0) = f'(x0) + ¢ (20)
(f - 9) (o) = f'(0)g(z0) + f(0) - ¢ (20).
Wenn f(x) # 0 fir « € I, dann ist auch % I =R,z —

_ f'(@0)
(o)

in xo differenzierbar

1
f(x)

und es gilt <%>, (xg) =

Beweis: Es gilt

M) = M(o) _ f(@) ~ Flxo) und
f(@) +9(@) = (f(wo) +9(x0) _ fla) = f(xo) | g(2) — g(w0) wd
Hlo) = Tanlateo) _ J@ =100,y 960 20000) ) g

< I ) 1 flx) = f(=o)
f(x)  f(zo)) . — 20 N f(@) f(2o)(x — 20)

Also folgt die Aussage aus Satz 5.37.

Satz 7.6. Seien f und g reelle Funktionen und der Definitionsbereich von f eine Um-
gebung von xo und der Definitionsbereich von g eine Umgebung von yo = f(xo). Wenn
f in xy differenzierbar ist und g in yo, dann ist g o f in xo differenzierbar und es gilt

(g0 f) (o) = g'(f(20)) [ (o).
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9(f(x)) = 9(f(x0)) _ 9(f(x)) = g(f(x0)) f(x) = f(z0)
T — Xg f(z) = f(x0) L — To
9(y) — g(yo)

Beweis: . Der ertse Faktor ist

aber die Komposition von z +— f(z) mit y — also wegen Satz 5.25 und

y—
wegen Satz 7.2 stetig. Also folgt die Behauptung aus Satz 5.37.

Satz 7.7. (Ableitung der Inversen) Sei f eine bijektive Funktion von X — Y mit
X, Y C R und X eine Umgebung von xq und Y eine Umgebung von yo = f(xg). Wenn
[ in xqy differenzierbar ist und f'(zo) # 0 und f~' in yo stetig ist, dann ist auch f=*

in yo differenzierbar und es gilt (f~1) (yo) =

f'(wo)”
ST = () T — o . . :
Beweis: = fir y = f(x) und yo = f(xg). Die Funktion
uw o f o) nd o = Jlao
B () A € fii
Y L Ifr y7 % ist die Komposition der Funktion y — f~!(y) mit
F(z0) fiir Y =1Yo
——0—  fiirx #29& f(x x
der Funktion z +— f(ﬁ)_f(m) ) 7 20 & fla) # S 0). Also folgt der Satz aus
m fir z = Zo
Satz 5.25. q.e.d.
Beispiel 7.8. (i) nR* — R,z — In(z)
1 1 1
In'(z) = = = — mit exp(y) = x.
) = ) ~ ool )
(ii) arcsin: [~1,1] — [-F, %], » > arcsin(z)
arcsin’(z) = L _ ! mit sin(y) =z und 2* # 1
cos(y)  VI-a? Y |
(iii) arccos: [—1,1] — [0, 7], x > arccos(z)
; —1 —1 , 9
arccos’(x) = = = mit cos(y) = x und z* # 1.

sin(y) 1—x
(iv) *: Rt >Rz — z* a€R.

(-Y(z) = exp(an(z)) = exp(aln(z)) - % — ol

(V) a :R—R,z— a",a € RT.

(@) () = exp(z - In(a))" = exp(xzIn(a)) - In(a) = In(a) - a”.
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(vi) Quotientenregel. Seien f und g in xq differenzierbar und g(xo) # 0. Dann ist

i ind xo differenzierbar und es gilt

N oy (r D oy = F'@o) - flwo) o f(w0)g(wo) — f(z0)g'(x0)
(5) = (5) o= S -y (w0
(vii) z — tan(z) = (S;)I;Ei))

() — cos(x) cos(x) — sin(z)(— sin(z)) _ () — 1

tan'(z) cos?(x) L+ tan™(z) cos?(x)
(viii) x +— cot(x) = Z?j((;)

cot!(x) — — sin(z) sin(x) — cos(z)cos(x) 1 eot?(g) = -1

t(x) sin?(x) L () sin®(z)

(ix) arctan:R — (3,%),z — arctan(z)
B 1 1
1 4tan®(y) 14 a2

arctan’(x) mit tan(y) = z.

(x) arccot : R — (0, 7), z — arccot(x)
—1 -1

“TTeotl(g) 1xa22 M cotly) = .

arccot’ ()

In(z)\’ 1
. 1 R+ R 1 1 / — — .
(Xl) 0g, — K, T = Oga(x) Oga(x> <1n(a) ) T ln(a)
(xii) 2 :RT - R", 2 — a®

(") = exp(z - In(z))" = exp(z - In(z)) (ln(z) + xi) = (In(x) + 1) - 2”.

_ Jasin(3)  fira#0
(xiii) f(x) = {O e
'(z) = tim, % = lim sin (L)y=0 firz=0 |
2x sin (%) — oS (%) fiir x # 0.

Diese Funktion ist zwar differenzierbar, aber f' ist im Punkt x = 0 nicht stetig.
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7.3 Mittelwertsatz und Monotonie

Wenn f'(zg) einer differenzierbaren Funktion positiv ist, dann gibt es ein € > 0, so dass
aus |r — zg| < € folgt % > 0. Dann gilt fiir z € (zg — €, 29) auch f(x) < f(zo)
und fiir x € (xg, 29 + €) auch f(x) > f(xo). Analoges gilt fiir negatives f'(xo).

Definition 7.9. (relative Mazima und Minima) f : (a,b) — R,z — f(x) hat bei
o € (a,b) ein lokales Mazimum (Minimum), falls es ein € > 0 gibt, so dass aus

|z — x0] < € folgt f(x) < f(x0) bzw. f(x) > f(z0).

Eine differenzierbare Funktion kann also nur an den Nullstellen der Ableitung re-
lative Extremwerte besitzen.

Definition 7.10. (kritischer Punkt) Fine Nullstelle der Ableitung einer differenzierba-
ren Funktion heifst kritischer Punkt. Der entsprechende Funktionswert heifst kritischer
Wert.

Kanditaten fiir die Minima und Maxima einer stetigen Funktion f : [a,b] — R sind
(i) Kritische Punkte
(ii) Randpunkte
(iii) Punkte an denen f nicht differenzierbar ist.

Satz 7.11. (Satz von Rolle) Sei fla,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Falls
f(a) = f(b), dann existiert ein xo € (a,b) mit f'(xy) = 0.

Beweis: Wegen Korollar 5.26 gibt es x1, 9 € [a,b] mit f(z1) < f(z) < f(z2) fiir alle
x € [a,b]. Wenn x; und x5 beide am Rand liegen x, 2o € {a,b} dann muss f konstant
gleich f(a) = f(b) sein. Also gilt dann f’(z) = 0 fiir alle x € (a,b). Andernfalls muss
es einen lokalen Extremwert in (a,b) geben, an dem dann die Ableitung verschwindet.
q.e.d.

Satz 7.12. (verallgemeinerter Mittelwertsatz) Seien f,g - [a,b] — R stetig und auf
(a,b) differenzierbar. Dann existiert ein xo € (a,b) mit

(f(0) = f(a))g'(x0) = (9(b) = g(a)) [ (x0).

Beweis: Wende den Satz von Rolle auf die Funktion = — (f(b) — f(a))g(x) — (g9(b) —
g(a))f(x) an. Offenbar erfiillt sie die Voraussetzungen und ihre Ableitung ist — (f(b) —

fla))g'(x) = (9(b) — g(a)) f'(x). q.e.d.
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Satz 7.13. (Mittelwertsatz) Sei f : [a,b] — R,z — f(x) stetig und auf (a,b) differen-
zierbar. Dann existiert ein xo € (a,b) mit

f(b) — f(a)

, JR—

flwo) = b—a

Beweis: Wende den verallgemeinerten Mittelwertsatz auf f und id[, an. q.e.d.

Satz 7.14. (Schrankensatz) Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar.
Wenn gilt |f'(x)| < L fir alle x € (a,b), dann ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante L.

Beweis: Seien x < y € [a,b]. Dann erfillt f : [z,y] — R die Voraussetzungen des
Mittelwertsatzes. Also gibt es xg € (x,y) mit f(y) — f(x) = f'(z0)(y — x). Dann folgt
aber  |f(y) — f(@)] = | (wo)lly — 2| < Lly — «|. q.e.d.

Satz 7.15. (Ableitung und Monotonie) Sei f : [a,b] — R auf (a,b) differenzierbar.
Dann gilt

(i) f'(x) =0 fir alle x € (a,b) < f ist konstant.
(i) f'(z) >0 fir alle x € (a,b) < f ist monoton steigend.
(iii) f'(x) <0 fir alle x € (a,b) < f ist monoton fallend.

)
(iv) f'(z) >0 fir alle x € (a,b) und der Abschluss der Menge {x € (a,b) | f'(x) > 0}
ist la,b] < f ist streng monoton steigend.

(v) f'(x) <0 fir alle x € (a,b) und der Abschluss der Menge {z € (a,b) | f'(z) <0}
ist la,b] < f ist streng monoton fallend.

Beweis: Weil eine Funktion genau dann konstant ist, wenn sie monoton steigend und
monoton fallend ist, folgt (i) aus (ii) und (iii). Wir beweisen nun (ii) und (iv). Seien
r1 < Ty € [a,b]. Dann erfiillt f : [z1, 23] — R die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes.
Wenn f/(z) > 0 fiir alle x € (a, b), dann folgt also f(z3)— f(x1) > 0 und f ist monoton
wachsend. Umgekehrt folgt aus f'(z) < 0, dass fiir ein € > 0 gilt f(xg—€) > f(xo+e€), f
also nicht monoton steigend sein kann. Das zeigt (ii). Wenn f monoton wachsend, aber
nicht streng monoton wachsend ist, dann gibt es x; < x5 € [a,b] mit f(x1) = f(x9).
Dann ist f aber auf [z1, 2] konstant und f’ verschwindet auf (z1, z5). Weil jede offene
Menge ein offenes Intervall enthélt folgt damit (iv). q.e.d.

Korollar 7.16. (isolierte kritische Punkte) Sei f : (a,b) — R differenzierbar und x
ein kritischer Punkt.
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(i) Wenn es ein € > 0 gibt, so dass f'(x) < 0 fir x € (xg — €,x0) und f'(z) > 0 fir
x € (xg, T + €), dann ist xy ein lokales Minimum.

(ii) Wenn es ein € > 0 gibt, so dass f'(x) > 0 fir x € (vo — €,x9) und f'(x) <0 fir
x € (xg,T0 + €), dann ist xy ein lokales Mazimum.

(iii) Wenn f’ bei o differenzierbar ist und f"(x¢) > 0, dann ist xo ein lokales Mini-
mum.

(iv) Wenn f" bei xq differenzierbar ist und f"(zo) < 0, dann ist x¢ ein lokales Maxi-
mum. q.e.d.

Beispiel 7.17. Die Funktion f : R — R,z — (x + 1)e™™ hat die Ableitung f'(x) =
(1—(x+1))e ™ = —ze ™. Also ist sie auf (—o0,0] streng monoton wachsend und auf
[0,00) streng monoton fallend. Insbesondere ist f(0) = 1 das ein globales Maximum.
Also gilt fir alle x € R auch e® > (1 + x).

7.4 Regel von de L’Hopital

Definition 7.18. (Grenzwerte von Funktionswerten) Fir eine Funktion f : (a,b) —
R,z — f(x) existiert der Grenzwert hm+ f(z) genau dann, wenn es eine Zahl f(a)

f(x) fir x € (a,b)
f(a) firxz=a

gibt, so dass auf [a,b) die Funktion x — { stetig bei v = a ist.

Wir schreiben dann lim f(x) = f(a).

r—a+

Der analoge Grenzwert © — b wird mit lirlr)l f(z) bezeichnet. Aufgrund der Defi-
r—b—

nition der Stetigkeit existiert der Grenzwert hm+ f(z) also genau dann, wenn es eine
r—a

Zahl f(a) gibt, so dass fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt mit den aus |z — a| < § folgt
|f(z) — f(a)| < e. Wegen Satz 5.23 ist das dquivalent dazu, dass fiir jede Folge (2,)nen
in (a,b), die gegen a konvergiert, die Folge der Funktionswerte (f(z,)).en gegen f(a)
konvergiert.

Satz 7.19. (1. Regel von de L’Hopital) Seien oo < a < b < oo und f und g auf (a,b)
differenzierbare Funktionen, so dass 1im+f(ac) =0= lim+g(x). Wenn aufSerdem der

Grenzwert lim f:(x) existsiert, dann existiert auch lim L&) ynd es gilt lim @)
t—at 9'(@) z—at 9(@) a—a+ 9(®)
lim £@

r—a+ g/($) ’
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Bemerkung 7.20. Wenn die Grenzwerte hm+ f(x) und hm+ g'(z) existieren und der

zweite nicht verschwindet, dann existiert wegen Satz 5.37 auch lim 5:8)) und es gilt
r—a+
lim f/(z)
f (33) _ xT—a+
A7 = T @)

Beweis: Die Funktion f und g erfiillen die Voraussetzungen des Verallgemeinerten
Mittelwertsatzes. Deshalb gibt es fiir jedes z € (a,b) ein zq € (a,z) so dass gilt

flx) _ flx) = fla) _ ['(x0) /(@)

= = . Wenn also der Grenzwert lim %= existiert, dann exi-
g<$) g( ) _g< ) gl(l’o) :c~>a+9( x)

stiert auch der Grenzwert lim £ — lim L&)
z—a+ 9 9(z) z—a+ 9 (=) "

q.e.d.

Satz 7.21. (2. Regel von de L’Hopital) Unter derselben Voraussetzung wie bei der
1.Regel von de L’Hopital, nur gelte lim+f(x) = 1im+g(:p) = oo statt lim+f(a:) =
lim g(x) =0, gilt dieselbe Schluf$folgerung.

r—a+

Beweis: Fiir jedes a < x < y < b gibt es wegen dem verallgemeinerten Mittelwertsatz

@) =5 /o)
g9(x) —gly)  g'(x0)
der 2. Regel von de L’Hopital erfiillen, dann gibt es also fiir jedes € > 0 ein y € (a, b),

Pl e _f@=Fw) _ L fw)

d fiir alle z € (a,y) gilt i < ‘
so dass es fiir alle z € (a,y) gilt lim = =,

ro—at g'(z0) 2 g(w) —gly) wo—at g'(w) 2
Wegen lim g(x) = oo gibt es ein yy € (a,y) so dass fiir alle x € (a,yo) gilt g(x) >

ein xy € (z,y) so dass gilt Wenn f und g die Vorraussetzungen

. f'(@o)
min 0}. Mit = lim folgt dann
{(9(v).0}. Jim T ol
€ €
(0=35) 9@ =9 + 1) <f@) < (a+35) (9() = g) + f() oder auch
ey, fW-9w (-5  fl= fly) —9(y) (a+3)
(0-5)+ 9(2) N CREGEIN 9(2) |
Wegen lim g( ) = oo gibt es dann auch ein yo € (a,y), so dass fiir alle x € (a, yo) gilt
f( ) S £ C.) I €
a—e< —=<a+e Alsogilt lim ———= = lim . q.e.d.
g(x) zo—a+t g(xg)  mo—at g'(xp)
Die analogen Aussagen fiir die Grenzwerte lirlr)l gelten natiirlich auch. Grenzwerte

der Form lim f (z) bzw. lim f(z) definieren wir als die Grenzwerte 111%1_ f(1/z)

df(1/x
40 (1 /)

WIE ~ g(1z)

bzw. hm f(1/x). Wegen der Kettenregel gilt dann Deshalb gelten

die analogen Aussagen auch fiir diese Grenzwerte.
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7.5 Konvexitit und Ableitungen

Definition 7.22. Eine reelle Funktion auf einem Intervall heifit (streng) konvez, wenn
fiir alle a,b im Definitionsbereich und alle t € (0,1) gilt

F((1—t)a+th) < (1—t)f(a) +tf(b) baw. f((1—t)a+1tb) < (1—1t)f(a) +Lf(b).

Satz 7.23. Fiir eine reelle Funktion f auf einem Intervall sind folgende Figenschaften
dquivalent:

(i) f ist konvex

f(b) — f(a)

(ii) Fira < x < bim Definitionsbereich gilt f(x) < f(a) + 2
—a

(x —a) = L(x).

(iii) Fir a < x < b im Definitionsbereich gilt

Fle) = fla) _ ) = fl@) _ 1)~ (@)
r—a b—a b—ux
(iv) Fir a < x < b im Definitionsbereich gilt f(x) = fla) < J() = f(w)
T —a b—ux

Auferdem gelten die analogen Aquivalenzen zu streng konvex, wenn fir dieselben a <
xr < b die Ungleichungen < durch < ersetzt werden.

Beweis:

(i)=(ii) Sei also a < x < b im Definitionsbereich. Definiere t = 7= dann ist ¢ € (0, 1)
und (1 —t)a + tb = z. Also folgt aus (i)

ro=(1-=) s+ (=2 s =+ 100y

(ii)=-(iii) Die erste Ungleichung in (iii) folgt sofort aus (ii). AuBerdem folgt aus (ii)

£6) — F@) > £8) (o) - LT gy IO =T,

und damit folgt auch die zweite Ungleichung in (iii) aus (ii).

(iii)=-(iv) ist offensichtlich.
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(iv)=(i) Wir konnen wegen der Symmetrie (a,b,t) < (b,a,1 —t) in (i) annehmen
a < b. Dann sei x = (1 —t)a +tb € (a,b). Wegen (iv) gilt
(b—2)(f(z) = fla)) < (z = a)(f(b) = f(x)) also auch
(b—a)f(z) < (b—=)f(a)+(zr—a)f(b) = ((b—a) = (z —a)) f(a) + (z — a) f(b).
Es gilt aber z —a = t(b — a). Also folgt f((1 —t)a+tb) < (1 —t)f(a) +tf(b).

Die analogen Aussagen fiir streng konvex lassen sich genauso beweisen, wenn wir alle
Ungleichungen < durch < ersetzen. q.e.d.

Korollar 7.24. Fir eine stetige relle Funktion auf einem Intervall, die im Inneren des
Intervalls differenzierbar ist, ist folgendes dquivalent:

(i) f ist (streng) konvex

(ii) f' ist (streng) monoton wachsend

Beweis: (i)=-(ii): Seien ¢ < b < ¢ und z < b < y im Definitionsbereich. Wegen

Satz 7.23 (iii) folgt J(z) = J{a) < f(e) = J{a) < ) - f(c)' Aus dem Grenzwert
r—a c—a y—c
r — a und y — ¢ folgt dann f'(a) < /o) = /o) < f'(¢) und damit (ii). Umgekehrt
c—a
folgt aus (ii) wegen dem Mittelwertsatz die Bedingung (iv) von Satz 7.23. q.e.d.

Korollar 7.25. Fiir eine stetige reelle Funktion auf einem Intervall, die im Inneren
zweimal differenzierbar ist, ist folgendes dquivalent

(1) [ ist (streng) konvex.

(i) f"(xz) > 0 im Inneren des Intervalls (der Abschluss der Menge {x | f"(x) > 0} ist
das ganze Intervall).

Dieses Korollar folgt sofort aus Korollar 7.24 und Satz 7.15. q.e.d.

Wenn wir die Ungleichungen alle umdrehen, so erhalten wir die analogen Aussagen
fiir konkave Funktionen. Also ist eine Funktion f genau dann (streng) konkav, wenn
die negative Funktion — f (streng) konvex ist.

Ubungsaufgabe 7.26. Zeige, dass die Umkehrfunktion einer konvezen bijektiven mo-
noton wachsenden Funktion konkav ist.

Beispiel 7.27. (i) f(z) =a? = f” = 2. Also ist f streng konver.
(i) f Ry =Ry, z— = "= S5 Also ist [ streng konkav.
(iii) exp: R — RT, — exp(z) = exp” = exp. Also ist exp streng konvez.

(iv) In: RT — R,z — In(z) = In"(x) = —=5. Also ist In streng konkav.
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7.6 Konvexitit und Ungleichungen

Satz 7.28. (Ungleichung von Jensen) Sei f eine reelle konvere Funktion auf einem
Intervall. Seien x1,...,x, im Definitionsbereich und \i,..., N\, positive Zahlen, die
A+ ...+ A\, =1 erfillen. Dann gilt

Wenn f streng konvex ist, dann gilt Gleichheit nur fir x1 = x9 = ... = ,.
Beweis durch vollstandige Induktion:

(i) Fir n =1 muss A\; = 1 sein, so dass die Aussage klar ist.

(ii) Die Aussage gelte fiir n € N. Seien z1,...,2,.1 und Ay, ..., A\, wie gefordert.
Dann definieren wir A = A\ + ...+ A\, und z = %xl 4+ ...+ )‘T"In Also gilt
Ant1 =1—Aund % +...+ ’\7" = 1. Dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung
f(z) <A f(z1)+...+ 2 f(z,). Wenn f streng konvex ist, dann gilt Gleichhheit

nur fiir zy = ... = x,. Weil f konvex ist folgt aber f(Ax + (1 — N)z,41) <
AM(x)+ (1 =N f(xpa1) < M f(z1) + ..o+ A1 f(xpe1). Wenn f streng konvex
ist, dann gilt Gleichheit wieder nur fiir x,. 1 =x =2, = ... = x,. q.e.d.

Korollar 7.29. (Ungleichung arithmetisches-geometrisches Mittel) Seien Ai,..., A\,

positive Zahlen mit Ay, ..., N\, = 1. Dann gilt fir positive Zahlen x1, ..., x,
91:1\1:1;5\2 . :cﬁ” < MNzx1+ ...+ ANz,
Insbesondere qilt /a1 -z, < @ Gleichheit gilt nun fiir vy = x5 ... = x,.

Beweis: — In ist streng konvex. Also folgt aus Jensen’s Ungleichung

—In(Mzr+ . F ) < —Alnzyp — .= A, Ing,
S Mlnxy + ...+ AN Inx, <In(Mxg+ ..o+ A\xy)

Wegen der Monotonie von exp folgt:

w?l---x’\" =exp(MInzy + ...+ N Inz,) < Nz + ..o+ Ay

n

q.e.d.
Ersetzen wir x4, ..., z, durch yl/ L ,yn/ so erhalten wir

Korollar 7.30. Seien Ay, ..., \, positive Zahlen mit A\y + ...+ X\, =1 und y1,...,y,
positive Zahlen. Dann gilt

1/

yl'--yng/\lyl ++>\ny1/>\n

Gleichheit gilt nur fir yi//\l = yé/h =...= y,ll/)‘”. q.e.d.
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Korollar 7.31. (Young’sche Ungleichung) Seien p > 0,q > 0 mit é +% = 1. Dann
gilt fir alle x >0 und y > 0

1 1
xy < —af + —yP.
p q
Gleichheit gilt nur fiir oP = y9. q.e.d.

Definition 7.32. (Norm und Skalarprodukt) Fir x = (xq,...,2,) € K* und 1 <p <
00 sel
Izl = (2ol + ... + |zaf)?

Fiir p — oo hatten wir in einer Ubungsaufgabe gesehen, dass ||z, konvergiert gegen
|2l o = max{|x1],...,|xa|}
Das Skalarprodukt wird definiert als
<x,y> =x1y1+ ...+ .0 €K, fiir x,y € K".
Fiir y € R™ setzen wir hierbei (y,...,4n) =Y =y.

Satz 7.33. (Holdersche Ungleichung) Seien p > 1 und ¢ > 1 mit % —1—5 = 1. Dann
qilt fir alle r,y € K"

[z )| < o]+ eyl < l2llp - 1yl
Fiir p = q = 2 erhalten wir wieder die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
[winl 4 A gl < )l - [yl

Beweis: Wir kénnen annehmen, dass [|z|, # 0 und ||y||, # 0. Dann folgt aus der
Young’schen Ungleichung fiir alle k =1,...,n

wryel ol Jyel _ Lloel” 1wl
lzlllylle  lzllp lylle = pllzl”  qllyll

Nach Summation iiber £ = 1,...,n erhalten wir
ol 11
|z | + +\xy|§_+_:1
11y llq poq
Wenn p =1 und g = oo gilt
|z | + - A enyn] < (2] + .00+ |2s]) max{ |y, - - -, [yal}-

Den Fall p = oo und ¢ = 1 erhalten wir durch vertauschen von x und y. q.e.d.
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Satz 7.34. (Minkowski Ungleichung) Seip > 1 und z,y € K", dann gilt
4+ yllp < llzllp + 1yl
Korollar 7.35. Fir alle1 <p < oo ist| -], : K— R eine Norm. q.e.d.

Beweis der Minkowski Ungleichung: Sei % + % =1lSptgq=pgp=(p—1)g

lzr + P+, oyl = o o P 2 oyl | )P
< (Jza] + DIz + o P (2] + |yl + yalP
< (llly + lyllp) (1 4 92| P7D 4+ g 4 | P00
(lllp + [yllo) [l + gl

Also erhalten wir ||z +y|[b < (Il + lyll) |+ yl[e. Wenn [|z+y||, = 0 ist die Aussage
1—-1
trivial. Sei also ||z +yl|, # 0, dann folgt ||z +y||, = ||x+y||§( ? < ||zll, + 1y, a-e.d.

7.7 Taylorreihen

Auf offenen Intervallen I (Teilmenge von R) ist die Ableitung f’ einer differenzierbaren
Funktion f wieder eine Funktion auf /. Die Bildung der Ableitung ist also ein linearer
Operater %, der differenzierbaren Funktionen auf I, Funktionen auf I zuordnet. Wenn
die Ableitung wieder differenzierbar ist, konnen wir diesen Operator nochmal anwenden
und erhalten (%)2 f = f" die zweite Ableitung von f. Durch n-faches Anwenden
erhalten wir gegebenenfalls dann die n-te Ableitung f.

Definition 7.36. Fir alle n € Ny sei Cg(I) die Menge aller n-mal stetig differenzier-
baren reellen Funktionen auf I, und CR° die Menge aller beliebig oft differenzierbaren
reellen Funktionen auf 1.

Cr(I)=CR(I) D Cg(I) D> ...DCR(I) D ... D CX(I)
Beispiel 7.37. (i) exp € CF°, weil exp™ = exp.
(ii) fiir allen € Ny ist  +— 2™ € OFL(R), weil (z™)™ = n! und (z™)™ =0 fiir m > n.
(iii) fir allen € N ist z— 27" € C(R\ {0}), weil (z +— z7™)m) =

- (—n)(—n—=1)...(—mn—m+1) (=1

(n+m-—-1)n+m-—2)...n
rntm :
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1y — 1)
(iv) In € CP(RY) weil In™ (z) = (=)™ (m=1) firm > 1 und mit 0! = 1.

Satz 7.38. Fiir allen € N gilt

n

() L p.g= > (") F® gm0 fiir alle f, g € Cp(I).

dzm k
k=0
(ii) Cg(I) ist eine Unteralgebra von Cg(I).
Beweis durch vollstandige Induktion:

(i) Fiir n =1 folgen (i) und (ii) aus den Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen.

(ii) Wir nehmen an, dass (i) und (ii) fiir n € N gelten. Fiir f,g € Cg™!(I) folgt dann
aus Satz 7.5

n

d <~ /n n
aa o4 (k) (n—k) _ (k1) (n—k) | (k) (n+1—k)
dxdx”(f 9) o (k)f g > (k:) (fEHDgn=R 4 fRg )

k=0 k=0

n+1 n n+1
- ( " ) 0 gr1=h) 4 (") gt — §° (” + 1) ) gnt 1K)
k—1 k k
k=1 k=0

k=0

weil <k21>+<Z) :#i_k!(k—i-n—i-l—k): (nz;l)
( )

Also gilt (i) und (ii) auch fiir (n + 1). q.e.d.
Aus der Rechenregel und der Kettenregel folgt auch

Korollar 7.39. (i) Die Komposition von n-mal stetig differenzierbaren Funktionen ist
wieder n-mal stetig differenzierbar.

(ii) Die inverse Funktion einer n-mal stetig differenzierbaren invertierbaren Funktion
ist n-mal stetig differenzierbar, wenn die Ableitung keine Nullstellen hat. q.e.d.

Definition 7.40. (Taylor-Polynom) Sei f : I — R in xg n-mal differenzierbar, also

es gibt eine offene Menge O < I, die xy enthdlt, so dass die Finschrinkung von f auf
O in C™(O) liegt. Dann heifst

_ / (x — 20)* (2) (z — o) (n)

Two(x) = f(20) + (2 — 30) ['(20) + T'f (zo) +...+ Tf (o)

das Taylorpolynom von f der Ordnung n in x,.
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Offenbar hat das Taylorpolynom der Ordnung n in x( die gleichen Ableitungen bis
zur Ordnung n wie f an dem Punkt zy. Es ist das eindeutig bestimmte Polynom vom
Grad n, das an der Stelle zy die Ableitungen f(xq), f(z0),. .., f™ (x0) besitzt:

p(x) = coter(x—x0)+. . . +en(x—120)" = plag) = co,p(l)($0) =c,... ,p(")(mo) =nlc,.

Satz 7.41. (Taylor-Formel) Sei f € CE((a,b)). Wenn fO*+V(z) fir alle v € (a,b)
ezisteirt, dann gibt es fir jedes o # x € (a,b) ein & € (xg,x) bzw. & € (x,x0), so dass

FmI(E)

f(@) =T ao(2) + (n+1)!

)n+1

(x — o gilt.

Beweis: Sei = € (a,b) und definiere g(t) = > A0 (x — 1)k fiir t € (a,b). Dann gilt
k=0

N (k1)
g/(t) _ Z fk—'(t)<x _ t)k _
k=0 )

B f(n+1)(t)

n!

(x —t)".

ol

=1

AuBerdem sei h(t) = (z — )" und B/(t) = —(n + 1)(z — t)". Dann folgt aus dem
verallgemeinerten Mittelwertsatz, dass es ein £ € (zg,z) bzw. £ € (zo, x) gibt mit

(9(x) = g(z0)) ' (§) = (A(x) — h(x0))g' (£)-

Es gilt aber g(z) — g(x0) = f(x) — Ty (x) und h(x) — h(xg) = —(z — 20)" . Also folgt
_ (@ =" (@ —z)" T fUI(E)

—Tha = — x0)" L .e.d.
f($) ) 0<x> |(n + 1)( £)n (TL—|— 1)' (iL‘ 3:0) q.e
Deﬁnition 7. 42 (Taylorreihe) Sei f € C*((a,b)) und x¢ € (a,b). Dann heifit die Po-
tenzreihe Z £ o) Taylorrezhe von [ in xo. Es gibt fir jedes xo,x € (a,b) 3 Moglich-

n=0
keiten:

(i) Die Taylorreihe von f in x¢ konvergiert an dem Punkt x gegen f(zx).
(ii) Die Taylorreihe von f in xy konvergiert an dem Punkt x, aber nicht gegen f(x).
(iii) Die Taylorreihe von f in xy konvergiert an dem Punkt x nicht.

Korollar 7.43. Sei f € C((a,b)) und xy € (a,b). Dann konvergiert die Taylorreihe
von [ in xo an dem Punkt x € (a,b) gegen f(x), wenn fir alle £ € (zg,x) bzw. (x,z0)

f”_@(x _ l,o)n = 0. q.e.d.

gilt lim
n!

n—oo
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Beispiel 7.44.

flz) = e 3 fiir x >0
0 fiirx <0
fod(g) = { Polymom vom Grad $n von (})e™  fira >0
€T e
0 firx <0

Wegen Beispiel 7.17 gilt 1 +x < €® fiir alle z € R. Dann folgt fir alle z € R\ {0}

1 ex =1 —1 _ 2
|| | | | x

1 % ..
. =€ = ir x>0
Fir allen € N 4st dannx — < * f

0 firx <0
Ableitungen von f verschwinden bei xg = 0. Also verschwindet die Taylorreihe von f
ber xg = 0 identisch.

Satz 7.45. Sei (fn)nen eine Folge von Funktionen in Ci((a,b)) eines beschrinkten
Intervalles (a,b), die fir ein xy € (a,b) punktweise konvergiert. Wenn die Folge (f) )nen

auferdem gleichmdfig gegen g konvergiert, dann konvergiert ( f,)nen gleichmdfig gegen
eine Funktion f € Cg((a,b)) und es gilt f' = g.

Beweis: Wegen dem Mittelwertsatz gilt fiir alle x, 2y € (a,b) und alle n,m € N

() = fn(2)] < |fu(m0) = fin(mo)| + |2 = 2ol 115, — fiull

Also konvergiert (f,)nen gleichméfig gegen eine Funktion f € Cg((a,b)). Wegen dem
Mittelwertsatz gibt es fiir alle x,zo € (a,b) eine Folge (&,)nen € [z, 2o] bzw. [z, 2], sO
dass fiir alle n € N gilt f,,(z) — fn(xo) (x —x0) [ (&n). Wegen dem Auswahlprinzipien
von Bolzano-Weierstrafl gibt es eine konvergente Teilfolge von (), mit Grenzwert
§ € [, mo] bzw. [zo, z]. Wegen [f,,(£n) —9(8)| < |ful&n) — 9(&n)l +19(&n) — 9(§)] und der
Stetigkeit von g konvergiert die Folge (f;,(£,)),,n gegen g(&). Also konvergiert (f,,(z)),ex
gegen f(z) = f(xg) + (x — z9)g(§). Aus der Stetigkeit von g folgt, dass f bei z
differentzierbar ist und g(xo) die Ableitung f’(xz¢) ist. q.e.d.

lz] < et =

stetig, und f € Cg°(R). Und alle

Korollar 7.46. Sei (> f!)nen gleichmiflig konvergent auf einem beschrinktem Inter-
vall (a,b) und (3 f(x0))nen konvergent mit xy € (a,b). Dann konvergiert (3 fn)nen
gleichmifSig gegen eine Funktion f € Cg((a,b)) und (3 f))nen gegen f'. q.e.d.

Korollar 7.47. (Satz von Borel) Sei (an)nen, eine beliebige Folge in R. Dann gibt
es eine Funktion f € C(R) mit kompaktem Triger in (—2,2), deren Taylorreihe bei

xo = 0 gleich ) “a™ ist. Im Allgemeinen konvergiert die Taylorreihe fiir x # 0 nicht.
n=0
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Beweis:

exp (eXp ((Ix;11)2> , (|:r\_*12)2> fir 1 < |z| <2
Sel h(z) =41 fur |z| <1
0 fir 2 < |z
Dann ist h € Cg°(R) eine 'Hutfunktion’, also eine Funktion mit kompaktem Tréger
n [—2,2], die auf [—1, 1] identisch gleich 1 ist. Fiir alle n € Ny existiert dann eine
Konstante M,, > 0
My, = max{[lhnlloc, [115 oo, - - - 15[l }

mit h, : R — R,z +— 2" - h(z). Dann sei fiir eine beliebige reelle Folge (a,)nen,

= |an|M, +1 und folz) = ?—ghn(Cn - T) fiir alle n € Ny.
niCr

0 fi

Fiir alle n,m € Ny gilt dann ™ (0) = { tlr m#n Auflerdem gilt fiir alle n >
a, firm =n.

m € No

m m—+1
1587 = S e < P < o <

Also konvergiert fiir alle m € Ny (X f,(lm))neNo gleichméfig. Wegen Korollar 7.46 konver-
gieren also fiir alle m € Ny die Reihen (X f,,)neng, (Ef) )nengs - - -, (2 fy(lm))neNO gleichméaBig

gegen f, f',..., f™. Also ist der Grenzwert f = Y f, eine Funktion in Cg°(R) und
n=0
es gilt f™(0) = a,, fiir alle m € N. q.e.d.

Korollar 7.48. Fir jede Potenzreihenfunktion f(x) = > a,a™ mit Konvergenzradius
n=0
R > 0 und jedes |xo| < R hat die Taylorreihe von f(x) in xy einen Konvergenzradius

nicht kleiner als R — |xo|, und konvergiert auf dem Bereich |z — x| < R — |xo| gegen f.

[e.o]

Beweis: Wegen lim /n = 1 hat die Potenzreihenfunktion Z(an " = Z(n +

n—oo

1)a,+12™ offenbar den gleichen Konvergenzradius wie (> a,x )neNo Wegen Korol—

lar 7.46 folgt dann, dass f differenzierbar ist und f” gegeben ist durch Z (n+1)a, 12"
n=0
Dann folgt die Aussage aus dem Identitdtssatz fiir Potenzreihenfunktionen (ii). q.e.d.
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Definition 7.49. Fine Funktion f € C*((a,b)) heifit reellanalytisch bei xq, falls die
Taylorreihe bei xoy einen Konvergenzradius grofler als Null hat und auf einer Umgebung
von xo gegen f(x) konvergiert.

Also sind alle Potenzreihenfunktionen im Inneren ihres Kovergenzbereiches reell-
analytisch. Umgekehrt sind alle reellanalytischen Funktionen Potenzreihenfunktionen.

Beispiel 7.50. (i) Die Funktionen exp,sin, cos, x +— a® und alle Polynome sind reell-
analytische Funktionen auf ganz R.

(ii) Wegen Satz 4.26 (iv) gibt es fir jede Potenzreihenfunktion f mit Konvergenzra-
dius R > 0, die bei x = 0 nicht verschwindet, eine Umgebung von 0, auf der

1 1 - \"
H 10 ’ < L <1 gilt. Dort konvergiert ? = Z 70) (f(O) f) als Po-
n=0

f(0)
tenzrezhenfunktion. Dann folgt aus dem Identitissatz fiir Potenzreihenfunktionen,
dass der Quotient zweier Potenzreihenfunktionen reellanalytisch ist, solange beide
Potenzreihenfunktionen absolut konvergieren und der Nenner nicht verschwindet.
Also sind tan und cot und alle rationalen Funktionen auf dem Definitionsbereich
reellanalytisch.

(iii) Fir o € R und xop € R™ (fir o € Z auch xo € R™) hat die Potenzreihenfunktion

x> f(z) = i <§> xy "™ mit (Z‘) _aole —n(lT)L'_"l()Oé. = ? +1)

n=0
. 1 . . . .
den Konvergenzradius R = —— = |zg|. Die Ableitung dieser Potenzrei-
lim —F—"—
n—oo ‘xo‘(n+1)
henfunktion ist x — E ( )nxg‘ npl = o E ( ) aml=ngn - Wegen
n=0
-1 -1 —1)(a—2 — 1
“ +(“ :(& a=2)- (a n—i— )(a—n—l—n): “) ist aber
n n—1 n! n

o0 - 1 oo
(xo+ ) Z (a )mg‘_l_"x” = (a) xy "z, Dann erfillt f die Differenti-
n=0 n n=0 n
algleichung ' = a(zo + x)f mit f(0) = z§. Also verschwindet die Ableitung
(z)

(x + ()™
Satz 7.15, dass fir alle |x| < x¢ gilt f(z) = (v + x0)*. Also sind fir o € R die
Funktionen x — z® auf RT und fir o € Z auf R\ {0} reellanalytisch.

der Funktion x — In und verschwindet bei x = 0. Dann folgt aus
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(iv) Fir alle xy € R hat die Potenzreihenfunktion x +— —Z =) im Konuver-
n=1

nrg
egemzbereich |x| < xo die Ableitung f'(z) = E T = . Also stimmt
= To T + Zo

sie mit der Funktion In(x+xo) —In(zo) dberein. Deshalb sind sowohl In also auch
log, auf R™ reellanalytisch. Insbesondere folgt aus dem Abelschen Grenzwertsatz

> EV = n(2).
n=1

(v) Die Ableitungen der Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen sind we-
gen (iii) im Inneren ihrer Definitionsbereiche alle reellanalytisch. Wegen Satz 7.15
sind sie selber dann auch reellanalytisch. Fir alle |x| < 1 gilt

arcsin(z) :i(‘%)ﬂ arceos(z) = © > (—%)M

n 2n+1 n 2n+1

bo |

n=0
o (_1)nx2n+1

¢ ( ) Z t( ) (_1)nx2n+1
arctan(r) = _— arccot(zx) = ~ 7 000000
e 2n +1

2n + 1

(]2 L1V

i
o

n

Wegen Beispiel 7.17 gilt fir x > —1 auch x > In(1 + x). Dann folgt

(o () w3 ) (- -2 -2

< 1 1—|—1+ +1 < 11 23 n+1 | 1
—= — 4.+ = ——In[—-=--- =1In .
- 2 2 n/— 2 12 n vn+1

Dann konvergieren aber die ersten beiden Potenzreihen auch fir x = +1 und die
letzten beiden wegen der alternierenden Reihe von Leibniz. Wegen dem Abelschen
Grenzwertsatz gelten diese Gleichungen dann auch fir x = £1. Insbesondere ist

12 (Ve

n=0

1
% firz >0
© fir @ ist reellanalytisch auf R\ {0},
0 firxz <0

(vi) Die Funktionen R — R, x {
aber nicht bei xg = 0.
Aus dem Identitétssatz fiir Potenzreihenfunktionen folgt nun

Korollar 7.51. Zwei reellanalytische Funktionen f,g € C*((a,b)) stimmen auf (a,b)
iiberein, wenn thre Taylorreihen fir ein xo € (a,b) tbereinstimmen. q.e.d.
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