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Direkter Beweis

Aussage A = B wird bewiesen, indem man bei Voraussetzung von A zeigt,
dass B gilt. J
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Direkter Beweis
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Satz. Das Quadrat jeder geraden Zahl ist auch gerade.
(fiir alle n € N: n € 2N = n? € 2N) J
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Direkter Beweis

Aussage A = B wird bewiesen, indem man bei Voraussetzung von A zeigt,
dass B gilt.

v

Satz. Das Quadrat jeder geraden Zahl ist auch gerade.
(fiir alle n € N: n € 2N = n? € 2N)

Beweis.

Angenommen n € 2N, so gibt es also ein m € N mit n = 2m. Dann ist
aber n? = (2m)? = 2(2m?) € 2N. O

V.
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Beweis durch Kontraposition/indirekter Beweis

Aussage A = B wird bewiesen, indem man die dquivalente Aussage
—B = —A direkt zeigt. A ‘B‘A:>B‘—|B:>—'A

w | w w w

w | f f f

f|lw w w

f|f w w

v

Peter Parczewski (Uni Mannheim) Mathematisches Praludium 27. August 2025 4/26



Beweis durch Kontraposition/indirekter Beweis

Aussage A = B wird bewiesen, indem man die dquivalente Aussage

—B = —A direkt zeigt. A ‘ B ‘ A= B ‘ B = —A
w| w w w
w | f f f
f | w w w
f|f w w

Satz. Hat eine natiirliche Zahl ein gerades Quadrat, dann ist sie auch
gerade. (fiir alle n € N: n? € 2N = n € 2N)
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Beweis durch Kontraposition/indirekter Beweis

Aussage A = B wird bewiesen, indem man die dquivalente Aussage

—B = —A direkt zeigt. A ‘ B ‘ A= B ‘ B = —A
w| w w w
w | f f f
f | w w w
f|f w w

Satz. Hat eine natiirliche Zahl ein gerades Quadrat, dann ist sie auch
gerade. (fiir alle n € N: n? € 2N = n € 2N)

Beweis.

Wir wollen also fiir alle n € N zeigen: n ¢ 2N = n? ¢ 2N: Angenommen
n ¢ 2N, so ist es ungerade und es gibt ein m € N mit n =2m — 1. Dann
ist aber n? = (2m —1)2 =4m? —4m+1=2(2m? —2m) +1 ¢ 2N.  [J
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Beweis durch Widerspruch

Aussage A = B wird bewiesen, indem man annimmt, dass diese Aussage
falsch ist, d.h. es gilt =(A= B) < (A A —B), und zeigt, dass ein

Widerspruch folgt. A ‘ B ‘ -(A=B) | AN-B
w | w f f
w | f w w
flw f f
Flf f f
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Beweis durch Widerspruch

Aussage A = B wird bewiesen, indem man annimmt, dass diese Aussage
falsch ist, d.h. es gilt =(A= B) < (A A —B), und zeigt, dass ein

Widerspruch folgt. A ‘ B ‘ (A= B) | AN-B
w | w f f
w | f w w
flw f f
flf f f

Satz. Hat eine natiirliche Zahl ein gerades Quadrat, dann ist sie auch
gerade. (fiir alle n € N: n? € 2N = n € 2N)

Beweis.

Sei - (n? € 2N = n € 2N), d.h. (n? € 2N) A (n ¢ 2N). Da n ungerade,
gibt es ein m € N mit n =2m — 1. Dann ist n?> = (2m — 1)2 ¢ 2N, ein
Widerspruch zur Annahme n? € 2N. Ol

o
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Beweis durch Widerspruch

Satz. Es gibt unendlich viele Primzahlen. J
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Beweis durch Widerspruch

Satz. Es gibt unendlich viele Primzahlen. J

Beweis (Euklid, 300 v. Chr.)

Angenommen, es gibt nur endlich viele Primzahlen, namlich N € N viele.
Sei ihr Produkt p; -+ py € N und py ist die groBte mogliche Primzahl. Da
p1---pn+ 1 €N, muB es entweder selbst Primzahl sein (groBer als py
Widerspruch!) oder es hat eine Primfaktorzerlegung. Ein solcher Primteiler
p teilt aber p;---py und p1--- py + 1, so miiBte stets p = 1 sein, was
keine Primzahl ist, ein Widerspruch! Ol

v
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Beweis durch Widerspruch/Gegenbeispiel

Hat die Gleichung x? + bx + ¢ = 0 fiir alle b, c € R mindestens eine reelle
Losung?
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Beweis durch Widerspruch/Gegenbeispiel

Hat die Gleichung x? + bx + ¢ = 0 fiir alle b, c € R mindestens eine reelle
Losung?

Es geniigt ein Gegenbeispiel, um die Aussage zu widerlegen.

Seien b= 0 und ¢ = 1, so ist die Gleichung x> +1 =0 < x*> = —1
Das Quadrat einer reellen Zahl ist nichtnegativ.

Also gibt es hier keine reelle Losung x und die Aussage ist falsch.
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Beweis durch Widerspruch/Gegenbeispiel

Hat die Gleichung x? + bx + ¢ = 0 fiir alle b, c € R mindestens eine reelle
Losung?

Es geniigt ein Gegenbeispiel, um die Aussage zu widerlegen.

Seien b= 0 und ¢ = 1, so ist die Gleichung x> +1 =0 < x*> = —1
Das Quadrat einer reellen Zahl ist nichtnegativ.

Also gibt es hier keine reelle Losung x und die Aussage ist falsch.

Satz. Es gibt b, c € R so dass die Gleichung x? + bx + ¢ = 0 keine reelle
Losung besitzt.

Beispielsweise fiir b =0 und ¢ = —1 bzw. b = ¢ = 0 erhalten wir ebenso:

Satz. Es gibt jeweils b, c € R so dass die Gleichung x> +bx +c =0

@ genau zwei reelle Losungen besitzt

@ genau eine reelle Losung besitzt.

v
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6. Induktion und Abzihlen
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Vollstdndige Induktion
Sei A(n) eine Aussage iiber natiirliche Zahlen. Wenn zugleich gelten:
1 Es gilt A(1) (Induktionsanfang)
2 firallen>1 : A(n) = A(n+1) (Induktionsschritt)
Dann gilt A(n) fiir alle n € N.
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Vollstdndige Induktion

Sei A(n) eine Aussage iiber natiirliche Zahlen. Wenn zugleich gelten:
1 Es gilt A(1) (Induktionsanfang)
2 firallen>1 : A(n) = A(n+1) (Induktionsschritt)
Dann gilt A(n) fiir alle n € N.

Induktionsanfang kann auch ein festes N > 1 sein.

Fiir jede natiirliche Zahl n gilt 3" > n (fir alle n € N: 3" > n) ]
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Vollstdndige Induktion
Sei A(n) eine Aussage iiber natiirliche Zahlen. Wenn zugleich gelten:
1 Es gilt A(1) (Induktionsanfang)
2 firallen>1 : A(n) = A(n+1) (Induktionsschritt)
Dann gilt A(n) fiir alle n € N.

Induktionsanfang kann auch ein festes N > 1 sein.

Fiir jede natiirliche Zahl n gilt 3" > n (fir alle n € N: 3" > n) ]

Beweis durch Induktion.

Fiir n = 1 ist klar 31 = 3 > 1. (Das war der Induktionsanfang).
Angenommen, die Aussage ist bereits fiir ein n € N wahr, d.h. es gilt die
Induktionsvoraussetzung 3”7 > n. Dann ist fiir n + 1:

31 =3".3>p.3=n+2n>n+1

(Das war der Induktionsschritt). O

v
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Sei A(n) die Anzahl aller Anordnungen der Zahlen 1,..., n. Dann gilt fiir
jedes n € N:
An)=1-2-3---(n—1)-n
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Sei A(n) die Anzahl aller Anordnungen der Zahlen 1,..., n. Dann gilt fiir
jedes n € N:
An)=1-2-3---(n—1)-n

Betrachten wir die ersten Anordnungen:

1 12021 123]132213[231/312/321
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Sei A(n) die Anzahl aller Anordnungen der Zahlen 1,..., n. Dann gilt fiir

jedes n € N:
An)=1-2-3---(n—1)-n

Betrachten wir die ersten Anordnungen:

1 12021 123]132213[231/312/321

Beweis durch Induktion.

Fiir 1 gibt es nur die Anordnung 1. (Induktionsanfang). Angenommen, die
Aussage ist bereits fiir ein n € N wahr, d.h. es gilt die
Induktionsvoraussetzung A(n) =1-2-3---(n— 1) - n. Die weitere Zahl
(n+ 1) koénnen wir bei den Anordnungen der Zahlen 1,...,n,n+1 an
einer der Positionen 1 bis n + 1 stellen. Steht sie an der ersten Position,
gibt es nach Voraussetzung genau A(n) Anordnungen. Steht sie an der
zweiten Position ebenso, usw. Also ist

Aln+1)=A(n)-(n+1)=1-2-3---n-(n+1).
Das war der Induktionsschritt). OJ
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Abzahlen

Abkiirzungen:
n

Summe Zak =ap+ai+---+an,
k=0
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Abzahlen

Abkurzungen

Summe Z ax = ap+ai+---+apn, Produkt H ax = ag- a1 -
k=0 k=0
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Abzahlen

Abkurzungen
Summe Z ax = ap+ai+---+apn, Produkt H ax = ag- a1 -
k=0 k=0
o Fiir eine endliche Menge M bezeichnet |M| die Anzahl der
Elemente.
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Abzahlen

Abkurzungen
Summe Z ax = ap+ai+---+apn, Produkt H ax = ag- a1 -
k=0 k=0
o Fiir eine endliche Menge M bezeichnet |M| die Anzahl der
Elemente.
o Summenregel: Fiir disjunkte Mengen My, ..., M, ist

‘ U?:l Mi| = 27:1 ‘Mf,

Peter Parczewski (Uni Mannheim) Mathematisches Praludium 27. August 2025 11/26



Abzahlen

Abkurzungen:
Summe Z ax = ap+ai+---+apn, Produkt H ax = ag- a1 -
k=0 k=0
o Fiir eine endliche Menge M bezeichnet |M| die Anzahl der
Elemente.
o Summenregel: Fiir disjunkte Mengen My, ..., M, ist

‘ U?:l Mi| = 27:1 ‘Mf,

@ Produktregel: Fiir beliebige Mengen My, ..., M, ist
My x My X+ x My| =TI, |Mi]
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Abzahlen

Abkurzungen
Summe Z ax = ap+ai+---+apn, Produkt H ax = ag- a1 -
k=0 k=0
o Fiir eine endliche Menge M bezeichnet |M| die Anzahl der
Elemente.
o Summenregel: Fiir disjunkte Mengen My, ..., M, ist

‘ U?:l Mi| = 27:1 ‘Mf,

@ Produktregel: Fiir beliebige Mengen My, ..., M, ist
My x My X+ x My| =TI, |Mi]

o Bijektionsregel: Existiert fiir endliche Mengen A und B eine
Bijektion, so ist |A| = |B]
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Sei A(n) die Anzahl aller Anordnungen der Zahlen 1,..., n. Dann gilt fiir
jedes n € N:
An)=1-2-3---(n—1)-n
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Sei A(n) die Anzahl aller Anordnungen der Zahlen 1,...,n. Dann gilt fiir

jedes n € N:
A(n)=1-2-3---(n—1)-n

Beweis durch Abzahlen.

Wir zdhlen die Anzahl der Umordnungen von 1,2, ... n. Fiir das erste
Element 1 haben wir n Platze. Fiir das zweite Element 2 haben wir
anschlieBend nur noch n — 1 Platze. Usw: Fiir das k-te Element haben

n — k + 1 Platze. Also erhalten wir als Anzahl der Umordnungen
A(n)=1-2-3---(n—1)-n O
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at+bl=a+b

(

(a+ b)? = a° + 2ab + b?

(a+ b)® =a®+3a%b+3b%°a+ b°

-1 n(n—1
(a+b)n:an+nan—1b+n(n2 )an—2b2+“_+ ( 5 )a2bn—2+nabn—1+bn
1
] |
EE a
[ o] ]
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[ 1l I 1l| 55[165]330|462|462|330|165| 55' lll 1k |
1 | 12| 66|220|495|792|924|792 495[220| 66| 12| 1
i 13 |
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Binomialsatz

Fiir alle a,b € R und n € N gilt:

n
(a+b)"=a"+na""th+ #a“*b2 +--4+b"= Z (n) akp"k

(Z) := Anzahl der k-elementigen Teilmengen von 1,...,n

~ Peter Parczewski (Uni Mannheim) | Mathematisches Priludium 27. August 2025 14/26



Binomialsatz

Fiir alle a,b € R und n € N gilt:

n
(a+b)"=a"+na""th+ #a“*b2 +--4+b"= Z (n) akp"k

(Z) := Anzahl der k-elementigen Teilmengen von 1,...,n

Beweis.

@ Produkt auf linker Seite: (a4 b)"=(a+ b)-(a+ b)---(a+ b)

O
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Binomialsatz

Fiir alle a,b € R und n € N gilt:

-1 n
(a+b)n:an+nan—1b+ %an_%f%—‘”—l—bnzz(n)akbn_k

(Z) := Anzahl der k-elementigen Teilmengen von 1,...,n

Beweis.

@ Produkt auf linker Seite: (a4 b)"=(a+ b)-(a+ b)---(a+ b)
@ Also darin fiir jedes k € {0,1,..., n}: a¥ enthalten

O
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Binomialsatz

Fiir alle a,b € R und n € N gilt:

-1 n
(a+b)n:an+nan—1b+ %an—2b2+”.+bnzz<n>akbn—k

(Z) := Anzahl der k-elementigen Teilmengen von 1,...,n

Beweis.

@ Produkt auf linker Seite: (a4 b)"=(a+ b)-(a+ b)---(a+ b)
@ Also darin fiir jedes k € {0,1,..., n}: a¥ enthalten

© 32* nur im Produkt akb"—* enthalten

O

v
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Binomialsatz
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(Z) := Anzahl der k-elementigen Teilmengen von 1,...,n

Beweis.

@ Produkt auf linker Seite: (a4 b)"=(a+ b)-(a+ b)---(a+ b)
@ Also darin fiir jedes k € {0,1,..., n}: a¥ enthalten

© 32* nur im Produkt akb"—* enthalten
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Binomialsatz

Fiir alle a,b € R und n € N gilt:

-1 n
(a+b)n:an+nan—1b+ %an—2b2_’_”.+bnzz<n>akbn—k

(Z) := Anzahl der k-elementigen Teilmengen von 1,...,n

Beweis.

@ Produkt auf linker Seite: (a4 b)"=(a+ b)-(a+ b)---(a+ b)
@ Also darin fiir jedes k € {0,1,..., n}: a¥ enthalten

© 32* nur im Produkt akb"—* enthalten

@ Koeffizient von a¥b"*: wihle aus n Klammern (a+ b) jeweils genau k mal a

@ Das ist gerade die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von 1,...,n
Q also: Produkt (a+ b)" ist Summe iiber alle k € {0,1,...,n}: (])a*b"*
@ Damit folgt (a+b)" = > _ (7)ab"* O

v
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Geometrische Summe

1. Fir alle x € R und n € N gilt

(1—x)(1+x+x*+- 1—X)ZX =1-x""
2. Insbesondere ist fiir alle x 75 lund neN:
1 — xn+1
1 = .
+ x 4 x2 -+ x" Zx o x
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Geometrische Summe

1. Fir alle x € R und n € N gilt

(1—x)(1+x+x*+- 1—X)ZX =1-x""
2. Insbesondere ist fiir alle x 75 lund neN:
1 — xn+1
1 = .
+ x 4 x2 -+ x" Zx o x

v

Beweis.

@ Ausmultiplizieren ergibt 1.

(da alle x*, k =1,...,n mit + und — vorkommen)

o 2. folgt direkt aus 1. durch Division mit 1 — x # 0 n
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Geometrische Summe

1. Fir alle x € R und n € N gilt

(1—x)(1+x+x*+- 1—X)ZX =1-x""
2. Insbesondere ist fiir alle x 75 lund neN:
1 — xn+1
1 —
+ x 4 x2 -+ x" Zx o x

Beweis
@ Ausmultiplizieren ergibt 1.

.
.
| \

(da alle x*, k =1,...,n mit + und — vorkommen)
o 2. folgt direkt aus 1. durch Division mit 1 — x # 0 0
1 1 1 1 1—(1/2)01 o
1 — — = oo = = 2 — 2
totgtg Tt o 1-1/)2
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Beweisverfahren

o Direkter Beweis (A = B): Man zeigt, dass die Schlussfolgerung aus
den Annahmen folgt (unter Verwendung von Definitionen, bereits
bewiesenen Sitzen, Lemmata, Ungleichungen, etc)
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Beweisverfahren

o Direkter Beweis (A = B): Man zeigt, dass die Schlussfolgerung aus
den Annahmen folgt (unter Verwendung von Definitionen, bereits
bewiesenen Sitzen, Lemmata, Ungleichungen, etc)

@ Beweis durch Widerspruch: Man zeigt, dass die Negation der
Behauptung zu einem Widerspruch fiihrt. Also muB dann die
Behauptung selbst wahr sein! (Negierte Behauptung:

-(A= B) < (AAN-B))

Peter Parczewski (Uni Mannheim) Mathematisches Praludium 27. August 2025 17 /26



Beweisverfahren

o Direkter Beweis (A = B): Man zeigt, dass die Schlussfolgerung aus
den Annahmen folgt (unter Verwendung von Definitionen, bereits
bewiesenen Sitzen, Lemmata, Ungleichungen, etc)

@ Beweis durch Widerspruch: Man zeigt, dass die Negation der
Behauptung zu einem Widerspruch fiihrt. Also muB dann die
Behauptung selbst wahr sein! (Negierte Behauptung:

-(A= B) < (AAN-B))

@ Beweis durch Kontraposition: Man beweist die logisch dquivalente
Behauptung: A= B & -B = -A
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Beweisverfahren

o Direkter Beweis (A = B): Man zeigt, dass die Schlussfolgerung aus
den Annahmen folgt (unter Verwendung von Definitionen, bereits
bewiesenen Sitzen, Lemmata, Ungleichungen, etc)

@ Beweis durch Widerspruch: Man zeigt, dass die Negation der
Behauptung zu einem Widerspruch fiihrt. Also muB dann die
Behauptung selbst wahr sein! (Negierte Behauptung:

-(A= B) < (AAN-B))

@ Beweis durch Kontraposition: Man beweist die logisch dquivalente
Behauptung: A= B & -B = -A

@ Beweis durch vollstandige Induktion
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o Direkter Beweis (A = B): Man zeigt, dass die Schlussfolgerung aus
den Annahmen folgt (unter Verwendung von Definitionen, bereits
bewiesenen Sitzen, Lemmata, Ungleichungen, etc)

@ Beweis durch Widerspruch: Man zeigt, dass die Negation der
Behauptung zu einem Widerspruch fiihrt. Also muB dann die
Behauptung selbst wahr sein! (Negierte Behauptung:

-(A= B) < (AAN-B))

@ Beweis durch Kontraposition: Man beweist die logisch dquivalente
Behauptung: A= B & -B = -A

@ Beweis durch vollstandige Induktion

e Beweis durch Abzdhlen/Kombinatorik: Man z3hlt die Objekte
unterschiedlich ab, dies ergibt eine Gleichheit

o Beweis durch Fallunterscheidung, Schubfachpinzip, ...
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@ Von 3 zufillig gezogenen Schuhen sind entweder mindestens zwei
linke oder zwei rechte dabei
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@ Von 3 zufillig gezogenen Schuhen sind entweder mindestens zwei
linke oder zwei rechte dabei

@ Von 25 Studierenden haben mindestens drei im gleichen Monat
Geburtstag

@ Werden 6 Elemente auf 4 Facher verteilt, so gibt es stets ein Fach mit
2 Elementen:

Schubfachprinzip

Werden n > k Elemente auf k Facher verteilt, so gibt es mindestens ein
Fach mit 2 Elementen.

Werden n > 2k Elemente auf k Ficher verteilt, so gibt es mindestens ein
Fach mit 3 Elementen.

Usw. ...
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Kleinste groBere ganze Zahl: [x] :=min{z € Z : x < z} (obere
GauB-Klammer). J
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GauB-Klammer).

Allgemeines Schubfachprinzip

Werden n Elemente auf k Facher verteilt, so gibt es mindestens ein Fach
mit [n/k] Elementen.

Beobachtung: Fiir alle n,k € N : [n/k] <n/k +1 J

Angenommen, in jedem Fach sind hochstens [n/k] — 1 Elemente, so sind
insgesamt erst nur k- ([n/k] —1) < k-(n/k +1—1) = n Elemente
verteilt, ein Widerspruch! Ol

@ Bei einer Feier mit 30 Leuten sind mindestens [30/7] = 5, die am
gleichen Wochentag Geburtstag haben
@ In einer Gruppe von 100 Studenten sind mindestens [100/30] = 4,
die bei 30 Fragen gleich viele korrekt beantworten
~ Peter Parczewski (Uni Mannheim) | Mathematisches Priludium 27. August 2025  19/26



Aufgaben losen - ein Plan

© Was ist die Aussage? Mache einfache Beispiele und/oder Skizzen!
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Aufgaben losen - ein Plan

© Was ist die Aussage? Mache einfache Beispiele und/oder Skizzen!
@ Betrachte die verwendeten Begriffe und Definitionen genauer!
© Welche Zusammenhinge gibt es in diesem Umfeld?

© Welche Zusammenhinge siehst du?

© Welche Zusammenhange hattest du gerne?

@ Fiihre Bezeichnungen ein!

@ Ergeben einfache Beispiele/Gegenbeispiele Beweisideen?

@ Vereinfache: Spezialfall /Fallunterscheidung?

© Abstrahiere: Verallgemeinerung?

@ Studiere verwandte Probleme und Theorien!

@ Variiere die Aussagen und Aufgaben!

@ Untersuche und rekonstruiere dhnliche Probleme!
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8. Beispiele/Ausblicke
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Fibonacci-Zahlen

Definition Fibonacci-Zahlen:

Fn:=Fo1+ Fr2, Fo=0,FL=1

Also sind die ersten Fibonacci-Zahlen:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,...

Das ist eine rekursive Folge.
Kann man die n-te Zahl direkt angeben?
Ja! - Explizite Formel:

() ()
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Fibonacci-Zahlen

Fn

1 ((25) - (55))

Beweisidee.

Die Rekursion F, := F,_1 + F,_2 basiert auf zwei Werten.
Seien also die ersten beiden (1,0) und (0, 1) (linear unabhingig)
Alle anderen Startwerte kann man daraus linear erhalten:

(x,y) =x-(1,0)+y-(0,1)

Also ist der Raum aller rekursiven Folgen mit der Vorschrift

Fn = Fp—1 + F,—2 zweidimensional (~~ Lineare Algebra)

Wir machen den Ansatz F, = ¢"

aus Fi=Fp_1+ Fpo folgt " =c" 1+ c" 2 bzw. > =c+1

Diese Gleichung hat die zwei Lésungen ¢ = 1+2\/57 P = 1_2‘/5

Man sieht direkt, dass (1, ¢) und (1, ) linear unabhingig sind

Also F, als Linearkombination von (" und @" schreiben: Nachrechnen
~ Explizite Formel
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Unendlichkeiten

Mengen wie
N, Z, 2N, R, R"

haben nicht endlich viele Elemente

d.h. sind nicht endlich (bzw. unendlich)

(Verschiedene Arten von Unendlichkeit ~~ Studium + Ausblicke spater)

v

Eine wichtige Unterscheidung:
@ Eine Zahl n € N kann beliebig groB sein

Jede Zahl n € N ist aber immer noch endlich

@ Die Menge N ist unendlich

@ Studium (v.a. Analysis) ~~ n geht gegen Unendlich ~~ Konvergenz

v
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Machtigkeiten

Die Mengen X und Y heiBen
gleichmachtig (X ~ Y) :& es existiert eine bijektive Fkt. f: X — Y

v

Die Menge M heiBt:
@ endlich :& es existiert n € N und eine bijektive Fkt.
f:M—{1,2,...,n}
o abzahlbar . M ~ N
@ hochstens abzahlbar ;<< M ist endlich oder abzahlbar
@ iiberabzahlbar << M ist nicht abzihlbar

Die Machtigkeit |M| einer Menge M ist die Anzahl der Elemente (sofern
M endlich), ansonsten nur Vergleichbarkeit (z.B. |[M| > |N|)

@ Die Mengen N und Z sind abzihlbar unendlich

o Jede Menge, die eine unendliche Menge als Teilmenge enthilt, ist
unendlich
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Satz (Cantor, 1890)

Fiir jede Menge M gilt: Die Potenzmenge P(M) := {N : N C M} ist
méchtiger als M, d.h. M| < |P(M)].

v

o Fiir endliche Mengen M ist [P(M)| = 2IMl > |M| (~ LA, Ana).
@ Sei M nun unendlich.

e Da M~ {{x}: x € M} C P(M), ist also M bereits gleichmiachtig zu
einer Teilmenge von P(M), d.h. es gilt |[M| < |P(M)|.

Angenommen, M ~ P(M), so existiert eine Bijektion f : M — P(M).
Wir betrachten die Menge A :={x € M : x ¢ f(x)}.

Weil A C M, ist also A € P(M) und es existiert somit wegen der
Bijektion ein eindeutiges Urbild a € M mit f(a) = A.

Fir dieses Element ist nun aber nach Definition von A:
acAs acf(a)< a¢ A- ein Widerspruch!

@ Also sind M und P(M) nicht gleichmichtig! n
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