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Kapitel 1
Mathematische Grundbegriffe

Bisher konnte noch nicht bewiesen werden, daf} irgend etwas in der Mathematik

schwierig ist. ,
& NoRBERT A’CAMPO

+ Gegenstande der Mathematik sind mathematische Sitze und Beweise.

« Der mathematische Satz ist eine Aussage.

+ Der Beweis ist eine logische/schliissige Begriindung aus Satzen und Definitionen

+ Eine Definition erklart einen Begriff oder Zusammenhang durch bereits bekannte Be-
griffe und Zusammenhénge.

« Mathematik ist demnach die Tétigkeit, aus Satzen und Beweisen, neue Sitze und neue
Beweise zu erzeugen!

In diesem Kapitel fithren wir einige Grundbegriffe ein. Viele werden wir sehr selten oder nie
brauchen, insofern ist dieses Kapitel nur zum Nachschlagen und der Vollstandigkeit halber.

Aussagen

Eine Aussage ist ein Satz, dem ein Wahrheitswert wahr oder falsch, eindeutig zugeordnet
werden kann (auch wenn dieser Wahrheitswert unbekannt ist).
Tertium non datur (Ein Drittes gibt es nicht. ARISTOTELES).

Das sind (aussagenlogische) Aussagen : Das sind keine Aussagen:
« 4>49/8 « Guten Tag!
« Es existiert eine Losung von 2% = 42 e 3+2<
+ Es gibt unendlich viele Primzahlen . 42

Die Aussagenoperationen, d.h. zusammengesetzte Aussagen fiir Aussagen A und B, sind:
- A  Nicht A (A gilt nicht)
AANB Aund B gelten gleichzeitig
AV B Esgilt A oder B (oder beide!)
A= B Aus Afolgt B (Wenn A, dann B)
(A ist hinreichend fiir B bzw. B ist notwendig fiir A)
A< B Agilt genau dann, wenn B gilt (A und B sind logisch dquivalent)

Die Wahrheitswerte von zusammengesetzten Aussagen werden durch Wahrheitstabellen
bzw. Wahrheitstafeln festgelegt bzw. definiert.
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4 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDBEGRIFFE

Die logische Aquivalenz von Aussagen erfolgt ebenfalls durch Betrachtung von Wahrheits-
tafeln, wie in den letzten beiden Spalten veranschaulicht. Wir kiirzen im Weiteren wahr (w)
und falsch (f) ab:

A|B|AVB|ANB|A=B| A& B A= B|-AVB
Al —-A w | w w w w w w w
w | f w | f w f f f f f
flw flw w f w f w w

flf f f w w w w

Die Gleichheit der letzten beiden Spalten beweist die Aussage: (A = B) < (-mAV B).
:= bzw. :& Linke Seite wird definiert durch/als (Definition). Analog wird bei =: bzw. <
die rechte Seite definiert. Beispiele:

« neue Aussagenoperation A|B < —(A A B).
« /2 := die positive reelle Zahl, die die Gleichung 2> = 2 16st
» n € Nist teilbar durch m € N :& esgibtein £ € Nmitn = mk

Ein Pradikat p(z) wird erst durch Einsetzen von z zu einer Aussage, ein Beispiel ist z > 3.

Mengen
Definition 1.1. Eine Menge M ist eine Zusammenfassung unterscheidbarer Objekte, genannt
Elemente. Die Elementbeziehung wird geschrieben als:

x € M bedeutet: x ist Element der Menge M

x & M bedeutet: x ist nicht Element der Menge M (x¢ M —(xeM))

Definition einer Menge oftmals mittels einer Aussage als Bedingung (geschweiften Klammern!):
M :={x:p(x)} bzw. M :={x|p(x)} (dh.Menge der z, fur die p(x) gilt)
Beispiele:
« Die Menge der natiirlichen Zahlen N := {1,2,3,...}
« {1,2,3,2,1} = {1,2,3} = {3, 2, 1} (Es gibt hier nur drei verschiedene Elemente!)
« {2, Olaf Scholz, {1,2,3}} (Elemente sind beliebig, konnen auch selbst Mengen sein!)

Relationen und Definitionen fiir Mengen A und B:

ACB:& firallez:2 € A=2x€B A Teilmenge von B
A=B:& (ACB)A(BCA) Gleichheit (fiir Mengen!)
ACB(ASB) < (ACB)A(A# B) Aechte Teilmenge von B

AUB:={zr:x€ AVz € B}
ANB:={z:x€ ANz € B}
Ax B :={(z,y):x € Ay € B}
A\B:={zx:2€ ANz ¢ B}

Vereinigung
Durchschnitt
kartesisches Produkt, Menge von 2-Tupeln

Komplement von B in A

Beispiele:



« {1,2} U{0,1,5} ={0,1,2,5}, {1,2} n{0,1,5} = {1} und {1,2}\{0,1,5} = {2}
« {n € N:ngerade} = {2n|n € N} =2N G N

« {1,2,3} x {4, B} ={(1,4),(2,4),(3,4),(1, B), (2, B), (3, B)}

o« Ay X oo X A = {(11, 29, ..., %) 1 11 € Ay, ...,z € A} Menge von k-Tupeln

Beachte den Unterschied geschweifte und runde Klammer!
Menge {...} Reihenfolge irrelevant, Elemente verschieden!

Tupel/Vektor (...) Reihenfolge relevant! Elemente evtl. identisch!

Wichtige Zahlenmengen:

« Potenzmenge einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen: P(M) :={U : U C M}
« Leere Menge () := {} (Es gilt fiir jede Menge M : ) C M)

« Natiirliche Zahlen N:={1,2,3,...} (N mitNull: Ny, :=NU{0})

« Ganze Zahlen Z :={...,—2,-1,0,1,2,...} = —=NU{0} UN

« Rationale Zahlen (Briiche) Q :={z/n: 2z € Z,n € N}

Reelle Zahlen R (alle Zahlen auf dem Zahlenstrahl).

« Intervalle in R

[a,b] :={x eR:a <z <b} (abgeschlossenes Intervall)
(a,b) ={xr €R:a <z <b} (offenes Intervall)
la,b) ={z eR:a<z<b}, (a,b] ={reR:a<z<b} (halboffenes Intervall)

—o00 und oo sind nur am offenen Rand eines Intervalls zugelassen, z.B. R = (—o00, 00).
[0, 00) sind die nichtnegativen reellen Zahlen, (0, co) die positiven reellen Zahlen.

Eine Teilmenge M C R heifit nach oben/unten beschriankt, wenn es eine Zahl ¢ € R gibt
mit a < ¢bzw. a > cfur alle ¢ € M. Man nennt ¢ als obere/untere Schranke.

Die Teilmenge M C R heifit beschriankt, wenn M nach oben und unten beschrankt ist,
ansonsten heifit M/ unbeschrankt.

Fiir eine nach oben beschrankte nichtleere Menge M C R bezeichnen wir mit max M das
Maximum das grofite Element in M und fiir eine nach unten beschrankte nichtleere Menge
bezeichnen wir mit min M/ das Minimum das kleinste Element in M.

Fir ein abgeschlossenes Intervall ist max[a, b] = b und min[a, b] = a.

Andererseits ist z.B. (0, 1) C R beschrénkt, besitzt aber weder Maximum noch Minimum!

Funktionen

Eine Abbildung oder Funktion zwischen zwei Mengen A und B,
f:A—= B, a— f(a)

ordnet jedem Element a € A eindeutig ein f(a) = b € B zu (f von A nach B).
Dabei ist b das Bild von a, bzw. a das Urbild von b.
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Fir C C A heifit f(C) = {f(a)la € C} C B das Bild von C und fir D C B heifit
YD) ={a|f(a) € D} C A das Urbild von D.

Die Menge f(A) heifit Wertebereich und A Definitionsbereich von f.

Eine Funktion f : A — B heif3t

injektiv & furallex,z € A: (f(z) = f(2) = = = 2)

surjektiv & f(A) =B

bijektiv :& f injektiv und surjektiv (f heifit dann Bijektion)
Fiir eine Bijektion f : A — B heifit ' : B — A, y — z := f~!(y) die Umkehrfunk-
tion/Inverse von f.

Beispiele:

« [ R? >R, f(x,y) = + y (Summe)
« [:R =R, f(xr) = mz + c (lineare Funktion, m, ¢ € R fest)
Fiir m # 0 ist es eine Bijektion mit Inverse f~'(z) = (z — ¢)/m
« Polynome p: R — R, p(z) = a,2™ + ap_12™ ' + -+~ ayx + ag (fir ay, ..., a9 € R)
« rationale Funktionen p(z)/q(x) (fiir Polynome p, g), z.B. Hyperbelfunktion 1/z

« Die Wurzelfunktion /- : R=Y — R2% := {x € R : z > 0}, x > /7 ist eine Bijektion.
Die Inverse ist die Quadratfunktion z + z2.

« Exponentialfunktion exp : R — (0,00), " = exp(z) (e ~ 2.718 Eulersche Zahl) und
die Umkehrfunktion: (natiirliche) Logarithmusfunktion In(z)

« trigonometrische Funktionen sin(x), cos(z), tan(z) und die Umkehrfunktionen

« Anzahl Elemente: |- | : {M C Z: M endlich} — Ny :=NU {0}, M — |M]|

1, zeM
0, ¢ M

o Obere/untere Gaufiklammer sind die Funktionen R — Z des auf- bzw. abrunden:

« Indikatorfunktion fir eine Menge M C A: 1), : A — {0,1}, 1y (x) = {

[z] :==min{z € Z : x < z}, |z] :=max{z € Z:x > z}.

Eine Menge A heif3t endlich, falls n € N und eine Bijektion f : A — {1,2,...,n} existieren.
Ansonsten heifit die Menge unendlich.

Eine unendliche Menge A heif3t abzahlbar unendlich, falls es eine Bijektion f : A — N gibt.
Ansonsten heifit die Menge iiberabzahlbar.

Prima Tool fiir Visualisierung von Funktionen und Berechnungen: www . desmos . com.


www.desmos.com

Kapitel 2
Abzahlen

n n
Abkiirzungen: Summe Z a,=ag+a,+---+a, Produkt H A, = Qg - Q1+ * Ay,
k=0 k=0

« Fir eine endliche Menge M bezeichnet |M | die Anzahl der Elemente.
Summenregel: Fiir disjunkte Mengen M, ..., M, ist | U, M;| = >"7" | |M,]
« Produktregel: Fiir beliebige Mengen M, ..., M, ist | My x My x - - - x M, | =[], |M;]

« Fiir endliche Mengen A, B und die Menge aller Abbildungen {f : A — B} =: B4 ist
daher |B4| = |B|A

« Bijektionsregel: Existiert fiir endliche Mengen A und B eine Bijektion, soist |A| = | B]

Beispiele:
. Esist|{1,2,3,4/2,2 + 1} = 3da {1,2,3,4/2,2 + 1} = {1,2,3}
« Es gibt 28 viele 01-Folgen der Lange 8, da |{0, 1}{12-8}| = 28 (Produktregel).

« Es gibt im Alphabet mit 26 Buchstaben 26° ( > 11 - 10°) mdgliche Wérter der Linge 5
(die meisten ohne Bedeutung!)

Sei A(n) eine Aussage tiber natiirliche Zahlen, so gibt es zwei Beweismethoden: Zum einen
(vollstandige) Induktion:

Es gilt A(1) (Induktionsanfang) .
Vn>1: A(n) = A(n+1) (Induktionsschritt) = VneN: Al
Zum anderen Abzihlen.

Das folgende Resultat verwenden wir als ein Beispiel fiir beide Beweismethoden:

Satz 2.1 (Anzahl Potenzmenge). Sei M eine endliche Menge mit n € Ny Elementen. Dann hat
die Potenzmenge genau 2" Elemente, d.h. es gilt: |P(M)| = 9lM|

Beweis durch Induktion. Sei M = (), so hat P(M) = {0} offenbar genau ein Element und
die Aussage ist wahr: 1 = 2° (Induktionsanfang).

Angenommen, die Aussage ist bereits wahr fiir n € Nj (Induktionsvoraussetzung), dann ist
fir eine Menge mit n + 1 Elementen M = {ay,as,...,a,.1}: Eine Teilmenge enthilt a,,;
oder nicht.
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Es gibt nach Induktionsvoraussetzung genau 2" Teilmengen ohne a,,1. Ebenso gibt es genau
2" Teilmengen mit a,, 1. Also ist die Anzahl der Teilmengen von M tatsichlich 2 - 2" = 271,
(Induktionsschritt). [

Beweis durch Abzihlen. Jede Teilmenge U C M einer Menge M = {my,...,m,} mitn
Elementen kann mittels einer 01-Folge kodiert werden, je nachdem, ob das k-te Element von

1, mpeU
0, mKQEU

M enthalten ist oder nicht: 1 (my,) := { . Das ergibt eine Bijektion:

P(M) — {O, 1}”, U (]lU(ml), ]lU(mg), R ]lU(mn)) S {O, 1}”

(Beispielsweise ist die Teilmenge {0, 3} C {0, 1, 2, 3} kodiert mittels (1,0, 0, 1)). Mit[{0, 1}"| =
2" (Produktregel) und Bijektion folgt mit Bijektionsregel auch |P(M)| = 2". O

Satz 2.2. Sei A(n) die Anzahl aller Umordnungen (Permutationen) der Zahlen 1, ... n.
Dann gilt fiir jedesn € N:

An)=1-2-3---(n—1)-n=:n! (Fakultit von n)

Beweis. Wir zahlen die Anzahl der Umordnungen von 1,2, ..., n. Fir das erste Element 1
haben wir n Platze. Fir das zweite Element 2 haben wir anschlieSend nur noch n — 1 Platze.
Usw: Fiir das k-te Element haben n — £ + 1 Platze. Also folgt die Behauptung. [

Damit haben wir insgesamt:

- Anzahl der k-Tupel in der Menge {1,2,...,n}: n* (Produktregel)
« Anzahl der k-Tupel ohne Wiederholung: n(n —1)---(n — k+ 1) =n!/(n — k)!
« Fiir eine endliche Menge |A| = nist |[{f : A — A bijektiv}| = n!

Satz 2.3. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer Menge mitn > k Elementen ist

—1)--- _ 1
ne =) k,(n £+ 1) =: (Z) (Binomialkoeffizient)

Wir setzen zudem 0! = 1 (leeres Produkt) und daher (g) = 1.

Beweis. Fir das erste Element der Teilmenge haben wir n Elemente zur Auswahl, fiir das
zweite n— 1, usw. Fiir das k-te Element der Teilmenge gibt es noch genaun—(k—1) = n—k+1
Elemente zur Auswahl. Die gleiche Teilmenge konnen wir jedoch auch in anderer Reihenfolge
erhalten. Die Anzahl der Umordnungen ist k! (Satz 2.2). Also folgt die behauptete Formel. [

Beispiele:
« Aus 5 verschiedenen Friichten kann man 2° — 1 = 31 verschiedene Obstsalate (mit
mindestens einer Frucht) auswahlen.

+ 16 verschiedene Biicher kénnen auf 16! (> 2 - 10'3) verschiedene Arten in einem Buch-

regal angeordnet werden.

;) = 105 — 35 verschiedene Dreiergruppen wihlen.

« Unter 7 Personen kann man ( 391
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