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Folgen

Definition (Folge)

Eine Folge in R (oder C) ist eine beliebige Funktion f : N — R (oder f : N — C),
die man durch Aufzihlung aufschreibt und die wir abkiirzen als:

(fla F27 f37 .. ) = (fn)nGN = (fn)n21 = (fn)

Dabei wird jedem Index n € N ein Folgenglied f(n) = f, zugeordnet.
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Definition (Folge)

Eine Folge in R (oder C) ist eine beliebige Funktion f : N — R (oder f : N — C),
die man durch Aufzihlung aufschreibt und die wir abkiirzen als:

(f;la F27 f?n .. ) = (fn)nGN = (fn)n21 = (fn)

Dabei wird jedem Index n € N ein Folgenglied f(n) = f, zugeordnet.

® (1/n)peny = (1,1/2,1/3,1/4,...)
o (n*— 2n)n>3 =(3,8,15,24,...) (auch andere Indexmengen méglich)
o Fiir eine endliche Indexmenge | C N ist (f;);e; eine endliche Folge.

Folge auch durch eine rekursive Vorschrift (Rekursion):

@ Sei ag =2 und fiir alle n > 0 ist ap,41 = —a,/2:
(an)n>0 =1(2,-1,1/2,-1/4,1/8,...)
o Fibonacci-Folge: fy = f; =1 und fiir alle n > 1 ist f,01 = f, + fo_1.
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Konvergenz

Definition (Grenzwert (Limes), Konvergenz)

Eine Folge (an)neny C R heiBt konvergent, wenn eine Zahl a € R existiert, so dass
fiir alle € > 0 ein N = N(¢e) € N existiert, so dass fiir alle n > N:

lan — a] < e.

Diese Zahl a heiBt der Grenzwert (Limes) der Folge (a,). Die Folge heiBt
kovergent gegen a, und wir schreiben

lim a,=a bzw. a, — a (fir n — o00).
n—oo
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Definition (Grenzwert (Limes), Konvergenz)

Eine Folge (an)neny C R heiBt konvergent, wenn eine Zahl a € R existiert, so dass
fiir alle ¢ > 0 ein N = N(¢g) € N existiert, so dass fiir alle n > N:

lan — a] < e.

Diese Zahl a heiBt der Grenzwert (Limes) der Folge (a,). Die Folge heiBt
kovergent gegen a, und wir schreiben

lim a,=a bzw. a, — a (fir n — o00).
n—oo

Eine gegen 0 konvergente Folge heiBt Nullfolge.

Existiert keine solche Zahl a, so heit die Folge divergent.

Die Definition gilt analog fiir komplexe Folgen mit dem Betrag in C.
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Konvergenz

Definition (Grenzwert (Limes), Konvergenz)

Eine Folge (an)neny C R heiBt konvergent, wenn eine Zahl a € R existiert, so dass
fiir alle ¢ > 0 ein N = N(¢g) € N existiert, so dass fiir alle n > N:

lan — a] < e.

Diese Zahl a heiBt der Grenzwert (Limes) der Folge (a,). Die Folge heiBt
kovergent gegen a, und wir schreiben

lim a,=a bzw. a, — a (fir n — o00).
n—oo

Eine gegen 0 konvergente Folge heiBt Nullfolge.

Existiert keine solche Zahl a, so heit die Folge divergent.

Die Definition gilt analog fiir komplexe Folgen mit dem Betrag in C.

Eine Folge (an)neny C R (oder C C) heiBt beschrankt, wenn ein M > 0 existiert,
so dass |a,| < M fiir alle n € N. Ansonsten heiit die Folge unbeschrénkt.
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Konvergenz

Jede konvergente Folge ist beschrinkt und der Grenzwert ist eindeutig! l
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Konvergenz

Jede konvergente Folge ist beschrinkt und der Grenzwert ist eindeutig!

Die Umkehrung der Aussage in Satz ist aber falsch! Wie das Beispiel zeigt:

e Die Folge a, = (—1)" ist beschrankt aber divergent.
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Konvergenz

Jede konvergente Folge ist beschrinkt und der Grenzwert ist eindeutig!

Die Umkehrung der Aussage in Satz ist aber falsch! Wie das Beispiel zeigt:

o Die Folge a, = (—1)" ist beschrénkt aber divergent.
o Jede unbeschrankte Folge ist divergent.

Es gilt nach Definition die Aquivalenz: a,—~a < l|a,—al—0.
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Konvergenz

Jede konvergente Folge ist beschrinkt und der Grenzwert ist eindeutig!

Die Umkehrung der Aussage in Satz ist aber falsch! Wie das Beispiel zeigt:

o Die Folge a, = (—1)" ist beschrénkt aber divergent.
o Jede unbeschrankte Folge ist divergent.

Es gilt nach Definition die Aquivalenz: a,—~a < l|a,—al—0.

Mittels obiger Aquivalenz erhalten wir direkt:

Fiir alle x € C und a, — a gilt auch:

|xap — xa| = |x|la, —a] =0 = xa, — xa.
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Wichtige Beispiele fiir Konvergenz

@ Jede konstante Folge a, = a € C ist konvergent gegen a.
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@ Jede konstante Folge a, = a € C ist konvergent gegen a.

e 1/n— 0 fiir n— oo Die Folge a, = 1/n ist eine Nullfolge:
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Wichtige Beispiele fiir Konvergenz

@ Jede konstante Folge a, = a € C ist konvergent gegen a.
e 1/n— 0 fiir n— oo Die Folge a, = 1/n ist eine Nullfolge:

Zu einem ¢ > 0 ist ein N gesucht mit 1/N < e. Natiirlich existiert immer ein
solches N = N(g), da

0<1/N<ese N>1/e
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Wichtige Beispiele fiir Konvergenz

@ Jede konstante Folge a, = a € C ist konvergent gegen a.
e 1/n— 0 fiir n— oo Die Folge a, = 1/n ist eine Nullfolge:

Zu einem ¢ > 0 ist ein N gesucht mit 1/N < e. Natiirlich existiert immer ein
solches N = N(g), da

0<1/N<ese N>1/e

Zum Beispiel nehme man direkt die ndchste ganze Zahl N = [1/¢].

Also folgt auch

1 1
n>N>1 =0<-<-—<ec¢.
n N

Somit erhalten wir fiir jedes € > 0 ein N € N mit [1/n—0| < ¢ fiir alle n > N.
Das ist nach Definition gerade die Konvergenz 1/n — 0.

Wichtig: Die Folgenglieder a, = 1/n konvergieren (d.h. gehen) gegen 0 -
den Grenzwert der Folge - aber die Folgenglieder sind nicht der Grenzwert,
denn fiir alle n € N ist offenbar 1/n # 0.
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Wichtige Beispiele fiir Konvergenz

o Die Folge a, = (—1)" ist beschrankt aber divergent , denn angenommen
a € R ist der Grenzwert, so ist fiir ¢ € (0,1) mittels Dreiecksungleichung der
Widerspruch:

2=|1-a)+(1+a)<|l1-al+[1+a=la—1]+]a—(-1)|<e+e<?2
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Definition (Teilfolge und Haufungspunkt)

Fiir eine streng monoton wachsende Folge (nx)ken C N heiBt (ap, Jken Teilfolge
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Existiert eine gegen a konvergente Teilfolge, so heiBt a Haufungspunkt der Folge.
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der Folge (ap)nen-
Existiert eine gegen a konvergente Teilfolge, so heiBt a Haufungspunkt der Folge.

o Die reelle divergente Folge a, = (—1)" hat nur die beiden Haufungspunkte 1
und —1.
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Wichtige Beispiele fiir Konvergenz

o Die Folge a, = (—1)" ist beschrankt aber divergent , denn angenommen
a € R ist der Grenzwert, so ist fiir ¢ € (0,1) mittels Dreiecksungleichung der
Widerspruch:

2=|(1-a)+(1+a)|<|[l—al+[1+a=]a—1+]a—(-1)|<c+e<?2

Definition (Teilfolge und Haufungspunkt)

Fiir eine streng monoton wachsende Folge (nk)ken C N heiBt (a,, )xen Teilfolge

der Folge (ap)nen-
Existiert eine gegen a konvergente Teilfolge, so heiBt a Haufungspunkt der Folge.

o Die reelle divergente Folge a, = (—1)" hat nur die beiden Haufungspunkte 1

und —1.
o Jeder Grenzwert ist ein Haufungspunkt. Aber nicht umgekehrt: Folge
a, = (—1)".
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Limes-Ungleichung

Proposition (Limes-Ungleichung)

Gilt fiir reelle Folgen a, — a, b, — b sowie
an < b, ,
fiir unendlich viele n, dann ist auch a < b. jedts (elieb/ge
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Limes-Ungleichung

Proposition (Limes-Ungleichung)

Gilt fiir reelle Folgen a, — a, b, — b sowie

an < b,

fiir unendlich viele n, dann ist auch a < b.

Beachte: Aus a, < b, folgt im Limes nicht a < b !
Beispiel: Fiir die Folgen a, = —1/n < 1/n= b, ist a, —» 0 =0« b,,.
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Wichtige Beispiele fiir Konvergenz

o Geometrische Folge: z" — 0 fiir |z| < 1: Fiir jedes z € C mit |z| < 1 ist
a, = z" eine Nullfolge:
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Wichtige Beispiele fiir Konvergenz

o Geometrische Folge: z" — 0 fiir |z| < 1: Fiir jedes z € C mit |z| < 1 ist
a, = z" eine Nullfolge:

Fiir z = 0 ist es die konstante Nullfolge. 2 FOCD (2] ¥0O

Ansonsten ist fir die Wahl &, -> Q
1—1z| C-a, 2Ca

|2

mit der Bernoulli-Ungleichung, Limes-Ungleichung und % = — 0 fiir n — oo:

avxf "‘“"" 0< |2 =1z = (1+1x)" - 1+1nx <r71x_>0'

[ A <
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Damit foht | 21>0 £ upeo @2 230
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Begriindung 1/n — 0 ist wichtig

Warum ist die Begriindung 1/n — 0 so wichtig?
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Begriindung 1/n — 0 ist wichtig

Warum ist die Begriindung 1/n — 0 so wichtig?

Weil wir den Grenzwert oder die Idee in allen Beispielen bisher verwenden!
Zudem ist das Argument noch allgemeiner.

Zuerst erinnern wir an die Definition der Monotonie, die nun fiir eine reelle Folge
lautet: Die Folge (a,) C R ist:
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Begriindung 1/n — 0 ist wichtig

Warum ist die Begriindung 1/n — 0 so wichtig?

Weil wir den Grenzwert oder die Idee in allen Beispielen bisher verwenden!
Zudem ist das Argument noch allgemeiner.

Zuerst erinnern wir an die Definition der Monotonie, die nun fiir eine reelle Folge
lautet: Die Folge (a,) C R ist:

(streng) monoton steigend, wenn fiir alle n < m stets a, < a,, (streng:
an < am).

(streng) monoton fallend, wenn fiir alle n < m stets a, > ap, (streng: a, > an).

Notation: Wir schreiben fiir eine monoton steigende und unbeschréankte
Folge kurz

a, / oo.

(Wir sagen umgangsprachlich auch: Die Folge explodiert.) Analog verwenden wir
fiir eine monoton fallende unbeschrankte Folge die Kurzschreibweise

an \( —0.

Analog zu 1/n — 0 folgt nun auch:
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Wichtige Beispiele fiir Konvergenz

e (a, /oo« 1/a, — 0): Fiir jede positive Folge (an)nen C RO gilt die
Aquivalenz:
ap, Sfooe 1/a, — 0.
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Wichtige Beispiele fiir Konvergenz

e (a, /oo« 1/a, — 0): Fiir jede positive Folge (an)nen C RO gilt die
Aquivalenz:
ap, Sfooe 1/a, — 0.

o (1/n* — 0): Zum Beispiel ist fiir jedes k € N wegen n* oo auch die Folge
a, = 1/n* eine Nullfolge fiir jedes k € N.
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o (y/n— 1): Mittels a, := y/n— 1 > 0 fiir alle n € N und Binomialsatz ist

n—(1+an)"—i<:>af§ > 1+ <g>a,27

()" =
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o (y/n— 1): Mittels a, := y/n— 1 > 0 fiir alle n € N und Binomialsatz ist
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k=0 7
Se, Sz
n(n—1) , o "_’;
= nflzTan & a, </2/n.
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Wichtige Beispiele fiir Konvergenz

e (a, /oo« 1/a, — 0): Fiir jede positive Folge (an)nen C RO gilt die

Aquivalenz:
ap, Sfooe 1/a, — 0.

o (1/n* — 0): Zum Beispiel ist fiir jedes k € N wegen n* oo auch die Folge
a, = 1/n* eine Nullfolge fiir jedes k € N.

e (1/1/n — 0): Ebenso ist wegen n'/2 7 oo auch a, = \/1/n = n"'/? eine
Nullfolge.

@ Ebenso ist fiir jedes k € N auch n=k/2 0.

o (y/n— 1): Mittels a, := y/n— 1 > 0 fiir alle n € N und Binomialsatz ist

n—(1+an)"—i<:>af§ > 1+ (’27>a,27

k=0

-1
= nflzwa?7 S a, </2/n.

Mit n=/2 — 0 und Limes-Ungl. folgt a, = v/n — 1 — 0 und somit y/n — 1.
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Wichtigste Grenzwerte

Damit haben wir also die wichtigsten Grenzwerte:

! 1/n—0 I und allgemein 1/nX — 0 fiir k € N beliebig,
und allgemeiner 1/a, — 0 fiir a, * oo,
beispielsweise auch n1/2

z" =0, fir |z| < 1,

v/n— 1.

— 0,
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