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Rechnen mit Polardarstellung

Highlight: Losung der Gleichung z" = c fiiralle c € C, n€ N
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Neben der kartesischen Darstellung einer komplexen Zahl z = a+ bi in C haben
wir eine alternative Darstellung:

Definition (Polardarstellung)

Fiir die Zahl z = a + bi € C gibt es ein eindeutiges Paar
(r,p) e {xeR: x>0} x (—m x| mit
a=rcos(p), b=rsin(y) < z = r(cos(p) + isin(y)).

Hierbei sind r := |z| > 0 der Betrag von z und ¢ := arg(z) € (—n, 7] das
Argument von z:
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Additionstheoreme

Fiir das Rechnen mit der Polardarstellung ben&tigen wir:

Proposition (Additionstheoreme Sinus/Cosinus)

Fiir alle a, B € R gilt:

sin(a 4+ B) = sin(«a) cos(B) + cos(a) sin(B),
cos(a + ) = cos(a) cos(3) — sin(«) sin(3).

Einen Beweis konnen wir spater einfacher erhalten, hier verwenden wir zur
Begriindung einen eleganten Bildbeweis fiir den Fall a« 4+ 8 € (0,7/2). Der
allgemeine Fall 3Bt sich mittels Symmetrien (Periodizitat von sin und cos) auf
diesen Fall zuriickfiihren:
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Additionstheoreme

Fiir alle a, 5 € R gilt:

sin(a + B) = sin(«a) cos(3) + cos()
cos(a + ) = cos(a) cos() — sin(«)
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Formeln Euler/de Moivre

Proposition (Formeln von Euler und de Moivre)

Fiir die komplexen Zahlen
71 = n(cos(p1) +isin(p1)), z2 = r(cos(p2)+isin(p2)), z = r(cos(p)+isin(p))
und alle n € N gelten:
212 = rir (cos(p1 + p2) + isin(p1 + ¢2)),
z1/z2 = n/ra (cos(p1 — p2) +isin(p1 — ¢2)),
z" = r"(cos(np) + isin(np)).

(Komplexe Multiplikation bei Polardarstellung: Betrige multiplizieren und
Argumente addieren.)

2= 3+ = (B (co5P +ising)
R = 43% (as(ap) HisKG)
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Formeln Euler/de Moivre

Proposition (Formeln von Euler und de Moivre)

Fiir die komplexen Zahlen
71 = n(cos(p1) +isin(p1)), z2 = r(cos(p2)+isin(p2)), z = r(cos(p)+isin(p))
und alle n € N gelten:
712y = iy (cos(p1 + w2) + isin(p1 + v2)),
z1/2> = r1/r> (cos(ip1 — 2) + isin(p1 — ¢2))
z" = r"(cos(np) + isin(np)).

(Komplexe Multiplikation bei Polardarstellung: Betrige multiplizieren und
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So ist beispielsweise ~
1 .
z=-= L_ = —i = (cos(37/2) + isin(37/2))
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Proposition (Formeln von Euler und de Moivre)

Fiir die komplexen Zahlen
71 = n(cos(p1) +isin(p1)), z2 = r(cos(p2)+isin(p2)), z = r(cos(p)+isin(p))
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So ist beispielsweise

=t L i (cos(3n/2) + isin(37/2)
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= 22 = (—i)® =i = (cos(97/2) + isin(97/2))



n-te Wurzeln in C

Satz (n-te Wurzeln)

Seien ¢ = r(cos(y) + isin(¢)) € C, ¢ # 0 und n € N. Dann hat die Gleichung
t)
= 1. ¥'= 1

die n verschiedenen Lésungen ’,-‘—
.

2wk
2= 7 (cos(px) + isin(en)), pr = o, k=0,1,. -1,
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