Aufgabe 1 (1+1+14142+1+2=9 Punkte) erhaltene Punkte:

Sei K ein Korper, sei n € N.

(a) Wieviele Elemente hat die symmetrische Gruppe S,,7

(b) Wann heifit eine Familie (v;);e; von Vektoren v; € V' eines K-Vektorraums V' linear un-
abhdngig?

(c) Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n, sei (vy, ..., v,,) eine Basis von V', und sei (wy, ..., wg)
ein Tupel von linear unabhéngigen Vektoren. Was sagt hier der Basisaustauschsatz?

(d) Wie sieht eine Vandermonde-Matriz in M(n x n, K) aus? Wie lautet die Formel fiir ihre
Determinante?

(e) Sei V ein K-Vektorraum. Geben Sie die vier Formeln an, die beschreiben, in welcher Weise
die skalare Multiplikation K x V' — V mit der Multiplikation auf K, mit dem Eins-Element
1x von K, mit der Addition auf K und mit der Addition auf V' vertréglich ist. Schreiben
Sie Elemente von K als A oder A\j, A2 und Elemente von V' als v oder vy, v2 (je nach Bedarf).

(f) Sei V' ein Euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ¢. Formulieren Sie die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung (Sie miissen nicht zusétzlich festhalten, wann Gleichheit gilt).

(g) Sei X eine nichtleere Menge, und sei d : X x X — R eine Abbildung. Welche drei
Eigenschaften muf} d erfiillen, damit es eine Metrik ist?
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Aufgabe 2 (2+1+1+41=5 Punkte) erhaltene Punkte:

(a) Schreiben Sie die Permutationen

(123456738
“ 34167582

fo= (12)A3)(14)(15) €5

als Produkte zyklischer Permutationen mit disjunkten Tragern.

) €Sg und

(b) Vervollstandigen Sie die folgende Tabelle: Schreiben Sie in die obere Zeile der Groe nach
sortiert die Elemente von Zg, die ein Inverses beziiglich der Multiplikation -9 in Zg haben,
und schreiben Sie in die untere Zeile die inversen Elemente. (Zg enthélt nur die Zahlen
0,1,2,3,4,5,6,7,8; wir mochten hier und im Teil (¢) keine anderen Zahlen sehen.)

ik

ik

(c) Schreiben Sie in die mittlere Zeile der folgenden Tabelle die Potenzen 27 € Zgy und in die
untere Zeile die Potenzen 47 € Zg, jeweils fiir j € {0,1,2,3,4,5,6}.

J 0 1 2 3 4 5 6

23

47

(d) Berechnen Sie den Realteil (z) und den Imaginéarteil S(2) der komplexen Zahl z = %.



Name: 03.02.2020, Lineare Algebra I, Klausur

Aufgabe 3 (5 Punkte) erhaltene Punkte:
Seien
1 2 01 2
A=[101 1] eMBx4F;) und b:=|1] € M®3x1F,).
2110 2

Bestimmen Sie eine Losung y;,, € M (4 x 1,F3) des inhomogenen Gleichungssystems Az = b,
und bestimmen Sie den Losungsraum Los(A,0) des homogenen Gleichungssystems Az = 0.
Bringen Sie dazu die Matrix A mindestens auf Zeilenstufenform, und schreiben Sie den Vektor
b rechts neben die Matrix A und transformieren ihn gleich mit. Schreiben Sie hinreichend viele
Zwischenschritte auf, so dass wir sehen konnen, wie Sie gerechnet haben. (F3 = Z3 enthélt nur
die Zahlen 0,1,2; wir mochten hier keine anderen Zahlen sehen.)
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Aufgabe 4 (2+2=4 Punkte) erhaltene Punkte:

(a) Berechnen Sie irgendwie die Determinanten der beiden Matrizen

A= und B:=1|3 4 5
5 6 9 10 6 7 10
7 8 11 12

(b) Sei n € N, sei K ein Korper, sei A € K, und sei p(t) = t" + p,_1t" ' + ... + pit + py € K[t]
ein Polynom mit p(A\) = 0. Finden Sie einen Eigenvektor mit Eigenwert A der Matrix

1

A= . € M(n xn, K),

—Po —P1 - TPn-1
(wo nichts steht, stehen Nullen) und beweisen Sie, dass er ein Eigenvektor ist.
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Aufgabe 5 (2+3=5 Punkte) erhaltene Punkte:

Betrachten Sie den R? mit dem Standardskalarprodukt ¢. Die Vektoren
ay ‘= (17170)7 Qg = (07171)7 asg ‘= <_17070>

bilden eine Basis des R?.

(a) Der Winkel zwischen a; und q; fiir (4, 5) € {(1,2), (1,3), (2,3)} sei a;;. Geben Sie die Formel
an, die cos a;; mit dem Skalarprodukt und den Normen von a; und a; ausdriickt.
Schreiben Sie in die folgende Tabelle die Werte rein.

12 13 Qo3

COS (23

COS (13

COS (X12

las]|

laz|]

Jas

(b) Wenden Sie auf diese Basis das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren an. Nen-
nen Sie die erhaltene Orthogonalbasis (by, b, b3). Normieren Sie sie zu einer ON-Basis
(€1, €9, ¢3). Schreiben Sie alle Rechnungen und die Basen (b, by, b3) und (cq, ¢z, ¢3) auf.
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Aufgabe 6 (1+3=4 Punkte) erhaltene Punkte:

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n € N. Sei g : V — V ein Automorphismus, sei
h:V — V ein Endomorphismus, und sei B = (by, ..., b,) eine Basis von V. Dann ist auch C :=
g(B) := (g(b1), ..., g(b,)) eine Basis von V. Die Basiswechselmatrix M (B,C) mit C = B-M(B,C)
ist in GL(n, K), sie erfiillt M (C,B) = M(B,C)~!, und sie ist gleich zur Matrix M (B, g, B) (denn

(a) Driicken Sie M (C, h,C) mithilfe der Matrizen M (B,C) und M (B, h,B) aus.

(b) Zeigen Sie:
goh=hog < M(B,h,B) = M(C,h,C).
Hinweis: g o h = h o g ist dquivalent zu M (B,go h,B) = M(B,ho g,B).
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Aufgabe 7 (4 Punkte) erhaltene Punkte:

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n € N. Die Menge End (V) der Endomorphismen
von V ist ein K-Vektorraum der Dimension n?. Fiir jedes h € End (V) ist die Menge {g €
End (V) |goh = ho g} ein Untervektorraum von End (V') (das brauchen Sie nicht zu zeigen).

Seinun h € End (V), und sei vy € V ein Vektor, so dass (v, h(vo), h?(vg), ..., """ *(vg)) eine Basis
von V ist. Zeigen Sie, dass dann (id , h, h?, ..., h"~1) eine Basis von {g € End (V) |goh = ho g}
1st.



