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Losungen der 2. Klausur zur Linearen Algebra I im HWS 2019

1. (1+1+1+1+2+1+2=9 Punkte)

(a) |Sy| =nl.
(b) Sie heifit linear unabhéngig, falls fiir jede endliche Teilmenge J C I gilt

> Nvj=0 = X\ =0firallej€.J

jeJ

(c) Dann ist k& < n, und es gibt lauter verschiedene Indices i1, ...,7; € {1,...,n},
so dafl man nach Austauschen von v;,, ..., v;, gegen wy, ..., wy, wieder eine Basis
von V' erhélt.

(d) Eine Vandermonde-Matrix A und ihre Determinante det A haben die folgende
Gestalt. Hier sind A\, ..., \, € K.

D VIR U
1 Ao --- NP1
= . ,2 2, s det A = Z()\J — )\Z)
: >
J D W An—l
(e)
/\1 . ()\2 . U) ()\1 . )\2) - v,
1g-v v,
()\1+)\2)'U )\1'U+)\2"U,
A (v1 + v) A-vp+ A v,
(f)
[o(z, y)| < 2| - [lyl| fir z,yeV.
(8)
dlz,y) =0 <= xz=y,
dlz,y) = dy =),
d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) (Dreiecksungleichung).



2. (2+1+1+1=5 Punkte)

(a) a=(13)(246578), B=(15432).

(b)

Y1147 1471

20  20(3—2i) 60 40, 60 40
372 3i2 13 130 Me=13 8k =3

3. (5 Punkte) (Die Angabe der Zeilenumformungen war nicht verlangt.)

1 2 0 1|2
Ap)y:=[1 01 1|1
21 1 02
1 2 0 1|2
Zi(1:1,3) 0 Z17(2:1,2) : 0110|2
001 1)1
101 1|1
Zi(1:2,1) : 01102
0 01 1|1
100 0]0
Z11(2;3,2) 0 Z17(2;3,1) : 010 2|1
0 01 1|1
0 0
1 ) B 1
Yinh = 1 3 LOS(A, 0) = Fg . 9
0 1



4. (2+2=4 Punkte)

(a)

1 2 0
3 4 0
9 10 5

7

1 2 5 6
= det (3 4) - det (7 8)
11 12

— (4—6)(40 — 42) = (—2)(—2) = 4.

det A = det

co O O O

det B kann man zum Beispiel mit Sarrus ausrechnen, oder man kann die Matrix
mit Zeilenumformungen vereinfachen,

detB = 0-4-104+1-5-64+3-7-2—-0-5-7—1-3-10—-6-4-2
= 04+30+42—-0—-30—-48 = -6,

01 2 01 2 01
det B = det [3 3 3| =det(3 3 3 :2-det(3 3):2(—3):—6.
6 6 8 00 2

(b) Der Vektor

Aﬂfl

ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, denn

A A
\? \?
A-v= : = : =\
)\nfl )\nfl
—po-1—=p1-A— .. = pp AV A"
5. (2+3 Punkte)
. 9laia))
(a) cosayj = po
llay ]| | |laz]| | |las]| | cosana | cosaqs | cosaas | age | ais | aos
1 —1 T 3 s




b1 = alz(l,l,O), ||b1H2:2,
. _¢(a2,b1) _ _1 _1_ 2_§
b2 = Q9 ”b1||2 bl_(oalvl) 2(17170)_2( 17172>7 ||b2|| -
P(as, by) P(as, bo) -1
by = as— by — by = (—1,0,0) — —(1,1,0
T TN e T Rl
1/2 1 , 1
- P ECLLD = 1LY, el = g
by 1 by 1 by 1
= = (1,1,0), g = 2 = —(=1,1,2), 5= —> = —(—1,1,—1).
e T Y. A A TN Ty S Rl T TV )
6. (1+3=4 Punkte)
(a)
M(C,h,C) = M(B,C)™" - M(B,h, B) - M(B,C).
(b)
M(B,goh,B) — M(B,g,B)- M(B,h,B) = M(B,C) - M(B, h, B),
M(B,hog,B) = M(B,h,B)-M(B,g,B) = M(B,h,B) - M(B,C),
goh=hog
< M(B,goh,B)=M(B,hog,DB)
—  M(B,C)- M(B,h,B) = M(B, h,B) - M(B,C)
s M(B hB) = M(B,C)" - M(B,h,B) - M(B,C)
—  M(B,h,B) = M(C,h,C).

7. (4 Punkte)

(1) Fiir jedes j € Z>gist b/ € {g € End (V)| goh = hog}, denn hioh = hi™! = hol/.

(2)id, h, B2, ...

, h"~1 sind linear unabhiingig: Seien g, ..

o Hn—1 € K mit > Omhl

0. Dann 0 = (Zl o i B (vo) = o0y i i (vg). Weil
(vo, h(vg), h*(vo), ..

(3) (id, h, B2, ...

., h"1(vg)) eine Basis von V ist, sind alle p; = 0.

h"~1) ist ein Erzeugendensystem von {g € End (V)| goh = hog}:
Sei g € End (V) mit goh = hog. Weil (vg, h(vg), h*(vp), ...,
V ist, gibt es eindeutige Koeffizienten A, ...,

h"~!(vg)) eine Basis von

Z?:_Ol /\z . hz (’Uo).

An—1 € K mit g(vy) =

Es ist wegen goh =hog

nzi)\ h') (R (vg)) —h3< Z)\ - h') UO)_hJ(O):O.

S0 A - R (v) = 0 fiir alle v € V. Daraus folgt g = S0 \; - h'.

Daher ist (g —



