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Losungen der 1. Klausur zur Linearen Algebra I im HWS 2019

1. (1+1+1+1+1+1+1+1+1=9 Punkte)

(a)
dim V' = dimker(f) + dim f(V).

(b) Sie heifit linear unabhéngig, falls fiir jede endliche Teilmenge J C I gilt

> Nuj=0 = X\ =0firalle j € .J.

jeJ

(c)
B=C1'.4.C.
(d)
dim Los(A,0) = n — rang(A).
(¢)
. <= rang(4) = 1.

(f)

det A = Z Sign(o) - aip(1) * - * Ano(n)-

oESH

(8)

)\1 0 )\1 0

A-B=RB. oder B™'-A.B= .

0 A 0 An

(b)

a b\ 1 d —b
¢c d) ad—be\—c a )’

(i) Sei C; die Matrix, die man erhélt, indem man die i-te Spalte von A durch b
ersetzt. Dann ist ¢; = det C;.

2. (2+1+1+1=5 Punkte)
() a=(15)(24387) odera=(15)(24387)(6), f=(45).




W

(d) (% + i\/T??)zom _ (627ri1/6)2019 _ (627ri1/6)3 = 2™1/2 also a = %

3. (5 Punkte)

2 10 1 00
A=[12 1] , |01 0] =E;

01 2 00 1

1 21 010

Z][[(Q;?))OZ[][(]_;Q)Z 01 2 s 0 01

2 10 1 00

1 21 010

Z]](1;1,3)I 01 2 5 0 01

00 1 110

1 20 2 0 0

Zr1(153,2) 0 Z11(2;3,1) 010, (111

00 1 1 10

1 00 011
Zr(1;2,1) 010, [111]=A"

00 1 110

4. (4 Punkte)

t—5 0 0
Pat)=det[ 1 t—3 1 | =@-5)0((t-32—1)=(t—5)(t—2)(t—4).
0 1 t-3

Die Eigenwerte von A sind 5, 2 und 4. Ein Eigenvektor zum FEigenwert \ ist ei-
ne Losung des homogenen Gleichungssystems (A — A - E3) - = 0. Im folgenden
bezeichnet 7 ~ 7 Zeilenumformungen.

Zum Eigenwert 5:

0 0 O 0 0 O 3
A-5-E3=|-1 -2 —-1|~|—-1 0 3 |, ein Eigenvektor ist | —2
0 -1 =2 0o -1 =2 1

Zum Eigenwert 2:

A—2-F3=|—-1 1 —1], ein Eigenvektor ist [ 1



Zum Eigenwert 4:

1 0O O 0
A—4-FE3=|-1 —1 —1], ein Eigenvektor ist 1
0 -1 -1 -1
5. (2+3 Punkte)
P(a;,a
(a) cosay = iy
lla1]| | |laz] | |las]| | cosana | cosaqs | cosaas | age | ais | aos
(b)
by = a=(1,-1,0), |bi]*=2,
Qb(az,bl) —1 1 2 3
by = - == 7h =(0,1,—-1) — —(1,—-1,0) = =(1,1, -2 bol|* = =
2 as ||b1||2 1 ( )y 4y ) 2 ( ) ) ) 2( )y 4y )7 || 2” 27
P(as, by) o(as, b) 0 -1 1
by = — by — by =(0,0,1) — =b; — — - =(1,1, =2
3 a3 Hbl”Q 1 Hb2H2 2 ( )y Yy ) 2 1 3/2 2( ) )
1 1 1
= (0,0,1)+=(1,1—-2)==(1,1,1 bs||? = =.
(>7>+3(7 ) 3(77)a H3” 3
bl 1 b2 1 b3 1
oq=7—=—7(1,-1,0), o= ——=—(1,1,-2), 3= — = —(1,1,1).
o]l V2 102 /6 o] /3

6. (1+2+1=4 Punkte)
det AV =2, det A® =2.2 - (~1)-(~1)=3.
Sei nun n > 3. In der folgenden Gleichungskette wird in L Laplace-Entwicklung
nach der 1. Spalte benutzt, und in @ Laplace-Entwicklung nach der 1. Zeile.

-1 0
-1 2 -1

det AW L 2. det AV _ (—1) - det

© 9. A1 _ e A2,
Induktiv folgt det A™ =n +1:  det AV =2, det A® = 3,

det A™ =2.det APV —det AP =2.n—(n—1)=n+1.



7. (4 Punkte)
Die Behauptung gilt mit x; = \;.

1. Beweis: A -v; = A\jv; und

n n n
tr _ tr _ —
( E )\Z‘Uﬂ}i > . ’Uj = E /\ivi . Ui ’Uj = E /\ivi . (51']‘ = )\j’l}j,

also
(A — Z )\ﬂ)iU?) "V = 0,
i=1
also (A — Z )\ivivfr> -B=0 fir B=(v---v,) € GL(n,R),
i=1

n

also A— Z )\ivivfr =0.
i=1

2. Beweis: Die Matrix T := (v1---v,) € GL(n,R) ist orthogonal (d.h. sie erfiillt
T =T7') und erfiillt

A1 0
T"AT =
0 An
Es folgt
A 0
A =T T
0 An
0 0
= Z N T 1 T (1 an der Stelle (i,1))
i=1 :
0 1



