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1. (1+1+1+1+1+1+1+1+1=9 Punkte)

(a)
dimV = dim ker(f) + dim f(V ).

(b) Sie heißt linear unabhängig, falls für jede endliche Teilmenge J ⊂ I gilt∑
j∈J

λjvj = 0 ⇒ λj = 0 für alle j ∈ J.

(c)
B = C−1 · A · C.

(d)
dim Lös(A, 0) = n− rang(A).

(e)
... ⇐⇒ rang(A) = 1.

(f)

detA =
∑
σ∈Sn

sign(σ) · a1σ(1) · ... · anσ(n).

(g)

A ·B = B ·

λ1 0
. . .

0 λn

 oder B−1 · A ·B =

λ1 0
. . .

0 λn

 .

(h) (
a b
c d

)−1
=

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

(i) Sei Ci die Matrix, die man erhält, indem man die i-te Spalte von A durch b
ersetzt. Dann ist ci = detCi.

2. (2+1+1+1=5 Punkte)

(a) α = (1 5)(2 4 3 8 7) oder α = (1 5)(2 4 3 8 7)(6), β = (4 5).

(b)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 6 4 3 9 2 8 7 5 10



(c)
j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3j 1 3 9 5 4 1 3 9 5 4 1

(d) (1
2

+ i
√
3
2

)2019 = (e2πi1/6)2019 = (e2πi1/6)3 = e2πi1/2, also α = 1
2
.

3. (5 Punkte)

A :=

2 1 0
1 2 1
0 1 2

 ,

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = E3

ZIII(2; 3) ◦ ZIII(1; 2) :

1 2 1
0 1 2
2 1 0

 ,

0 1 0
0 0 1
1 0 0


ZII(1; 1, 3) :

1 2 1
0 1 2
0 0 1

 ,

0 1 0
0 0 1
1 1 0


ZII(1; 3, 2) ◦ ZII(2; 3, 1) :

1 2 0
0 1 0
0 0 1

 ,

2 0 0
1 1 1
1 1 0


ZII(1; 2, 1) :

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

0 1 1
1 1 1
1 1 0

 = A−1

4. (4 Punkte)

PA(t) = det

t− 5 0 0
1 t− 3 1
0 1 t− 3

 = (t− 5)((t− 3)2 − 1) = (t− 5)(t− 2)(t− 4).

Die Eigenwerte von A sind 5, 2 und 4. Ein Eigenvektor zum Eigenwert λ ist ei-
ne Lösung des homogenen Gleichungssystems (A − λ · E3) · x = 0. Im folgenden
bezeichnet ” ∼ ” Zeilenumformungen.

Zum Eigenwert 5:

A− 5 · E3 =

 0 0 0
−1 −2 −1
0 −1 −2

 ∼
 0 0 0
−1 0 3
0 −1 −2

 , ein Eigenvektor ist

 3
−2
1

 .

Zum Eigenwert 2:

A− 2 · E3 =

 3 0 0
−1 1 −1
0 −1 1

 , ein Eigenvektor ist

0
1
1

 .



Zum Eigenwert 4:

A− 4 · E3 =

 1 0 0
−1 −1 −1
0 −1 −1

 , ein Eigenvektor ist

 0
1
−1

 .

5. (2+3 Punkte)

(a) cosαij =
φ(ai,aj)

‖ai‖·‖aj‖ .

‖a1‖ ‖a2‖ ‖a3‖ cosα12 cosα13 cosα23 α12 α13 α23

√
2

√
2 1 −1

2
0 −1√

2
2π
3

π
2

3π
4

(b)

b1 = a1 = (1,−1, 0), ‖b1‖2 = 2,

b2 = a2 −
φ(a2, b1)

‖b1‖2
b1 = (0, 1,−1)− −1

2
(1,−1, 0) =

1

2
(1, 1,−2), ‖b2‖2 =

3

2
,

b3 = a3 −
φ(a3, b1)

‖b1‖2
b1 −

φ(a3, b2)

‖b2‖2
b2 = (0, 0, 1)− 0

2
b1 −

−1

3/2
· 1

2
(1, 1,−2)

= (0, 0, 1) +
1

3
(1, 1− 2) =

1

3
(1, 1, 1), ‖b3‖2 =

1

3
.

c1 =
b1
‖b1‖

=
1√
2

(1,−1, 0), c2 =
b2
‖b2‖

=
1√
6

(1, 1,−2), c3 =
b3
‖b3‖

=
1√
3

(1, 1, 1).

6. (1+2+1=4 Punkte)

detA(1) = 2, detA(2) = 2 · 2− (−1) · (−1) = 3.

Sei nun n ≥ 3. In der folgenden Gleichungskette wird in
(1)
= Laplace-Entwicklung

nach der 1. Spalte benutzt, und in
(2)
= Laplace-Entwicklung nach der 1. Zeile.

detA(n) (1)
= 2 · detA(n−1) − (−1) · det


−1 0
−1 2 −1

. . . . . . . . .
. . . . . . −1

0 −1 2


(2)
= 2 · A(n−1) − detA(n−2).

Induktiv folgt detA(n) = n+ 1: detA(1) = 2, detA(2) = 3,

detA(n) = 2 · detA(n−1) − detA(n−2) = 2 · n− (n− 1) = n+ 1.



7. (4 Punkte)

Die Behauptung gilt mit κi = λi.

1. Beweis: A · vj = λjvj und

( n∑
i=1

λiviv
tr
i

)
· vj =

n∑
i=1

λivi · vtri vj =
n∑
i=1

λivi · δij = λjvj,

also (
A−

n∑
i=1

λiviv
tr
i

)
· vj = 0,

also
(
A−

n∑
i=1

λiviv
tr
i

)
·B = 0 für B = (v1 · · · vn) ∈ GL(n,R),

also A−
n∑
i=1

λiviv
tr
i = 0.

2. Beweis: Die Matrix T := (v1 · · · vn) ∈ GL(n,R) ist orthogonal (d.h. sie erfüllt
T tr = T−1) und erfüllt

T trAT =

λ1 0
. . .

0 λn

 .

Es folgt

A = T

λ1 0
. . .

0 λn

T tr

=
n∑
i=1

λi · T


0 0

. . .

1
. . .

0 1

T tr (1 an der Stelle (i, i))

=
n∑
i=1

λi · vivtri .


