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1. (1+2+1+1+1=6 Punkte)

(a)
(b)

(d)

(e)

Ein Kérper (K, +,-) ist ein Ring, bei dem K — {0} # 0 ist und (K — {0},-)
eine abelsche Gruppe ist.

Ein K-Vektorraum ist eine abelsche Gruppe (V,+) zusammen mit einer Ab-
bildung

KXV =V, (ANv)—= Ao,
mit folgenden Eigenschaften:
(i) ein Distributivgesetz: (A +p)-v=A-v+p-v fir \pe K, v eV;
(ii) ein anderes Distributivgesetz: A- (v+w) = A-v+A-w fir A € K, v,w € V;
(iii) ein Assoziativgesetz: A - (p-v) = (Au) -v fir \,p € K, v € V;
(iv) das Einselement 1 = 15 von K erfiillt 1-v =wv fir v € V.
Sei V' ein K-Vektorraum, (vy,...,v,) eine Basis von V und (wy, ..., wy) eine
linear unabhéngige Familie in V. Dann ist £ < n, und es gibt lauter verschie-

dene Indices iy, ..., i € {1,...,n}, so dass man nach Austauschen von v;,, ..., v;
gegen wi, ..., w wieder eine Basis von V' erhilt.

a b\ 1 d b
c d ad—be \—c a )’

f ist ein Gruppenhomomorphismus von (V, +) nach (W, +), d.h.

k

fla+b) = f(a)+ f(b) fira,beV.
f ist kompatibel mit den skalaren Multiplikationen von V' und W, d.h.

fA-a)=X-f(a) fir\e K,aeV.

2. (1+1+2=} Punkte)

(a)
(b)

sign(o) = (—1)ut-ta=k,

a=(2348)(576), B=(1672345).



3. (3+1=4 Punkte)

(a)

4. (1,5+1,5+1=4 Punkte)
(a)

BT eohe+) | 4+l 5 7E
3 —4
Re(zl) = g, Im(zl) = ?, ’Zl| =
sy = 2T200/6 _ 2mi3341/3) _ 2mi/3 _ -1 n ié,
2 2
-1 \/§
Re(z) = —, Im(z) = —, |22| = 1.
2 2
(b)
az+0b (az +b)(cz + d) ayd — bey Y
Im D = Im pu p— .
cz+d lcz +dJ? lcz+d> ez +dJ]?

5. (4 Punkte) GauB-Algorithmus

[Der Teil in eckigen Klammern war nicht verlangt.] Der Zeilenrang von C' ist 3.



6. (5 Punkte)

123 1 00
A=14 54| , [0 1 0| =E;
321 00 1
1 2 3 1 00
Zr(=4;1,2) 0 Z;7(—3;1,3) 0 -3 =8| , -4 10
0 —4 -8 -3 01
1 2 3 1 0 0
Z11(—1;3,2) : 0 1 0 -1 1 <1
0 —4 -8 -3 0 1
10 3 3 -2 2
Zr1(—2;2,1) 0 Z17(4;2,3) 01 0 -1 1 -1
00 -8 -7 4 =3
4 100 5 7 3
Zr1(=3;3,1) 0 Z;(—;3) : o1of] , -1 1 —-1]=4"
8 7 -1 3
001 r 23

7. (5 Punkte) Man wahlt eine Basis (vy, ..., vg) von ker(f), und man wahlt wy, ..., w; €
V so, dass (f(wy), ..., f(w;)) eine Basis von f(V') ist. Es reicht, folgende Behauptung
zu beweisen.

Behauptung: (vy, ..., v, w1, ..., w;) ist eine Basis von V.

Beweis: (i) Erzeugendensystem: sei a € V. Es gibt py,...,y € K mit f(a) =
2221 w; f (w;). Man sieht sofort

l
a— Z/,l/jwj € ker f.
j=1

Also gibt es Ay, ..., \x € K mit

l k
a — E MW, = E )\ZUZ
j=1 i=1

Also ist a eine Linearkombination der v; und w;.
(ii) Linear unabhéngig: Sei Zle v + 22‘:1 Bjw; = 0. Sein Bild unter f ist

Z;Zl B;f(w;) = 0. Weil (f(wy),..., f(w;)) eine Basis von f(V') ist, sind alle 5; = 0.
Weil (vq, ..., vx) eine Basis von ker f ist, sind auch alle a; = 0. O



