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1. (1+2+1+1+1=6 Punkte)

(a) Ein Körper (K,+, ·) ist ein Ring, bei dem K − {0} 6= ∅ ist und (K − {0}, ·)
eine abelsche Gruppe ist.

(b) Ein K-Vektorraum ist eine abelsche Gruppe (V,+) zusammen mit einer Ab-
bildung

· : K × V → V, (λ, v) 7→ λ · v,

mit folgenden Eigenschaften:

(i) ein Distributivgesetz: (λ+ µ) · v = λ · v + µ · v für λ, µ ∈ K, v ∈ V ;

(ii) ein anderes Distributivgesetz: λ · (v+w) = λ ·v+λ ·w für λ ∈ K, v, w ∈ V ;

(iii) ein Assoziativgesetz: λ · (µ · v) = (λµ) · v für λ, µ ∈ K, v ∈ V ;

(iv) das Einselement 1 = 1K von K erfüllt 1 · v = v für v ∈ V .

(c) Sei V ein K-Vektorraum, (v1, ..., vn) eine Basis von V und (w1, ..., wk) eine
linear unabhängige Familie in V . Dann ist k ≤ n, und es gibt lauter verschie-
dene Indices i1, ..., ik ∈ {1, ..., n}, so dass man nach Austauschen von vi1 , ..., vik
gegen w1, ..., wk wieder eine Basis von V erhält.

(d) (
a b
c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

(e) f ist ein Gruppenhomomorphismus von (V,+) nach (W,+), d.h.

f(a+ b) = f(a) + f(b) für a, b ∈ V.

f ist kompatibel mit den skalaren Multiplikationen von V und W , d.h.

f(λ · a) = λ · f(a) für λ ∈ K, a ∈ V.

2. (1+1+2=4 Punkte)

(a) sign(σ) = (−1)a1+...+ak−k.

(b) α = (2 3 4 8)(5 7 6), β = (1 6 7 2 3 4 5).



3. (3+1=4 Punkte)

(a)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 7 9 10 8 11 2 5 3 4 6 12

(b)
j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2j 1 2 4 8 5 10 9 7 3 6 1

4. (1,5+1,5+1=4 Punkte)

(a)

z1 =
(2− i)(2− i)
(2− i)(2 + i)

=
4− 4i− 1

4 + 1
=

3

5
+ i
−4

5
,

Re(z1) =
3

5
, Im(z1) =

−4

5
, |z1| = 1.

z2 = e2πi·200/6 = e2πi(33+1/3) = e2πi/3 =
−1

2
+ i

√
3

2
,

Re(z2) =
−1

2
, Im(z2) =

√
3

2
, |z2| = 1.

(b)

Im

(
az + b

cz + d

)
= Im

(
(az + b)(cz + d)

|cz + d|2

)
=
ayd− bcy
|cz + d|2

=
y

|cz + d|2
.

5. (4 Punkte) Gauß-Algorithmus

C =

0 1 3 4
3 0 2 1
1 2 0 3

 ZIII(1,3)−→

1 2 0 3
3 0 2 1
0 1 3 4

 ZII(2;1,2)−→

1 2 0 3
0 4 2 2
0 1 3 4


ZII(1;3,2)−→

1 2 0 3
0 0 0 1
0 1 3 4

 ZIII(2,3)−→

1 2 0 3
0 1 3 4
0 0 0 1

 ...−→

1 0 4 0
0 1 3 0
0 0 0 1


[Der Teil in eckigen Klammern war nicht verlangt.] Der Zeilenrang von C ist 3.



6. (5 Punkte)

A :=

1 2 3
4 5 4
3 2 1

 ,

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = E3

ZII(−4; 1, 2) ◦ ZII(−3; 1, 3) :

1 2 3
0 −3 −8
0 −4 −8

 ,

 1 0 0
−4 1 0
−3 0 1


ZII(−1; 3, 2) :

1 2 3
0 1 0
0 −4 −8

 ,

 1 0 0
−1 1 −1
−3 0 1


ZII(−2; 2, 1) ◦ ZII(4; 2, 3) :

1 0 3
0 1 0
0 0 −8

 ,

 3 −2 2
−1 1 −1
−7 4 −3


ZII(−3; 3, 1) ◦ ZI(

−1

8
; 3) :

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

 3
8

−1
2

7
8

−1 1 −1
7
8

−1
2

3
8

 = A−1

7. (5 Punkte) Man wählt eine Basis (v1, ..., vk) von ker(f), und man wählt w1, ..., wl ∈
V so, dass (f(w1), ..., f(wl)) eine Basis von f(V ) ist. Es reicht, folgende Behauptung
zu beweisen.

Behauptung: (v1, ..., vk, w1, ..., wl) ist eine Basis von V .

Beweis: (i) Erzeugendensystem: sei a ∈ V . Es gibt µ1, ..., µl ∈ K mit f(a) =∑l
j=1 µjf(wj). Man sieht sofort

a−
l∑

j=1

µjwj ∈ ker f.

Also gibt es λ1, ..., λk ∈ K mit

a−
l∑

j=1

µjwj =
k∑
i=1

λivi.

Also ist a eine Linearkombination der vi und wj.

(ii) Linear unabhängig: Sei
∑k

i=1 αivi +
∑l

j=1 βjwj = 0. Sein Bild unter f ist∑l
j=1 βjf(wj) = 0. Weil (f(w1), ..., f(wl)) eine Basis von f(V ) ist, sind alle βj = 0.

Weil (v1, ..., vk) eine Basis von ker f ist, sind auch alle αi = 0. 2


