Losungen zur Version A der Zwischenklausur
am 25.10.2014 zur Linearen Algebra I

1. (7=3+2+1+1 Punkte)

(a) Eine Gruppe ist ein Paar (G, %), wobei G eine Menge und * eine Verkniipfung
auf G ist, so dass folgende Eigenschaften erfiillt sind:
(G1) Assoziativitit: a x (b*c) = (a *b) * ¢ fiir a,b,c € G.
(G2) Existenz eines neutralen Elements: Es gibt ein e € G mit axe = a =
ex*a fira € G.
(G3) Existenz von inversen Elementen: Zu jedem a € G gibt es ein o’ € G
mit a xa’' =d xa =e.

(b) Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heifit Untervektorraum
von V', falls U # () ist und falls U abgeschlossen unter der Addition und der
skalaren Multiplikation ist, d.h. falls gilt:

velU welU = v4+wel,
AeK, veU = Mwvel.

(c) Der Basisergénzungssatz sagt hier, dass es wyy1,...,w, € V gibt, so dass
(w1, ..., w,) eine Basis von V ist.

(d) Eine obere Dreiecksmatrix mit Eintrégen in einem Korper K ist eine qua-
dratische Matrix A = (a;;) € M(n x n, K) mit a;; = 0 fir ¢ > j.

2. (7=1+1+1+2+2 Punkte)

(a) dimg V = dimg ker(f) + dimg f(V).
(b) (A-B) =Bt A,
(¢) (A-B)r = B . AV,
(d) Es gibt einen Korper K und n,m,l € N, so dass folgendes gilt.

f:M(nx1,K)— M(m x1,K) ist eine lineare Abbildung,

g:M(mx1,K)— M(l x1,K) ist eine lineare Abbildung,

gof:Mnx1,K)— M(l x1,K) ist die lineare Abbildung,
die man als Komposition aus f und ¢ erhélt,

Mat(f) € M(m x n, K),

Mat(g) € M(l x m, K),

Mat(go f) € M(l x n, K).

(e) Es gibt einen Korper K und n, m € IN und endlichdimensionale K-Vektorrdume
V und W, so dass folgendes gilt:

f 'V — W ist eine lineare Abbildung, A = (ay,...,a,) ist eine Basis von
V, f(A) = (f(a1),..., f(an)), B = (b1, ...,b,) ist eine Basis von W, und
M(B, f,A) € M(m x n, K).



3. (7=2+3+1+1 Punkte)
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5. (6 Punkte)
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6. (3+4 Punkte)

(a)

Z[[(l; 1, 3) o} Z[[(l, 1, 2)

OO = NN
SN O O N O
O NN = O N
NN NDO N

Also ist der Zeilenrang von C' gleich 3.

(b) Sei (v1,...,v;) eine linear unabhéngige Familie von Vektoren in einem K-
Vektorraum V. Sei vg4q € V.

Behauptung: Die Familie (vy, ..., vx11) ist genau dann linear unabhéngig,
wenn vk € span(vy, ..., vy) ist.

Beweis: 1. Fall, v,y € span(vy, ..., vx): Dann gibt es pu; € K firi =1, ...,k
mit vg 1 = Ele 1;v;. Dann ist die Linearkombination

k
Vk+1 — § piv; = 0,
i=1

aber es verschwinden nicht alle ihre Koeffizienten. Also ist die Familie (v, ..., vry1)

linear abhingig.
2. Fall, vgy1 ¢ span(vy, ..., vg): Seien \; € K mit Ef:ll A - v; = 0. Ware
Ae+1 7 0, so wére

k

Vk+1 = E
i=1

ein Widerspruch zur Annahme. Also ist Ay 1 = 0. Weil (vy, ..., vg) linear
unabhéngig ist, sind auch A\ = ... = Ay = 0. Daher ist (vq,...,Ux11) linear
unabhéngig.

—Ai
- v; € span(vy, ...vg),
A1

7. (7 Punkte) Sei B C P eine nichtleere endliche Teilmenge, und seien \, = (Z—ﬁ cQ
fir p € B mit a, € Z,b, € N und

Z Aplog(p) = 0.
peEB

Zu zeigen ist A\, = 0 fiir alle p € B.
Seib:=]][ .gbp € N. Firallep € Bist \,-b € Z.

peB “P
0= Z Apb - log(p) = log (H p’\f’b> , also 1 = H b
pEB pEB pEB

Wenn man die Faktoren mit negativen Exponenten auf die andere Seite stellt,
erhélt man eine Gleichung zwischen verschiedenen Produkten von Primzahlpo-
tenzen, falls nicht alle Exponenten gleich Null sind. Das geht nicht, also sind alle
Exponenten \,b = 0. Also sind alle A\, = 0.



