Lineare Algebra I, HWS 2019, Mannheim

Erginzungen in der groBen Ubung zu Kapitel 2

Der Ring Z und seine Primzahlen
Definition 2.16 (a) Seien a,b € Z — {0}.

kgV(a,b) := “kleinstes gemeinsames Vielfaches” = min(n € N | a|n und b|n),

ggT(a,b) = “groBter gemeinsamer Teiler” = max(n € IN | n|a und nlb).

(b) p € IN mit p # 1 ist eine Primzahl, falls 1 und p seine einzigen Teiler in
N sind.

Satz 2.17 Seien a,b € Z — {0}.

(a) aZ NVZ = kgV(a,b)Z.

(b) Es gibt k,l € Z mit ggT(a,b) = ka+1b. Man kann k oder l in IN wdhlen.
(c) Sei nun p eine Primzahl mit plab. Dann gilt pla oder plb.

(d) Seien py,...,px und qi, ..., q Primzahlen mit

Pro-"Pe=q .- q.
Dann ist k =1, und es gibt eine Bijektion o € Sy mit
Pi = Qo) fire=1,.. k.

Dies ist die Eindeutigkeit der Zerlequng einer natirlichen Zahl in Primzah-
len. Sie ist NICHT selbstverstindlich.

Beweis: (a) aZ und bZ sind Untergruppen von (Z,+), also ist auch aZNbZ
eine. Nach Satz 1.21 (b) existiert ein m € IN mit aZ N bZ = mZ.

Aus m € aZ und m € bZ folgt a|m und blm, also m > kgV(a,b).
Andererseits ist kgV(a,b) € aZ NbZ = mZ, also kgV (a,b) > m.

Also ist kgV(a, b) = m.

(b) Die Menge {ka + lb | k,l € Z} ist eine Untergruppe von (Z,+). Nach
Satz 1.21 (b) existiert ein m € IN mit {ka + (b | k,l € Z} = mZ, und es
existieren ko, lo € Z mit m = kga + lob. Mit

a Ll b
ggT(a,b) = “ggT(a,b)

ist m = c¢- ggT(a,b), also m > ggT(a,b).

c:=k NN



Wegen a € mZ (< k=1, =0)und b € mZ (< k = 0,1 =
Teiler von @ und b, also m < ggT(a,b). Es folgt m = ggT(a,b).
Wenn man ky und [y abéndert zu

1) ist m ein

k1:k0+05‘ llzlo—Oé

Qa
ggT(a,b)’ ggT(a,b)

mit einem beliebigen a € Z, gilt immer noch kya + ;b = ggT(a,b). Insbe-
sondere kann man k; > 0 oder [; > 0 erreichen (aber meistens nicht beides
zugleich).

(c) Annahme: p fa. Zu zeigen: p|b.
Annahme und p Primzahl = ggT(a,p) = 1.
Aus (b) folgt, daB k,l € Z mit ka + Ip = 1 existieren. Dann ist

b=1-b=(ka+Ip)-b=k(ab)+ (Ib)p.
Mit p|ab folgt p|b.
(d) Aus (¢) und
pul(pr- o -ok) = @ (g2 - @)

folgt p1]|q: oder p1|(gs - ... - ¢). Induktiv folgt: p; teilt ein g;.
Weil ¢; eine Primzahl ist, ist p; = ¢;. Daher ist

b2 Pk =4q1" ... Gj—1"Gj+1 " - Gl

Induktiv folgen k = [ und die Existenz von o € Sy mit p; = o).

Polynome

Lemma/Definition 2.18 Sei R ein Ring.
(a) (Unsaubere Definition, mit der man aber gut arbeiten kann) Ein Polynom
in einer Variablen t mit Koeffizienten in R ist ein Ausdruck der Gestalt

ag+ ait + ... + a,t"  mit ag,aq,...,a, € R.
t ust eine ,,Unbestimmte”.
Vorsicht: das n hier ist nicht eindeutig; es ist

ap+ait+..+a,t" = ag+ait+..+a,t"+0-t" 4 40" ke IN beliebig.

Das Nullpolynom st das Polynom 04+0-t+...4+0-t" = 0.

(b) (Saubere Definition) Ein Polynom in einer Variablen ist eine Abbildung
a:No— R, i a(i)=:a; bei der nur endlich viele Zahlen i einen Wert



a; # 0 haben. Nun kann man ein n € N wdhlen, so dass fir allei >mn a; =0
ist und die Abbildung a wie in Teil (a) notieren, als f = ag+ ait + ... + a,t".
So kommt man zur unsauberen, aber anschaulichen Definition in (a).

(¢) (Definition) Der Grad eines Polynoms f(t) = ag + a1t + ... + apt"™ mit
f(t) #0 ist
deg f(t) := max{k | a; # 0}.

Der Grad des Nullpolynoms 0 ist —oo.

(d) Die Menge R[t] aller Polynome in einer Variablen t mit Koeffizienten
in R ist zusammen mit den folgenden Verkniipfungen + und - ein Ring, der
sPolynomring“ (R[t], +,-). Addition (z.B. firn > m):

(ap + art + ... + ant™) + (bo + byt + ... + byt™)
= (ap+bo) + (a1 + b))t + ... + (an + by)t",
mit by =0, ...,0, := 0,

Multiplikation:
(ap + art + ... + ant™) - (bo + bt + ... + byt™)
= co+ ittt o F ™™,
mit Cr = apby + ap_1by + ... + agby,
und ap:=0 firk>n, b :=0 firl>m,
also co = apbg, ¢1 = a1bg + agby, co = asby + a1by + agbs, ...

Crnim = Anbm = apimbo + ... + anby + ... + agbyim.

(e) Ist R ein kommutativer Ring, so auch R[t]. Hat R eine 1, so auch R]t].

(f) Ist R ein Korper und sind p(t),q(t) € R[t] — {0}, so ist auch p(t)q(t) €
R[t] —{0}. Es ist deg(p(t)q(t)) = degp(t) + deg q(?).

(9) Die Abbildung R — R[t], ao +— ao, ist ein injektiver Ringhomomorphis-
mus. Mit seiner Hilfe wird R mit dem Unterring von RIt] identifiziert, der
aus den konstanten Polynomen besteht.

(h) Ist R kommutativ, so ist fir jedes ¢ € R die Abbildung
te: R[t] = R,  f(t)=ao+ait+ ...+ ayt" — f(c) :==ao+ arc+ ... + a,c"

ein Ringhomomorphismus, ein ,Einsetzungshomomorphismus®.

Beweis: (a)-(c¢) sind Definitionen.
(d) Aufgrund von Blatt 3 Aufgabe 4 ist (R[t], +) eine abelsche Gruppe (die
Multiplikation die dort betrachtet wird ist NICHT die Multiplikation im



Polynomring). Wir miissen die Assoziativitdt der Multiplikation sowie das
Distributivgesetz zeigen. Sei n,m, [ € Ny mit m > [. Es gilt

(ap+ ...+ ant™) - ((bo+ ...+ bput™) + (co+ ... + cit"))
=(ag+ ...+ apt") - ((bo+ ... +but™) + (co+ ... + cnt™))
=(do + ... dpnt™™),

(ap + ...+ ant™) - (g4 ...+ bpt™) + (ag + ... + ant™) - (co + ... + ¢t!)
=(ag+ ...+ ant") - (bo+ ... +but™)+ (ag+ ...+ ant”) - (co+ ... + cnt™)
:(f0+~--fm+ntm+n)

mit ¢y = ... =¢, = 0. Es ist

dr = ag - (bp +cr) + ... +ax - (bo + o),
fk = qobr + ... apbg + apci, + ... arcy .
Es gilt dj, = fi aufgrund des Distributivgesetzes in R. Der Beweis der Asso-
ziativitdt der Multiplikation in R[t] ist dhnlich und lédsst sich auf die Asso-
ziativitdt der Multiplikation in R zuriickfiihren.
(e) Es ist
(ap +art + ...+ ant") - (bg + bt + ...+ bpt™) = co+ 1t + ... + Copmt™ ",
(bo +bit + ...+ byut™) - (ag +art + ...+ apt”) =do+dit + ... + dpyut"™™
mit
cr = apby + ...+ agby ,
dk:bka0+...+bo(lk.
Aufgrund der Kommutativitdt von R ist ¢, = d.
(f) Es sei degp(t) =n >0, also p(t) = ag + a1t + ... + a,t™ mit a,, # 0, und
degq(t) = m > 0, also q(t) = by + byt + ... + by,,t™ mit b, # 0. Dann ist
p(t)q(t) = apby + ... + apbyt™™™ mit apby, # 0 (Lemma 2.4 (d), hier braucht

man die Voraussetzung R Korper). Also ist p(t)q(t) # 0 und degp(t)q(t) =
n—+m.

(g) Klar.
(h) Sei f(t) :=ap+...a,t" und g(t) := by + ...+ b,,t" und n > m. Es ist

ie(f(t)+g(t)) =ic((ao 4+ bo) + - .. (an + b )t") = (ag+bo)+ ...+ (an+b,)c",
ic(f(t) +ic(g(t)) =ap+...anc" +by+...bc",

wobei b1 = ... = b, = 0. Die Homomorphie bzgl. 7+ folgt dann aus dem
Distributivgesetz in R. Weiter gilt

ie(f(t) - g(t) =i (do+ ... dpsmt™™) =do + . .. dpg™™



mit d, = apby + ... + agb, und

i(f(1) - ie(g(t) =(ao + - .. + anc™) - (bo + - . . + bpc™)
=agby + (aicby + apghic) + ... + a,cbypc™ .

Die Homomorphie bzgl. ”-“ folgt aus dem Distributivgesetz und der Kom-
mutativitit von R (Man muss das Element ¢ und die Koeffizienten by, ..., by,
vertauschen). O

Satz 2.19 (Fundamentalsatz der Algebra; Beweis nicht in der linearen Al-
gebra)

Jedes Polynom f(t) € C[t] mit deg f(t) > 1 hat eine Nullstelle in C, d.h.
eine Zahl c € C ezistiert mit f(c) = 0.

Beispiel 2.20 (i) Die analoge Aussage fiir R statt C ist falsch; das Polynom
t2 + 1 hat keine reellen Nullstellen.

(i) Das Polynom t? — ¢ fiir ein ¢ € C — {0} hat 2 Nullstellen in C, von
denen man eine /¢ nennen kann, z.B die mit Argument in [0, 7); dann ist

die andere —+/c. Ist ¢ = |c| - € mit ¢ € [0,27), so ist /c = £1/|c| - €™¥/2.
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(iii) Das Polynom t?+pt-+q mit p, ¢ € C hat die beiden Nullstellen (manchmal
fallen sie zusammen)

p, 1 = p 1
1 2+2 D q, €2 5 "o VP q
Es ist

(t—c))(t —cy) =t* — (c1 + co)t + creg = 2 4+ pt +q.

(iv) Zusammen geben (ii) und (iii) einen Beweis von Satz 2.19 im Fall von
Polynomen vom Grad 2.
(v) Sind p, ¢ € R, so sind die Nullstellen von t*+pt+q reell <= p*—4q > 0.



Satz 2.21 Es sei K ein Korper.

(a) (Polynomdivision mit Rest) Es seien f(t),g(t) € K[t] und degg(t) > 1.
Dann gibt es eindeutige Polynome q(t) und r(t) mit degr(t) < degg(t) und

f(t) = q@)g(t) +r(t).

(b) Sei f(t) € K[t] ein Polynom mitdeg f(t) =n > 1 und mit einer Nullstelle
ce K.
Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom q(t) € K[t] mit

f) =(t=c)-qt).
Es ist degq(t) =n — 1.
(c) Sind ¢y, ...,cn,d1, ..., d, € K mit

(t—c) .- (t—cp)=({t—dy) ... (t —dp),
50 gibt es ein o € S, mit ¢; = dyqy fiiri=1,...,n.

Beispiel 2.22 zur Polynomdivision mit Rest.
ft) =26 =2 +1, g(t) =t +1,

(2t® —¢2 +1) (P +1)=2t—1+(-2t+2): (*+1)
2t3 +2t
—t* =2t +1
—t? -1
—2t +2

also ist q(t) = 2t — 1 und r(t) = =2t + 2.

Beweis von Satz 2.21: (a) Zuerst die Eindeutigkeit von ¢(¢) und r(¢):
Sei f(t) = qi(t)g(t) + r1(t) = q2(t)g(t) + r2(t) mit degri(t) < degg(t) und
degry(t) < degg(t). Dann ist

(@1(t) = q2(1))g(t) = ra(t) = r1(D).

Wiire ¢;(t) # q2(t), so wire wegen Lemma/Definition 2.18 (f)

deg (1 (t) — 2(t))g(t)) = degg(t) > deg(ri(t) —r2(t)).

Widerspruch. Also ist ¢1(t) = g2(t) und r1(t) = ro(t).

Nun die Existenz von ¢(¢) und r(¢): Man fithrt den Beweis {iber vollstandige
Induktion nach deg f(t) — deg g(t).
Induktionsanfang: Ist deg f(t) < degg(t), so ist q(t) = 0 und r(t) = f(t).



Induktionsschritt: Sei n = deg f(t) > degg(t) = m und f(t) = a,t"+ ...+ ao,

g(t) = byt™ + ... 4+ by. Dann hat
falt) = () = S (1)

kleineren Grad als f(t). Also gibt es nach Induktionsannahme g9 (t) und ro(t)
mit degry(t) < degg(t) und fao(t) = q2(t)g(t) + r2(t). Daher ist

" + (1)) g(t) + 7a(t).

Ende des Induktionsbeweises.

(b) Polynomdivision mit Rest gibt f(t) = q(¢)(t — ¢) + r mit ¢(t) € K[t] und
r € K. Wegen f(c) = 0 ist r = 0. Wegen der Eindeutigkeit in a) ist ¢(t)
eindeutig.

(¢) Annahme: ¢; ¢ {dy, ..., d,}. Einsetzen von ¢; fiir ¢ gibt

0 = (a—¢c1)-(c1—ca) .- (1 —¢n) (Lemma 2.4 (a))
= (g —dy)-...-(c1—d,) #0 (Lemma 2.4 (d)).

Widerspruch. Also gibt es ein j mit ¢; = d;.
Division durch (t — ¢;) gibt

(t — CQ) et (t — Cn) = (t — d1> et (t — dj_l)(t — dj+1) et (t — dn)
Mit vollstandiger Induktion folgt die Behauptung. O

Satz 2.23 (Anwendung von Satz 2.19 und Satz 2.21)
(a) Fiir jedes Polynom f(t) = agp+ait+...+a,t" € C[t] mitdeg f(t) =n>1
(also a,, # 0) gibt es (bis auf die Reihenfolge) eindeutige Zahlen cy, ..., c, € C
mat

ft) =an-(t—c1) .o (t—cp).
Die Zahlen cy, ..., c, sind die Nullstellen von f(t). Man sagt: ein komplexes
Polynom zerfdillt in Linearfaktoren.

(b) Fir jedes Polynom f(t) = ap+ait+...+a,t" € R[t] mitdeg f(t) =n>1
gibt es (bis auf die Reihenfolge) eindeutige Zahlen cy, ...,c; € R und (bis auf
die Reihenfolge) eindeutige Polynome q(t), .., q(t) € R[t] mit

fit)=an-(t—c1) o (t—cp) -q(t) ... q(t)
und
qj(t):tQ—l—ozjt—i—Bj, Oéj,ﬁj ER, 04]2-—45]‘ <0

(a —48; < 0 sagt, daf q;(t) keine reelle Nullstelle hat).
Esist 0 <k <nund0<[<3. Esistk+2l=n.
Man sagt: ein reelles Polynom zerfdllt in lineare und quadratische Faktoren.



Beweis: (a) Durch wiederholte Anwendung von Satz 2.19 und Satz 2.21 (b)
bekommt man eine Zerlegung von f(t) in Linearfaktoren, mit Satz 2.21 c)
ihre Eindeutigkeit.

(b) Ist ¢ € C eine Nullstelle von f, so auch ¢, denn wegen ay, ..., a, € R ist
fe) = ap+ay-¢c+..4+a,-c"
= W+a-c+..+a,-c"

= aqyp+a-c+..+a,- -c?

(* ist ein Korperisomorphismus von C auf sich selbst). Nach (a) ist f(t) =
an(t —c1) - ... - (t — ¢,) mit ¢q,...,¢, € C. Die ¢; seien so numeriert, daf

c1y.scr € R, cgaq, ..., cn € C — R. Wegen der Rechnung oben und wegen
Satz 2.21 (c) gibt es ein 0 € S, mit ¢ = ¢,(;). Diese Permutation bildet
{j | k<j<n, ;) >0} bijektiv auf {j | k£ < j <n,F(¢;) <0} ab. Es ist

(t—¢;)(t =) =1 = (¢; + )t + ¢5¢; € R[t],

und dieses Polynom hat keine reelle Nullstelle, falls ¢; ¢ R.

Man wihlt eine Bijektion (fiir [ geeignet) 7 : {1,2,..,} — {j | k < j <
n, ¥(¢;) > 0} und definiert

q;(t) == (¢t = cr())(t = T ()

Beispiel 2.24 Das reelle Polynom t*+4 hat die komplexen Nullstellen ¢; :=
V2ermiftst =123 4.

Ca

¢ = '\/2'627ri/8?1=1+’£
e = V2.2 = 14
6 = ,‘/5_6271"5-5/8:_1__?:
o = VI 1

Cy

Sie erfiillen ¢; = ¢4, ¢ = c3. Daher ist

4 = (t—c)t —c)(t —c3)(t —ca)
= (t* = (c1 + ca)t + crea)(t® — (ca + c3)t + cacs)
= (*—2t+2)(t* + 2t +2).



