Losungen der 2. Klausur
am 17.09.2020 zur Linearen Algebra Ila

1. (2+2+1+1+2+1=9 Punkte)

(a) Rekursive Definition: Fy :=0, F} := 1, F,, ;== F,, 1 + F,,_, fir n > 2.
(F07F17F27F37F47F57F67F77F8) = (0717172737578713)'
(b) Ein Euklidischer Ring ist ein Integritédtsring R mit Eins und mit einer Grad-

funktion w : R—{0} — INU{0}, so dass Division mit Rest moglich ist, d.h. zu
a,b € Rmit b # 0 gibt es ¢, € Rmit a = ¢gb+r und (r = 0 oder w(r) < w(b)).

(¢) G/U ist eine Gruppe, falls U ein Normalteiler ist.
(d) Ein Ideal (f(x)) C K[z| ist maximal, falls f(z) irreduzibel ist.

(e) Der Kern der Abbildung ®; : K[t] — End(V'), ¢(t) — g(f), ist ein Ideal, also
ein Hauptideal in K[t]. Das Minimalpolynom M{(t) ist das eindeutige unitére
Erzeugende dieses Ideals.

(f) Eine Semilinearform auf einem C-Vektorraum V' ist eine Abbildung f : V' — C,
die additiv ist (f(a+b) = f(a) + f(b)) und semilinear beziiglich der skalaren

Multiplikation ist (f(A-v) = A - f(v)).
2. (4+2=6 Punkte)

(a) Man benutzt immer wieder a® = a + 1 (und natiirlich 1+ 1 = 0).

b = a+1,

ot = 0z2+a,

a® = P+t =at+a+1,
a® = P +afta=a+1,
af = P +a=1

(b) Die Nullstellen von t3 + ¢ + 1 sind a, o und a* = o + a. Bei « ist das klar
wegen o + o+ 1 = 0. Bei o? folgt es aus

(@P+a2+1=a+a?+12 (@ +1)+a>+1=0.

Bei o folgt es aus
(a4)3+a4+1@a5+(a2+a)+1@(a2+a+1)+(a2+a)+1:0.

3. (5 Punkte) Losungen zu b = 2mod 3 sind 2, 5,8, 11, 14,17, 20, 23, .... Thre Reste mo-
dulo 5 sind 2,0,3,1,4,2,0,3, .... Also ist by := 8 eine Losung des Gleichungssystems

= 2mod3
= 3modb



Esist bp = 1mod7 und 3-5 =15 = 1mod7. Also ist

b = 8+4-15=068
mith = 14+4-1=5mod7

eine Losung des Gleichungssystems

2mod 3
3modb
S5mod 7

. (6 Punkte)
t =1 0

Py(t) = det(t-E35—A)=det [0 ¢t -1
1 -1 t-1

= Pt-1D)+1-t=0¢t-1DF-1)=@t-1>%*t+1),

also Ay =1, Ay = —1. Es ist

Eig(A,—1) = {ae€ M(3x1,Q)|(—E; — A)-a =0}

x -1 -1 0 x 1
= {ly] lzy,2€Q, [ 0 -1 -1 y|=0=Q- | -1
z 1 -1 -2 2 1
Eig(4,1) = {a€ M(3x1,Q)|(Fs; — A)a =0}

x 1 -1 0 x 1

= {|y]|lzy2eq, |0 1 —1|-|y]=01=Q-[1

z 1 -1 0 z 1

Hau(A,1) = {a € M(3x 1,Q) | (E3 — A)*-a =0}

x 1 -2 1 T 1 0
= {ly| lz,y2€Q, [-1 2 -1 yl=00=q [1]+q- |1
z 1 =2 1 z 1 9

Bemerkung: Die Matrix A ist die Transponierte der Begleitmatrix von P4 (t). Daher
ergeben sich die Erzeugenden von Eig(A, o), Eig(A, A1) und Hau(A, A1) auch aus
Aufgabe 3 (a)+(b) von Blatt 5.



5. (5 Punkte)
{isotrope Vektoren von Bils} = {a € M(2x 1,Q) — {0} |0=a" - A-a}
= () eMex1Q - @) l0=a - 20y 4y = (2 - )

Rad(Bily) = {a € M(2x 1,Q)[0 = A - a}
~((3) teweq o= (20 =1(]) levea e -y

)

6. (5 Punkte) Es muss P¢(f) = 0 gezeigt werden. Auf jedem Hauptraum Hau(f, A)
ist P¢(f) die Nullabbildung wegen

Pi(f)(Hau(f, \r)) = <H(f — A id)dﬂ'> o (f — A -id )% (Hau(f, \¢))
J#k

— (Iﬂf—&-ﬁﬂﬁ(®=0-
J#k

Daher ist Pf(f) auf ganz V' die Nullabbildung.

7. (1+3+1+2+8=10 Punkte)

(a) Esist a? =1 =®1 - @, also &, = (a? — 1)/(z — 1) =P '+ 2P 2+ .+ 2+ 1.
(b) Esist 2?1 — 1= - P, - D, - P,,, also

ar — 1 (@P —1(z—1) a1 1

Pra = o, 0, (x—1) (@—D@i—1) ar—1 (=)

(c) Das folgt aus (b) und aus

(qz_i x“p) . (i mbq) _ Z 2P+ba
(a,b)€(

a=0 b=0 Z[0,q—1])xINg




()

Seien (a1, by) und (ag, be) im Definitionsbereich von g mit g(aq,b1) = g(ag, by).
Dann ist (a; — ag)p = (by — by)q. Weil p und ¢ verschiedene Primzahlen sind,
folgt p|(by — b1). Wegen by,by € Z N [0,p — 1] folgt by = by, und damit auch
a; = ag. Daher ist g injektiv.

Wir starten mit der Formel in (c). Wegen deg ®,, = ¢(pq) = (p — 1)(¢ — 1)
sind nur Potenzen z%*% mit ap + bg < (p — 1)(g — 1) interessant. Die treten
nur bei (a,b) im Definitionsbereich Def(g) von g auf. Mit (c) folgt

_ ap+bq ap+bg+1
Dy () = E z - E z .

(a,b)€Def(g):ap+bg<(p—1)(g—1) (a,b)eDef(g):ap+bg<(p—1)(¢—1)—1

Weil g injektiv ist, folgt die Formel in (e).



