Losungen der Klausur
am 05.06.2020 zur Linearen Algebra Ila

1. (2+1+1+1+1+1+2=9 Punkte)

(a) Ein Element a € R — (R* U{0}) ist irreduzibel, falls gilt:

a=b-c=b¢c R" oder c € R*.

Ein Element a € R — (R* U {0}) ist ein Primelement, falls gilt:
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Z[x] oder K|z,y].

U ist genau dann ein Normalteiler von G, wenn U = aUa ™! fiir alle a € G ist.

al(b-c) = alb oder alc.

Der Quotient R/ ist ein Korper, wenn I ein maximales Ideal ist.

Das charakteristische Polynom muss in Linearfaktoren zerfallen, also Py(t) =
Hn (t - >‘j) mit )\1, ceey >\n e K.

(f) Sei f : V — V ein Endomorphismus eines Vektorraums V mit dimV € IN.
Dann ist P¢(f) =0 € End(V).

(g) Eine Sesquilinearform ist eine Abbildung ¢ : V x V. — C, wobei V ein C-
Vektorraum ist, die im linken Argument linear und im rechten Argument se-

milinear ist. Sie ist hermitesch, falls ¢(b,a) = ¢(a,b) fiur alle a,b € V ist.

2. (5+1=06 Punkte)
(a)

120=3-34+18 | ¢t =3 | ry = 18
34=1-18416 |qg=1|r;=16

18=1-16+2 gG=1]ry=2

16=8-2+0 =8| r5=0
[ i | i Z; Yi
01120 | — 1 0
1| 34| 3 0 1
21 18] 1 1 -3
3] 16| 1 —1 4
4 2| 8 2 -7
5 0| — —%:—17 :—2260

also n = 4,

99T (ro,m1) =714 =2

(x5 und ys waren nicht verlangt.)



(b) n <5 -|Dezimalstellen von r|.

3. (2+2+2=6 Punkte)

(a)
e(p") = (p—1)p"! fiir k € N, p eine Primzahl.
ola-b) = @(a)- @) fiir a,b € IN mit ggT(a,b) = 1.
(b)
n [25]26]27]28
e(n)|20[12]18]12
()
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n [1]3]5]7]9/13][15]17]19]21
n U |1]15]9]19]5]17] 3 [13] 7 |21

4. (4+1=5 Punkte)

(a) Die Polynome links und rechts haben den gleichen Grad:
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Die Nullstellen des Polynoms links sind per Definition die Einheitswurzeln A
mit der Ordnung o(\) = Hf ,p;’. Sie sind auch Nullstellen des Polynoms

rechts, denn fiir solches A ist 0()\1’1 R 1) = p1 - ... - pr. Da das Polynom

links nur einfache Nullstellen hat, und da die beiden Polynome den gleichen
Grad haben, haben sie die gleichen Nullstellen. Da beide Polynome unitér sind,
sind sie gleich.

(b) ®ig(z) = 20 —a3+1, Poy(x) = 28—2+1 (wegen (a) und ®¢(z) = 22 —x+1).

5. (1+3+1=5 Punkte)

(a) Spur(A4) = Z?:1 Ajs det(A) = H?:1 Aj-

(b) Wegen (a) ist Ay + A2 + A3 = 0 und A; - Ag - A3 = 20. Wenn man A\q, Ay und A3
so (um)benennt, dass [\| < |Ag| < |\3] ist, erlaubt die Bedingung A; - Ao - A3 =
20 nur die Tripel (|A1],|A2], [X3]) € {(1,1,20),(1,2,10),(1,4,5),(2,2,5)}. Die
Bedingung A; + Ay + A3 = 0 erlaubt dann nur noch (Ay, Ay, A3) = (—1,—4,5).
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6. (5 Punkte) Bei a,b € {0,1,2,3} ist
0 fiir a =0 oder b=10
a ;b __ )
o 17) = { ab fol to=2qt = 9 fiir q,b € {1,2,3}.

a+b—1

Dabher ist

¢(Btr, B) —

o © O O
_ == O

Wik = O
gon|lw = O

7. (5 Punkte) Das Problem ist zu sehen, dafl die d(\)-te Potenz reicht. Sei H; :=
ker(f —A-id)? C V. Esist {0} = Hy C H; C Hy C .... Wegen dim Hau(f, \) = d()\)
gibt es ein [ < d(\) mit H, = Hj,.

Behauptung: H, = H;,y = Hj, 5o = ...

Annahme: v € Hj 9 — Hjy4.

Dann ist (f — A -id)(v) € Hj41 — H;. Widerspruch.

Also ist H;. 1 = H;yo. Die Behauptung folgt induktiv. Also ist
Hau(f,\) = | ) Hj = Hy = Hyy = ker(f — A -id )"
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8. (5 Punkte) Zeigen Sie, dass der Ring Z[i] :=Z+7Z-i ={x+iy|z,y € Z} C C mit
der Gradfunktion w : Z[i] — {0} — N, a — |a|?, ein Euklidischer Ring ist.

Losung: Weil Z[i] ein Unterring des Korpers C ist, ist Z[i] ein Integritétsring.
Die Gradfunktion wird zu einer Abbildung w : Z[i] — N U {0}, a — |a|?, erweitert.
Dann ist w(a) =0 <= a=0.

Seien a,b € Z[i] mit b # 0. Es gibt eine Zahl ¢ € Z[i], so dass der Abstand |§ — ¢
minimal ist. Es ist [§ — ¢ < \/Li Die Zahl 7 :=a —qb =10 (§ — q) erfiillt

a a 1
w(r) = [r|* = b - 5~ q|* = w(b) - e ql? < w(b) - 5 <w()

und a = gb + r. Es folgt » = 0 oder w(r) < w(b) (die Ungleichung gilt hier sogar
auch bei r = 0). Daher ist Division mit Rest méglich. Z[i] ist mit der Gradfunktion
w ein FEuklidischer Ring.



