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Ubungsaufgaben zur Linearen Algebra Ila

1. (1+2 Punkte)

(a) Sei A € M(n x n,K) mit charakteristischem Polynom p4(t) = [, (t —
Ai) mit Ap, ..., A, € K. Geben Sie (ohne Begriindung) die Formeln an, die
die Spur Spur(A) und die Determinante det(A) mit den Werten Ay, ..., A,
verbinden.

(b) Eine Matrix A € M(3 x 3,C) habe Spur(A) = 1, Determinante det(A) = 8
und drei Eigenwerte A, Ao, A3 € Z mit Ay < Ay < A3. Allein aus diesen In-
formationen kann man A, Ay und A3 bestimmen. Wie? Was sind ihre Werte?

2. (1+3 Punkte)

(a) Sei K ein Korper. K[t]<7 ist der 8-dimensionale K-Vektorraum der Polyno-
me vom Grad kleiner oder gleich 7. Es sei

[ K[tl<r = Kltl<7, g(t) = ¢'(1),

die Ableitung. f ist ein nilpotenter Endomorphismus. Bestimmen Sie fiir die
drei Fille char(K) € {0,2,3} jeweils die Bilder unter f der Vektoren t* fiir
alle k € {0,...,7}.

(b) Bestimmen Sie in den drei Féllen char(K) € {0, 2,3} eine Jordannormalform
von f. Geben Sie jeweils eine Basis B an, so daf§ M (B, f,5) in Jordannor-
malform ist.

Hinweise: Die Basis aus Monomen 1, ¢,¢2,...,¢7 ist in allen drei Fillen schon
ziemlich nah dran. Aber die Jordanblécke sind in den drei Fillen ganz ver-
schieden.

3. (1+2+2 Punkte) Sei f(t) = t" + ap_1t" ' + ... + a1t + ap € K][t] ein unitéres
Polynom. Die Begleitmatriz ist die transponierte Matrix zur Matrix

1

AY) = . € M(n xn,K)

—Qp —ap -+ —0an-1

(wo nichts steht, stehen Nullen). Die Begleitmatrix und die Matrix A) haben
das charakteristische Polynom P, (t) = f(t) (Aufgabe 2/Blatt 10 im HWS 19).



(a) Sei A € K eine Nullstelle von f. Zeigen Sie, dass
vo = (LA A2, . A" D e M(nx 1, K)
ein Eigenvektor der Matrix AY) mit Eigenwert \ ist.
(b) Sei A € K eine doppelte Nullstelle von f. Zeigen Sie, dass
vy = (0,1,2)\, ..., (n — DA\ ?) € M(n x 1,K)
die Gleichung
APy = Xv 41
erfiillt.

(c) Sei A eine Nullstelle von f mit Vielfachheit m € {3,...,n}. Finden Sie Vekto-
ren vy, Us, ..., V1 € M(nx 1, K), die zusammen mit v; und vy und v_; := 0
die Gleichungen

AD Cve =N + k- vy fir k € {0,1,...,m — 1}

erfiillen.
Hinweise: Es ist niitzlich, fiir k € NU {0} das Polynom

() i=x-(x—1) ...-(x—k+1) € Z[z]
zu definieren und fiir £ € N die Identitét
(@) = (& = 1)+ k(z — 1)y
zu beobachten. Die k-te Ableitung von f ist
fO =) -t (n—1), - t" (1)t + (k)

4. (4 Punkte) Definition: Eine Matrix A € GL(n, R) heiit orthogonal, falls sie A~' =
A" erfiillt.

(a) Zeigen Sie, dass eine Matrix A genau dann orthogonal ist, wenn ihre Spalten
eine ON-Basis des M (n x 1,R) mit dem Standard-Skalarprodukt bilden.
(b) Sei A € GL(n,R) orthogonal.
(i) Zeigen Sie, dass jeder Eigenwert A € C von A als Matrix in M (n xn, C)
Betrag 1 hat, also A € S* C C ist (dquivalent: X - X = 1).
(ii) Zeigen Sie, dass A diagonalisierbar ist.
(iii) Es seien v; € M(n x1,C)—{0} fiir i € {1, 2} Eigenvektoren von A mit
Eigenwerten \; mit A\; # \o. Zeigen Sie 15" - v; = 0.
Hinweise: Diese Eigenschaften sind dhnlich zu den Eigenschaften symmetri-
scher reeller Matrizen, die im HWS 2019 im Satz 9.25 behandelt wurden
(mit Beweis an der Tafel). Der Satz und sein Beweis werden am Anfang von
Kapitel 13 wiederholt. Sie sind eingeladen, sich den Beweis dort anzusehen
und dann hier dhnliche Rechnungen zu machen.
Wenn v € M(n x 1,C) — {0} ein Eigenvektor von A mit Eigenwert A ist, ist
es auch ein Eigenvektor von A~!, und v ist ein Eigenvektor von A und A~!
(hier ist A = A wichtig). Was ist jeweils der Eigenwert?

Abgabe bis Montag, den 16. Mirz 2020, um 11:50 Uhr im Kasten Ihrer
Gruppe im Eingangsbereich des C-Teils des Gebiudes in A5



