Geometrie
Teile einer Vorlesung im FSS 2019

Mannheim

Claus Hertling

31.01.2018

Contents

0 Einleitung 2
1 Begriffe der affinen Geometrie 3
2 Elementargeometrische Figuren und ihre Eigenschaften: [AF15, Kap 1] 9
3 Symmetrien der Ebene und des Raumes 9
4 Begriffe der projektiven Geometrie 14
5 Hyperbolische Geometrie: [AF15, Kap 3] 15
6 Kegelschnitte 15



0 Einleitung

Die Studenten des Lehramts Mathematik in Baden-Wiirttemberg sollen laut Verordnung
des Kultusministeriums (vom 31.07.2009) tiber die erste Staatspriifung fiir das Lehramt
an Gymnasien (Anlage A: Priifungsfacher) im Bereich Geometrie folgende verbindliche
Studieninhalte lernen:

1) Grundlagen der affinen, euklidischen und projektiven Geometrie

2) Parallel- und Zentralprojektion

4) Isometriegruppen euklidischer Raume, Platonische Korper

5) Eulersche Polyederformel, Eulerzahl

(1)
(2)
(3) Einblicke in eine nichteuklidische Geometrie
(4)
()
(6)

Geometrie der Kegelschnitte

Die 2-stiindige Vorlesung Geometrie in Mannheim im FSS 2016 deckt diese Studieninhalte
ab. In etwas mehr als der Halfte des Stoffs wird sie eng dem Buch [AF15] folgen. Der andere
Teil des Stoffs steht in diesem Manuskript. Das Buch behandelt (wenn auch in anderer
Reihenfolge) die Themen (3) bis (6) und vieles zur affinen und euklidischen Geometrie.
Es fiihrt allerdings nicht die Begriffe der affinen und der projektiven Geometrie ein. Gute
Referenzen fiir sie sind die Biicher [Fi78] und [K192]. Allerdings werden diese Begriffe in
diesem Manuskript ausgefiihrt, die affine Geometrie im néchsten Kapitel, die projektive
Geometrie spéter. Der Inhalt des Buchs [AF15] wird dagegen in diesem Manuskript nicht
wiederholt.

In der Vorlesung werden grofie Teil von Kapitel 1 und 3 des Buchs [AF15] behandelt.

Ein sehr schones Buch, das alle Themen (1) bis (6) abdeckt, ist [Co63]. Aber fiir die
Vorlesung ist es zu ausfiihrlich und im Stil zu altmodisch.

References

[AF15] Ilka Agricola, Thomas Friedrich:  Elementargeometrie. Fachwissen fiir Studium
und Mathematikunterricht. 4., {berarbeitete Auflage. Springer Spektrum,
Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2015, ISBN 978-3-658-06730-4 (Online-
Version ISBN 978-3-658-06731-1 (eBook)).

[Co63] H.S.M. Coxeter:  Unvergéngliche Geometrie. Birkhduser Verlag, 1963.
[Fi78]  Gerd Fischer:  Analytische Geometrie. Vieweg, Grundkurs Mathematik, 1978.

[K192]  Wilhelm Klingenberg:  Lineare Algebra und Geometrie. 3. Auflage, Springer-
Verlag, 1992.



1 Begriffe der affinen Geometrie

Affine Geometrie spielt sich in einem affinen Raum ab. Ein affiner Raum ist im wesentlichen
ein (meistens endlich-dimensionaler und reeller) Vektorraum, bei dem man die besondere
Rolle des Nullpunkts vergifit. Man kann das gut mit einem Vektorraum modellieren, und
so wird es auch in [AF15] gemacht.

Dieses Kapitel soll aber eine saubere Definition eines affinen Raums geben und auch eine
Reihe weiterer klassischer Begriffe der affinen Geometrie prasentieren, die man kennen
sollte. Alle Aussagen hier sind leicht verstdndlich. Auf Beweise wird hier weniger Wert
gelegt (ein wenig wird in den Ubungen geleistet). Die konkrete schone Geometrie in [AF15,
Kap. 2] kommt allerdings weitgehend ohne diese Begriffe aus.

Definition 1.1 FEin affiner Raum ist ein Tripel (A, T(A), o). Hier ist A eine nichtleere
Menge, T(A) ist ein K-Vektorraum, und

oA AXA — T(A)
(z,y) = T

ist eine Abbildung mit den folgenden zwei Eigenschaften:
(i) Vax,y,ze A ist Tl + yt = T4,
(ii) Fir jeden Punkt p € A ist die Abbildung
pap=ealp,.) : A= T(A), = pt,
bijektiv.

Haufig nennt man A den affinen Raum und unterdriickt T'(A) und pa. T(A) ist der zu A
gehorige Vektorraum. Er wird Tangentialraum von A genannit.
Die Dimension des affinen Raums A ist

dim A :=dimT(A).
Ein affiner Raum A mit dim A = 0 bzw. 1 bzw. 2 heifft Punkt bzw. Gerade bzw. Ebene.

Die Abbildung ¢ 4 ordnet zwei Punkten = und y im affinen Raum den Verbindungsvektor
Tl zu. ¢ A,p bildet p auf den Nullpunkt 0 € T'(A) ab.

Y

(] ' / ptv
P N —E’?
! 7 % p Pl
X 4 '

Punkte in A und Vektoren in T'(A) kann man addieren: Der Punkt

p+uv:i= gpj}p(v) cA
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ist die Summe von p € A und v € T(A). Natiirlich ist dann v = p(p + v). Der Vektorraum
T(A) operiert so auf A durch Translationen (siehe unten Definition 1.4 (c)):

T(A) x A — A,
(v,p) = p+o,
mit p+ (v +v2) = (p+uv1) + 02

Die Operation ist einfach transitiv, d.h.

Vp,ge A veT(A) mit gq=p+v,
néimlichvzﬁ.

Das gibt eine alternative Definition eines affinen Raums [Fi78]: Ein affiner Raum ist eine
Menge A zusammen mit einem Vektorraum T(A) und einer einfach transitiven Operation
von T(A) (als additiver Gruppe) auf A.

Der Vektorraum T'(A) selber ist ein Modell von A, in folgendem Sinn: Wenn V' irgendein
Vektorraum ist, so ist das Tripel (V,V, oy ) mit

ov(z,y) =T)=y—2

ein affiner Raum. Im Fall von (A, T(A), p.4) wird das Tripel (A, T(A), ¢4) durch irgendein
(pap,id,.o 902,119 X gc);l’lp) isomorph auf das Tripel (T'(A), T(A), 7(4)) abgebildet.
Eigentlich reicht es, das Modell (V,V, ¢y ) eines affinen Raums anzusehen.

Definition 1.2 Sei (A, T(A),p4) ein affiner Raum. FEin affiner Unterraum ist ein Tripel
(B, T(B),pp), wobei T(B) < T(A) ein Untervektorraum ist und B = gpl}p(T(B)) C A fir
ein p € A ist, und wo pp die Finschrinkung von @ auf B ist. Dann ist offenbar B das
Bild der Abbildung

TB) = A, v—p+o.

Lemma 1.3 (a) Insbesondere ist ein affiner Unterraum ein affiner Raum.
(b) Im Modell (V,V, ) ist ein affiner Unterraum einfach eine Teilmenge der Gestalt

p+W: ={p+w|lweW}

mit W <V ein Untervektorraum und p € V, und mit der induzierten Struktur als affiner
Raum.

(c) Sei A ein affiner Raum, und seien A;, i € I, affine Unterrdaume. Dann ist auch NicrA;
ein affiner Raum, oder der Schnitt ist leer. Im ersten Fall ist T(NierA;i) = NierT(A;).

(d) Sei A ein affiner Raum, und seien A;, i € I, affine Unterrdume. Dann gibt es einen
eindeutigen kleinsten affinen Unterraum

\/ Ai C A,
iel

der alle A; enthdlt. Er heifit Verbindungsraum der affinen Unterrdume A;. Im Fall von
2 Punkten p und q (= affinen Ridumen der Dimension 0) ist er die Verbindungsgerade
{p} V{q} zwischen p und q, und man lifit gern die Mengenklammern weg: pV q.
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(e) Sei A ein affiner Raum, und seien Ay und Ay zwei affine Unterrdume. Falls AjNAg # 0
ist, gilt

T(A1VA) = T(A1)+T(Ay),
dim(A4; V A2) = dimA; + dim Ay — dim(A4; N Ag).

Falls Ay N Ay = () ist, gilt fiir beliebige Punkte p € Ay und q € Ay

T(AVA) = (T(A)+T(A)) @ T(pVa),
dim(.Al V .AQ) = dimA; +dim Ay — dim(T(Al) N T(.AQ)) + 1.
Beweis: Nicht hier, teilweise in den Ubungen. O
Den Teil (e) des Satzes macht man sich am besten klar im Fall A = R? und A; und A zwei

Geraden. Im Fall A; N Ay # () schneiden sie sich, und A; V As ist die von ihnen erzeugte
Ebene. Im Fall A; N Ay = () sind sie windschief im R3, und dann ist A; V Ay = A = R3.

Ay

Definition/Lemma 1.4 (a) (Definition) Seien A und B zwei affine Riaume mit Vek-
torrdumen T(A) und T(B) dber demselben Korper K. Fine Abbildung f : A — B heifit
affine Abbildung, falls es eine lineare Abbildung (= ein Vektorraumhomomorphismus)

T(f): T(A) = T(B) mit
VayeA f@)f@) =T @)

gibt. Eine bijektive affine Abbildung wird manchmal Affinitdt genannt.
(b) (Lemma) Dann ist T(f) eindeutig bestimmt und heif$t der Linearteil von f. Tatsdchlich
ist T(f) = f' die (konstante) 1. Ableitung von f. Ist g : B — C eine zweite affine
Abbildung, so ist auch

gof: A—=C

eine affine Abbildung, und es ist
T(go f)=T(g)oT(f):T(A) = T(C).

(Die letzte Gleichunyg ist ein Spezialfall der Kettenregel.)
(¢) (Definition) Fine affine Abbildung f : A — A mit T(f) = id wird Translation genannt.
Eine affine Abbildung f: A — A mit T(f) = X-id mit A\ € K* wird Dilatation genannt.



(d) Sind V- und W Vektorrdume tber demselben Korper K, so ist eine affine Abbildung
f vom affinen Raum (V,V,py) in den affinen Raum (W, W, pw) einfach die Komposition
der linearen Abbildung T(f):V — W mit der Translation auf W um f(0),

fp) =T(f)(p)+ f(0) VpeV.
Beweis: Ubung. .

Lemma/Definition 1.5 Sei A ein affiner Raum.
(a) (Lemma) Seien po,p1, ..., pn € A. Folgende Figenschaften sind dquivalent:

(i) Der affine Unterraum po V ...V p, hat Dimension n.

(ii) Die Vektoren popi,pops, ... popn € T(A) sind linear unabhingig.

Offenbar ist die Figenschaft (i) unabhdingig von der Reihenfolge bzw. Nummerierung der
Punkte po, ..., pp.-

(b) (Definition) Punkte po,...,pn mit den Eigenschaften (i) und (ii) heiffen affin un-
abhéngig. Falls n = dim A ist und (i) und (i) gelten, bilden die Vektoren popi, ..., pops,
eine Basis von T(A). Dann bilden die Punkte po, ..., p, eine affine Basis.

(¢) (Lemma) Seien po, ...,pn € A eine affine Basis. Dann ist die Abbildung

I n
O A K", qg— | mitq:poﬂ—in'm
T i=1
affin und ein Isomorphismus affiner Rdume.
(Definition) Die so definierten Funktionen x1, ..., x, auf A heiffen affine Koordinaten. Sie
verallgemeinern natirlich die Koordinaten, die man auf einem endlich-dimensionalen Vek-
torraum durch Wahl einer Basis erhdlt.
(d) (Lemma) Seien py,...,pn € A eine affine Basis, und seien qo,...,q, € B Punkte in
einem zweiten affinen Raum B. Dann gibt es eine eindeutige affine Abbildung

frA=B mit f(pi)=q.

Sie ist injektiv genau dann, wenn qo, ..., qn affin unabhdngig sind. Sie ist ein Isomorphismus
genau dann, wenn qo, ..., ¢, €ine affine Basis von B sind.

Beweis: Ubung. a
Drei Punkte po, p1, p2 in einem affinen Raum A heiflen kollinear, falls dim(po V p1 Vp2) <1
ist. Eine Abbildung f : A — B zwischen affinen Rdumen A und B (iiber demselben Koérper
K) heifit Kollineation, falls sie bijektiv ist und Tripel kollinearer Punkte wieder auf Tripel
kollinearer Punkte abbildet. Offensichtlich sind affine Isomorphismen Kollineationen. Aber
es kann abhéngig von K eventuell mehr Kollineationen geben. Der folgende Satz macht
das préazis.



Satz 1.6 (Hauptsatz der affinen Geometrie) Sei A ein affiner Raum mit dim A € Z>9 und
mit |K| > 3. Dann ist eine bijektive Abbildung f : A — A eine Kollineation, wenn fir
irgendeine affine Basis p = (po, ..., Pn) die Kollineation

dpofod ! K" — K"

die Gestalt
épofoq)gl =goK

hat, wobei g : K™ — K" ein affiner Automorphismus ist und x : K™ — K" die durch einen
Korperautomorphismus k : K — K induzierte Abbildung ist.

Beweis: Der Beweis ist etwas mithsam und wird hier nicht ausgefiihrt. O

Bemerkungen 1.7 (i) Q und R haben nur id als Kérperautomorphismus. Also sind bei
affinen Raumen mit Dimension > 2 dber Q oder R die Kollineationen genau die affinen
Abbildungen.

(ii) Die komplexe Konjugation - : C — C ist ein Korperautomorphismus und induziert eine
Kollineation - : C* — C™ (fir n > 2), die nicht affin ist. Tatsdichlich hat C auch noch
iberabzdhlbar viele Automorphismen k mit k(R) # R. Sie alle induzieren Kollineationen
auf C". Aber diese Automorphismen und diese Kollineationen sind nicht stetige Abbildun-
gen.

(iii) In den Ubungen werden die Ausnahmefille dim A = 1 und |K| = 2 von Satz 1.6
behandelt.

Ein in der affinen Geometrie niitzlicher Begriff ist das Teilungsverhdltnis TV (po, p1,p2) € K
von drei Punkten pg, p1, p2 in einem affinen Raum, die py # p1 und ps € pg V p1 erfiillen.

Es ist die durch
pop2 = TV (po,p1,p2) - Popi

definierte Zahl.

/’P‘:/W/

Po

Lemma 1.8 Das Teilungsverhaltnis ist invariant unter affinen Abbildungen. Das heifst,
wenn f: A — B eine affine Abbildung ist und pg, p1,p2 € A die Figenschaften pg # p1,p2 €

po V p1 und f(po) # f(p1) erfillen, so gilt

TV (po, p1,p2) = TV (f(po), f(p1), f(p2)).

Beweis: Ubung. a

Das Teilungsverhéltnis und seine Invarianz sind niitzlich, um elementare Sétze der affinen
Geometrie zu beweisen (Ubung).

Schlieflich kommen wir zur Parallelprojektion in der affinen Geometrie. Das folgende
Lemma ist eine Erinnerung an die direkte Summe von Untervektorraumen.



Lemma/Definition 1.9 (a) (Lemma) Sei V' ein Vektorraum, und seien Vi und Va zwei
Untervektorraume. Folgende Bedingungen sind dquivalent

(i) VinVy = {0}.

(ii) Jeder Vektor v € Vi + Vy lafit sich auf eindeutige Weise als Summe v = vy + vo
mit v1 € V1 und vy € Vo schreiben.

(111) dim (Vi + Vo) = dim Vi 4+ dim V5.

(b) (Definition) Wenn diese Bedingungen gelten, ist die Summe Vi + Vi eine direkte
Summe, Notation: Vi & Vs.

Lemma/Definition 1.10 Sei A ein affiner Raum endlicher Dimension, und seien Ay
und Asg affine Unterrdume mit T(A1) & T(A2) = T(A).
(a) (Lemma) Dann gilt
AN A, #@ und A; V Ay, = A,
und jeder Punkt p € A laf$t sich auf eindeutige Weise als Summe p = p1 + v mit p1 € Ay

und vg € T(Az) schreiben.
(b) (Definition) Daher ist die Abbildung

pri:A— A, p—=p

wohldefiniert. Sie heifit Parallelprojektion von A auf Ay entlang As.
(¢) (Lemma) Ist As C As ein weiterer affiner Unterraum mit T(As) @ T(Az) = T(A), so
ist die Einschrankung der Parallelprojektion auf As,

pr1: Az — Ar
ein affiner Isomorphismus.

Beweis: (a) Lemma 1.3 (e) zeigt, dass hier der Fall A; N Ay # () vorliegt und dass
A1V Ay = Agilt. Ist p = p1 + va = p} + 5 mit p1,p] € Ay und ve, v} € T(Az), so ist
0= E]Z + (v —vg). Mit T'(A;) NT(Az) = {0} folgt pj = p1 und vh = vs.

(c) Es reicht zu zeigen, dass T'(pri|4,) ein Isomorphismus ist. Weil der Kern von T'(pry) :
T(A) — T(A;1) nach Definition der Projektion gerade T'(As) ist und weil T'(A3)NT(Az) =
{0} gilt, ist T'(pr1]a,) injektiv. Weil T'(A;) und T'(Aj3) die gleiche Dimension haben, ist
T(pri|a,) ein Isomorphismus. O
Der historisch wohl wichtigste Fall einer Parallelprojektion ist der Fall dim A = 3, dim A, =
1, dim A; = dim A3 = 2. Hier ist eine Skizze dazu.
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2 Elementargeometrische Figuren und ihre Eigen-
schaften: [AF15, Kap 1]

Aus [AF15, Kap 1] folgendes:

1.1: ganz (teilweise mit eigenen, kiirzeren Beweisskizzen).

1.2: 1.2.1 bis 1.2.6, und von 1.2.8 nur Satz 25, und den ohne Beweis. 1.2.7 und 1.2.9 nicht.
1.3: nur 1.3.1 und 1.3.2 und 1.3.6. Nicht 1.3.3., 1.3.4, 1.3.5 und 1.3.7.

1.5: ganz. (Die halbreguliren Polyeder mufl man nicht auswendig wissen.)

3 Symmetrien der Ebene und des Raumes

Der R™ wird mit dem Spaltenvektorraum M (n x 1,R) identifiziert. Dann operieren Ma-
trizen in M (n x n,R) durch Linksmultiplikation auf dem R"™. Die orthogonale Gruppe

O(n) ={A € GL(n,R) | A" =A™}

ist dann die Gruppe der orthogonalen Automorphismen des R™. Das sind die Isometrien,
die den Nullpunkt 0 € R” festlassen.

Ein Satz der Linearen Algebra sagt, dass eine beliebige Isometrie eine Komposition aus
einem orthogonalen Automorphismus und einer Translation ist:

Sei f: R™ — R" eine Isometrie. Dann ezistieren eine orthogonale Matriz A € O(n) und
eine Vektor B € R™ derart, dass fir alle P € R™ gilt:

f(P)=A-P+B.

Hier wird zuerst die orthogonale Abbildung ausgefiihrt, und danach die Translation.

Im folgenden wird zuerst ein Satz der Linearen Algebra II zitiert, der eine Normalform
zu den orthogonalen Matrizen und eine Ubersicht iiber orthogonale Abbildungen liefert.
Danach werden die Spezialfille der Ebene R? und des Raums R? diskutiert. Schlieflich wer-
den in 2 Sitzen fiir R? und R? die allgemeinen Isometrien klassifiziert, die nicht notwendig
den Nullpunkt festlassen. Dazu miissen die Kompositionen der orthogonalen Abbildungen
mit Translationen studiert werden.

Notationen im folgenden Satz: Ej ist die k x k-Einheitsmatrix. Eig(f, A) ist der Eigenraum
zum Eigenwert A eines Endomorphismus f eines Vektorraums.

Satz 3.1 (Spektralsatz fiir orthogonale Matrizen und Endomorphismen)
a) (Matriz-Version) Sei A € GL(n,R) eine orthogonale Matrir, d.h. A' = A~'. Dann
gibt es eine orthogonale Matriz T € GL(n,R), so daf§ T~'- A-T die Block-Gestalt hat (wo



nichts steht, stehen Nullen):

Ex
_y
cosay —sinag
T 1. A.T= sina;  cosag

COS vy, — Sin oy,
sinoy,  COSQy,

Hier ist k > 0, 1 > 0, m > 0 und natirlich k + 1 + 2m = n. Die Winkel o; sind in
[0,27) — {0, 7}.

b) (Abstrakte Version) Sei V' ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum mit Skalarpro-
dukt ¢, und sei f: V — V ein orthogonaler Endomorphismus. Dann lafit sich V als direkte
Summe

V = Eig(f,1) ® Eig(f,-1) ® €P B;
i=1

von Unterrdumen mit den folgenden FEigenschaften schreiben:

(i) Die Unterrdume sind orthogonal zueinander.
(i) Die Unterraume sind f-invariant (das ist klar bei Eig(f,1) und Eig(f, —1)).

(i1i) Die Unterraume B; sind zweidimensional, und f|p, : B; — B; ist eine Drehung
um einen Winkel a; € [0,27) — {0, 7}.

(Es kann Eig(f,1) = {0} oder Eig(f,—1) = {0} oder m =0 sein.)

Beispiel 3.2 Im Fall n = 2 liefert der Satz die folgenden 4 Normalformen:

10 Lo -1 0 cosa —sina ..
<0 1) ’ (0 _1> ’ < 0 _1> ’ <Sina COS & ) fir o € (O’QW) - {W}

Das erste ist die identische Abbildung, das zweite ist eine Spiegelung, das dritte ist eine
Drehung um den Winkel 7, und die vierte Normalform gibt alle Drehungen um Winkel
a € (0,27) — {n}. Also zerfallen die orthogonalen Automorphismen des R? in 3 Klassen,
die Identitdat, die (echten) Drehungen und die Spiegelungen. Die Identitit kann man als
(nicht echte) Drehung um den Winkel 0 auffassen. Aber es ist besser, als Drehung nur
echte Drehungen um Winkel a € (0,27) zu bezeichnen. Die Gruppe

sina  cosa

SO(2) = {A € SL(2,R)| Al = A~1} = {(COSO‘ ‘Sm“> lae [o,%)}

ist die Gruppe der Drehungen d, um Winkel o € [0,2m) und mit Mittelpunkt 0. Und die
Gruppe

0(2) = SO(2) U SO(2) - <1 0 )

0 -1
1 als Menge
:SO(2)u{<C.°SO‘ S > \aG[O,Zw)}( 0 g1 g
SiIn& — COS«
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enthdlt neben den Drehungen auch die Spiegelungen s, an Geraden R-v mit v € R? —{0}.
Bei O(2) parametrisiert die eine S die Drehungswinkel der Drehungen, und die andere
S parametrisiert die Spiegelungsachsen der Spiegelungen. Die Drehungen haben Determi-
nante +1, die Spiegelungen haben Determinante —1. Etwas mehr zu den Drehungen und
Spiegelungen des R? kommt in einem Aufgabenblatt.

Beispiel 3.3 Im Fall n = 3 liefert der Satz die folgenden 6 Normalformen:

100 10 0 1 0 0 -1 0 0

o1o0|, (o1 o], [0 -1 0], 0o -1 0|,

00 1 00 —1 0 0 -1 0 0 -1
1 0 0

0 cosa —sina, | fir a € (0,27) — {7},
0 sina cosa

-1 0 0
0 cosa —sina| firae (0,27) —{n}.
0 sina cosa

Das erste ist die identische Abbildung, das zweite ist eine Spiegelung an der FEbene R -
e1 + R - eq, das dritte ist eine Drehung um den Winkel m mit Drehachse R - ey, das vierte
ist eine Drehspiegelung (s.u.), deren Drehung um den Winkel m dreht (es ist auch die
Punktspiegelung). Die fiinfte Normalform gibt alle Drehungen um Winkel o € (0,2m) — {7}
mait Drehachse R - eq.

Die sechste Normalform ist eine Drehspiegelung: Sie ist die Komposition zweier kommu-
tierender orthogonaler Abbildungen, deren eine eine Drehung mit Drehachse R - e ist und
deren andere eine Spiegelung an der dazu senkrechten FEbene R -eq + R - e3 ist.

Also zerfallen die orthogonalen Automorphismen des R? in 4 Klassen, die Identitit, die
(echten) Drehungen, die Spiegelungen und die Drehspiegelungen. Die Gruppe

SO(3)={Ac SLB3,R)|A' = A7}

enthdlt die orientierungserhaltenden orthogonalen Automorphismen, das sind die Identitdt
und die Drehungen. Die Gruppe

10 0
0(3)=S0B3)usoE)- [0 1 0
00 -1

enthdlt auch die orientierungsumkehrenden orthogonalen Abbildungen, ndmlich die
Spiegelungen und die Drehspiegelungen.

Eine Drehung ist durch die orientierte Drehachse R-v C R? und den Drehwinkel o € (0,27)
bestimmt. Wenn man die Orientierung der Drehachse andert und die Winkel durch 2m — «
ersetzt, erhdlt man dieselbe Drehung.

Eine Spiegelung ist durch die Spiegelungsebene bestimmt. Eine Drehspiegelung ist (wie die
darin enthaltene Drehung) durch die orientierte Drehachse und den Drehwinkel bestimmit.
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Satz 3.4 (a) Die Isometrien des affinen Raums R? lassen sich iiber die Fizpunktmengen
von thnen klassifizieren. Die Isometrien, die Fixpunkte haben, sind aus dem Beispiel 3.2
schon bekannt: Sei f eine Isometrie mit einem Fixpunkt P.

Dann trigt der affine Raum R? eine eindeutige euklidische Vektorraumstruktur mit P als
neuen Nullpunkt, und f wird zu einer orthogonalen Abbildung dieses euklidischen Vektor-
raUMS.

Die Fizpunktmenge ist entweder der R? (bei id) oder eine Gerade (bei einer Spiegelung)
oder ein Punkt (bei einer Drehung).

(b) Zu den 3 Klassen im Beispiel 3.2 kommen 2 Klassen von fizpunktfreien Isometrien
hinzu, die Translationen und die Gleitspiegelungen.

Translationen sind klar, jede Translation ist durch den Translationsvektor bestimmd.

Fine Gleitspiegelung ist eine Komposition aus einer Translation mit einem Transla-
tionsvektor v € R? — {0} und einer Spiegelung an einer Geraden L C RZ%, deren Tan-
gentialraum gleich R - v ist.

(¢) Die Kompositionen von Drehungen und Spiegelungen mit Translationen sind Elemente
in folgenden Klassen:

Translation o Drehung € {Drehungen},
Translation o Spiegelung € {Spiegelungen} U {Gleitspiegelungen}.
Beweis: ﬂbung a

Satz 3.5 (a) Die Isometrien des affinen Raums R3 lassen sich iiber die Fizpunktmengen
von thnen klassifizieren. Die Isometrien, die Fixpunkte haben, sind aus dem Beispiel 3.3
schon bekannt: Sei f eine Isometrie mit einem Fizpunkt P. Dann tragt der affine Raum
R3 eine eindeutige euklidische Vektorraumstruktur mit P als neuen Nullpunkt, und f wird
zu einer orthogonalen Abbildung dieses euklidischen Vektorraums.

Die Fizpunktmenge ist entweder der R® (beiid) oder eine Ebene (bei einer Spiegelung) oder
eine Gerade (bei einer Drehung) oder ein Punkt (bei einer Drehspiegelung).

(b) Zu den 4 Klassen im Beispiel 3.3 kommen 3 Klassen von fizpunktfreien Isometrien, die
Translationen, die Gleitspiegelungen und die Schraubungen.

Translationen sind klar, jede Translation ist durch den Translationsvektor bestimmt.

FEine Gleitspiegelung ist eine Komposition aus einer Translation mit einem Transla-
tionsvektor v € R® — {0} und einer Spiegelung an einer Ebene, deren Tangentialraum
den Translationsvektor enthdlt.

Bemerkung: Die Finschrankung einer Gleitspiegelung auf die Spiegelungsebene ist dort eine
Translation. Dagegen ist die Finschrdnkung einer Drehspiegelung auf die Spiegelungsebene
dort eine Drehung.

Fine Schraubung ist eine Komposition aus einer Translation mit einem Translationsvektor
v € R® — {0} und einer Drehung mit einer Drehachse, deren Tangentialraum R - v ist.

(¢) Die Kompositionen von Drehungen, Spiegelungen und Drehspiegelungen mit Transla-
tionen sind Elemente in folgenden Klassen:

Translation o Drehung € {Drehungen} U {Schraubungen},
Translation o Spiegelung € {Spiegelungen} U {Gleitspiegelungen},
Translation o Drehspiegelung € {Drehspiegelungen}.
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Beweis: Ubung. a

Niitzlich fiir die Beweise der Sétze 3.4 und 3.5 ist der oben zitierte Satz, dass jede Isometrie
f des R™ sich eindeutig als f(P) = A - P + B schreiben lafit, d.h. dass es sich eindeutig
als Komposition einer orthogonalen Abbildung 7'(f)(~ A) und einer Translation t(f) mit
t(f)(Q) = B+ @ schreiben 148t,

f=t(f)eT(f).

T(f) ist die Linearteil der affinen Abbildung f, und ¢(f) ist die Translation um B. Hier
ist B = f(0).

Auch fir die Untersuchung von interessanten Untergruppen der Gruppen der Isometrien
des R? und des R? ist diese Zerlegung von einzelnen Isometrien interessant. Denn die
Abbildung

T : Isom(R") — O(n)

ist ein Gruppenhomomorphismus.

Definition 3.6 (a) Fine Untergruppe G C Isom(R") heifst diskret, falls T'(G) endlich ist
und falls die Translationsuntergruppe G N {Translationen} von G von den Translationen
um Vektoren v1,...,vp mit 0 < k < n erzeugt wird, wobei vy, ...,vx € R" linear unabhdangig
sind.

(b) Zwei diskrete Untergruppen G1 und Go heiffen dhnlich, falls es eine Affinitat A : R™ —
R™ mit
Gy={AtogoA|ge G}

gibt, d.h. falls sie durch A konjugiert sind.

Man hat mehrere sehr schone Klassifikationsresultate. Die Beweise werden hier nicht einmal
angedeutet.

Theorem 3.7 (a) Die einzigen endlichen Untergruppen der O(2) sind die zyklischen
Gruppen Cy, , die von einer Drehung um %’T mit n € N erzeugt werden, und die Konjuga-
tionsklassen der Diedergruppen. Jede Diedergruppe ist die Symmetriegruppe eines requldren
n-FEcks.

(b) Die diskreten Untergruppen von Ispm(RQ), deren Translationsgruppen isomorph zu 7,
sind, heiffen Friesgruppen. Es gibt 7 Ahnlichkeitsklassen von Friesgruppen.

(c) Die diskreten Untergruppen von Isom(R?), deren Translationsgruppen isomorph
2u 72 sind, heifflen Ornamentgruppen oder kristallographische Gruppen. FEs gibt 17
Ahnlichkeitsklassen von Ornamentgruppen.

Theorem 3.8 (a) Die einzigen endlichen Untergruppen der SO(3) sind die Konjugations-
klassen der zyklischen Gruppen, der Diedergruppen und der Symmetriegruppen T, O und
I der 5 Platonischen Kérper.

(b) Die diskreten Untergruppen von Isom(R3), deren Translationsgruppen isomorph zu VA
sind, heiflen kristallographische Gruppen. FEs gibt 230 Ahnlichkeitsklassen von kristallo-
graphischen Gruppen des R3.
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4 Begriffe der projektiven Geometrie

Fiir die projektive Geometrie reicht die Zeit in dieser Vorlesung nicht mehr. Allerdings
ist aus meiner Sicht die projektive Geometrie viel weniger wichtig als die meisten in der
Vorlesung behandelten Themen. Daher bedaure ich es nur wenig, sie nicht ausfiihrlich
behandeln zu konnen.

Hier kommen nur ein paar Bemerkungen zur Einordnung und Orientierung.

Zu jedem Vektorraum V gibt es einen projektiven Raum P(V'). Er ist die Menge der 1-
dimensionalen Unterrdume in V. Man hat eine natiirliche Projektion prp : V—{0} — P(V),
die jeden Punkt v # 0 auf den Unterraum K - v abbildet.

Meistens wird dim V' < co angenommen. Wenn V' die Dimension n < oo hat, hat P(V') die
Dimension n — 1.

Unterrdume von P(V') sind gerade die Bilder prp(U) von Untervektorraumen U von V.
Falls dim U < oo ist, ist dimprp(U) := dim U — 1.

Eine injektive lineare Abbildung f : V' — W zwischen Vektorrdumen V und W (iiber
demselben Korper) induziert eine wohldefinierte Abbildung P(f) : P(V) — P(W). Solche
Abbildungen sind die projektiven Morphismen. Eine bijektive projektive Abbildung wird
manchmal Projektivitat genannt.

Sei nun (A,T(A),p.) ein affiner Raum endlicher Dimension. Man kann die Punkte in
P(T'(A)) mit den Klassen paralleler Geraden in A identifizieren. Jede solche Klasse wird
als ein unendlich ferner Punkt aufgefafit. Also ist

P(T(A)) =: Poo(A) =: {die unendlich fernen Punkte in A}.

Dann wird AUP (A) zur projektiven Kompaktifizierung von A. Und jeder affine Unterraum
von A hat auch eine projektive Kompaktifizierung innerhalb der von A.

Es gelten schone Eigenschaften: (Die projektiven Kompaktifizierungen von) Parallele(n)
Geraden schneiden sich im gemeinsamen unendlich fernen Punkt. Bei je zwei affinen Un-
terraume U7 und Us von A mit dim U; + dim Uy > dim A schneiden sich ihre projektiven
Kompaktifizierungen in einem projektiven Unterraum einer Dimension > dim Uy +dim Us —
dim V. Das ist einfacher als in der affinen Geometrie. Und das ist ein Hauptgrund fiir das
Arbeiten mit projektiven Radumen.

Viele Sétze der affinen Geometrie haben (einfachere) Analoga in der projektiven Geometrie,
z.B. Der Hauptsatz der affinen Geometrie (Satz 1.6), der Satz von Pappos und der Satz
von Desargues.

Einen projektiven Raum und seine Projektivitdten hatten wir kennengelernt. Die Menge
C U {00} kann mit dem projektiven Raum P(C?) identifiziert werden. Dann werden die
gebrochen linearen Abbildungen zu den Projektivititen des P(C?). Das Doppelverhiltnis
ist ein wichtiges Datum der projektiven Geometrie.
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5 Hyperbolische Geometrie: [AF15, Kap 3]

Aus [AF15, Kap 3] folgendes:

3.1: Daraus nur einige historische Bemerkungen.

3.2: ganz.

3.3: ganz.

3.4: Nur die Satze 17 und 18. Nicht die Satze 14, 15 und 16.
3.5: Nur bis kurz vor Satz 22.

6 Kegelschnitte

Dieses Kapitel ergénzt die Teile des Abschnitts 1.4 im Buch [AF15], die im Rahmen dieser
Vorlesung behandelt werden, das sind die Abschnitte 1.4.2, 1.4.3 und 1.4.4. bis Satz 53
(den nicht mehr). Abschnitt 1.4.1 wird durch das Kapitel hier (mehr als) ersetzt, alles ab
Satz 53 wird nicht behandelt (also auch nicht die Abschnitte 1.4.5 und 1.4.6).

Kegelschnitte sind seit der Antike studiert worden. Sie verallgemeinern Kreise und Geraden
in milder Weise und haben hiibsche Eigenschaften, die unten genannt werden. Dennoch
sind sie aus meiner Sicht {iberbewertet, und diese Uberbewertung ist der langen Tradition
geschuldet, in der ihre Lehre steht.

Kegelschnitte haben mindestens 3 interessante Aspekte.

(A) Thre Klassifikation. Sie lassen sich durch Gleichungen in (z,y) mit quadratischen,
linearen und konstanten Termen charakterisieren und in Normalformen bringen. Sie
umfassen 6 von 8 Typen von ebenen euklidischen Quadriken, mit 2 oder 1 oder 0
Parametern. Typen mit 2 bzw 1 Parametern kénnen in Typen mit 1 oder 0 bzw 0
Parametern entarten.

(B) Sie sind als Schnitte von (euklidischen) Ebenen mit einem Kegel {(z,y,z) € R3 | 2%+

y? —r- 2% = 0} mit r € R+ realisierbar, d.h. sie sind Kegelschnitte.

(C) Sie haben Brennpunkte und Leitgeraden mit im allgemeinen 3 Arten von &dsthetischen
Eigenschaften.

In [AF15] wird (A) nur implizit via einige Rechnungen gestreift und nicht deutlich behan-
delt. [AF15] startet in 1.4.1 mit (B), hat aber eine etwas andere Auffassung dabei als ich
und macht Rechnungen, die ich nicht so attraktiv finde. Unten fange ich mit (A) an. Das
wird durch [AF15, 1.4.2] ergénzt. Zu (B) kommen unten nur einige Bemerkungen. Bilder
und Anschauung zu (B) sind wichtig, Rechnungen nicht so. Fiir (C) verweise ich auf die
Abschnitte 1.4.3 und 1.4.4 in [AF15] (nur bis Satz 53, ohne ihn) und auf ein Aufgabenblatt.

(A) Ebene euklidische Quadriken.

Definition 6.1 (a) Eine ebene euklidische Quadrik ist die Nullstellenmenge im R? mit
den Koordinaten (x1,x2) einer Gleichung

2 2
f(xl,xg) = Z Qjj * TiTj —I—Zbi -xi+c=0
=1

ij=1

15



mit a;j, b, ¢ € R und nicht allen a;;, b; gleich 0. Es wird oBdA a1 = a12 angesetzt. Solche
Gleichungen werden quadratisch genannt, falls nicht alle a;; gleich 0 sind, und linear sonst.

(b) Zwei ebene euklische Quadriken sind kongruent, falls es eine Isometrie ¢ : R? — R?
gibt, die die eine in die andere tiberfihrt.

In Biichern zur linearen Algebra und (analytischen) Geometrie findet man haufig Kapitel
iiber affine Quadriken im R™. Die sind einerseits allgemeiner (R” statt R?), andererseits
meint das affin eine Klassifikation bis auf bijektive affine Abbildungen des R™ auf sich, und
das ist grober als der Kongruenzbegriff oben. Fiir die Kegelschnitte reicht die Beschrankung
auf R?, fiir sie ist aber der Kongruenzbegriff notig und die affine Klassifikation zu grob.

Theorem 6.2 (a) Es gibt 8 Typen von ebenen euklidischen Quadriken. Die Menge der
Kongruenzklassen eines Typs hat 2 oder 1 oder 0 Parameter. Man kann jeweils Normal-
formen angeben.

(1) Ellipsen: 2 Parameter, 1 Familie von Normalformen hat die Parameter a,b € R
mit a > b, sie ist
2 2
S
a b2

FEine Ellipse ist eine geschlossene Kurve.

(2) Hyperbeln: 2 Parameter, 1 Familie von Normalformen hat die Parameter a,b €
R+, sie ist
22 2
a2 B

FEine Hyperbel besteht aus 2 Teilen, die jeweils offene Kurven sind.

=1.

(8) Parabeln: 1 Parameter, 1 Familie von Normalformen hat den Parameter p € R,
sie st
y? — 2px = 0.
FEine Parabel ist eine offene Kurve.

(4) 2 nicht parallele Geraden: 1 Parameter (= ein Winkel) 1 Familie von Normal-
formen hat den Parameter ¢ € R, sie ist

y? + (1 —e?)z? =0.

(5) 2 parallele Geraden: 1 Parameter (= der Abstand), 1 Familie von Normalformen
hat den Parameter ¢ € Rsg, sie ist

y(y —c) =0.
(6) Eine doppelte Gerade: 0 Parameter, 1 Normalform ist

y? =0.
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(7) FEin Punkt: 0 Parameter, 1 Normalform ist

x2+y2:0.

(8) Die leere Menge: 0 Parameter, 1 Normalform ist

Jr2+y2 =—1.

(b) Bemerkung: Die Familien (5), (6), (7) und (8) sind nicht so interessant, aber sie
gehoren ins Gesamtbild.

(c¢) Es gibt eine gemeinsame Normalform fir aller nichtleeren ebenen euklidischen
Quadriken aufer 2 parallelen Geraden, d.h. fir die Kongruenzklassen der Typen (1), (2),
(3), (4), (6), (7). Sie hat die 2 Parameter ¢ € R und p € R. Sie ist

Qep = {(z,y) e R? |y + (1 — e2)a® + 2pex — p* = 0}.

Der Parameter € heifst Exzentrizitat, der Parameter p heifit Parameter.

Zwei Quadriken Qg p, und Qe, p, sind genau dann kongruent, wenn es Vorzeichen 61,02 €
{£1} mit (e2,p2) = (d1€1,02p1) gibt, oder wenn im Fall von 2 Geraden (das ist der Fall
e2 > 1,p=10)1—¢e3 = (1—¢e3)7! gilt, oder im Fall eines Punktes (das ist der Fall
e2 < 1,p = 0) bei beliebigen 1 und 5.

Zwei Quadriken sind genau dann dhnlich, wenn thre Exzentrizitaten bis auf ein Vorzeichen
iibereinstimmen, oder wenn im Fall von 2 Geraden 1 — &3 = (1 — &%)~ gilt, oder im Fall
eines Punktes (das ist der Fall € < 1,p = 0) bei beliebigen 1 und &s.

Daher sagt die Exzentrizitit € etwas uber die Form einer Quadrik. Der Parameter p sagt
etwas tber die Gréfle der Quadrik.

(d) Das folgende Bild gibt den Atlas der Quadriken in der Ebene R? mit den Parametern
(e,p). Es zeigt auch, welche Typen in welche Typen entarten kénnen:

ATLAS DER QUADRIKEN
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(1) Ellipsen: €% < 1,p # 0. Spezialfall Kreise: € = 0.
(2) Hyperbeln: €2 > 1,p # 0.

(8) Parabeln: ¢ = £1,p # 0.

(4) 2 Geraden: €2 > 1,p = 0.

(6) Fine doppelte Gerade: € = +1,p = 0.

(7) Ein Punkt: €2 < 1,p =0.

Bemerkungen 6.3 (i) Der Typ (7), der Punkt, hat hier einen Parameter € und kann mit
diesem zum Typen (6), der doppelten Geraden, entarten. Aber dieser Parameter betrifft
nur die quadratische Gleichung, nicht das geometrische Objekt, den Punkt. Die Kongruen-
zklassen aller anderen Typen (aufler Typ (5)) haben nur 4 oder 2 Reprdsentanten in der
Normalform in (c).

(ii) In [AF15, 2.4.2] werden bei den Ellipsen und Hyperbeln die Normalformen in (a) und
(c) verbunden. Bei den Parabeln muf$ man nur x durch —ex + & ersetzen. Bei den 2 nicht
parallelen Geraden und der doppelten Geraden stimmen die Normalformen in (a) und (c)
iberein. Bei den 2 parallelen Geraden gibt (c) keine Normalform.

(iii) Wie kann man die gemeinsame Familie in (c) fir die Typen (1), (2), (3), (4), (6) und
(7) erweitern, so dass sie auch den Typen (5) erfafit? Tatsdchlich stecken in den Punkten
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(e,p) = (£1,0) die fir den Typen (6) einer doppelten Geraden stehen, auch die parallelen
Geraden. Das sieht man, wenn man eine Familie von Ellipsen mit a — +00 und b = const
betrachtet. Sie lauft in den Fall von 2 parallelen Geraden mit Abstand b. Man muf$ in der
(¢,p)-Ebene die beiden Punkte (+1,0) aufblasen, d.h. durch Kurven des Typs S* ersetzen,
wo fast jeder Punkt auf der S* fiir eine Kurve mit a — +o0o und b = const steht (und das
in (g,p) umgerechnet werden muf), entlang der man in den Punkt (£1,0) lduft. Das geht
tatsachlich und gibt wieder eine glatte Fliche. Allerdings braucht man fir ihre Beschreibung
mehrere Koordinatensysteme. Das geht in die (reell) algebraische Geometrie hinein und
gehort nicht in diese Vorlesung.

Beweisskizze zu Theorem 6.2: Es wird nur eine grobe Beweisskizze gegeben.

Zuerst eine Heuristik: Bei den Gleichungen fiir die Quadriken hat man 3 +2 +1 = 6
Parameter (von den aj; nur 3 wegen as; = ay2). Die Gruppe der Isometrien des R? hat
3 Parameter. Das Reskalieren einer Gleichung gibt einen weiteren Parameter. Daher sind
bei den Kongruenzklassen der Quadriken 6 — 3 — 1 = 2 Parameter zu erwarten.

ail a2
ag1 a2
chen Teils einer quadratischen Gleichung f = 0 betrachtet. Sie ist halbeinfach mit reellen
FEigenwerten A1, Ag, und es existieren orthogonale Eigenvektoren. Mit einem orthogonalem
Automorphismus ¢ des R? kann man sie in Diagonalgestalt iiberfithren. Dann ist auch der
quadratische Teil von f o ¢ in Diagonalgestalt, d.h. von der Gestalt

(a) Zuerst wird die symmetrische reelle Matrix < ) der Koeffizienten des quadratis-

PSR =D VR Vel

Im elliptischen Fall (A1 - A2 > 0) und im hyperbolischen Fall und im Fall von 2 nicht
parallelen Geraden (beide A; - A2 < 0) kann man durch Translationen in z und y die
linearen Teile in f o ¢ wegbekommen. Danach ist man durch Reskalieren schnell bei den
Normalformen. Im Fall von 2 nicht parallelen Geraden ist nach den Translationen auch
der konstante Teil weg, im hyperbolischen Fall nicht.

Die Normalformen der anderen Typen (parabolisch und 2 parallele Geraden: entweder
A1 = 0 oder A9 = 0; alle anderen Typen: A\; = A9 = 0) erhélt man auch leicht.

(c) Mit etwas Miihe (ein Teil steht in [AF15, 2.4.2]) erhdlt man aus den Normalformen in
(a) die Normalformen in (c) (natiirlich auler bei den Typen (5) und (8)).

Wenn man in der Normalform y? + (1 — £2)a? + 2px — p?, in (c) (z,y) durch (rz,ry) mit
einem r > 0 ersetzt und das so erhaltene Polynom (ry)? + (1 — 2)(rz)? + 2p(rz) — p? mit
r~2 multipliziert und so wieder in die Normalform bringt, so erhilt man die Normalform

4+ (1—eda® +2(pr Nz — (prh)?,

und das ist die Normalform fiir eine dhnliche Quadrik. Man sieht, dass sich p &ndert, aber
€ nicht.

Die Beweise der weiteren Aussagen in (c¢) und aller Aussagen in (d) werden hier nicht
durchexerziert. O
(B) Kegelschnitte: Da der Kegel (z,y, 2) € R?| 22+y?—r-2% = 0} (fiir ein 7 € R~¢) durch
eine quadratische Gleichung in x,y, z gegeben ist, sind auch seine Schnitte mit Ebenen im
R? beziiglich irgendwelcher (am besten euklidischer) Koordinaten dieser Ebenen durch
quadratische Gleichungen gegeben. Sie sind also ebene euklidische Quadriken.
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Man kann sich im Kopf oder mit Skizzen Schnitte eines Kegels mit vielen Ebenen vor
Augen fithren und sich so iiberzeugen, dass alle ebenen euklidischen Quadriken aufler der
leeren Menge und aufler den 2 parallelen Geraden als Kegelschnitte realisierbar sind. Man
sollte das einmal tun und die Erfahrung nicht mehr vergessen. Man versteht dann das
folgende Theorem.

Theorem 6.4 (a) Jede ebene euklidische Quadrik aufler der leeren Menge und aufler den
2 parallelen Geraden ist als Schnitt einer Ebene mit einem Kegel (x,y,z) € R3|2? + 42 —
r- 22 =0} (fiir ein r € Rsg) realisierbar.

(b) Firr =1 wird der Kegel Standard-Kegel genannt.

Jede ebene Quadrik aufer der leeren Menge und aufler den 2 parallelen Geraden und aufler
den Hyperbeln mit |e| > /2 ist als Schnitt einer Ebene mit dem Standard-Kegel realisierbar.

BILDER ZU KEGELSCHNITTEN

Es ist natiirlich auch legitim, aber mithsamer und weniger attraktiv, mit Rechnungen
nachzuweisen, dass alle ebenen euklidischen Quadriken aufler der leeren Menge und aufler
den 2 parallelen Geraden als Kegelschnitte auftreten. [AF15, 1.4.1] geht in diese Richtung.
Allerdings wird dort im Gegensatz zu hier nicht der Schnitt eines Kegels mit einer Ebene
als Kegelschnitt aufgefait, sondern die Projektion dieses Schnitts auf die (z,y)-Ebene. Das
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finde ich unnatiirlich. (Es erfordert auch, dass die schneidende Ebene nicht orthogonal zur
(z,y)-Ebene ist.)

(C) Brennpunkte und Leitgeraden: Die werden in [AF15, 1.4.3 und ein Teil von 1.4.4]
und in einem Aufgabenblatt behandelt.

(i) Die erste der 3 asthetischen Eigenschaften ist, dass es bei Ellipsen, Hyperbeln und
Parabeln ein Paar oder mehrere Paare (F, G) von Brennpunkten F' und Leitgeraden
G mit der Eigenschaft

d(P, F)

1, 2 o
Quadrik = {P € R |d(P,G) =¢}

gibt (d(.,.) ist der Abstand und ¢ ist die Exzentrizitét).

1 le zwelte 1st, dass bel den T'ypen, die mehrere Brennpunkte haben 1psen reise,
ii) Di ite ist, dass bei den T die mehrere B kte haben (Ellipsen#Krei
Hyperbeln)
Quadrik = {P € R?||d(P, F}) + d(P, F3)| = 2a}

gilt.
(iii) Die dritte ist, dass bei der Ellipse
Eintrittswinkel = Austrittswinkel

gilt, d.h. dass ein Lichtstrahl, der in Fj startet und an der Ellipse reflektiert wird,
durch F» lauft. Bei einigen anderen Typen gelten analoge Eigenschaften (siehe ein
Aufgabenblatt). Wegen dieser Eigenschaft spricht man tiberhaupt von Brennpunk-
ten.

21



