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Die Borelsche o-Algebra

Definition
Sei die Grundmenge Q = R gegeben und O die Menge aller offenen Teilmengen von Q. Dann
heifdt
B(R) = 0(0)
die der reellen Zahlen.

« Die Borelsche o-Algebra ist also die kleinste o-Algebra, die alle offenen Teilmengen von R
enthalt.

« Trotz dieser Definition, hat die Borelsche o-Algebra viele verschiedene Erzeuger.



Aufgabe 1

Zeige, dass die folgenden Mengensysteme Erzeuger der Borelschen o-Algebra
B(R) sind:

&1 :={K € R : K kompakt},

&y ={la,b]:a,beR,ac< b},

&3 = {A C R : Aabgeschlossen}.



Die Borelsche o-Algebra der erweiterten Zahlengerade

Definition
Fur die reellen Zahlen R nennt man

R :=R U {-00, 0}
die

« Wir wollen spater auch Ereignisse modellieren fiir die die Auszahlung den Wert —co oder oo
annehmen kann.

« Dafiir mussen wir das Konzept der Borelschen o-Algebra auf die erweiterte Zahlengerade
ausweiten.



Aufgabe 2

Charakterisiere die Menge B(R).



Dynkin-Systeme vs. o-Algebren

Definition (Dynkin-System)

Sei Q eine nichtleere Menge. Ein Mengensystem D heif3t

(uber Q), falls
folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(i) Qe D,
(i) Ace D = ACe D,

(iii) A, Ag,...€D = U2, A €D.

Definition (o-Algebra)

Sei Q eine nichtleere Menge. Ein Mengensystem A heif3t

(tiber Q), falls folgende
Eigenschaften erfullt sind:

(i) Q e A,
(i) Ace A = ACe A,
(i) A, Ay...€e A = UL, A €A



Aufgabe 3

Sei n € N eine gerade Zahl und

D ={ACN|#(ANA{1,...,n}) gerade oder 0}.

a) Zeige, dass D ein Dynkin-System (iiber N) ist.

b) Ist D auch eine o-Algebra (iiber N)?



