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1. Das Lebesgue-Mafl auf einem Intervall.

a) Sei (2, A, ) ein MaBraum und A € A. Zeige, dass
ANA={ANB:Be A}
eine o-Algebra iiber A definiert und
ua(C) =pu(AnB), C=ANBecANA,

ein Maf} auf dem messbaren Raum (A4, AN A) ist.
(5 Punkte)

b) Begriinde, dass fiir a,b € R mit a < b, ([a,b], B([a,b]), Ajq4) ein Mairaum ist, wobei
B([a,b]) = [a,b] N B(R).

Wann ist dies ein Wahrscheinlichkeitsraum?
Hinweis: A bezeichnet hierbei, wie iblich, das Lebesgue-Majs.
(1 Punkte)

c) Sei ([a,b], B([a,b]), Ajq5) ein Wahrscheinlichkeitsraum, wie in b). Sei nun die Abbildung
A(-NJa,b]): B(R) = [0,1], B~ A(BN]Ja,b))

auf dem messbaren Raum (R, B(R)) gegeben. Zeige, dass diese ein Wahrscheinlichkeitsmaf
ist, berechne ihre Verteilungsfunktion und zeige, dass A(- N [a, b]) Ala,p) 8llE.

(3 Punkte)

Bl —

2. Verteilung der Masse der Normalverteilung.

Sei das Wahrscheinlichkeitsmafl P = A/(0, 02) auf dem messbaren Raum (R, B(R)) gegeben. Fiir

welche o lésst sich aus der Ungleichung (die wir bald selbst beweisen werden)

o) 1 ])2 ,,,2
/ e 222dxr<e 22, 1 >0,
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V2ro?

folgern, dass
gilt?
Hinweis: Uberlegt euch, warum man mit der obigen Ungleichung auch P((—o0,1)) abschitzen

kann. Die allgemeine Normalverteilung N (1, 0%) wurde in der grofen Ubung definiert.
(5 Punkte)



3. Eigenschaften messbarer Funktionen.

Seien die messbaren Riume (€, A), (2, A"), (", A”) und die messbaren Funktionen
f:Q=Q, ¢g:Q —=Q"
gegeben.

a) Zeige, dass g o f A-A"-messbar ist.

(2 Punkte)
b) Zeige, dass o(f) = {f1(A) : A € A’} die kleinste o-Algebra ist, beziiglich der f messbar
ist.
(5 Punkte)
c) Sei A € A. Bestimme o(14), wobei
l:we A
Tg4: Q2 —{0,1}, wr—14(w) =
0O:wé¢A
(2 Punkte)

4. Der Vektorraum der messbaren Funktionen.

Sei (2,.A) ein messbarer Raum. Zeige, dass fiir A-B(R)-messbare Funktionen
Q=R ¢g:Q—>R

und o € R auch
afvf—l_gvf_gafg
A-B(R)-messbare Funktionen sind. Folgere daraus, dass der Raum der A-B(R)-messbaren Funk-
tionen ein Vektorraum ist.
Hinweis: Addition und Multiplikation sind hier punktweise zu wverstehen, also zum Beispiel
(f +9)(w) = f(w) + g(w) fir alle w € Q.
(7 Punkte)

Die Lésungen sind in Zweiergruppen bis Dienstag den 01. Oktober 2019, 18:00 Uhr, in

den Briefkasten eures Tutors in A5 einzuwerfen.



