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1. Aquivalente Definition von Dynkin-Systemen und Eigenschaften von Algebren.

a) Zeige, dass die Definition eines Dynkin-Systems aus der Vorlesung &quivalent ist zu der
Folgenden:
Sei € eine nicht leere Menge und D C P(2). Dann ist das Mengensystem D ein Dynkin-
System, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:
(i) Qe€D,
(i) ABeDund AC B = B\AeD,
(iii) A1, As,...€Dund Ay C A CA3C... = Uy, A4, €D.

(5 Punkte)
b) Zeige, dass jede Algebra auch stabil unter endlichen Vereinigungen ist, also, dass fiir jede
Algebra A .
Ay Ay, A e A = | JA€e A
i=1
fiir alle n € N gilt. (2 Punkte)

2. Eigenschaften von Verteilungsfunktionen.

Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem messbaren Raum (R, B(R)). Dann heifit die Funktion
F:R—-R, z~ F(x):=P((—00,x]),

die Verteilungsfunktion von P. Zeige, dass eine solche Verteilungsfunktion folgende Eigenschaften

erfiillt:
a) 0 < F(x) <1 fir alle z € R, (1 Punkt)
b) F' ist monoton steigend, (2 Punkte)
c¢) F ist rechtsseitig stetig, (2 Punkte)
d) IEIPOOF( z) =0 und xgr_poo F(z)=1. (2 Punkte)

Einige Teile dieser Aufgabe hat Leif schon in der Vorlesung besprochen, aber ihr miisst sie

natiirlich trotzdem lésen. ©



3. Die Borelsche o-Algebra auf separablen metrischen Raumen.

Ein separabler metrischer Raum (X, d) ist ein metrischer Raum, der eine hochstens abzéhlbare
Teilmenge besitzt, die dicht in X liegt, das heif3t, dass eine hochstens abzéahlbare Menge M C X

existiert, sodass fiir alle z € X und € > 0 ein m € M existiert, sodass
d(x,m) <e

gilt. Die Borelsche o-Algebra auf einem solchen separablen metrischen Raum (X, d) ist definiert
als

B(X) = a(&),
wobei € das Mengensystem der offenen Mengen in (X, d) ist. Zeige, dass das Mengensystem
& ={B(z,r):z € X,r >0}

ein Erzeuger von B(X) ist. B(z,r) bezeichnet hierbei den offenen Ball mit Radius » um den
Punkt z beziiglich der Metrik d. (5 Punkte)

4. Erzeuger von o-Algebren.

(a) Zeige (wie in der grofien Ubung), dass die Mengensysteme

&1 ={(a,) : a € R},
&y :={la,b] : a,b € R,a < b},
Es = {(—00,a] : a € R},
Erzeuger von B(R) sind. (4 Punkte)

Hinweis: Ihr diirft dafir das Ergebnis aus der Vorlesung nutzen, dass die Menge der offenen

Intervalle in R auch ein Erzeuger von B(R) ist.
(b) Sei Q ={a,b,c,d} und € = {{a, b}, {d}}. Bestimme o(E). (3 Punkte)

(c) Sei Q2 eine nicht leere, hochstens abzihlbare Menge. Zeige, dass fiir den Erzeuger
E={{z}:2€Q}
gilt. (4 Punkte)

Die Losungen sind in Zweiergruppen bis Dienstag den 17. September 2019, 18:00 Uhr,

in den Briefkasten eures Tutors in A5 einzuwerfen.



