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Erinnerung: Zufallsvektoren

Definition
Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung

Xi(w)
p Xo(w)
X: Q- RY o X(w)= . s
Xa(®)
heif3t , falls sie ﬂ-B(IRd)-messbar ist.
« X ist genau dann ein Zufallsvektor, wenn alle X;: Q@ — R sind, also wenn

sie A-B(R)-messbar sind.



Erinnerung: Verteilungen von Zufallsvektoren

Definition
Das
Px(B) = P(X'(B), Be BR),
auf heifit des Zufallsvektors X.
« Um die der Zufallsvariablen X;, i € {1, ..., d}, zu berechnen nutzen wir folgende
Gleichung

PXieB) =P(XieR X eR,....,X;€B,...,Xg € R) = Px(RX...xBX...XR), Be B(R),

man nennt Py, dann auch



Erinnerung: Identisch verteilte Zufallsvariablen

Definition
Seien X, Y Zufallsvariablen auf beliebigen Wahrscheinlichkeitsraumen (
). Dann heiflen X und Y , falls
Fx = Fy

gilt.
Mit dem Hauptsatz iiber Dynkinsysteme gilt
Fx = Fy — Px =Py,

weshalb die Definition tiber Verteilungsfunktionen hier ausreicht.



Erinnerung: Unabhingige Zufallsvariablen

Definition
Seien Xj, ..., Xy Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Die
Zufallsvariablen heiflen dann , falls
Foxa,..oxg) = Fxq - Fxy
gilt.
Es gilt zudem fur Zufallsvariablen und messbare Funktionen f;, ..., f;: R = R:

..... x) =Px, ® - ®Px,
P(X; € By, ..., Xq € By) = P(X, € B)---P(Xy € By), Bie BRY), i=1,...,d
E[A(X) - - fa(Xa)] = E[i(XD] - - - E[fa(X2)],

wobei die letzte Gleichung nur gilt, falls die Erwartungswerte existieren.



Erinnerung: Kovarianz und Korrelation

Definition
Seien X, Y Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P), sodass die
Erwartungswerte E[X], E[ Y], E[XY] existieren. Dann heift

Cov(X, Y) := E[(X — E[X])(Y —E[Y]]

von X und Y. Die von X und Y ist dann, falls zudem V(X), V(Y) > 0 gilt,

definiert durch
Cov(X,Y)

VVOOV(Y)

Cor(X,Y) =

Insbesondere gilt
Cov(X, X) = V(X).



Interpretation der Kovarianz

« Eine positive Kovarianz wird so interpretiert, dass falls X einen grof3en (niedrigen) Wert
annimmt, Y wahrscheinlich auch einen grofien (niedrigen) Wert annimmt.

« Eine negative Kovarianz wird so interpretiert, dass falls X einen grof3en (niedrigen) Wert
annimmt, Y wahrscheinlich einen niedrigen (grofien) Wert annimmt.

« Sie sagt aber nichts tiber die Starke dieser Beziehung aus, deshalb verwendet man oft die

Korrelation, eine standardisierte Form der Kovarianz.



Aufgabe 1

a) Seien X, Y unabhingige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) fiir

die die Kovarianz definiert ist. Zeige, dass
Cov(X,Y)=0

gilt.
b) Seien X, Y unabhangige standardnormalverteilte Zufallsvariablen auf einem
Wabhrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Berechne

Cov(aX + bY,cX +dY), Cor(aX+bY,cX+dY), abcdeR.

c) Zeige, dass im Allgemeinen fiir zwei Zufallsvariablen X, Y fur die die Korrelation definiert
ist,
| Cor(X,Y)| <1

gilt.



Erinnerung: Cauchy-Verteilung

Definition

Die Cauchy(s, t) mit s > 0, t € R ist definiert als das Maf} auf (R, BR) mit
Dichtefunktion

s

:
R 0, c0), -
fiR = [0,00) )“—>7r52+(>(—l‘)2

Die Cauchy-Verteilung wird manchmal auch -Verteilung genannt, aber warum?



Discokugel *

|

L tan(p)s

(0,0)




Aufgabe 2

Berechne die Verteilungsfunktion der Cauchy(s, 0) Verteilung fiir s > 0.

Zeige zudem, dass wenn
T
o~u((-33))

tan(¢)s ~ Cauchy(s, 0)

gilt

folgt.



