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Definition
Sind p1, . . ., u, Wahrscheinlichkeitsmafie auf (R, B(R)) so heift das Bildmafd des
Produktmafles j11 ® - - - ® p, unter der Abbildung

hn:Rn—)R, (X1""’X”)'_>X1+"'+Xn,
von [, . . ., p. Man schreibt

(1% pp)(B) = (11 ® -+~ ® pp) (h,'(B)), B e B(R).



Summen von unabhéngigen Zufallsvariablen

Seien Xi, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen. Dann gilt fiir die Verteilung der Summe dieser

Zufallsvariablen

P(X;+---+ X, € B)y=P(h,(Xi,...,X,) € B)
=P((Xy,...,X,) € h;'(B))
=P x,..x) (' (B))
= (Px, ®---®Px,)(h,'(B))
= (Px, *---xPx,)(B),

wobei B eine Menge aus B(R) sei. Die Faltung der Verteilungen von unabhingigen

Zufallsvariablen ist also genau die Verteilung der Summe der entsprechenden Zufallsvariablen!



Faltung diskreter Verteilungen

Fur diskrete Verteilungen braucht man die Faltung eigentlich tiberhaupt nicht! Seien X;, X;

unabhangige, diskrete Zufallsvariablen. Dann gilt

P(X1 + XZ = a) = P(X] + X2 =a, X2 E Xz(Q))

=P Xi+Xo=a X, € U {b}

beXy (Q)
= Z [P’(X1+X2=a,X2=b)
beX, (Q)
- P(X, = a— b X, = b)
beX,(Q)

Z P(X; = a— b)P(X, = b).
bEXz(Q)



Beispiel: Summe diskreter Verteilungen

Seien Xj, X; unabhingige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit
1
PX;=1)=PX;=1)=P(X;=2)=P(X;=2) = >
Dann gilt
X (Q) ={1,2}
und somit
P(Xi+X=4)= ) PX=4-bhP(X=b)
beX; (Q)
=P(X;=4-1DP(X=1)+P(X;=4-2)P(X; =2)
= P(X1 = 3)[|:D(X2 = 1) ol P(X] = 2)P(X2 = 2)



Faltung stetiger Verteilungen

Fir Summen unabhiangiger stetiger Zufallsvariablen braucht man hingegen die Faltung. Diese
liefert dann eine Regel fiir die Dichte der Zufallsvariable X; + Xz, wenn Xi, X; unabhingige,
stetige Zufallsvariablen, denn nach der Vorlesung gilt fur diese

Frov(x) = /R Felx = Vfe(y) dy.



Aufgabe 1

Seien X, Y unabhingige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P), sodass
Px =Py = U([0,1]).

Berechne die Dichte der Zufallsvariable Z := X + Y und den Erwartungswert von max {1, Z}.



Nach der Vorlesung gilt

720 = [ fx=nifrn)ay
:Aﬂ[o]](x_y)ﬂ[01](y)dy
:/R]l[m,x](y)]l[o,ﬂ(ﬂdy’

denn
0<x-y<1 & x=2y=2x-1
Also folgt
fz(x) = /R]l[x—ux]m[o,u()’) dy.



Mit
fo(x) = / Lt oo () dy
R
folgt
0 , X <0,
X ,0<x< 1,
fz(x) =
1—(X_1) >1<XS2’
0 ,2 < Xx.

= xLo1) (%) + (2 = X)L (1.2 (X).

Also kennen wir die Dichte von Z und kénnen somit auch E[max{1, Z}] ausrechnen.



Nach der Vorlesung gilt, da Z eine Zufallsvariable mit bekannter Dichte ist
E[max {1, Z}] = / max {1, z} fz(z) dz

R

= / max {1, z} (z1011(2) + (2 = 2)1(121(2)) dz
R

= / max{1,z}zl[g1)(z) dz + / max{1,z}(2 — z)1(1(2) dz
R R

1 2

=/ max{1,z}zdz+/ max{1,z}(2—-2z)dz

0 1

1 2
= zdz+/ 27— 72dz
1

(=




Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Definition
Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B Mengen aus A (also ) mit
P(B) > 0. Dann heif3t
P(AN B)
P(A|B) = ————
(AIB) = 5
die des Ereignisses A gegeben B.

« P(A|B) gibt an, wie grof3 die Wahrscheinlichkeit ist, dass A eintritt, falls B

« Fiir unabhéngige Ereignisse folgt insbesondere P(A|B) = P(A)



Aufgabe 2

Sei X eine N-wertige Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P). Zeige die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

1) X ~ Geo(p) fur ein p € (0,1), d.h. es gilt

Px = Zp(] - p)"'8,.
n=1

2) Die Verteilung von X ist gedachtnislos, d.h. fiir alle k, n € N gilt:
P(X =n+k|lX > k)=P(X =n).
3) Furallene Ngilt P(X =n+1|X > 1) = P(X = n).
Hinweis: Fiir g € (0, 1) gilt

i B B ] _ qn+1
q = 1—a
k=0 q



1) = 2) Sei X ~ Geo(p). Dann gilt per Definition fiir k, n € N:
P(X=n+kX>k) P(X=n+k)
P(X > k) T TP(X > k)
_p(-p™!
C1-P(X < k)
P(1 _ p)n+k—1
1- 3, p(1-p)"
P(1 _ p)n+k—1
1- 315 p(1-p)
p(1=p)™1  p(1-p)m

—0-pFy  (1-p)k
1- (=) (1-p)

P(X=n+k|lX > k) =




Insgesamt folgt:

A\ ntk—
P(X = n+k|X > k) =M:p(1 —p)™ = P(X = n).
(1-p)k

2) = 3) folgt direkt mit der Wahl k = 1.
3) = 1) Gelte dafiir

P(X=n+1|X>1)=P(X=n)

fur alle n € N.



Dann gilt wegen 3) auch

P(X=n=P(X=n+1]X>1)
_P(X=n+1,X>1)

P(X>1)
_P(X=n+1)
C1-P(X=1)

und dies ist aquivalent zu

P(X=n(1-P(X=1)=P(X=n+1), VneN.

Das brauchen wir gleich um 1) zu zeigen.



Wir zeigen nun per vollstandiger Induktion mit der Wahl p = P(X = 1), dass
P(X=n)=p(1-p)™ ", VneN

gilt.
Fiir n = 1 gilt per Definition P(X = 1) = p = p(1 - p)°.
Angenommen die Aussage gilt fir ein bel. aber festes n € N, so folgt
P(X=n+1)=PX=n(1-P(X=1))
—p(1-p)" ' (1-p)
= p(1 - p)na

wobei wir im ersten Schritt das Resultat der vorherigen Folie genutzt haben.



Da X nur Werte in N annimmt, folgt aus
P(X=n)=p(1-p)™", VneN,
dass

Px=),p(1=p)""5,
n=1

gilt und somit folgt
X ~ Geo(p).



