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Verteilungen von Zufallsvariablen

Definition
Sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Dann heif3t

Px(B) =P(X € B) 2" P({w € Q : X(») € B}) = P(X"'(B)), Be B(R),

von X.

« Hier wird die Messbarkeit von X wichtig, da wir dadurch wissen, dass X~1(B) € A fiir alle
B € B(R) gilt und somit Px(B) fur alle B € B(R) wohldefiniert ist.

o Py ist der von X.

« Nach der Vorlesung ist Py ein auf



Verteilungsfunktionen von Zufallsvariablen

Definition
Sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Dann heif3t

Fe: R — [0,1], t+ Fx(t) = P(X < t) = Px((—oo, t]),

von X.



Anwendung des Transformationssatzes

Satz (Transformationssatz)

Seien (Q, A), (Q’, A’) messbare Raume, i ein MaB3 auf (Q, A), f: Q — Q" und g: Q" — R.

Dann ist g ps-integrierbar genau dann, wenn g o f p-integrierbar ist, und falls eine dieser

Eigenschaften erfullt ist gilt
/gOfd/l=/ gdpy.
Q o

Also gilt fiir eine Zufallsvariable X (d.h. X messbare Funktion von Q nach R) und eine messbare
Funktiong: R - R

E[g(X)] 3=/Og(X(w))dP(w)=/Rg(X) dPx(x),

wenn g o X P-integrierbar oder g Px-integrierbar ist.



Markov- und Tschebycheffungleichung

Satz (Markov- und Tschebycheffungleichung)

Sei X eine Zufallsvariable, dann gelten fiir a > 0 folgende Ungleichungen
i) Fir h: R — (0,00) wachsend gilt

E[A(X)]

P(X > a) < n(a)

(Markovungleichung)

V[X]

P(IX - E[X]| > @) < —5
a

(Tschebycheffungleichung)



Aufgabe 1

a) Sei X eine Zufallsvariable auf (Q, A, P) mit E[|X|] < co. Zeige, dass
P(X € A) =E[1a(X)]
fur A € B(R) gilt.

b) Zeige, dass mit a > 0 und h: R — (0, o) wachsend

E[h(X)]

P(X >a) < na)

gilt.



Niitzliche Rechenregeln

Sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A,P) und g : R — R

messbar, so gelten:

i) Ist X absolutstetig mit Dichte f, so gilt

Elg(X)] = /R 2(F()dx

ii) Ist X diskret und nimmt die Werte ay, ..., ay € R mit Wahrscheinlichkeiten py, ..., py an, so

gilt
N

E[g(0)] = ) gan)p

k=1

Fir die Varianz gilt die sogenannte Verschiebungsformel
V[X] = E[X?] - E[X]%

Mit dieser reicht es aus die ersten beiden Momente von X zu berechnen um V[ X] zu berechnen.



Momenterzeugende Funktion von Zufallsvariablen

Definition
Sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Dann heif3t

Mx: D [0,00), > Mx(t) = [E[etX]
von X, wobei

D:={teR:E[e%] < 0}.

« Esgilt immer D # 0, da Mx(0) = E[e**] = E[1] =1 < oo.
« Falls ein € > 0 existiert, mit (—¢,€) C D, so gilt nach der Vorlesung

E[X¥] = M (0)

wobei M)((k)(O) die k—te Ableitung an der Stelle 0 ist.
~» Deshalb Funktion.



Aufgabe 2

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum auf dem die Zufallsvariablen
X ~ Ber(p1), Y ~ Geo(py) mit p1, p> € (0, 1) gegeben seien. Also gilt

Px =pi61+(1=p1)do, Py=p, 2(1 — Pz)k_15k-
k=1

Berechne die momenterzeugenden Funktionen von X und Y und bestimme
damit die Erwartungswerte und die Varianzen von X und Y.



