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Das Lebesgue-Integral: Einfache Funktionen

Sei (Q, A, i) ein Malraum und & = {f : f einfache Funktion} bzw.
&* = {f : f einfache positive Funktion}. Hierbei heif}t eine Funktion einfach, falls a1, ..., a, € R
und A;, ..., A, existieren, sodass die Ay paarweise disjunkt sind mit UZ:1 A =Qund

flw) = Z arla (w), VYo € Q.

k=1

Fir ein f € & ist dann das Lebesgue-Integral definiert durch

/fdﬂ = Zn: akp(Ak).
© k=1



Das Lebesgue-Integral: Nichtnegative, messbare Funktionen

Fiir eine nichtnegative, messbare Funktion f : (€, A) — (R, B(R)) definieren wir dann das

Lebesgue-Integral durch

/fdy::sup{/gdy:geinfach,OsgSf}.
Q Q

Dieser Ausdruck ist erstmal unhandlich, aber direkt wohldefiniert.
Nach der Vorlesung existiert zu jeder nichtnegativen messbaren numerischen Funktion f eine
Folge von einfachen Funktionen (f,),en mit f, T f punktweise und es gilt

tim [ fudu= [ ran

Diese aquivalente Darstellung ist deutlich praktischer fir Beweise.



Das Lebesgue-Integral: Integrierbare Funktionen

Sei f 1 (Q,A) — (R, B(R)) eine messbare numerische Funktion. Dann sind nach der Vorlesung
f* = max{f,0}, f = —min{f, 0} messhare und nichtnegative Funktionen. Falls

/f+dp<oo, /f_dy<oo,
Q Q

gilt, heifdt f integrierbar und das Lebesgue-Integral fiir eine integrierbare Funktion f ist definiert

durch ‘/Qfdﬂ — /Qf+d/l_/gf‘dp.

Wir schranken uns hierbei auf integrierbare Funktionen ein, um den Fall “co — oo zu vermeiden.



Zusammen: Die Gebetsmiihle der Integrationstheorie

Um eine Aussage fiir eine integrierbare Funktion f zu zeigen, kann man also wie folgt vorgehen:

1. Zeige die Aussage fir positive einfache Funktionen f € &.

2. Zeige die Aussage fur nichtnegative, messbare numerische Funktionen f.
Meist nutzt man hierfiir Proposition 3.1.6.: Es existiert fiir jede nichtnegative messbare
Funktion eine Folge von positiven einfachen Funktionen (f;),en mit f, T f.
Fur die (fy)nen darf die zu zeigende Aussage wegen 1. bereits benutzt werden.

3. Zeige die Aussage mit der tblichen Zerlegung f = f* — f~ auch fur allgemeine messbare
numerische Funktionen.
Da Positiv- und Negativteil per Definition nichtnegative, messbare numerische Funktionen

sind, darf fiir beide Teile die zu zeigende Aussage wegen 2. bereits benutzt werden.



Aufgabe 1

Seien der messbare Raum (R, B(R)), p ein Maf} auf B(R) mit

Ho= i Ok
k=1

gegeben. Zeige, dass fiir eine integrierbare Funktion f: (R, 8(R)) — (R, B(R))

[ran= s
R k=1

gilt.



Aufgabe 2

Sei p ein Maf} auf B(R). Zeige, dass fiir jedes A > 0 und a € R gilt, dass

Axd (X)
1((g,00)) < /Re%



