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Was machen wir, was nicht?

»otochastik® ist ein Oberbegriff fiir ,Mathematik des Zufalls“. In Mannheim ist die Stochastik in
Lehre und Forschung sehr ausgepréigt:

Modellierung und theoretische Untersuchung zufélliger Experimente
(3
Wahrscheinlichkeitstheorie (~ Doring)
[ )
Anpassung der Modelle auf ,echte” zuféllige Experimente
(3
Mathematische Statistik (~ Schlather)
[ )
Ausfithrung der Modelle (,,Zufall erzeugen®)
(3
Stochastische Numerik (~» Neuenkirch)
[ )
Anwendung auf Finanzmérkte
(3
Finanzmathematik (~~ Promel)

Anwendung auf Wirtschaftsdaten

)

Okonometrie (~ Trenkler, Rothe)

Zahlen von Moglichkeiten ~» Gleichverteilung (z. B. Lotto; Ziehen aus Urnen)

)

Kombinatorik (in Mannheim nicht vertreten)

Das Ziel dieser Vorlesung ist es, die Grundlagen der Stochastik zu legen. Das ist anfangs
etwas trocken, ihr werdet aber im Verlauf des Studiums davon profitieren, dass alle Begriffe
auf stabilen Fundament stehen. In den Vorlesungen Stochastik 2, Monte Carlo Methoden,
Finanzmathematik, Okonometrie und Wahrscheinlichkeitstheorie 1 werden die Grundlagen noch
im Bachelor angewandt und in diversen Spezialisierungsrichtungen im Master erweitert.


https://ms.math.uni-mannheim.de/de/team/
https://wima2.math.uni-mannheim.de/de/team/andreas-neuenkirch/
https://www.vwl.uni-mannheim.de/trenkler/
https://www.vwl.uni-mannheim.de/rothe/

Teil 1: Maf3- und
Integrationstheorie



Kapitel 1

Maf3theorie (Modellierung von

Ereignissen und
Wahrscheinlichkeiten)

MafB- und Integrationstheorie bildet die formale Grundlage um zuféllige Experimente zu model-
lieren. In diesem ersten Teil der Vorlesungen beweisen wir alle notwendigen Theoreme. Nicht
alles wird spéater uneingeschrankt wichtig sein, das Arbeiten mit den neuen Begriffen wird sich in
zukunftigen Vorlesungen aber auszahlen!

Im Prinzip sind die kommenden finf Vorlesungen total elementar, wir brauchen eigentlich
nur Kenntnisse iber Mengen, Folgen und Reihen. Die Vorlesung nutzt also nur Kenntnisse der
Analysis 1. Dennoch wird euch der Inhalt schwer fallen weil wir Mengensysteme nicht visualisieren
kénnen und daher viel abstrakt denken miissen. Es wird sehr wichtig sein, die richtigen Beispiele
im Kopf zu haben. Diese sollten nicht zu einfach sein, weil sonst der Grofiteil der Schwierigkeiten
nicht erkannt werden kann. Fiir o-Algebren sollten wir moglichst schnell die Borel-o-Algebra als
Standdardbeispiel im Kopf halten, fir Mafle das Lebesgue Mafl. Endliche Beispiele werden wir
nur ganz kurz als Motivation der Mafitheorie fiir Stochastik betrachten (Wiirfeln, Miinzwurf,
etc.), solche Beispiele bringen leider nicht viel um die Konzepte der Wahrscheinlichkeitstheorie
richtig zu verstehen.

1.1 o-Algebren und Mafle

Q) # () sei immer eine beliebige Grundmenge. Fiir A C Q bezeichnet A® immer das Komplement
von A in Q, d. h. A = {w € Q|w ¢ A}. P(Q) bezeichnet die Potenzmenge von 2 (inklusive ()
und ), eine Teilmenge von P(€Q) ist also eine Menge von Mengen.

Definition 1.1.1. A C P(f2) heifit o-Algebra, falls
(i) Qe A,

(ii) A€ A= A € A, das nennt man auch stabil (oder abgeschlossen) unter Komplementbil-
dung,

(iii) A1, As,... € A = |J Ar € A, das nennt man auch stabil (oder abgeschlossen) unter
k=1
abzéhlbarer Vereinigung.

Elemente von A heilen messbare Mengen. Ist A C B und A, B sind o-Algebren, so nennt
man A Unter-o-Algebra von B.

Beispiel 1.1.2.

Vorlesung 1

Ol



https://www.youtube.com/watch?v=x7rMsOaujL8&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=3&t=458s
https://www.youtube.com/watch?v=x7rMsOaujL8&t=945s
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o A ={0,0}
o Ay ={0,0,A, A} fiir A C Q beliebig
o A3 ={AC Q| Aoder A® ist abzihlbar}

In allen Beispielen muss man nur die drei definierenden Eigenschaften testen. Bei den ersten
zwei Beispielen ist das direkt, indem man alle Moglichkeiten ausprobiert. Im dritten Beispiel
miissen wir nur bei der abzéhlbaren Vereinigung kurz nachdenken. Seien also A1, Ao, ... Mengen,
die entweder abzéhlbar sind oder deren Komplemente abzdhlbar sind. Sind all diese Mengen
abzéhlbar, so ist nach Analysis 1 auch die Vereinigung abzéhlbar, also ist die Vereinigung wieder
in Ajz. Ist eine der Mengen nicht abzahlbar, sagen wir A;, so ist das Komplement AJC abzéhlbar.
Doch dann ist wegen

o0 C oo
— C C
( U Ai) = [ A7 € 4]
k=1 k=1
das Komplement der Vereinigung nach Analysis 1 abzé&hlbar.

Lemma 1.1.3. Fir jede o-Algebra A gelten:
(i)beA

(11) Al,AQ,... ceA=> n A,e A
k=1

(iii) Aus A, B € A folgt A \B := AN B® € A sowie AAB := (ANBY)U (BN A%) € A.
Beweis. Ubung O

Bemerkung. Im Folgenden nutzen wir die erweiterte Zahlengerade R =
{—00,4+00}. Wir definieren

e —00 < a< +00,

e +00+a =400 und —oo + a = —oo fir alle a € R,
o - (400) =400 und z - (—o0) = —oo fiir alle x > 0,
e 0-(+00)=0und 0- (—o0) =0,

e 400+ (+00) = 400 und —oo + (—00) = —o0,

e —00 + (400) wird nicht definiert.

Im Gegensatz zu R konnen wir aus R keine sinnvolle algebraische Struktur formen, das soll uns
aber nicht weiter storen. Sehr oft schreibt man oo statt +0o. Wenn wir in dieser Vorlesung von
den natiirlichen Zahlen sprechen, meinen wir N = {0, 1, ...}, die 0 soll also zu N gehoren.

Definition 1.1.4. Fiir eine o-Algebra A heifit u: A — [0, 00] ein Mafl auf A, falls folgende
Eigenschaften gelten:

() w(®) =0

(if) Sind Aj, Ag, ... € A paarweise disjunkte Mengen, so gilt pu( U Ag) = Z w(A). Wir nenne

diese Eigenschaft o-Additivitét, wobei sich das o auf die unendhche Anzahl von Mengen
bezieht.

Ein Ma8 p heifit endlich, falls p(€2) < co. p heifit Wahrscheinlichkeitsmaf, falls p(Q2) = 1.



https://www.youtube.com/watch?v=x7rMsOaujL8&t=1555s
https://www.youtube.com/watch?v=x7rMsOaujL8&t=1920s
https://www.youtube.com/watch?v=x7rMsOaujL8&t=2200s
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Natiirlich impliziert die o-Additivitdt auch die endliche Additivitéat

N N
M( J Ak) = u(Ap).
k=1 k=1
Dazu wird einfach Apy1 = Agyo = ... = () gewahlt.

Bemerkung 1.1.5. Oft werden Wahrscheinlichkeitsmafie mit P anstelle von p geschrieben und
Verteilungen genannt.

Definition 1.1.6.
o (©,A) heifit messbarer Raum
o (Q,A, 1) heifit Maflraum
o (©,A,P) heift Wahrscheinlichkeitsraum

e u(A) nennt man Mafl von A

Bemerkung 1.1.7. Bei einem Wahrscheinlichkeitsraum spricht man von Ereignissen A statt
messbaren Mengen. P(A) heiit Wahrscheinlichkeit von A. Einelementige messbare Mengen
A = {a} heiflen in Wahrscheinlichkeitsraumen Elementarereignisse.

Um langsam in die Denkweise der Stochastik einzusteigen, werden wir wieder und wieder
diskutieren, warum unsere Modelle fiir die Modellierung zufélliger Experimente gut geeignet
sind.

Diskussion 1.1.8. [Stochastische Modellierung, Nr. 1]
Warum machen die Definitionen von Wahrscheinlichkeitsrdumen (2, A, P) fir die Modellierung
von zufilligen Experimenten Sinn? Wir interpretieren dazu

o Ereignisse = , Ereignisse, deren Eintreten (oder Nichteintreten) beobachtet werden kann. [=]
Die o-Algebra besteht also aus den Ereignissen des Experiments, die wir beobachten
konnen.

o P(A) = ,Wahrscheinlichkeit des Eintretens des Ereignisses A.“
o A® = Gegenereignis“

e Ac A= A® € A bedeutet ,Eintreten von Ereignis beobachtbar, impliziert Eintreten von
Gegenereignis beobachtbar.

e P(A®) =1 —P(A) bedeutet ,,Gegenereignis hat Gegenwahrscheinlichkeit.

Zu dem letzten Punkt beachte man, dass P(A) + P(AY) = P(Q) = 1 wegen AU A° = Q gilt.
Also ist die Forderung der Addititivitdt von Maflen sinnvoll. Natiirlich sollte die Vereinigung
zweier Ereignisse ,es passiert A oder B“ auch wieder beobachtbar (also messbar) sein, wenn A
und B beobachtbar sind. Mit vollstdndiger Induktion sollten damit alle endlichen Vereinigungen
messbarer Mengen wieder messbar sein. Damit haben wir den Sinn der Definitionen einer o-
Algebra und eines Mafles grofiteils eingesehen. Nur die Erweiterung von endlichen auf unendliche
Vereinigungen ist nicht so einfach zu motivieren. Hier bleibt fiir den Moment nur zu sagen: Es
wiirde nicht funktionieren.

Als Beispiel modellieren wir den Wurf eines Wiirfels gemaf obiger Interpretation. Sei Q = {1, ..., 6},
A=7P(Q) und P({1}) = ... = P({6}) = #. Ein Ereigniss A € A bedeutet also ,Eine der Zahlen in
A ist gewtlirfelt worden®. Die Wahrscheinlichkeiten aller weiteren Ereignisse sind festgelegt, indem
das Ereigniss in die disjunkten Elementarereignisse zerlegt wird, z. B. die Wahrscheinlichkeit
eine gerade Zahl zu wiirfeln:

3 1

P({2,4,6)) = P({2)) + B({4) + B({6) = § = 5.


https://www.youtube.com/watch?v=x7rMsOaujL8&t=2706s
https://www.youtube.com/watch?v=x7rMsOaujL8&t=3102s
https://www.youtube.com/watch?v=x7rMsOaujL8&t=3235s
https://www.youtube.com/watch?v=x7rMsOaujL8&t=3346s
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Gangz analog ist natiirlich ein Maf} auf der Potenzmenge einer endlichen Menge schon eindeutig
durch die Werte auf einelementigen Mengen festgelegt.

Da wir das Maf} einer Menge in einer abstrakten Weise als die ,,Gréfle” interpretieren, sind
folgende Eigenschaften wichtig. Uberlegt euch mal, ob ihr das fiir eine naive Idee von ,,Gréfe”
von Mengen auch erwarten wiirdet (z. B. beim Z&hlmaf} auf N).

Lemma 1.1.9. [Monotonie und Subadditivitét]
Es sei p ein Maf3 auf einer beliebigen o-Algebra A, dann gelten:

(i) Sind A, B € Amit B C A, so gilt u(B) < u(A).
(ii) Sind Aj, Ag, ... € A, so gilt: p(UF2, Ag) < S opey n(Ag).
Beweis. (i) Mit den definierenden Eigenschaften des Mafes gilt:
u(B) < j(B) + u(A\B) = u(B U A\B) = u(A),

wobei wir beide definierenden Eigenschaften des Mafles genutzt haben.
(ii) wird in der groBen Ubung diskutiert. O

Zu beachten ist, dass bei der Subadditivitdt nicht gefordert wird, dass die Mengen disjunkt
sind (sonst wiirde schliefllich Gleichheit gelten!). Die Ungleichheit entsteht dadurch, dass bei
nicht-disjunkten Mengen der Schnitt mehrfach gezéhlt wird. Am anschaulichsten wird es, wenn
man zwei Mengen und diese in disjunkte Teile zerlegt:

((AUB) = u(A\B U (AN B) U B\A)

77AM (A\B) + u(AN B) + u(B\A)

< w(A\B) + 2u(AN B) + u(B\A) 7 2

u(A) + u(B).
Um ein wenig mit der Definition des Mafles zu experimentieren, rechnet mal die folgende
Bemerkung nach:

Bemerkung. Sind 1, pe Mafle auf A und a,b > 0, so ist auch die Summe A — apq(A4) +
bua(A) ein Mafl auf A. Summen von Maflen nennt man auch Mischung. Sind P; und Py
Wahrscheinlichkeitsmafle und zusétzlich a + b = 1, so ist die Mischung P = alP; + blP> wieder ein
Wahrscheinlichkeitsmaf3.

Kommen wir nun zu ein paar Beispielen:

Beispiel 1.1.10. [endliche Gleichverteilung]

Sei #Q < oo und A = P(Q). Dann heifit das Mafl u(A) = i—é Gleichverteilung auf Q. Weil
1(2) =1, wiirde man P statt p schreiben. Der Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, P) ist ein Modell
fir das zuféllige Experiment, in dem aus #¢) vielen Elementen jedes Element mit der selben
Wahrscheinlichkeit gezogen wird, zum Beispiel Lotto.

Beispiel 1.1.11. [abzdhlbare Verteilungen, Zdhlmaf]
Sei Q abzdhlbar, z. B. Q = N. Wir wihlen A = P(Q) und eine Folge (pi)ren nicht-negativer
Zahlen. Definieren wir
p(A) = pr, A€ A,
keA

so ist p ein Mafl. Weil ein Mafl per Definition nicht-negativ ist, muss natiirlich py > 0 gelten fiir
alle k € N (wahle dazu A = {k}). Zwei Spezialfille:

+ Damit p ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, muss ), .o px = (2) = 1 gelten. In dem Fall
wiirden wir wieder P statt p schreiben.



https://www.youtube.com/watch?v=x7rMsOaujL8&t=4222s
https://www.youtube.com/watch?v=x7rMsOaujL8&t=4438s
https://www.youtube.com/watch?v=x7rMsOaujL8&t=4697s
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o Ist pp =1 fur alle k € 2, so heifit p Zahlmaf} weil pu(A) = #A die Anzahl der Elemente
von A zéhlt.

Beispiel 1.1.12. [Poissonverteilung]

Hier ist ein konkretes Beispiel zu der vorherigen Klasse von Beispielen, die Poissonverteilung.
k

Fiir ein A > 0 (der Parameter der Verteilung) sei py = e‘*% fur k € N. Es gelten dann

e pr >0 fir alle k € N,
Zpk— Z e—,\,\" — X Z Aed — o= AFA 1.

Also definiert P(A) = e~ ZkeA g7 ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (N, P(N)).

Beispiel 1.1.13. [Diracmafl] Sei A eine o-Algebra auf 2 und z € €, so heifit

1, z€A

596(14):{0 cear AEA

Diracmafl an der Stelle z. Die Eigenschaften eines Mafles kann man ganz einfach checken:
(i) Aufgrund der Definition gilt natiirlich d, (@) = 0.

(ii) Fir paarweise disjunkte Mengen Aq, As, ... € A gilt

) 1, ze€ U A
— k=1
k=1 0, =¢ (J A
k=1
k=1

weil in der unendlichen Summe nur der Summand 1 sein kann, in dem x liegt.
Also ist das Diracmaf} ein Maf} auf A.

Weitere wichtige Beispiele wie die geometrische Verteilung und die Binominalverteilung kommen

auf dem Ubungsblatt zum ausprobieren. An dieser Stelle legen wir die Begrifflichkeiten der

Stochastik wieder beiseite und beschéftigen uns fiir die ndchsten Wochen nur mit allgemeinen

Maflen. Zum Gewohnen fiir spater denkt immer daran, dass endliche Mafle und Wahrscheinlich-

keitsmafe sehr eng beieinander liegen: Durch P(A) := £ Eég kann ein endliches Mafl immer zu

einem Wahrscheinlichkeitsmafl ,normiert* werden.

Um uns mit den definierenden Eigenschaften weiter vertraut zu machen, beweisen wir eine

wichtige Eigenschaft von Maflen: Vorlesung 2

Satz 1.1.14. [Stetigkeit von Maflen]
Sei (Q,.A, 1) ein Mafiraum und (A, )nen eine Folge messbarer Mengen, so gelten:

(i) Aus A, 1A (d-h. 41 CA CA3C ..., o 4, = A) folgt li_>m w(Ap) = p(A).

(ii) Aus p endlich und A, | A (d. h. A; D A2 D ﬂ A) folgt hm w(Ap) = pu(A).

Beweis.


https://www.youtube.com/watch?v=x7rMsOaujL8&t=5020s
https://www.youtube.com/watch?v=x7rMsOaujL8&t=5273s
https://www.youtube.com/watch?v=S6DazSJqA50&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=3&t=43s
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(i) Definiere

A/1 = A1
Alz = AQ\Al
Al = AN\A,_1, n>3.

Weil die A/, paarweise disjunkt sind und A, = | Aj, gilt, folgt

k=1
n Def. n ')
lim u(An) = T po( () A4L) "2 1 ST u(ag) Y u4q)
n—o00 n—o00 o1 n—o00 Pt Pt
Def. Mzzﬁ 0o o
und:dlsJ.M(UA;C):M(UAk):'u(A).
k=1 k=1

(ii) Folgt sofort aus (i) weil
Al A & AY1AY n— .
Weil i endlich ist gilt fiir alle messbaren Mengen
Maf
p(Q) = p(AWAY) =7 u(A) + p(AY)
und damit auch p(A) = () — u(A). Damit folgt mit (i)

lim p(A,) = lim (u() = p(A7)) = p(Q) = lim (A7) = p(Q) — u(A°) = u(A).

n—oo n— oo

Beispiel 1.1.15. [Gegenbeispiel zu (ii) mit u(Q) = oo]
Sei 2 =N, A =P(N), p,, =1 fir alle ¥ € N und p das Zahlmaf:

n(A) = Zpk-

keA

Mit A, = {n,n+1,...} gilt u(A,) = +oo fir alle n € Nund A4,, | A = 0. Weil u(0) = 0 aber
1(Ap) = +oo fiir alle n € N, gilt die Aussage von Satz 1.1.14 hier nicht.

1.2 Erzeuger von o-Algebren und Dynkin-Systeme

Wir wollen Mafle auf komplizierten o-Algebren studieren, indem wir die Mafle nur auf sehr
wenigen Mengen der o-Algebra betrachten (auf Erzeugern). Das ist ein wenig wie in der linearen
Algebra, dort miissen lineare Abbildungen auch nur auf einer Basis definiert werden. Ganz
konkret halten wir folgendes Ziel im Kopf: Wir werden zeigen, dass MaBe auf B(R?) schon durch
die Werte auf den Quadern eindeutig definiert werden kénnen.

Satz 1.2.1. Der Durchschnitt einer beliebigen Menge von o-Algebren ist eine o-Algebra.

Beweis. Sei A;, i € I, eine Menge von o-Algebren und A = () 4;. Wir checken die drei
iel
Eigenschaften einer o-Algebra fiir A:

(i) Q€ Aist klar weil Q € A; fiir alle ¢ € I und damit ist 2 auch im Durchschnitt.

(i) Sei A € A, also ist A € A; fiir alle i € I. Weil alle A; o-Algebren sind, ist auch A € A; fiir
alle i € I und damit ist A € A. Folglich ist A abgeschlossen beziiglich Komplementbildung.



https://www.youtube.com/watch?v=S6DazSJqA50&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=3&t=933s
https://www.youtube.com/watch?v=S6DazSJqA50&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=3&t=1313s
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(iii) Sei (A,,) eine Folge paarweiser disjunkter Mengen in A, also A,, € A; fiir alle ¢ und n. Weil
das alles o-Algebren sind, gilt

E-j An € .AZ
n=1

fiir alle ¢ € I. Damit ist die Vereinigung auch im Durchschnitt aller A;, also ) A, € A.
n=1
Folglich ist A auch abgeschlossen beziiglich beliebigen Vereinigungen.
O
Bemerkung 1.2.2. Die Vereinigung von o-Algebren ist nicht immer eine o-Algebra. Fir das
Ubungsblatt sollt ihr euch dazu Beispiele iiberlegen.
Korollar 1.2.3. Sei £ C P(Q), so existiert genau eine o-Algebra A mit
(i) £cA
(ii) Ist £ C B und B ist eine o-Algebra, so gilt A C B.
Dabei bedeutet (ii), dass A die kleinste o-Algebra ist, die £ enthélt.

Beweis. Existenz:

A= ﬂB

ECHB,
Bo-Alg.

erfiillt die geforderten Eigenschaften.

Eindeutigkeit: Sei A’ eine weitere solche o-Algebra. Dann gilt A C A’ weil A der Schnitt iiber
alle solche A’ ist. Wegen (ii) ist auch A" C A. Also ist A= A’. O

Definition 1.2.4. Fir £ C P(Q) heifit
&)= (B

ECB,
B o-Alg.
die von &£ erzeugte o-Algebra. Ist A = ¢(&), so nennt man & einen Erzeuger von A.
Warnung: Der Erzeuger einer o-Algebra ist nicht eindeutig.

Beispiel 1.2.5. Sei Q # 0 und € = {{z}: z € Q}. Dann ist
o(£) = {A C Q: A abzihlbar oder A abzihlbar} =: B.

Warum? Es gilt offensichtlich o(€) C B weil o(€) die kleinste o-Algebra ist, die £ enthélt und
B auch eine o-Algebra ist, die £ enthélt (siehe Beispiel 1.1.2). Es gilt aber auch B C ¢(&) weil
jede abzdhlbare Menge als abzihlbare Vereinigung von einelementigen Mengen wieder zu o (&)

gehort und auch Komplemente abzéhlbarer Mengen wieder in o (&) enthalten sind (Definition
o-Algebra).

Beispiel 1.2.6. [Das Beispiel - die Borel-o-Algebra]

Wir kommen jetzt zu dem mit Abstand wichtigstem Beispiel einer o-Algebra der Stochastik.
Sei @ =R4, € = {O C R?: O offen}. Dann heiBt o(€) =: B(R?) Borel-o-Algebra auf R?. In |
B(R?) messbare Mengen heien Borelmengen.

Ubung: Die Borel-o-Algebra hat viele verschiedene Erzeuger, z. B.
& = {K C R?: K kompakt},
& = {Q CR%: Q Quader},
&y ={(a1,b1) X ... X (ag,bq): a;,b; € R},
Es = {(—00,b1] X ... X (—00,by]: b; € R},
& = {A C R?: A abgeschlossen}.


https://www.youtube.com/watch?v=S6DazSJqA50&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=3&t=1721s
https://www.youtube.com/watch?v=S6DazSJqA50&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=3&t=1796s
https://www.youtube.com/watch?v=S6DazSJqA50&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=3&t=2213s
https://www.youtube.com/watch?v=S6DazSJqA50&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=3&t=2545s
https://www.youtube.com/watch?v=S6DazSJqA50&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=3&t=3217s

1.2. ERZEUGER VON o-ALGEBREN UND DYNKIN-SYSTEME 10

Wir zeigen hier nur, dass o(£,;) = B(R?) gilt. Wie zeigt man nun allgemein fiir zwei Mengensysteme
E,E CP(Q), dass o(€) = o (&) gilt? Indem man zeigt, dass

ECo(&') sowie & Coa(€) (1.1)

gelten. Warum reicht das? Dazu nutzen wir zwei Eigenschaften, die direkt aus der Definition der
erzeugen o-Algebra folgen:

(i) o(a(&)) = a(€)
(i) ACA = o(A) C o(A)
Aus (1.1) und (i), (ii) folgt
o(€) Co(o(£)) =a(E)

o(€") Ca(o(£)) =a(£),

also zusammen o(€) = o(£). Nun zuriick zu o(&;) und B(R?). Es ist klar, dass & C o({O:
O offen}), denn &, enthilt nur offene Mengen und die von einer Menge von Mengen erzeuge
o-Algebra enthéilt auch all die Mengen selbst. Umgekehrt existieren fiir jedes Element x einer
offenen Menge O irgendwelche ay, ...aq,b1,..bg € Q mit = € (a1,b1) X ... X (ag,bq) € O. Damit
gilt:

O= |J (a1,b1) x ... x (aa,ba) € 0(E1)

abz. viele

und damit gilt {O: O offen} C o(&4) weil abzéhlbar viele Vereinigungen von Mengen einer
o-Algebra wieder drin sind.

Definition 1.2.7. D C P(Q) heifit Dynkin-System, falls
(i) QeD
(ii) AeD= A€ D
(iii) A1, A, ... € D paarweise disjunkt = ) Ay, € D
k=1
Im Gegensatz zu einer o-Algebra ist ein Dynkin-System also nur abgeschlossen beziiglich paarweise
disjunkter Vereinigungen. Das erinnert natiirlich an die o-Additivitdt von Maflen, woraus sich
auch das wichtigste Beispiel eines Dynkin-Systems ergibt.
Beispiel 1.2.8.
o Jede o-Algebra ist ein Dynkin-System, die Definition einer o-Algebra fordert mehr.
o Sind p1, po endliche Mafle auf einem messbaren Raum (£2,.4) mit p1(Q) = pu2(Q), so ist
M={Ae€ A: u1(A) = p2(A)} ein Dynkin-System. Warum?
(i) Klar, wegen der Definition von Mafen.
(ii) Ist A € M, so gilt 1 (A°) = 1 () — p1(A) = p2(Q) — pa(A) = pa(AC) wegen der
Rechenregel fiir Mae und der Annahme an iy, j. Damit ist auch AY € M.
(iii) Seien Ay, As, ... € M paarweise disjunkt. Es gilt also p(A,) = pa(A,) fir alle n > 1.
Damit folgt wegen der o-Additivitat fiir Mafle

ﬂl(@An) = iﬂl(An) = il@(An) = N2<@An)a

also ist | A, € M.
=1

n



https://www.youtube.com/watch?v=S6DazSJqA50&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=3&t=4175s
https://www.youtube.com/watch?v=S6DazSJqA50&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=3&t=4283s
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Proposition 1.2.9. Ein Dynkin-System D ist eine o-Algebra genau dann, wenn D N-stabil ist

(d.h. AABED= ANBED).

Beweis.

(i) Esgilt A,B€D, BC A= A\B € D, weil

A\B=ANB=( A°uUB )°.
—
€D, weil disj.
€D, weil Kompl.

(ii) Beliebige endliche Vereinigungen von Mengen aus D sind in D: Seien dazu A, B € D. Da
AN B € D per Annahme, gilt

AUB =AU (B\(ANB)) € D.

Per Induktion bekommt man aus der Vereinigung zweier Mengen auch die Vereinigung
endlich vieler Mengen.

(iii) Seien Aj, As,... € D. Definiere
B, = U A sowie C, = By\Bp_1.
k=1

Weil nach (ii) B, € D und dann nach (i) C,, € D gilt, folgt mit der Definition der
Dynkin-Systeme

S s eren

n=1 n=1 n=1

Also ist D abgeschlossen beziiglich abzdhlbarer Vereinigungen und damit ist D eine o-
Algebra.

O
Vorlesung 3

Definition 1.2.10. Fiir ein Mengensystem & C P () heifit

&)= (D
£CD,
D Dynk.-S.
das & erzeugtes Dynkin-System. Dass d(€) das kleinste Dynkin-System ist das £ enhélt, zeigt
man genauso wie fir o-Algebren.

Satz 1.2.11. [Hauptsatz fiir Dynkin-Systeme]
Ist £ C P(02) N-stabil, so gilt d(€) = o ().

Beweis. Die Richtung d(£) C o(&) folgt sofort, denn jede o-Algebra ist auch immer ein Dynkin-
System, folglich gilt

€)= (1P < [)B=0o(®).

£CD, £CB,
D Dynk.-S. Bo-Alg.

Fiir die Richtung o(€) C d(€) nehmen wir an, dass d(€) N-stabil ist. Denn in diesem Fall folgt
nach Proposition 1.2.9, dass d(€) eine o-Algebra ist. Weil dann aber £ C d(&) gilt, muss die
kleinste o-Algebra (was gerade o (&) ist) Teilmenge von d(€) sein.

Wir miissen also nur noch zeigen, dass auch d(£) N-stabil, wenn £ N-stabil ist:


https://www.youtube.com/watch?v=S6DazSJqA50&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=3&t=4685s
https://www.youtube.com/watch?v=eLWjBR34aC0&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=4&t=18s
https://www.youtube.com/watch?v=eLWjBR34aC0&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=4&t=137s
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(a) Definiere dazu zunéchst
Dp={AcP(Q):ANnDed&)}
fiir beliebige D € d(£). Wir zeigen zunichst, dass Dp ein Dynkin-System ist:

(i) Weil per Annahme D € d(€) und D = QN D gilt, ist Q € Dp.
(ii) Sei A € Dp. Damit auch A° € Dp gilt, zeigen wir A°ND € d(&). Da Dynkin-Systeme
abgeschlossen beziiglich disjunkter Vereinigung sind, folgt

AN D= (AuUDY’ = ((AnD)uDY)% € d(€).
d(e)
€

(iii) Seien A;, Ag, ... € Dp paarweise disjunkt, dann gilt

) AnnD = [} (4. N D) € d(é).

n=1 n=1 cd(€)

(b) Es gilt d(€) C Dp fiir alle D € £. Warum? Sei A € £, so ist AN D € &, weil £ nach
Annahme N-stabil ist. Damit ist A € Dp und folglich &€ C Dp. Dann gilt aber auch
d(€) Cd(Dp) W Dp weil das von einem Dynkin-System D erzeugte Dynkin-System gerade
D ist.

(c) Des Weiteren gilt wegen (b) auch £ C Dp, fiir alle D € d(£), d.-h. DN E € d(€) fiir alle
Ecé&.

(d) Aus (c) und (a) folgt d(€) C d(Dp) = Dp fur alle D € d(€). Das ist wegen Definition von
Dp gerade die N-Stabilitat von d(E).

O

Nun kommen wir zu der wesentlichen Anwendung von Dynkin-Systemen. Mit Dynkin-Systemen
kénnen wir ganz einfach zeigen, dass die Gleichheit von Maflen schon aus der Gleichheit auf
einem schnittstabilen Erzeuger folgt. Wenn wir an die wahnsinnig grofie Borel-o-Algebra denken,
macht das ganze schnell Sinn. Es reicht ndmlich die Gleichheit auf allen Intervallen zu zeigen,
statt auf allen Borelmengen.

Satz 1.2.12. Sei (9, .A) ein messbarer Raum und £ ein N-stabiler Erzeuger von A. Sind 1, p12
endliche Mafle auf A und es gelten

o () = p2(9),
o p1(A) = pao(A) fir alle A € €,
so gilt p1(A) = po(A) fir alle A € A, d. h. pg = po.

Beweis. Wir nutzten den Trick der guten Mengen. Dazu schreiben wir die Menge M der
Mengen hin, fiir die die Aussage gelten soll. Das sind die guten Mengen. Das Ziel ist also M = A
zu zeigen. Hierfiir nutzen wir einen Dynkin-System Trick, den wir noch mehrmals sehen werden.
Gezeigt haben wir schon, dass

M={A€ A n(A) = px(A)}

ein Dynkin-System ist. Nach Annahme ist £ C M. Weil M ein Dynkin-System ist, gilt d(€) C
d(M) = M C A. Weil nach Annahme £ N-stabil ist, gilt nach dem Hauptsatz iiber Dynkin-
Systeme o(€) = d(€). Nach Annahme ist aber o(€) = A. Alles zusammen ergibt

A=0(€)=d(E) CdM)=MC A
Also gilt M = A und das ist die Aussage des Korollars. O


https://www.youtube.com/watch?v=eLWjBR34aC0&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=4&t=1417s
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Wir schauen uns noch einen Trick an, die Endlichkeitsannahme aus Satz 1.2.12 abzuschwéchen.

Satz 1.2.13. [Eindeutigkeitssatz] Es sei (€2,.4) ein messbarer Raum, £ ein N-stabiler Erzeuger [
von A und p1, us seien Mafle auf A. Zudem gelten:

b P
(i) Es gibt eine Folge (E,) C & mit E, T Q, n — oo, und p;(E,) < oo fir allen € N, i =1, 2. ..: Al
(1) p1(A) = pa(A) fiir alle A € €. =
Dann gilt 1 = pg, d. h. pi(A) = pe(A) fiir alle A € A.
Geben wir der genutzten Erweiterung endlicher Mafle einen Namen:

Definition 1.2.14. Ist (2, A, 1) ein Mafiraum und es gibt eine Folge (F,) C A mit E, 1 Q, ElI:F‘H_ -
n — oo, und u(E,) < oo fir alle n € N, so nennt man p ein o-endliches Ma#3. % A

b—
Die meisten Sétze fiir endliche Mafle lassen sich mit dem Trick des folgenden Beweises auf é
o-endliche Mafle ausdehen. Beispiele folgen noch.

Beweis von Satz 1.2.13. Definiere dazu fur A€ Aund n € N

py(A) = (AN Ey),
uy(A) := pa(ANE,).

Man rechnet sofort nach, dass auch die u}* wieder Mafle auf A sind. Des Weiteren sind pf', p3

Ann.
endlich, weil p*(Q) = 1, (QNE,) = pi(E,) < oo. Nach Satz 1.2.12 gilt p} = uf fiir alle n € N.
Nun gilt wegen Stetigkeit von Maflen
En) = M1 (

1 n

s
(G

n—oo

i (4) = (AN Q) = (4n (ANE, >) LY Jim gy (AN E,)

Il
-

n

B lim g (4) = lim pg(4) " lim (AN B,) E Y (A0 U ) =l

n—oo n—oo n— oo

h

So, endlich ein richtig konkretes Beispiel!
Beispiel 1.2.15. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf B(R). Dann heift

Fp(t) :=P((—o0,t]), teR,

die Verteilungsfunktion von P. Fp erfiillt folgende Eigenschaften:
« 0< Fp <1,
e Fp ist nicht fallend,
o limy o0 Fp(t) =1,
o limy ., Fp(t) =0.

Die ersten beiden Eigenschaften folgen aus der Definition von Wahrscheinlichkeitsmafien und der
Monotonie von Maflen. Die weiteren Eigenschaften folgen aus der Stetigkeit von Maflen. Um die
gerade bewiesenen Sitze anzuwenden zeigen wir folgende Behauptung:

Fp, (t) = Fp,(t) furallete R = Py =DP,.

Das folgt aus Satz 1.2.12 mit £ = {(—o0,t]: t € R} C P(R). Checken wir dazu die bendtigten
Eigenschaften:


https://www.youtube.com/watch?v=eLWjBR34aC0&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=4&t=2015s
https://www.youtube.com/watch?v=eLWjBR34aC0&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=4&t=2657s
https://www.youtube.com/watch?v=eLWjBR34aC0&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=4&t=2850s
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e o(€) = B(R) ist aus den Ubungen bekannt,

o & ist N-stabil, denn (—o0, s] N (—o0,t] = (—oo, min{s, t}], s,t € R,

o Pi(A) =P2(A) fir alle A € £ weil das gerade die Verteilungsfunktionen sind.
Genauso beweist man auch die Aussage des néchsten Beispiels:

Beispiel 1.2.16. Seien 1, iz o-endliche Mafe auf B(R?) mit einer der folgenden Eigenschaften:

1 (Q) = p2(Q) fiir alle Quader @,

w1 (K) = pe(K) fiir alle kompakten Mengen K,
11(0) = p2(0) fir alle offenen Mengen O,

w1 (A) = puo(A) fur alle abgeschlossenen Mengen A.

Dann gilt g = po, die Mafle stimmen also auf allen Borelmengen iiberein.

1.3 Konstruktion von Maflen

Gerade haben wir gesehen, dass zwei endliche MaBle auf B(R) schon auf den Intervallen eindeutlich
festgelegt sind (sind g1, peo gleich auf Intervallen, sind pq, po gleich auf B(R)). Das ist eine
Eindeutigkeitsaussage. Jetzt drehen wir das ganze um und untersuchen Existenzaussagen. Am
Ende soll folgendes rauskommen: Wenn wir eine ,, geeignete Mengenfunktion* auf den Intervallen
definieren, dann gibt es auch ein passendes Mafl auf B(R). Dazu brauchen wir einiges an
Handwerkszeugs.

Definition 1.3.1. S C P(Q) heifit Semiring, falls

(i) besS

(iil) A, BeS= ANB e S, also ist S ,,N-stabil*

(iii) A, B € § = es gibt paarweise disjunkte Mengen C4, ...,Cy, € S mit A\B = ) Cj.
k=1

Die Definition ist etwas komisch, verallgemeinert aber einfach nur das folgendes Beispiel, dass
wir immer im Kopf halten und spédter auch hauptséchlich nutzen:

Beispiel. Q := {Q C R?: Q Quader} ist ein Semiring. Checken wir anschaulich die defi-
nierenden Eigenschaften, verniinftige Argumente haben wir in Analysis II gesehen (Stichwort
Quaderwahnsinn):

(i) 0 € Q weil 0 = (a1,a1) X ... X (aq,aq) fur beliebige ay, ...,aq € R.

(iif) C, Cs

s

Cs Ce
Cs

Cs



https://www.youtube.com/watch?v=eLWjBR34aC0&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=4&t=3756s
https://www.youtube.com/watch?v=eLWjBR34aC0&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=4&t=4099s
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Aus der zweiten Eigenschaft eines Semirings kann man durch Induktion sofort Abgeschlossenheit
beziiglich endlich vielen Schnitten zeigen. Probiert’s einfach aus, ist zu einfach als Ubungsaufgabe.
Auch die letzte Eigenschaft kann man verallgemeinern. Bei Quadern ist das anschaulich klar:
Wenn man aus einem Quader endlich viele Quader entfernt, bleibt eine disjunkte Vereinigung
von Quadern iibrig. Mit Induktion kriegen wir das auch fiir allgemeine Semiringe hin:

Lemma 1.3.2. [Eine kleine Indexschlacht]
Es gilt in einem Semiring auch (iii)": Sind By, ..., B,, A € S mit By, By, ..., B, paarweise disjunkt,
so existieren C1, ...,C,, € § paarweise disjunkt mit

A\(B, V... U B,) CJ

Beweis. Vollstandige Induktion beziiglich 7.
IA: Fir A\ B folgt das direkt aus der Definition des Rings.
IV: Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges aber festes r € N.

IS: Seien nun By, Bo, ..., B,1+1 C A paarweise disjunkt. Nach Induktionsvoraussetzung und
Rechenregeln mit Schnitten von Mengen gilt mit Umklammern von Schnitten und Vereini-

gungen
r+1 r—+1
A\ U B;=An() B¢
i=1
= (4 y B.)nBS,
i=1
v ( U C’r,k) NBE,, = LJ [Cri\Bys1-
k=1 k=1

Nun existieren fiir alle 1 < k£ < n, jeweils endlich viele paarweise disjunkte Mengen
CTJ“J? sy Cr,l@lhk € S, mit

Cr,k\Br+1 = U Cr,k,m'

Also gilt
r+1 Ny 7 k
A\UB—U Ucrkm
k=1m=1

Da die endlich vielen Mengen C,  ,, paarweise disjunkt sind, haben wir die gewiinschte
Darstellung fir A\(By U ... U By11) gefunden.

O

Vorlesung 4

Es kommen jetzt ein paar schmerzhafte Vorbereitungen fiir den wichtigsten Satz dieses Abschnitts,
den Fortsetztungssatz von Carathéodory. Wir werden zunéchst zeigen, dass die Monotonie und
Subadditivitéit (siehe Lemma 1.1.9) auch fir ,Mafle“ auf Semiringen gilt. Warum steht hier
Maf3 in Anfiihrungsstrichen? Per Definition ist ein Mafl immer auf einer o-Algebra definiert,
der Begriff macht also auf Semiringen gar keinen Sinn. Die genaue Aussage ist also, dass eine
Mengenfunktion auf Semiringen mit Eigenschaften die einem Maf} &hneln, ebenfalls Monotonie
und Subadditivitit erfiillen.

Lemma 1.3.3. [Eine ziemlich grofle Indexschlacht]
Sei S ein Semiring und p: & — [0, 00] eine Mengenfunktion mit

o pu(0)=0



https://www.youtube.com/watch?v=eLWjBR34aC0&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=4&t=4446s
https://www.youtube.com/watch?v=P2eNjbbLRa8&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=5&t=275s
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o ist o-additiv (d.h. sind Ay, As, ... € S paarweise disjunkt mit A := [J;—, A € S, so gilt
u(A) = 3252 1(Ak))-

Dann gilt
(i) Monotonie: p(A) < u(B) fur alle A, B € S mit A C B.

(ii) ,Subadditivitat“: Sind A, 4y, As,...€ Sund A C |J A, so gilt
k=1

pu(A) <D u(A).
k=1

Man beachte, dass die Eigenschaften der Additivitdat etwas komisch sind. Da wir nicht fordern,
dass Semiringe abgeschlossen beziiglich Vereinigungen sind (sie sind es auch meistens nicht, man
denke nur an den Semiring der Quader), muss immer gefordert werden, dass die Vereinigungen
wieder in § liegen. Sonst wére p(A) schlieBlich gar nicht definiert! Auch zu beachten ist, dass
Vereinigungen und Komplemente nicht automatisch in S liegen. Daher sind einfache Eigenschaften
fiir Mafle auf o-Algebren, nicht so einfach fiir Mengenfunktionen auf Semiringen.

Beweis.

(i) Es gibt wegen der Eigenschaften eines Semirings Mengen Cj, ..., Cy, € S mit

k
B\A= [ Cx.

k=1
Damit gilt wegen der geforderten Additivitdt von p
w(B) = p(AWY (B\A)) = n(AUC1 U ... U Cr) = p(A) + p(Cr) + .. 4 1(Cra)
> pu(A).
(ii) Erst machen wir (wie immer!) die A4,, disjunkt:

All = Al7

Aj = A\ A,

A=A N\A Y.L WAL ), n>3.

Beachte: Die Aj, miissen nicht in in S sein. Weil die A}, die Form A, \... haben, gibt es
wegen Lemma 1.3.2 allerdings paarweise disjunkte C,, ; € S mit

A= Cny (1.2)

fiir alle n € N. Wieder gibt es wegen Lemma 1.3.2 Mengen D, ;, € S mit

mMn

AN = ) Do (1.3)
n=1

Damit gelten

o ANC, ; € S weil S N-stabil ist,

oo [S ST
A=JAa,nAa=JJAncCn;
n=1

n=1j=1

o0 oo
weil AC |J A, = |J A, angenommen wurde,
n=1 n=1
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My,

Ay = AL U (A,\AL) “2 UCMUUDM

n=1

Alles zusammen ergibt die Subadditivitét:

:,u(f_j LlJAﬂCn,])

ES weil S
N-stabil

[
o-add.
=933 mAncny)
=14=1

ln

Monotonle >
> > ule
=1

n=1jy

3

n My,

f:( w( ng+2u (Das))

n=1 n=1

M

o-add. iu(UCMUUan)

n=1 n=1
= Z /J'(An)
n=1

Definition 1.3.4. p*: P(Q2) — [0, 00] heifit duBeres Ma#, falls
(i) wr(0) =0
(i) ACBCQ = p*(A) <p*(B)

(i) Ay, As,... CQ = u*(kglAk) < St (Aw)

Fiir den Moment bleibt es unklar, weshalb wir dieser abstrakten Definition den Namen ,4dufleres
Mafi“ geben. Das wird aber in dem Beweis des Carathéodory Fortsetzungssatzes klar werden.
Das dort definierte duflere Mafl hat eine klare Interterpretation.

Definition 1.3.5. Sei p* ein dufleres Maf3 auf Q. Dann heifit A C  p*-messbare Menge, [@]
falls fiir alle Z C Q) Pty
* * * C -5::| .
p(Z)=p"(ZNA)+p(ZN A7) %

gilt. Die Menge der p*-messbaren Mengen heifit A, ok
Proposition 1.3.6. Ol
(i) A,- ist eine o-Algebra. E ;

B

(i) p* eingeschrankt auf A~ ist ein Maf.
Beweis. Wir zeigen nacheinander (a) A~ ist eine o-Algebra und (b) p* ist ein Maf} auf A,,-.

(a) Zu zeigen sind die definierenden Eigenschaften einer o-Algebra:


https://www.youtube.com/watch?v=P2eNjbbLRa8&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=5&t=2204s
https://www.youtube.com/watch?v=P2eNjbbLRa8&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=5&t=2376s
https://www.youtube.com/watch?v=P2eNjbbLRa8&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=5&t=2556s
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(i) Sei Z C Q. Dann gilt
p(Z) =p(Z) +0=p"(ZNQ) +p (Zﬂ.Qm )
also ist 0 € A~ gezeigt.

(ii) Sei A € A+, dann erfiillt (+ kommutieren und (A9)¢ = A nutzen) auch A¢ die defi-
nierende Eigenschaft von A,-. Also ist A, abgeschlossen unter Komplementbildung.

(iii) Wir zeigen zunéchst die Abgeschlossenheit beziiglich Vereinigungen von zwei Mengen.
Seien also Ay, Ay € A,-. Sei Z C  beliebig, dann folgt mit Z' := Z N A,

AreAs *

= (ZNA)+p(Zn Ay n AD).
Folglich gilt auch
4H(Z 0 (A1 U Ag)) + 1*(Z 1 (A1 U A2)°)
= (ZNA)+p (ZNAyNAS) + 1" (Z N (A U 4)°)
=p (ZNA) 4+ (Z 0 AT NAy) + p*(Z 0 A NAYT)

Az 'AM* * *
(20 A (20 AD)

1 (Z)
und damit ist A U Ay € A,-.

(iv) Per Induktion folgt aus (iii) die Abgeschlossenheit beziiglich Vereinigungen endlich
vieler Mengen.

(v) Es fehlt jetzt noch die Abgeschlossenheit beziiglich abzéihlbar unendlicher Vereini-

A1€EA,~

(o]
gungen. Seien also Ay, As, ... € A,~, zu zeigen ist |J A, € Ay+. Zuerst nutzen wir

n=1
den schon bekannten Trick, der uns erlaubt, ohne Einschrankung der Allgemeinheit
anzunehmen, dass die Mengen diskjunkt sind. Dazu definieren wir die paarweise
disjunkten Mengen

A=A, uwd A, =A\NAUA_)), n>2

n—1

o0 o0
und beachten, dass damit |J A, = |J A, gilt. Wenn also die Vereinigung der
n=1 n=1
disjunkten A/, wieder in A, ist, ist auch die Vereinigung iiber die A, in A,-. Es
reicht also die Aussage fiir disjunkte Mengen zu beweisen. Damit die Rechnungen
lesbarer bleiben, nehmen wir also ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass die
Mengen Aj, As, ... paarweise disjunkt sind, so sparen wir uns die ’ in den Gleichungen.
Aufgrund der Definition von A,- wéhlen wir ein Z C Q beliebig. Wir zeigen erstmal
induktiv

M*(z>zzu*(zm4k>+u*(2m ﬂAg), Vn € N. (1.4)
k=1 k=1

IA: Fir n =1 gilt die Behauptung, weil A; € Aj~.

IV: Es gelte (1.4) fiir ein beliebiges, aber festes n € N.

IS: Eine kleine Runde Kampfrechnen mit Mengen. Weil nach Annahme A4, ; € A,-
und die A,, paarweise disjunkt sind, gilt

w(2n (n] ag) = (20 ﬁ AF N Ay ) +p5(20 ﬁ A¢nag,,)
k=1 k=1 k=1

n+1
= 1(Z 0 Aa) + (20 () A7)
k=1
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Einsetzen in die Induktionsvoraussetzung gibt

n+1 n+1
w(Z) =Y W (Zn A+t (20 () AF).
k=1 k=1

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt.

Zuriick zur Vereinigung: Wegen der angenommenen Monotonie von p* folgt aus (1.4)

M:

“(Z N Ap) + p* (ZmﬂAC), Vn € N.
k=1 k=1

Mit n — oo folgt (Monotonie von Grenzwertbildung aus Analysis 1)

W (Z N Ayg) +u*(Zm ﬁ Akc)

w(mi G
za(Ja )C)) )

=1

kU(fjAk)C))

k=1

t—)(-

S

\Y2
gl

IV
=
*

vV
7;*
/N VS VS
[
S
=
D
N
N—

—~
N
D

C8

N

/\

=
Il
_

*

|
=

N

D
/
\|C8

Q

Fiir die letzten beiden Ungleichungen haben wir die angenommene Subadditivitét
(Ungleichung andersrum als tiblich) genutzt. Weil die linke und rechte Seite der Kette
von Ungleichungen identisch sind, sind die Ungleichungen alles Gleichungen, also gilt

w(Z) :u*(Zﬂp Ak) +u*<Zﬁ ( G Ak)c).

Weil Z beliebig war, ist damit
U Ak S AM*

k=1

aufgrund der Definition von A,«. Damit ist die Abgeschlossenheit beziiglich abzéhlba-
rer Vereinigungen gezeigt und folglich ist A+ eine o-Algebra.

(b) Aufgrund der Gleichheiten in (1.5) gilt auch

i/‘ (Z N Ag) + p* (ZmﬂAC)
k=1

k=1

Waihlen wir Z = |J Ay, so gilt wegen p(0) =0
k=1

M*<§1Ak) = gu*(Ak) +0

und das ist gerade die o-Additivitat von p*. Also ist p* auch ein Mafl auf der o-Algebra
Ay

O
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Kommen wir endlich zum Hoéhepunkt der ersten Wochen. Nach dem Beweis sind wir auch

endlich mitten in der Stochastik angelangt! Der Beweis enthélt tatsichlich viele Informationen.

Insbesondere wird klar, wo der Begriff dufleres Mafl herkommt.

Satz 1.3.7. [Fortsetzungssatz von Carathéodory]
Sei S ein Semiring und p: S — [0, 00| eine Mengenfunktion mit

o () =0,

o p ist o-additiv (d.h. sind Ay, As, ... € S paarweise disjunkt mit A := [J;—, A € S, so gilt
p(A) = 3202 1(Ag))-

Dann existiert ein Mafl i auf o(S) mit pu(A) = a(A) fir alle A € S.

Man sagt, dass die Mengenfunktion p von S nach o(S) ,fortgesetzt* wird.

Beweis. Fir A € P(Q) definieren wir

w*(A) = inf {Zu(Ak): Ay, Ag, ... € Smit AC U Ak} .
k=1 k=1

Wir zeigen nacheinander (a) px ist ein duferes Ma8, (b) S C A, und (c) p*(A) = pu(A) fir alle
A € 8. Der Beweis ist dann vollendet, weil nach dem vorherigen Satz A, eine o-Algebra ist und
w* ein Mafl auf A,,- ist. Wegen (b) gilt o(S) C A,,~, weil die kleinste o-Algebra die S enthélt,
auch Teilmenge von allen o-Algebras ist, die S enthalten. Damit ist auch die Einschrankung von

p* auf o(S) ein Maf (wir setzen dann fi := p*[,(s)) und wegen (c) ist i eine Fortsetzung von .

(a) Wir checken die definierenden Eigenschaften eines dufieren Mafes:

(i) p*(0) =0 ist klar weil ) € S und u(0) = 0.
(ii) Monotonie folgt direkt aus der Definition.

(iii) Nun zur Subadditivitit. Seien dazu A, Ay, ... € P(Q) und A = |J Aj. Wir kénnen
k=1

annehmen, dass p*(Ag) < oo fiir alle k € N gilt (sonst gilt die Unéleichung sowieso).
Sei nun £ > 0 beliebig. Fiir jedes k € N existiert qua Definition (Infimum=grofite
untere Schranke) eine Folge von Mengen Ay 1, Ay 2,... € S mit

o0 o0 . c
A €Ay wnd > p(Ary) < pt(Ak) + ok

j=1 j=1
Wem das nicht klar ist, der schaue bitte in den Analysis 1 Mitschrieb! Weil
Defv o] o0 o0
A= Jac YU A,
k=1 k=1j=1
gilt, folgt (das Infimum einer Menge ist kleiner gleich jedem Element der Menge)

() S ) <3 (At ) = A+ Y o
k=1 k=1 k=1

als inf kel j=1

€

WEeil € beliebig gewédhlt wurde, gilt damit die Subadditivitat von p*.

Vorlesung 5



https://www.youtube.com/watch?v=nlUyBvwBkhE&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=6&t=164s
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(b) Wir zeigen S C A,,~. Dazu miissen wir u*(Z) = p*(Z N S) + p*(Z N S°) fiir alle Z C Q
und S € S nachrechnen.

S p(2) = (ZnSWuzZn8Y) < p(Z2nS8)+ u(ZnSY) aufgrund der gezeigten
Subadditivitdt von p*.

o0
5> Sel Ay, Ag, ... CSmit Z C |J Ag. Weil S ein Semiring ist, existieren C 1, ..., Ck.m, €

k=1
S mit -
AN S =4,\8 = | C;.
j=1
Es gelten
zZnsc (UAk)mS: U (4xns)
k=1 k=1
sowie analog
Z2ns° ¢ (G 4,) N8 = ) (4xns9) = n[jc,w».
k=1 k=1 k=1j=1
Mit den Definitionen folgt
(208 +p7(Z205) <3 (AN S) + 3 u(Cry))
k=1 j=1
[oe) my
po-add. Zu((Ak ns)u C,wv)
k=1 j=1

o

1((Ax N S) U (Ap N S))

k=1

P(Ag).

M

>
Il
—

Daraus folgt u*(Z N S) + p*(Z N SC) < p*(Z), weil

w(Z) = inf{ZM(Ak): Ay, Ay, eSmit ZC Ak} .

k=1 k=1
Somit ist ,>“ gezeigt. Also ist jedes S € A, und damit gilt S C A,
(c) Fehlt noch p*(A) = u(A) fir alle A € S. Im Prinzip ist das Lemma 1.3.3.
<“:

ph—

p*(A) = inf {Zu(Ak): Ay, Ay, e Smit AC | Ak} < u(A)
k=1 k=1

fur alle A € S.
S Ist AC | A, fiir Ap, Ag, ... € S, so gilt

n=1
1.3.3 X2
u(4) <03 (A,
n=1
Folglich gilt

1(A) < inf {Z,u(Ak): Ay, Ay, .. e Smit AC [ Ak} = u*(A).
k=1 k=1
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Satz 1.3.8. [Existenz und Eindeutigkeit von Maflen]
Ist (£2,.A) ein messbarer Raum, £ ein N-stabiler Semiring mit o(€) = A. Sei p: £ — [0, 0o] mit

e 4 ist o-additiv

« es gibt Folge eine Ey, Fs, ... € £ mit E, T Q und u(F,) < oo fir alle n € N.
Dann existiert genau ein Mafl i auf A = o(€), so dass ji(A) = u(A) fiir alle A € €.

Beweis. Existenz: Folgt direkt aus 1.3.7.
Eindeutigkeit: Folgt direkt aus Satz 1.2.13. O

1.4 Das Beispiel - Wahrscheinlichkeitsmafle auf B(R) aus
Verteilungsfunktionen

Definition 1.4.1. F: R — R heifit Verteilungsfunktion, falls

(i) 0 < F(t) <1 fir alle t € R,

(ii) F ist nicht fallend,
(iii) F ist rechtsstetig, d. h. h?tl F(s) = F(t),
(iv) tliglo F(t) =1 und t_l}r_noc F(t)=0.
Satz 1.4.2. Fiir jede Verteilungsfunktion F gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl Pr auf

B(R) mit Pp((—o0,t]) = F(t), t € R. Man sagt dann, ,Pr ist geméfl F verteilt* oder ,Pr hat .;' i o
Verteilung F“ und schreibt Pp ~ F. b1
L

Beweis. Eindeutigkeit: Das haben wir uns schon in Beispiel 1.2.15 tberlegt. Vorlesung 6

Existenz: Um den Fortsetzungssatz von Carathéodory zu nutzen, miissen wir zunéchst einen
Semiring wahlen, der die Borel-o-Algebra erzeugt. Wir wissen bereits, dass alle moglichen Arten
von Intervallen B(R) erzeugt, die meisten sind aber keine Semiringe. Wir nehmen

S ={(a,b] : a,b e R},

und stellen sofort fest (Eigenschaften checken), dass S ein Semiring mit o(S) = B(R) ist. Als
Mengenfunktion auf S definieren wir

u((a,)) == F(b) — F(a).

Weil F nicht-fallend ist und 0 < F' <1 gilt, bildet u nach [0, 1] ab. Checken wir als néchstes die
Voraussetzungen vom Fortsetzungssatz:

(i) (@) = p((a,a]) = F(a) = F(a) =0
(ii) Fir die o-Additivitét seien (ay,b,] € S paarweise disjunkt mit

o0 o0

U (ak,br] €S, also U (ak, br] =: (a, ],

k=1 k=1


https://www.youtube.com/watch?v=nlUyBvwBkhE&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=6&t=3820s
https://www.youtube.com/watch?v=nlUyBvwBkhE&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=6&t=4310s
https://www.youtube.com/watch?v=nlUyBvwBkhE&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=6&t=4500s
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fiir geeignete a,b € R. Als Anschauungsbeispiel haltet ihr am besten das konkrete Beispiel
(o)
0,1 =1 (%_H, 1] im Kopf. Um den Beweis besser zu verstehen, schauen wir uns erstmal

k=1
den endlichen Fall an, d. h.

(a’ b] (a'kv bk]

Cz

=~
Il
—

fiir ein N € N mit geordneten Intervallen a = a1 < by = a3 < ... < by = b. Dann bekommen
wir die o-Additivitat sofort:

N N
u((a,b]) = F(b) - F(a) =N (F(by) — =3 ul(ar, bi),
k=1

1

ES
Il

wobei wir F(ar) = F(br—1) genutzt haben. Nun aber zuriick zum allgemeinen Fall: Wir
zeigen

=Y (F(by) — F(ar)), (1.6)

k=1

denn das ist gerade die o-Additivitéat
(oo} o0
H(U akabk) ZM (ak,bi])
k=1 k=1

fir (a,b] = |J (ak, bg]. Fir die Gleichheit (1.6) zeigen wir beide Ungleichungen:
k=1

»=>"“1 Weil F' nicht-fallend ist, folgt

N
> Z(F(bk) — F(ag))

k=1
fir alle N € N. Wegen der Monotonie von Folgengrenzwerten gilt
N 0o
F(b) — F(a) > lim » (F(bk)— = (F( ax))-

N —oc0
k=1 k=1

.<“ Sei e > 0 und seien b, < b, so dass

0 S F(Bn) - F(bn) < (17)

¥

fiir alle n € N. Die b, existieren weil F rechtsstetig ist (schreibt mal die Definition
der Stetigkeit mit o statt ¢ hin). Weil

(a,b] = D (ak, br] é Ej (ak, br)
k=1

gilt, gilt auch
[a+e,0] C | (ar, br).
k=1

Nach Heine-Borel ist [a + ¢, b] kompakt. Aufgrund der Definition der Kompaktheit
reichen endlich viele (ag,b), um [a + €, b] zu tiberdecken. Also gibt es ein N € N mit

a—l—sb Uak7bk
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Daraus folgt dann

F monoton N

F(b)—F(at+e) < Z(F(Bk) — F(ax))
k=1
S E B + 2~ Flaw) = 3P - Flaw) +e,
k=1 k=1

1

wobei wir im letzten Schritt die geometrische Reihe Y 7 5

Wegen der Rechtsstetigkeit von F' folgt damit
F(b) — F(a) = lif(f)l(F(b) — F(a+¢))

= 1 genutzt haben.

o0 oo

<lim (SO(F(be) = Flaw) +2) = D (F(b) ~ Flar)),

Ryt k=1
Der Fortsetzungssatz impliziert nun die Existenz eines Mafles Pr auf B(R) mit
Pr((a,b]) = p((a,b]) = F(b) — F(a), a<b.

Das Maf ist nicht automatisch ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, das folgt aber direkt aus der
Stetigkeit von Maflen und der Charakterisierung von P auf den Intervallen:

Pr(R) = IP’F( U (_k’k])
k=1
Stet. Mafie . Pr((—n,n])

n— oo

2 Yim (F(n) — F(—n))

n— oo

= lim F(n)— lim F(—n)=1.

n—oo n—oo
Achtung, das Argument werden wir jetzt immer wieder nutzen!

Ganz dhnlich zeigen wir den Zusammenhang von F' und Py auf unendlichen Intervallen,
wie im Satz behauptet wird:

o0

Pr((—00,]) :IP’F( U (—k,t]) = lim Pp((—k,t]) = F(t) — lim F(—k) = F(t),

k—o0 k—o0
k=[[t[]

wobei [|t]] die obere GauBiklammer von |¢| ist, also || aufgerundet.

O

Bemerkung 1.4.3. Es gibt ganz analog eine Definition fiir Verteilungsfunktionen auf dem R?,
sogenannte ,,multivariate Verteilungsfunktionen“ — das machen wir spéter.

Bevor wir zu Beispielen von WahrscheinlichkeitsmaBen auf B(R) kommen, hier noch das wichtigste
Beispiel eines MaBes auf der Borel-o-Algebra - das Lebesgue Maf auf B(R?).

Satz 1.4.4. Es gibt ein eindeutiges MaB A auf B(R?) mit A(Q) = Volumen(Q) fiir alle Quader ] bdgr
Q C R?. X heiBt Lebesgue-MaB auf R%, \ ist ein unendliches Ma8. ;

Beweis. Ubung, ziemlich analog zum vorherigen Beweis. Betrachte i

S .= {(ahbﬂ X -+ X (an, by :ah...,ad,bl,...,bdER}7

d
S ist ein Semiring. ©(Q) := Volumen(Q) = [] (bx — ax) ist eine o-additive Mengenfunktion
k=1

auf S (die o-Additivitat ist der einzige komplizzerte Schritt). B, := (—n,n] x ...(—n,n] ist die


https://www.youtube.com/watch?v=8pGCVx1Z7fk&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=7&t=1912s
https://www.youtube.com/watch?v=8pGCVx1Z7fk&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=7&t=1992s
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benétigte Folge in S mit endlichem Volumen, die gegen R? wiichst. A sei nun das eindeutige Maf
auf B(R) das p fortsetzt. Es fehlt noch, dass A ein unendliches Ma$ ist. Aber auch das geht mit
den Argumenten des vorherigen Beweises:

Stet. Mafle

A(RY) lim A((n, —n] X ... x (n, —n]) = lim (2n)? = co.

n—oo n—oo

O

Meistens betrachten wir das Lebesguemaf} auf R, das im Prinzip die ,,Lénge“ einer Menge misst,
zumindest gilt das fiir Intervalle (oder disjunkte Vereinigungen von Intervallen).

Bemerkung 1.4.5. Auf den Ubungsblittern diskutieren wir das Lebesgue Maf auf Teilmengen
vom R?, insbesondere auf Intervalle oder Quadern. Beispielsweise sind dann die messbaren
Mengen

B([0,1]) :={BC[0,1]: BE BR)} =0({[a,b] : 0<a<b<1})

die Borel-messbaren Teilmengen von [0,1] und Ay das eindeutige Mafl auf B([0,1]) mit
Ao,11(B) = A(B) fiir Borel-messbare Teilmengen von [0,1]. Das Lebesgue Mafl auf [0,1] ist
das eindeutige Maf} auf den Borel-messbaren Teilmengen von [0, 1], so dass das Maf} von Inter-
vallen die Lénge ist.

Jetzt kommen wir zu konkreten Beispielen von Verteilungsfunktionen, die uns erneut in der
Stochastik begegnen werden. Im Folgenden werden wir regelméssig Indikatorfunktionen
benutzen:

1 :z€A
1A(1:)::{0 e A x € Q,

die euch in Analysis 2 (vielleicht in anderer Schreibweise) im Rahmen der Integrationstheorie
vermutlich schon tiber den Weg gelaufen sind.

Beispiel 1.4.6. Fiir a < b sei

t—a
F(t) = 31 (t) + 1o (), tER,
oder anders geschrieben als
0 t<a
F(t)=q % :t€lab].
1 t>0b

Natiirlich erfiillt F' die Eigenschaften einer Verteilungsfunktion, das zugehérige Mafl Pr nennt
man Gleichverteilung auf [a, b] und man schreibt Pp ~ U([a, b]).

Arr)

Yy

Man nennt das Mafl auch U([a, b]), U steht dabei fiir uniform.



https://www.youtube.com/watch?v=8pGCVx1Z7fk&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=7&t=2729s
https://www.youtube.com/watch?v=8pGCVx1Z7fk&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=7&t=3164s
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Beispiel 1.4.7. Fir A > 0 sei

oder anders geschrieben als

0 <0
F(t) = - .
®) {16)‘t (>0
Aufgrund der Eigenschaften der Exponentialfunktion erfiillt F' die Eigenschaften der Exponential-
funktion, das zugehorige Mafl Pr nennt man Exponentialverteilung mit Parameter \ > 0
und schreibt Prp ~ Exp(\).

Mot — =1
1| T
‘ ¢
1 2 3

Man nennt das Mafl auch Exp(A). In der Graphik ist Exp(A) fiir drei verschiedene A\ geplotted.

Definition 1.4.8. Ist f: R — [0,00) integrierbar mit [; f(z)dz = 1, dann heiBt f Dichte- [jrgptsr
funktion der Verteilungsfunktion
it

f F L
F(t)= /f(x)dx, teR. (1.8) (O] a3 =g

Ist umgekehrt F' von der Form (1.8), so heifit f Dichte von F. Verteilungsfunktionen mit
Dichten nennt man auch absolutstetig, Mafle mit absolutstetiger Verteilungsfunktion nennt
man absolutstetige Mafe. In der groen Ubung wurde diskutiert, warum solch ein F' die vier
Eigenschaften einer Verteilungsfunktion erfiillt.

Zwei Beispiele haben wir schon gesehen: U([a, b]) und Exp(A) haben beide absolutstetige Ver-
teilungsfunktionen. Die zugehérigen Dichten berechnet ihr in den Ubungsaufgaben. Aber wie
findet man die Dichten von absolutstetigen Verteilungsfunktionen? Ableiten! Das ist, zumindest
fir stetige Dichten, der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung. Probiert das bei den
zwei Beispielen mal aus. Ableiten ohne nachzudenken erlaubt es die Dichte f zu erraten, wenn
man dann durch Integrieren F'(t) = fioo f(x)dz nachrechnen kann, so ist f eine Dichte von F'.
Warum es praktisch ist eine absolutstetige Verteilungsfunktion zu haben, wird zum Beispiel in
Diskussion 1.4.13 klarer. Man kann direkt wichtige Eigenschaften des Mafies Pr aus der Dichte
f ablesen.

Beispiel 1.4.9. Die schonste Anwendung von Polarkoordinaten und Fubini (siehe Analysis 2) ist

die Berechnung des Integrals [ e~ % do = V/2m. Damit ist f(z) = \/%e*§ eine Dichtefunktion.

Man nennt die zugehorige Verteilungsfunktion



https://www.youtube.com/watch?v=8pGCVx1Z7fk&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=7&t=3468s
https://www.youtube.com/watch?v=8pGCVx1Z7fk&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=7&t=3805s
https://www.youtube.com/watch?v=8pGCVx1Z7fk&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=7&t=4100s
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Verteilungsfunktion der (standard) Normalverteilung. Das Mafl Pr nennt man dann auch
(standard) normalverteilt und man schreibt Pz ~ A(0,1). In der groien Ubung wird diskutiert,

x— L)2
dass fiir 4 € R und 02 > 0 auch f(x) = \/2;76_ 2.7 cine Dichtefunktion ist. Die zugehorige

Verteilung nennt man auch normalverteilt und schreibt A (u, 02).

Af('r) 711:2’02:

/ 7M:070‘2:1

=

&

Die Bedeutung von u und o2 diskutierten wir spiter. Warnung: Warum schreiben wir nur eine
Formel fiir die Dichte f, jedoch nicht fiir die Verteilungsfunktion F' hin? Es gibt einfach keine
Formel fir das Integral ffoo e~ /2dy Aufgrund der Form der Kurve spricht man auch von der
Glockenkurve und weil diese von Gaufl entdeckt wurde, von der Gausschen Glockenkurve.

Das Gegenstiick zu absolutstetigen Verteilungen sind sogenannte diskrete Verteilungen:

N
Beispiel 1.4.10. Fir aq,...,ay € R, N € Noder N = +o0, mit p1,....,px > 0und > pr =1
k=1
ist

N
F(t):=> prlig,o0)(t) = > _ pr, tER,
=1

arp<t

eine Verteilungsfunktion. Die zugehorigen Mafle Pr werden (endliche) diskrete Verteilungen
genannt. In den Ubungen zeigt ihr, dass die MaBe im diskreten Fall ganz einfach angegeben
werden konnen, es sind Mischungen aus Dirac-Maflen an den Stellen aq, ..., an:

N

IP)F = Z pk:éak .

k=1

Wie zeigt man das? Einfach die Menge (—o0,t] in das Maf} einsetzen, das gibt das gewiinschte F.

)\F(t)

Yy

Ganz konkret heifit P fiir ap, = k und py, = e’A%, k € N, Poissonverteilung mit Parameter

A > 0 auf B(R). Beachte: Weil wir die Poissonverteilung bereits auf P(N) definiert haben gibt es
eine gewisse Doppeldeutigkeit, mit der Diskussion der néchsten Vorlesung wird aber klar, dass
beide Mafle das gleiche beschreiben, ndmlich die Verteilung einer Einheit Masse auf N mit den
Wabhrscheinlichkeiten py fiir die die natiirliche Zahl k. Die Poissonverteilung mit Parameter \
wird auch als Poi(\) genannt.



https://www.youtube.com/watch?v=8pGCVx1Z7fk&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=7&t=4642s
https://www.youtube.com/watch?v=8pGCVx1Z7fk&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=7&t=4963s
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Vorlesung 7
Manche werden sich fragen, wo denn jetzt die Stochastik geblieben ist. Wir haben schliefilich
gerade Begriffe der Stochastik benutzt, z. B. den Begriff der Uniformverteilung, auch die Gauflsche
Glockenfunktion ist bereits aufgetaucht, tiber zuféllige Experimente haben wir aber schon ldnger
nicht gesprochen. Als konkrete Motivation zur Nutzung der abstrakten Theorie zur Modellierung
zufalliger Experimente, schauen wir uns das uniforme Ziehen aus [0, 1] an.

Diskussion 1.4.11. [Stochastische Modellierung, Nr. 2]

Das Modellieren von endlich vielen Moglichkeiten ist relativ einfach, siehe Diskussion 1.1.8. Man
kommt recht natiirlich auf die Eigenschaften der o-Algebra und des Mafles. Zur Erinnerung war
das gleichverteilte Ziehen aus einer endlichen Menge modelliert durch den endlichen Zustandsraum
Q1 (=Moglichkeiten zum Ziehen), A = P(Q) und der diskreten Gleicherverteilung P(A4) = i—é.
Das Modellieren von Experimenten mit unendlich vielen Moglichkeiten ist dagegen schwieriger.
Wie modelliert man zum Beispiel das Ziehen aus dem Intervall [0, 1], sodass kein Bereich von [0, 1]
bevorteilt wird? Wenn wir beobachten wollen, ob eine feste Zahl gezogen wurde oder nicht, miissen
die einelementigen Mengen {t} in der o-Algebra sein. Wenn kein Element bevorzugt werden soll,
also P({t}) fur alle ¢ gleich sein soll, fithrt die Unendlichkeit automatisch zu P({t}) = 0 fiir alle
t € [0,1]. Warum das? Wenn man irgendeine Folge (a,) unterschiedlicher Zahlen in [0, 1] wéhlt,
z. B.a, = %, und P({t}) =: c fiir alle ¢ setzt, so gilt wegen der o-Addititivitdt von Mafien

1> P(|Jfa)) = 3 Pah) = Y e,
k k

k=1 =1 =1

also ¢ = 0. Hier sehen wir deutlich den Unterschied zur Gleichverteilung auf endlichen Mengen, die
einfache Definition durch Einpunktmengen fiihrt zu nichts! Im Gegensatz zum endlichen Fall legen
wir fiir gleichverteilten Zufall in [0, 1] jetzt fest, dass die Wahrscheinlichkeit von Teilintervallen von
[0, 1] nur von der Lénge abh&ngen soll. Das fithrt zur Forderung P((a, b]) = b—a = F(b) — F(a) fur
a < b aus [0, 1], wobei F die Verteilungsfunktion aus Beispiel 1.4.6 ist. Da wir als mathematisches
Modell des zuféalligen Ziehens eine o-Algebra und ein Mafl haben wollen, wahlen wir nun die
kleinste o-Algebra die all diese Intervalle enthélt (die Borel-o-Algebra) und darauf ein Maf}, das
den Intervallen die geforderten Wahrscheinlichkeiten gibt. Aufgrund des Fortsetzungssatzes gibt
es so ein MafB, das ist gerade U(]0, 1]).

Hoffentlich ist jetzt einsichtig, warum die Modellierung von komplizierten reellen zufélligen
Experimenten mit der Borel-o-Algebra Sinn macht. Eine Frage bleibt aber noch: Warum nehmen
wir nicht einfach die ganze Potenzmenge auf R als Modell, so wie beim zufilligen Ziehen in
endlichen Mengen?

Bemerkung 1.4.12. (i) B(R) funktioniert wunderbar! Insbesondere weil wir sehr handliche
Erzeuger haben (z. B. verschiedene Arten von Intervallen) und deshalb aufgrund der “=EMl
bewiesenen Theoreme (fast) nur mit Intervallen arbeiten miissen.

(ii) P(R) ist zu groB, z. B. das Lebesgue-Maf} oder die Normalverteilung kann zwar auf B(R),
aber nicht auf P(R) definiert werden (~ Vitali-Menge). Es gilt tatséchlich B(R) € P(R),
ganz einfache Beispiele fiir nicht Borel-messbare Mengen gibt es aber nicht.


https://www.youtube.com/watch?v=ZQeE6Nv1k_0&t=80s
https://www.youtube.com/watch?v=ZQeE6Nv1k_0&t=905s
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Die nédchste Runde der Modellierung zufélliger Experimente findet erst in ein paar Wochen statt.
Bis dahin kénnt ihr die Ideen sacken lassen und euch wieder an der abstrakten Theorie erfreuen.

Das Umschalten im Kopf von Verteilungsfunktionen auf Mafle ist anfangs extrem schwierig. Wir
wissen zwar abstrakt, dass es fiir jede Verteilungsfunktion genau ein Mafl auf B(R) gibt und
andersrum fiir jedes Maf} eine eindeutige Verteilungsfunktion, aber was bedeutet das konkret?
Das versteht man am besten, wenn man Eigenschaften von F' in Eigenschaften von Pp iibersetzt:

Diskussion 1.4.13. Wir starten mit einer nicht sehr rigorosen aber dennoch hilfreichen Inter-
pretation:

I beschreibt, wie durch Pg eine Einheit Zufall auf R verteilt wird.”

Dazu sei F'(b) — F(a) der Anteil des gesamten Zufalls (F'(b) — F'(a) ist immer zwischen 0 und 1),
der in (a,b] gelandet ist. Man spricht auch statt ,,Anteil“ von der ,Masse* Zufall in (a, b].

Wir schauen uns jetzt an, was drei Eigenschaften von F' (stetig, konstant, stark wachsend) fiir
die Verteilung der Masse bedeuten.

Stetigkeit vs. Spriinge: Zunichst berechnen wir die Masse einer Einpunktmenge {t} aus den
bekannten Eigenschaften von Maflen und Verteilungsfunktionen. Wie immer versuchen wir die
gesuchte Menge durch Mengen der Form (a,b] auszudriicken, weil wir fiir diese Mengen eine
Verbindung zwischen F' und P haben:

rotion=re( (] (- )

i B ((1 - 2.1])

Def. P lim (F(t) —F(t_ %))

n—oo

Stet. Mafe

1
= F(t) - lim F(t——)=F(t)- F(t-),
wobei F'(t—) := limgy; F'(s) der Linksgrenzwert aus der Analysis ist. Konsequenz: Ist F stetig in ¢,
so hat die Einpunktmenge {¢} keine Masse. Hierzu beachte man, dass F' an jeder Stelle rechtsstetig
ist, die Stetigkeit somit dquivalent zu F'(t) = F(¢t—) ist. Insbesondere haben alle einpunktigen
Mengen keine Masse, sofern F eine stetige Funktion ist (z. B. bei U([a, b]), Exp()\), N (i, 0?)).
Klingt komisch, oder? Ist es aber nicht. Hier sehen wir, warum Mafe erst auf iiberabzéhlbaren
Mengen wirklich spannend werden:

Pr((a.b) =Pr( |J () # D Pr({th),
te(a,b) t€(a,b]

weil o-Additivitdt nur fiir Vereinigungen abzahlbar vieler Mengen gilt. Was sollte die iiberabz&hl-
bare Summe auf der rechten Seite auch bedeuten?

F konstant: Uberlegen wir nun, was es fiir Pz bedeutet, wenn F auf einem Intervall konstant ist.
Schauen wir dazu zunéchst ein Beispiel an. Betrachten wir folgende einfache Verteilungsfunktion

M)

Yy



https://www.youtube.com/watch?v=ZQeE6Nv1k_0&t=1130s
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aus der Klasse der diskreten Verteilungen. Nach der Diskussion zur Stetigkeit wissen wir, dass
das zugehorige MaBl Pr folgendes erfiillt: Pr({1}) = Pr({2}) = 1. Wegen der o-Additivitét
folgt natiirlich (es gibt insgesamt nur eine Einheit Zufall zu verteilen), dass Pr(A) = 0 fiir alle
Borelmengen A mit 1,2 ¢ A. Das Mafl Pr hat also keine Masse auflerhalb der Menge {1,2}.
Schauen wir uns F' an, so sehen wir also, dass Pr keine Masse in den konstanten Bereichen hat.
Fiir Intervalle (a, b] folgt das allgemein natiirlich aus Pr((a,b]) = F(b) — F(a) was gerade 0 ist,
wenn F' zwischen a und b konstant ist:

,Pr hat keine Masse dort, wo F' konstant ist.

Wenn wir die Beobachtung auf Poi(A) aus Beispiel 1.4.10 anwenden, so sehen wir, dass das
zugehogige Mafl Pr nur Masse auf N hat. Damit kann man ein Poi(\)-verteilte Mafl auf B(R)
mit der Definition aus Beispiel 1.1.12 identifizieren, wir verteilen eine Einheit Zufall jeweils auf
N (einmal wird die Einheit Zufall direkt auf N verteilt, einmal auf N als Teilmenge von R).

F stark wachsend: Wir wissen nun wieviel Masse an Sprungstellen liegt und auch, dass keine
Masse in konstanten Bereichen liegt. Fragt sich also, wo die Masse sonst noch zu finden ist:

,Pr hat dort viel Masse dort, wo F' am starksten wéachst.“

Formell folgt das natiirlich aus Pg((a,b]) = F(b) — F(a) weil dann auf ein kleines Intervall
(a,b] viel Masse verteilt wird, wenn F'(b) deutlich grofer als F'(a). Ist a nah an b, so bedeutet
das natiirlich, dass F' dort stark wéchst. Schauen wir uns wieder ein passendes Beispiel an,
die Exponentialverteilung Exp()) fiir verschiedene A > 0. Am Bildchen in Beispiel 1.4.7 ist zu
erkennen, dass viel Masse nah bei der 0 liegt wenn A grof ist, die Verteilungsfunktion bei 0 also
steil ist. Natiirlich sehen wir das auch formell aus der Verteilungsfunktion weil fiir alle € > 0

Pr((0,d) = F(e) = F(0) = (1—e*) —(1—e ) =1—e,

was monoton wachsend in \ ist.

Der Fall mit Dichten: Die obige Diskussion kénnen wir fiir Verteilungsfunktionen mit Dichten
¢
noch konkretisieren. Sei dazu F' eine Verteilungsfunktion mit Dichte f, also F(t) = [ f(z)dz.

Weil F' stetig ist, haben alle einpunktigen Mengen keine Masse. Aber wie kénnen wir an f
direkt sehen, wo die Masse verteilt ist? Ist f stetig, so folgt aus dem Hauptsatz der Analysis
F'(t) = f(¢) fiir alle t € R. Folglich impliziert ein an der Stelle ¢ groBies f ein in ¢ stark wachsendes
F und damit viel Masse um ¢t. Andersrum impliziert ein an der Stelle ¢ kleines f ein in ¢ wenig
wachsendes F' und damit wenig Masse um t. Im Extremfall impliziert natiirlich f = 0 in (a, b]
auch F konstant in (a,b] und damit wird keine Masse auf (a, b] verteilt. Wir merken uns grob

»Hat F' eine Dichte, so ist viel Masse dort, wo f grof ist.”

Die niitzlichste Interpretation ist durch den Fliacheninhalt zwischen Graphen von f und der
x-Achse gegeben. Wegen

b a b
Pr((a,b]) = F(b) — F(a) = / f(a)da / f(@)dz = / f(@)dz,

ist die Masse in (a, b] gerade die Flache unter f zwischen a und b. Dazu ist zu beachten, dass
nach Annahme die Gesamtflache zwischen Graphen und z-Achse 1 ist.

In folgendem Beispiel ist die Dichte von N (2,1) geplottet:
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rr) viel Masse
wenig Masse

Yy

Wir sehen also, dass viel Masse des Mafies N'(2,1) um die 2 herum verteilt ist und sehr wenig
Masse weit weg von der 2 verteilt ist. Der griine Bereich ist gerade so gewéhlt, dass dieser
Flacheninhalt % ist. Ein Drittel der Masse von N (2, 1) liegt also im Schnittbereich des griinen
Bereichs mit der xz-Achse, sehr nah an der 2. Man sagt, die Verteilung ist um 2 konzentriert.
Wenn wir zwei verschiedene Normalverteilungen vergleichen, sieht es wie im folgenden Beispiel
aus:

510 —p=2,0%=

/ 7ﬂ:0’0—2:

1
2
1

Y

Der Inhalt der griinen Flichen ist wieder §, die zugehérigen normalverteilten Mafie auf B(R)

haben deshalb Masse % im jeweiligen Schnittbereich mit der z-Achse. Wir sehen schon an dem
Bild, dass niedrigeres o dafiir sorgt, dass die Verteilung mehr Masse nah an p hat. Darauf gehen
wir in ein paar Wochen noch viel ausfithrlicher ein.



Kapitel 2

Abbildungen zwischen messbaren
Raumen

Bevor wir messbare Abbildungen definieren, erinnern wir kurz an bereits bekannte Konzepte in
der Mathematik. Wir betrachten immer Objekte und Abbildungen zwischen Objekten, die auf
eine gewisse Art ,natiirlich* (strukturerhaltend) sind:

Mengen Abbildungen
Gruppen Homomorphismen
Vektorrdume Lineare Abbildungen

Metrische Rdume | stetige Abbildungen

Passend dazu diskutieren wir jetzt die strukturerhaltenden Abbildungen zwischen messbaren
Réumen, sogenannte messbare Abbildungen.

2.1 Messbare Abbildungen

Definition 2.1.1. Seien (92, 4), (£, A’) messbare Raume und f: Q@ — . f heiffit messbar,
falls Urbilder messbarer Mengen messbar sind; in Formeln

AecA = 1A e A
Es gibt verschiedene Notationen fiir messbare Abbildungen, man nutzt synonym
o f:Q— Qist (A, A')-messbar,
o f:(,A) — (¥, A) ist messbar,
e f:Q — Q' ist messbar beziiglich A und A’.

Genau wie Stetigkeit zwischen metrischen Rdumen von den gewihlten Metriken abhéngt, hingt
auch die Messbarkeit von den gewéhlten o-Algebren ab. Wenn klar ist, welche o-Algebren gewéhlt
sind, redet man trotzdem einfach nur von messbaren Abbildungen.

Bemerkung 2.1.2. Die Definition der Messbarkeit ist analog zur Stetigkeit zwischen metrischen
Réumen, dabei werden messbare Mengen durch offene Mengen ersetzt.

Definition 2.1.3. Ist (', 4) = (R, B(R)), dann nennt man eine messbare Abbildung auch
Zufallsvariable und schreibt X statt f.

Wie bei der Konstruktion von Maflen haben wir das Problem, dass wir alle messbaren Mengen

testen miissen. Das ist gerade bei der Borel-o-Algebra unmoglich, wir kennen die Mengen nicht
alle. Zum Gliick ist es wie im Kapitel zuvor, es reicht einen Erzeuger zu betrachten:
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ERTHAE Epem



https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=229s
https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=520s
https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=588s
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Proposition 2.1.4. Ist £ ein Erzeuger von A’ und f: Q — Q. Dann ist f messbar bzgl. A
und A’ genau dann, wenn

Aecg& = f1(A)e A

Beweis.
,= v weil & C A
»<="“: Mal wieder der Trick der guten Mengen. Sei dazu
f/ = {A/ GA/: f—l(Al) c A}7

wir zeigen F' = A’. Nach Annahme gilt &’ C F'. Wenn F’ eine o-Algebra ist, dann sind
wir fertig, weil dann

A =o(E)Co(F)=F CA

und folglich A" = F’ gilt. Doch wenn man die Definition von F’ anschaut, ist das gerade
die Messbarkeit.

Wir tiberpriifen die definierenden FEigenschaften einer o-Algebra und kénnen dazu auf
elementare Eigenschaften des Urbildes von Abbildungen in Analysis 1 zuriickgreifen:

(i) DeF, weil f7LD)=0c A
(i) Ist A" € F, so gilt
FHAN) = (1A e A
weil A € F' ist und A als o-Algebra abgeschlossen beztiglich Komplementbildung ist.
(iii) Sind A}, 45, ... € F/, so gilt

P(Ua)=Uraea

n=

weil die Mengen in F” sind und A als o-Algebra abgeschlossen beziiglich Vereinigungen
ist.

O

Definition 2.1.5. Ist f: (R?, B(R?)) — (R%, B(R?)) messbar, so heift f Borel-messbar.

T :..
ik
1

=y

Beispiel 2.1.6.

.-‘. o
oy

=r ]

o Jede stetige Abbildung f: R — R ist auch Borel-messbar. Warum? Wir nutzen Proposition
2.1.4, angewandt auf o({O C R: O offen}) = B(R) mit der Erinnerung, dass Urbilder
offener Mengen unter stetigen Abbildungen offen (insbesondere Borel-messbar) sind.

o Indikatorfunktionen

1 :wed

lAZQ—>R, 1,4(0.)):{0 'ng

sind (A, B(R))-messbar genau dann, wenn A messbar ist. Das zu priifen ist relativ simpel,
weil wir alle moglichen Urbilder direkt hinschreiben kénnen:

A :1€B,0¢ B
A° :1¢B,0eB
R :1,0€B '
0 :1,0¢ B

1,'B)={weQ:14(w) € B} =


https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=706s
https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=1295s
https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=1371s
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Wie fiir stetige Abbildungen zeigt man, dass die Verkniipfung messbarer Abbildungen wieder
messbar ist. Auch das ist eine kleine Ubungsaufgabe.

Bemerkung 2.1.7. Wir erinnern daran, dass

BR) =oc({(—0,t]: t € R}) = ({(—00,t): t € R}) = o({(a,b): a < b}).

Wegen Proposition 2.1.4 ist deshalb f: Q — R (A, B(R))-messbar genau dann, wenn
F (oo ) = {we @ flw) <t = {f<t}c A

fiir alle t € R. Die Kurzschreibweise {f < t} ist etwas ungewohnt, wird ab jetzt aber oft genutzt.
Analog ist auch f messbar genau dann, wenn

T (=00, ) ={weQ: flw) <t} ={f<tlc A
fir alle t € R oder

FH(a,0) ={w € Q: f(w) € (a,b)} = {f € (a,b)} € A

fiir alle reellen Zahlen a < b. Analog kann man auch halb-offene Intervalle, abgeschlossene
Mengen, kompakte Mengen, offene Mengen und so weiter nutzen, jeder Erzeuger von B(R) gibt
eine Moglichkeit um Messbarkeit zu priifen.

Definition 2.1.8. Sei f: Q — ' fiir einen messbaren Raum (', A’) ist. Dann ist die Menge
aller Urbilder

A={f1A): A eA}
eine o-Algebra und A natiirlich ist die kleinste o-Algebra auf Q, fir die f (A, .A’)-messbar. Wir
nennen die o-Algebra A auch o(f).

Beispiel 2.1.9.
o« o(1a) = {0,0Q,4, A%}
e Sei f:R =R, f(z) =c¢, dann ist o(f) = {0, R}.

Definition 2.1.10. Seien (2}, A}) messbare Réume, f;: Q — €} fiir ¢ € I. Dann ist

o(fisie D) i=o(Jolf) = oS (A): Af e A, i€ 1}

i€l

die kleinste o-Algebra auf €2, beziiglich derer alle f; messbar sind.

2.2 Bildmafle oder ,,push-forward* eines Mafles

Wir nutzten die Messbarkeit einer (A,.A’)-messbaren Abbildung f : Q@ — ', um ein Maf} p
auf A auf ein Ma$ p; auf A’ riberzuschieben (deshalb ,,push-forward“). In dem Stochastikteil
werden wir noch sehen, dass der push-forward extrem wichtig ist.

Satz 2.2.1. Sei f:Q — Q' (A, A')-messbar und u ein Maf} auf A. Dann ist

ni(B) = (f7\(B), BeA.

ein Maf} auf A’. Dieses MaB heifit ,Bildmaf* oder ,,push-forward“ von f.

Beweis. iy ist wohldefiniert weil f messbar ist und daher f~1(B) € A gilt. Auf A ist p definiert,
also macht die Definition von py Sinn. Die Positivitdt von py folgt natiirlich direkt aus der
Positivitat von p. Checken wir noch die zwei definierenden Eigenschaften eines Mafes:


https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=1862s
https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=2172s
https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=2493s
https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=2608s
https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=2897s
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(1) pp() = p(F71) = pu®) =0

(ii) Seien By, Bs,... € A’ paarweise disjunkt, dann folgt aus der Definition und den MafBeigen-
schaften von p

k=1 k=1
(Y sw)
k=1
PN (7 B) Y (B
k=1 k=1

Damit ist uy auch o-additiv.

O

Beispiel 2.2.2. Sei f: R — R, f(z) =z + a. f ist Borel-messbar weil f stetig ist. Sei p:= A
das Lebesgue-Maf} auf B(R), was ist dann der push-forward p¢? py ist laut Satz 2.2.1 ein Ma8,
aber welches?

Behauptung: piy = A.
Warum? Berechnen wir dazu py auf einem N-stabilen Erzeuger von B(R):
Def. .
pr((e,d)) = p(f7 (e d))) = M(e —a,d —a]) = (d—a) = (c —a) = d — c = A((c, d).

Weil £ = {(¢,d]: ¢ < d} N-stabil ist mit o(£) = B(R), gilt aufgrund von Folgerung 1.2.13 auch
A = py (wir wihlen dabei E,, = (—n,n]).
WEeil a beliebig war, gilt also

AMB)=A(B+a)

fiir alle a € R, wobei B+ a := {b+a : b € B} die um a verschobene Menge ist. Man sagt,
das Lebesgue-Maf ist translationsinvariant, Verschieben von Mengen &ndert ihr Maf (die
»,Grofe®) nicht. Diese Eigenschaft gilt natirlich nicht fir alle Mafle. Mehr noch, bis auf triviale
Modifikationen (Konstanten addieren) ist das Lebesgue-Maf} das einzige translationsinvariante
MaB auf B(R).

2.3 Messbare numerische Funktionen

Wir nutzen wie in Kapitel 1 die erweiterte Zahlengerade R = [—o00, +0cc]. Dabei nutzen wir die
definierten ,Rechenregeln“ aus Kapitel 1 und auch die Konvergenzen am Rand:

an, — +oo,n — o0, und a, — —00,n — 00,
wie in Analysis 1 definiert. Oft schreiben wir co statt +oo.
Definition 2.3.1. Auf R definieren wir die erweiterte Borel-o-Algebra:

B(R):={BCR: BNReBR)}.

Kurz iiberlegen zeigt uns, dass B(R) folgende Mengen enthilt: alle B € B(R), sowie B U {+00},
BU{—o0} und B U {—00,+00}.

Definition 2.3.2. Fiur einen messbaren Raum (£, .4) heifit f: Q — R messbare numerische Ef=E
Funktion, falls f (A, B(R))-messbar ist. % i P
[=]



https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=3378s
https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=4031s
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In der Stochastik 1 spielen numerische Funktionen noch keine besonders wichtige Rolle. Thr
solltet euch nicht erschrecken lassen, bei (fast) allen Argumenten spielt es keine Rolle, ob eine
Funktion reell oder numerisch ist. Numerische Funktionen sind einfach nur eine etwas groflere
Klasse von Funktionen, die reelle Funktionen enthalten. Gewohnt euch einfach direkt daran, dass
unsere messbaren Funktionen auch die Werte +00 oder —oco annehmen diirfen.

Bemerkung 2.3.3.

(i) Jede (A, B(R))-messbare Funktion f: 2 — R ist auch eine messbare numerische Funktion,
denn f~Y(AUB) = f~1(B) € A fiir A € {{+0o0},{—00}, {+00, —00}}.

(ii) Aussagen fiir messbare reelle Funktionen gelten ganz analog fiir messbare numerische
Funktionen. So gilt etwa: f: Q — R ist (A, B(R))-messbar genau dann, wenn {f <t} € A
fiir alle ¢ € R. Das folgt auch aus Proposition 2.1.4 weil £ = {[—00,t]: t € R} die o-Algebra
B(R) erzeugt (iiberlegt mal, warum das stimmt).

Definition 2.3.4. Fiir a,b € R definieren wir
a Ab:=min{a,b} und aVb:=max{a,b}

sowie

at :=max{0,a} und a” :=—min{0,a}.

Fiir numerische Funktionen werden entsprechend punktweise f A g, fV g, f7, f~ definiert. f*
heifit Positivteil von f und f~ Negativteil von f.

Beachte: Postivteil und Negativteil sind beide positiv aufgrund des zusétzlichen Minus in der
Definition des Negativteils.

Es gelten direkt aus der Definition folgende wichtige Identitdten
f=f"=f" uwd [fl=f"+f7,

die uns zeigen, weshalb es oft reicht f* und f~ zu untersuchen.

Lemma 2.3.5. Sind f,g: Q — R (A, B(R))-messbar, so sind die Mengen

{f<g}y, {f<g}, {f=9 wd {f#g}

messbar, also in A.

Beweis. Der Trick ist es, die Mengen als abzéhlbare Vereinigungen, Komplemente, Schnitte, etc.
von messbaren Mengen zu schreiben. Weil f und g messbar sind, fithren wir also auf Urbilder
offener Mengen von f und g zuriick. Als erstes schreiben wir

{f<g)y = U{f<t<g}—U{f<t}ﬂ{t<g}

teQ teQ

cA

Der wesentliche Trick war natiirlich die erste Gleichheit. Genauso zeigt man auch {f > g} € A.

Weil {f =g} =({f <g}U{f>g})®und {f # g} = {f = g} gelten, sind auch die letzten
beiden Mengen in A. Die zweite Menge schreiben wir als {f < g} = {f < g} U{f = ¢}, die
rechte Seite ist in A.

Lemma 2.3.6. Sind f,g: Q — R (A, B(R))-messbar, so sind auch f + g, af fir a € R, f-g,
fAg, fVg,und |f| messbar.

Beweis. Tricks aus dem letzten Beweis ausprobieren, und in Ubungen/Ubungsaufgaben iiben! [J



https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=4270s
https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=4665s
https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=5100s
https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=5661s
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Auch sehr wichtig ist, dass punktweise Grenzwerte von Folgen messbarer numerischer Funktionen
wieder messbar sind:

Proposition 2.3.7. Es sei fi, f2,... : © — R eine Folge (A, B(R))-messbarer numerischer
Funktionen.

(i) Dann sind auch die punktweise definierten Funktionen

— g1(w) :=1infey frn(w), weQ,
— g2(w) '=sup,en fn(w), weQ,
— g3(w):

(w) :

= limsup,,_,o fn(w), we€Q,
- ga(w) =1

=liminf, o fn(w), weQ,

messbare numerische Funktionen. Beachte: Weil wir {iber numerische Funktionen reden,
sind alle Ausdriicke wohldefiniert, die Werte +oo und —oo diurfen auftauchen.

(i) Existieren die Grenzwerte in R fiir alle w € Q, so ist auch die punktweise definierte Funktion

g(w) = lim fu(w), we,

n—oo

messbar.

Beweis. Der Beweis (und Beispiele) wird in der groen Ubung diskutiert, hier nur einer der Fille.
Wie immer reicht es, fir alle t € R, {g; < t} € A zu zeigen. Die Menge wird wieder geschrieben
als abzdhlbare Vereinigungen, Komplemente, Schnitte, etc. von messbaren Mengen:

{n <t}={weﬂziré§fn(w)<t}= U{we: fulw) <t}
neN cA

cA

O

An dieser Stelle ist noch nicht so klar, warum Messbarkeit niitzlich ist. Die gerade gezeigten
Aussagen sind der Grund, weshalb die im Anschluss zu entwickelnde Lebesgue Integrationstheorie
so erfolgreich ist: Alle moglichen Manipulationen mit messbaren Funktionen bleiben messbar.



https://www.youtube.com/watch?v=Pj5TaNiE05c&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=9&t=5851s

Kapitel 3

Integrationstheorie

Im Folgenden entwickeln wir die Integrationstheorie im Sinne von Henry Lebesgues. An und fiir
sich hat das nichts mit Stochastik zu tun und gehort eher in den Bereich der Analysis. Im Sinne
der abstrakten Modellierung eines zufélligen Experimentes durch einen Wahrscheinlichkeitsraum
(€, A,P) wollen wir aber Lebesgue Integrale nutzen, um Begriffe wie Erwartungswert und
Varianz als Integrale iiber (€2, 4, P) definieren. Damit kann man dann in der Stochastik die
Massenverteilung zufélliger Experimente genauer untersuchen.

3.1 Das (allgemeine) Lebesgue Integral

In diesem Abschnitt werden wir Integrale der Form fQ fdp fir beliebige Mafirdume (2, A, p)

und messbare numerische Funktionen f :  — R definieren. Das MaB kann endlich sein (z. B.

ein Wahrscheinlichkeitsmafl) oder unendlich sein (z. B. das Lebesguemafl auf B(R)).

Bevor wir mit der Konstruktion starten, diskutieren wir ganz kurz den Zusammenhang zum
Riemann Integral, das ihr vermutlich aus der Schule oder den Analysis Vorlesungen kennt. Dort
habt ihr fiir reelle Funktionen Integrale fab f(x) dz definiert, indem Treppenfunktionen (stiickweise
konstant auf einer Zerlegung von [a, ] in kleine Intervalle) iiber und unter den Graphen von f
gelegt wurden. Wenn die Treppenfunktionen von oben und unten immer feiner an f angendhert
werden und dabei die Integrale (Ober- und Untersummen) im Grenzwert gleich sind, so heifit
f Riemann integrierbar und das Integral von f ist als dieser Grenzwert definiert (wer alles

vergessen hat, kann mal schnell die Bildchen bei Wikipedia zum Riemann Integral anschauen).

Die Interpretation des Integrals als Flacheninhalt wird dadurch visuell klar. Anschlieflend habt
ihr das uneigentliche Riemann Integral [, f(z)dz als Grenzwert des (eigentlichen) Riemann
Integrals lim,,_, o ffn f(z) dx definiert, falls der Grenzwert existiert. Wenn ihr also eigentliche
Riemann Integrale durch Stammfunktionen, partielle Integration oder Substitution berechnen
koénnt, so konnt ihr auch uneigentliche Riemann Integrale berechnen.

Wenn wir jetzt fir f : Q — R statt fir f : R — R genauso vorgehen wollen, haben wir ein
Problem: Wie zerlegen wir €2 in kleine Intervalle? Das geht nicht einfach so, Q ist schliellich
eine vollig beliebige Menge! Was ist aber in beiden Féllen gleich? Der Bildbereich! Der Trick
beim Lebesgue Integral ist deshalb, nicht das Urbild in Intervalle zu zerlegen, sondern den
Bildbereich in Intervalle zu zerlegen! Warum dafiir gerade messbare Funktionen geeignet sind,
wird in Satz 3.1.6 deutlich werden. Die Idee von Lebesgue den Bildbereich zu zerteilen, wird es
uns daher spéater erlauben, Erwartungswerte, Varianzen, etc. fiir beliebige zuféllige Experimente
zu definieren.

Um leichter zu folgen, kann es niitzliche sein, den Spezialfall (R, B(R), A) im Kopf zu halten, denn
da kénnen wir besser zeichnen. Wir schreiben in dem Fall statt [, fdA auch [; f(z)dz, um klar
zu stellen, dass das Lebesgue Integral fiir viele ,nette” Integranden f : R — R das gleiche ist, wie
das (uneigentliche) Riemann Integral. Merkt euch fiir spater schon mal, dass beispielsweise fiir

e nicht-negative stiickweise stetige Integranden,

38
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o stiickweise stetige Integranden, die auflerhalb eines Intervalls 0 sind,

das neue Lebesgue Integral und das schon bekannte uneigentliche Riemann Integral gleich sind.
Spéter wird das niitzlich sein, weil ihr dann die Rechenregeln der Analysis 1 (oder Schule) nutzen
kénnt, um fR fdX als Grenzwert von ffn f(z) dz auszurechnen. Alternativ konnten wir die
Rechenregeln aus der Analysis nochmal fiir das Lebesgue Integral nachrechnen, aber das wiére
vielleicht etwas langweilig.

Genug der Vorrede, kommen wir nun zum Lebesgue Integral:

Definition 3.1.1. Eine messbare Abbildung f: 2 — R heifit einfach (alternativ elementar,
manchmal auch Treppenfunktion), falls f nur endlich viele Werte annimmt. Wir definieren
auch noch

& = {f | f einfache Funktion} und &% = {f| f einfache Funktion, f > 0}.

FEine Darstellung der Form

f= ZaklAk (3.1)
k=1

nennen wir disjunkte Darstellung, wenn a1, ..., o, € R und Ay, ..., 4,, € A paarweise disjunkt
sind. Nimmt eine einfache Funktion die Werte ayq, ..., @, an, so gilt (3.1) zum Beispiel mit den
messbaren Mengen

A ={f = ar} = {w: f(w) = ar} = F([ar, ax)) € A.

Bemerkung. Wenn wir von einfachen Funktionen sprechen, meinen wir also immer, dass
entweder f endlich viele Werte annimmt, oder f die obige Darstellung als Summe von Indika-
torfunktionen hat. Meistens nutzen wir aber die disjunkten Darstellungen weil die fiir Integrale
bendtigt werden.

Disjunkte Darstellungen messbarer Funktionen sind nicht eindeutig, z. B. gilt
L2142 1p = Yz —5/21 + L3211 + 2 111,
Wir definieren im Folgenden das Integral nicht-negativer einfacher Funktionen, dann durch

Approximation das Integral nicht-negativer messbarer Funktionen und schliellich durch die
Zerlegen f = f+ — f~ das Integral beliebiger messbarer Funktionen.

Integrale nicht-negativer einfacher Funktionen

Definition 3.1.2. Fiir f € £1 definiert man

/fdu = Zak,u(Ak) € [0, +o0],
5 k=1

wenn f die disjunkte Darstellung f = Y ayla, hat. fQ fdu heifit Integral von f beziiglich u, f
k=1

heifit Integrand. Weil oy, = +oo sowie pu(Ax) = +oo moglich sind, muss festgelegt werden, wie +
und - mit co geht. Siehe dazu die Definition in Abschnitt 1.1.

Beispiel. Weil das Integral den ,Flacheninhalt“ zwischen Graphen und Achse beschreiben soll,



https://www.youtube.com/watch?v=emTd5oRxBJw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=10&t=849s
https://www.youtube.com/watch?v=emTd5oRxBJw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=10&t=1756s
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sind die Rechenregeln + und - mit co durchaus sinnvoll definiert worden:

/0~1Rd>\:0~)\(R):O~(+oo):0,

R

/le)\:1~)\(R):1~(+oo):+oo,
R

[ (459 Lo dh = o0 Ala,b]) = o0 (b= ) =+
R

R

Was sollten die Integrale auch sonst sein?
Rechnen wir noch nach, dass das Integral einer nicht-negativen einfachen Funktion nicht von
der disjunkten Darstellung abhéngt. Weil es verschiedene disjunkte Darstellungen fiir die gleiche

Funktion gibt, wiirde die Definition sonst keinen Sinn machen.

Lemma 3.1.3. Es gelte
> akla, =Y Bilp,
k=1 =1

mit ag, §; > 0 und paarweise disjunkten Ay, ..., A,, B1, ..., By, so gilt

m

Z app(Ag) = ZﬁlH(Bz)-
k=1 =1

Beweis. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit seien alle ay, 3 # 0. Wegen (J,_, Ax = {f >
0} = ;2 Br und der o-Additivitit von p gilt dann

Zakﬂ (Ag) oradd Z%ZM (AxNBy) = Z%M(AkﬂBz)
=1 =1 k=1 1=1
© Z Zﬁlu BinAg) = Zﬁlﬂ(Bl)
=1 k=1 =1

(%) gilt, weil entweder (AN B;) = 0 oder p(ArNB;) > 0 gilt. Im ersten Fall gilt oy (A N By)
0 = Bipu(Ax N By) trivialerweise, im zweiten Fall impliziert p(Ag N B;) > 0 schon Ay N B; #
und damit o = f§; weil die beiden Darstellungen disjunkt sind.

Oo |l

Lemma 3.1.4. Fiir f,g€ T, a>0und 4 € A gelten

(i) 14 €& und [, 1adp = p(A).

(i) af € ET und [ af dp =« [, fdpu,

(i) f+ge&tund [o(f+9)du= [ fdu+ [ogdpu,
(iv) f<g= [ofdu< [ogdu.
Beweis.

(i) v


https://www.youtube.com/watch?v=emTd5oRxBJw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=10&t=2193s
https://www.youtube.com/watch?v=emTd5oRxBJw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=10&t=2966s
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(ii) «f nimmt auch nur endlich viele Werte an (ist also eine einfache Funktion) und hat die
disjunkte Darstellung

n

n
af = aZaklAk = Z(aak)lAk.
k=1

o= k=1
Das Integral berechnet sich aus der Definition:

J@nan™ Y (aan uan =a Y aru(4n) " o [ fau
Q

Q k=1 k=1

(iii) Wir nehmen an, dass f und g die disjunkten Darstellungen

f=Y als, md g=> Blp,
k=1 =1

haben. Ohne Einschrankung gelte ) Ax = Q = |J By. Wére das nicht der Fall, so wiirden
k=1 =1

wir Apy1 = (Up; Ak)© und a,41 = 0 wihlen (analog fiir g). Damit ist dann wegen
1=10=>) 1 114, => 15, und 14, - 15, = 14,15, auch

n

m
f+g= ZaklAk + 25113,
=1

" m m
ar > ans + Y B

1 =1 =1 k=

b
=

n

[
NE

1AkﬁBl
k 1

I
NE
NE

(o + Bi)lans,-

o
Il

11=1

Damit haben wir eine disjunkte Darstellung fiir die einfache Funktion f + ¢g und es gilt

n m

J+900™ 33 (e + e B
& k=1 1=1
n m l n
oradd: Z%M( U(Ak N Bl)) + Zﬁlu( U (AN Bl))
) =1 =1 k=1
n l
= ap(Ar) + > Bin(Br)
=1 =1

Déf’/fduﬂL/gdu,

Q Q
und damit die Behauptung.

(iv) Monotonie v/, folgt direkt aus der Definition.

Integral nicht-negativer messbarer numerischer Funktionen

Weiter geht’s fiir nicht-negative Integranden. Wir definieren zunéchst einen sofort wohldefinierten
Ausdruck und zeigen danach, dass dies auch der Grenzwert beliebiger wachsender Folgen von
unten ist.
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Definition 3.1.5. Fiir (A, B(R))-messbares f : Q — R mit f > 0 definieren wir

/fdu=SUP{/gdu:0<g<f7965+}~
Q Q

fQ fdu heifit wieder Integral von f beziiglich y, f heifit Integrand. Wie bei nicht-negativen
einfachen Funktionen ist fQ fdu = 400 ausdriicklich erlaubt!

Jetzt wollen wir diese komplizierte Definition (wie soll man damit irgendwas zeigen?) durch eine
handlichere dquivalente Darstellung ersetzen.

Satz 3.1.6. [Darum sind messbare Funktionen so wichtig!!!]
Fiir jede nicht-negative messbare numerische Funktion existiert eine wachsende Folge von
Treppenfunktionen (fy,)nen C €T mit f, 1 f punktweise fiir n — oo.

Beweis. Wir definieren

n-2"—1

_ k
= ,; 2"1f—1([2‘1, L) +n1f‘1([7z;+0<>])'
€A
messbar

Fiirs bessere Verstindnis zeichne man die Folge f,, fiir das Beispiel f : R — R mit f(z) =
+00 + 1 (_oo,0] + % “1(0,400) hin! Weil f messbar ist, sind die Ay messbare Mengen. Also sind die
fn einfache Funktionen. Aufgrund der Definition gelten sofort die geforderten Eigenschaften:

e 0L f,, < f fiir alle n € N.
 Die Folge (f,) ist punktweise wachsend.

o Die Folge (f,) konvergiert punktweise gegen f.

Lemma 3.1.7. [Montone Konvergenz Theorem (MCT) fiir einfache Funktionen]
Sei (fn) C ET mit f, T f, n — oo, fiir eine nicht-negative messbare numerische Funktion f.
Dann gilt

lim fnduz/fdu,
Q Q

n—o0

wobei in der Gleichheit +00 = +0o moglich ist.

Fiir monoton wachsende Folgen einfacher Funktionen darf der Limes also in das Integral getauscht
werden.

Beweis. Die Folge ([, fn dit)nen wichst (Monotonie des Integrals fiir einfache Integranden) und
konvergiert also in [0, +00].

,<% Folgt direkt aus der Definition

/fdu=sup{/gdu:g§f,g€€+},
Q Q

weil das Supremum einer Menge eine obere Schranke der Menge ist und f, < f nach
Voraussetzung.


https://www.youtube.com/watch?v=emTd5oRxBJw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=10&t=4225s
https://www.youtube.com/watch?v=emTd5oRxBJw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=10&t=4473s
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,>“: Wir behaupten: Ist g € £t mit g < f, so gilt

n— 00

lim fn dp > / gdp. (3.2)
Q
Weil das Supremum einer Menge M die kleinste obere Schranke ist, sind wir dann fertig
weil aufgrund von (3.2) auch lim,, fQ fn dp eine obere Schranke ist.
Warum gilt die Behauptung? Sei € € (0, 1) beliebig und sei
9= wle, €EY mit g<f.
k=1

Wegen f,, 1 f gilt A, TQ, n — oo, flr

Ap = {fn > (1- 5)9} = {W: fo(w) > (1— E)Q(W)}'
Weil aufgrund der Definition der Mengen A,, und f >0

fn(w) 2 frn(w)la, (W) = (1 —€)g(w)la, (W)

fiir alle w € Q gilt (man teste die zwei Moglichkeiten w € A,, und w ¢ A,,), folgt

/ fud'S / fula, dp

[, du
Q
L 1—5/(Z’Vklck)1,471d,u

(1—¢) Z Yrla,nc, du
Qk 1

B (1~ ) S (A 1 C).
k=1

Wegen Stetigkeit von Maflen gilt

i e @) = Utaan ) = ( (U 4 new) =

n=1
——
=Q

also gilt zusammen

lim [ fadp > (1-2) 1S (G = (1-2) [ gdn
Q

n— o0
k=1

WEeil e beliebig gewahlt war folgt die Hilfsbehauptung und damit ist der Beweis fertig.

Warum war das Lemma so wichtig? Die Definition des Integrals als Supremum ist sehr unhandlich.
Es hat natiirlich den Vorteil, dass das Integral sofort sinnvoll definiert ist, dafiir kénnen wir mit
der Definition nichts anstellen. Schauen wir uns als Beispiel die Beweise der folgenden elementaren
Rechenregeln an. Per Approximation durch einfache Funktionen sind die Argumente sehr einfach,
per Definition als Supremum wiren die Argumente ziemlich fies.

Lemma 3.1.8. Fiir f,g: Q@ — [0, +00] messbar und « > 0 gelten

Vorlesung 10
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(i) [oafdu=a [, fdpu,
(i) Jo(f +9)du= [y fdu+ [ogdp,
(i) f<g = Jofdu< [ogdu
Beweis. Wir zeigen nur (ii), (i) geht analog und (iii) folgt direkt aus der Definition als Supremum.

Beachtet dabei folgende Eigenschaften vom Supremum: M C N impliziert natiirlich sup M <
sup V.

Seien (fa), (gn) C £ mit fu 1 £, gn 1 9, 7 — 00. Weil dann auch f,+g, € £ und fr+g, T f+g
gelten, folgt mit Lemma 3.1.7 und der Linearitét des Integrals fiir einfache Funktionen

[ rans [adu=tim ([ g+ [ goau) = fim [ (f2+g0dn= [ 7+o)an

Integral messbarer numerischer Funktionen

Im letzten Schritt wollen wir noch die Annahme der Nichtnegativitit weglassen. Sei dazu
f: Q= R (A4, B(R))-messbar. Um f auf nicht-negative Funktionen zuriickzufiihren, erinnern wir
an die Zerlegung von f in Postiv- und Negativteil

f=f"—=f" ud |fl=f"+f"
aus dem Kapitel iiber messbare Abbidungen.

Definition 3.1.9. Sei f: Q — R messbar und

/f+du<oo oder /f*du<oo.
Q Q

Dann definieren wir

/Qfdu=/9f+du—/9f—due[—oo,+oo}

und sagen, das Integral [ fdu ist wohldefiniert. Ist [ fdp € R, d.h. die Integrale tiber Positiv-
und Negativteil sind beide endlich, so heifit f p-integrierbar und wir sagen, das Integral existiert.
Existiert bedeutet also wohldefiniert und endlich. Zur Notation: Man schreibt statt fﬂ fdu auch

[ F)an) oder [ ) ),
oft lasst man aus Faulheit auch €2 unter dem Integral weg.

Ohne die Einschrankung, dass eines der Integrale endlich ist, konnten wir das Integral nicht
sinnvoll definieren. Das liegt daran, dass 400 — (+00) nicht sinnvoll definierbar ist.

Definition 3.1.10. Ist f: ) — R messbar und A € A, so definiert man

/Afdu :=/Qf1Adu,

wenn die rechte Seite wohldefiniert ist. Alternativ schreibt man auch hier

[ r@aut) oder [ fe) i)
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und wenn Q = R ist, auch [, f(z)du(x). Fiir den Spezialfall des Lebesgue-MaBes auf B(R)
schreiben wir wieder

b
/f(x)dm statt fdA,

[a,b]

damit die Analogie zur Analysis nicht verloren geht. Weil das Integral nur fiir messbare Funktionen
definiert ist, ist es ganz essentiell, dass auch f14 eine messbare Funktion ist. Das liegt an der
groflen Flexibilitdt von messbaren Funktionen: 14 ist messbar, weil A messbar ist und das
Produkt messbarer Funktionen ist messbar.

Lemma 3.1.11. Fiir f,g: Q — R p-integrierbar und o € R gelten

/Qozfd,u:a/gfdu.

(ii) Wenn f + g sinnvoll definiert ist (d. h. kein 400 + (—00)), so ist f + g p-integrierbar und

/Q(f+g)du=/ﬂfdu+/ﬂgdﬂ-

[<g = /Qfdug/ﬂng

’/Qfdu‘é/ﬂlfldu

(i) af ist p-integrierbar und

(i)
(iv) A-Ungleichung:

Beweis.

(i) Fir a > 0 gelten
(af)yt =aft wnd (af)” =af .

Damit ist af p-integrierbar, weil mit Lemma 3.1.8(3i)

/af+du:oz/f+du<oo und /af_du:a/f_du<oo
Q Q Q Q

gelten. Es gilt dann per Definition des Integrals als Differenz der Integrale {iber Positiv-
und Negativteil

/QozfduDéf./Qaerdu—/Qaffdu?ﬁ-é-fia/gfrdu—a/ﬂf*du:a/ﬂfdu_

Der Fall a < 0 geht genauso, wir nutzen hierbei (af)t = —af~ und (af)” = —af™* und
gehen dann genauso vor.

(ii) Die Summe ist bei Integralen immer der delikate Teil. Es gelten zunéchst punktweise
(Fallunterscheidungen)

0<(f+9)"<fT+g" wd 0<(f+g9) <[ +g .

Damit gelten

3.1.8
/Q<f+g>+du < /Qw+g+>du3é8/9f+du+/gg+du<oo
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und
318 B B 3.1.8 B B
/Q(f+g) dp < /Q(f +g7)dp "= /Qf du+/ﬂg dp < .

Also ist geméf Definition f + g p-integrierbar. Die Berechnung des Integrals von f + g ist
clever. Wir kennen die Linearitét bisher nur fiir nicht-negative Funktionen. Fiithren wir die
Behauptung also auf den Fall zuriick, indem wir wie folgt f + ¢ auf zwei Arten in Positiv-
und Negativteil zerlegen:

f+9T=(f+9) =f+9=0U"—f )+ " —9).
>0 >0 >0 >0 >0 >0

Umformen ergibt
(f+9) +f +g =(F+9) +f +g"

WEeil jetzt nur noch Summen nicht-negativer Funktionen auftauchen, kénnen wir die bereits
bekannte Linearitét des Integrals aus Lemma 3.1.8 nutzen:

/Q(f+g)+du+/ﬂf_du+/ﬂg‘du=/Q(f+g)‘du+/9f+du+/gg+du.

Erneutes Auflésen ergibt

Jaran= [Groau= [ rran= [ rans [ o de- [

und Ausniitzen der Definition des Integrals als Differenz der Positiv- und Negativteile

/Q(f+g)du=/ﬂfdu+/ggdu.

(iii) Natiirlich gilt f < g & g — f > 0. Weil die Nullfunktion sowie g — f nicht-negativ sind,
gilt wegen der Linearitdt und der Definition des Integrals fiir einfache Funktionen (die

Nullfunktion)
(1), i)
0=/0du§/(9—f)du = /gdu—/fdu-
Q Q Q Q

Umformen gibt die Behauptung.

(iv) Die Dreicksungleichung fiir Integrale folgt aus der Dreiecksungleichung in R:

Lol o o
é’/ﬂf+du’+‘/gf‘du‘
é)/ﬂf+du+/9f‘du
Lillzear/gl(f++f—)duz/9|f|du.

O

Eine Konsequenz der gerade genutzten Linaritidt kombiniert mit |f| = f* + f~ ist folgendes
Aquivalenz:

f ist p-integrierbar <= / f dp existiert <= / |fldp < oc. (3.3)
Q Q

Die rechte Seite sieht sehr viel niitzlicher aus als die eigentliche Definition von p-Integrierbarkeit,
ist aber nur eine recht triviale Modifikation.
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Beispiel 3.1.12. (i) Fiir den wichten Spezialfall (2, 4, u) = (R, B(R), A) schauen wir uns
mal ein paar Beispiele an:

(a)

Ist f stiickweise stetig, so ist f Riemann integrierbar auf Intervallen [a,b] und gleich
dem Lebesgue Integral f[a b fdA. Das erkliart auch wieder, warum wir auch fiir das

Lebesgue integral die dz-Notation nutzen und f[a’b] fdx= f; f(x) dz schreiben. Thr
konnt also fiir nette Integranden f[a’ b fdX mit den Rechnenregeln aus der Schule und
Analysis berechnen (Stammfunktionen, partielle Integration, Substitution). Stiickweise
stetig ist eigentlich nicht die richtige Annahme, die richtige Formulierung ist folgende
(Lebesgue’schen Kriterium fiir Riemann-Integrierbarkeit): Eine Funktion ist Riemann
integrierbar auf [a,b] genau dann, wenn die Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge sind.
Solch eine Funktion ist auch Lebesgue integrierbar und die Integrale sind gleich. Weil
wir uns in dieser Vorlesung nicht fiir das Riemann Integral interessieren, fithren wir
das nicht weiter aus.

Ist f > 0 und stiickweise stetig, so stimmt fR fdA mit dem uneigentlichen Riemann
Integral iiberein. Das sehen wir spater mit dem monotonen Konvergenz Theorem und
(a). Thr diirft das Integral in dem Fall als

/ fdix= lim f(z)dz (3.4)
R n—oo —n

schreiben, und die rechte Seite mit den Tricks der Analysis berechnen. Deshalb
schreiben wir auch wie in Analysis fR f(z)dz statt fR fdX\. Warum das gilt, schauen
wir uns nach Satz 3.2.1 nochmal an.

Warnung: Den Rechentrick aus (3.4) diirft ihr nicht immer nutzen, wir haben schlielich
angenomnen, dass f nicht-negativ ist. Hier sind zwei Gegenbeispiele:
sin(x)

f(x) = T, x e R,

> 1
=N "1 (=1)F=.
f ; k—1,k) (—1) T

Bei beiden Beispielen sind Positiv- und Negativteil nicht integrierbar (das kann man
mit (b) nachrechnen), [, fdA ist also nicht einmal wohldefiniert, der Grenzwert
lim,, o0 [ f(z) dz existiert jedoch. Fiir das Riemann Integral (auf einem Interval)
gilt zwar, ,Riemann integrierbar impliziert Lebesgue integrierbar und die Integrale
sind gleich®, fiir das uneigentliche Riemann Integral gilt das weder der Beispiele jedoch
nicht!

In (a) haben wir gesagt, dass Riemann integrierbare Funktionen auch Lebesgue
integrierbar sind. Hier ist ein Beispiel, das zeigt, dass die Umkehrung nicht immer
gilt: f = 1gnpo,1), die Funktion die nur den Wert 1 fiir rationale Zahlen in [0, 1]
annimmt. Weil f eine einfache Funktion ist, f =114 fiir die Borel-messbare Menge
A = QnI0, 1], ist sie Lebesgue integrierbar mit Integral f[071] 1gdX =1-A(QN[0,1]) = 0.
Die Funktion ist aber nicht Riemann integrierbar: Jede Treppenfunktion iiber kleine
Intervalle, die iiber f liegt, ist auf [0, 1] grofier als 1. Liegt eine Treppenfunktion unter
f, so ist sie kleiner als 0 auf [0, 1]. Damit kénnen die Ober- und Untersummen nicht
gegen den gleichen Wert konvergieren.

(ii) Schauen wir uns jetzt das Beispiel (2, A, u) = (N,P(N),u), u(A) = #A, an. Ganz am
Anfang der Vorlesung hatten wir dieses Mafl Zdhlmafl genannt. An diesem Beispiel lernen
wir: Summen sind auch nur Integrale! Warum? Fiir f : N — [0, 00) gilt

[rau=3" .
N k=0
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Das folgt direkt aus Lemma 3.1.7 weil f als f =Y 7" f(k)1{xy geschrieben werden kann
(setzt mal m in die rechte Seite ein, es ist immer nur ein Summand ungleich 0!) und damit
fn T f gilt, mit der Folge f, := >._; f(k)1{x einfacher Funktionen. Zusammen gibt das
aufgrund der Definition des allgemeinen Lebesgue Integrals fiir einfache Integranden

/N Fap LY tim / Fodn i 37 ) (k) = tim S f() = 3 ().
k=0

k=0 k=0

Vielleicht habt ihr in der Analysis 2 schon iiber Nullmengen gesprochen. Dann habt ihr schon
gelernt, dass Nullmengen bei Integralen keine Rolle spielen. Wenn nicht, lernt ihr Nullmengen
und ihre Bedeutung fiir Integrale jetzt kennen:

Definition 3.1.13. N € A heifit y-Nullmenge, falls p(N) = 0.

Aufgrund der Subadditivitdt von MaBlen (folgt aus der o-Additivitét) folgt sofort, dass abzéhlbare
Vereinigungen von Nullmengen wieder Nullmengen sind (kleine Ubung).

Definition 3.1.14. (i) Gilt eine Eigenschaft fiir alle w € Q aufler einer p-Nullmenge (d. h.

fir N := {w € Q : Eigenschaft gilt nicht} gilt u(N) = 0), so gilt die Eigenschaft p-fast
iberall. Man schreibt kurz auch p-f.i.

(i) Ist p ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, so sagt man anstelle von , pu-fast iiberall“ auch ,u-fast
sicher” oder kurz p-f.s.

Wenn klar ist iiber welches Maf} 1 gesprochen wird, sagt man auch nur ,fast tiberall* oder ,fast
sicher®.

Weil aufgrund der Definition des Integrals fiir Indikatorfunktionen f = 15 tiber Nullmengen
fQ fdp=1-pu(N) =0, ist es nicht tiberraschend, dass Nullmengen beim Integrieren keine Rolle
spielen. Das wird in (ii) des folgendes sehr wichtigen Satzes deutlich:

Satz 3.1.15. Sind f,g: Q — R p-integrierbar, so gelten:
(i) f ist u-fast iiberall endlich.

(ii) f =g p-fast iiberall impliziert [, fdu = [, gdp.
(iii) f>0und [, fdu = 0 impliziert f = 0 p-fast tiberall.

Beweis.

(i) Sei A:={|f] =00} = f1({—00,+x}) € A. Weil n14 < |f]| fiir alle n € N gilt, folgt

nu(A) Déf'/ﬂnlAdu Mg'/glf\dMZ/Q(f“rf‘)du £

p-int.

fiir alle n € N. Weil p(A) > 0 einen Widerspruch gibt (dann wére nu(A) unbeschrénkt
aber [ |f|du ist eine obere Schranke), folgt die Behauptung.

(ii) Far N := {f # g} € A gilt aufgrund der Voraussetzung p(N) = 0. Weil aus f = g fast
iiberall auch f* = g™ und f~ = g~ fast iiberall folgt, impliziert die Definition des Integrals

als [, fdu= [ fTdu— [ f-dubaw. [gdu= [,97du— [,9~ du, dass die Aussage
nur fir f,g > 0 gezeigt werden muss (wende Aussage dann auf Positiv- und Negativteil
an). Seien also f,g > 0 und

N =A{f#g} ={w: f(w) # g(w)}

die Nullmenge, auf der f und g nicht tibereinstimmen. Dann gilt aufgrund der Monotonie
und der Definition des Integrals

0< ledug/(—Foo)lNd,u:—t—oo-,u(N)=—|—oo~0=0.
Q Q

Vorlesung 11
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Fiir die letzte Gleichung haben wir die Konvention +o0o - 0 = 0 genutzt. Genauso gilt
Jo 91n dpp = 0. Wenn wir jetzt 1 = 1y + 1yc schreiben, ergibt sich mit der Linearitéit des
Integrals

/fdMZ/flzvdqu/lechZ/flwcdu=/glwcdu=/gdu-
Q Q Q Q Q Q

(iii) Seien A, = {f > 1} = {w: f(w) > L} fiir n € N. Damit ist mit der Monotonie des
Integrals

nn. Mon. 1 1
02 / fau' / fla,dp > / S, dp B (A, 20,
Q QTL n

weil 11, < f14, < f. Also ist u(A,) = 0 fiir alle n € N. Damit gilt
o subadd.
0 < p(fw: f@) >0 =n(|Ja) < Zu (4x) = 0.
k=1
Es gilt also f = 0 p-fast tiberall.
O

Fiir spatere Verwendungen noch ein Satz zur Transformation von Integralen. In Analysis 2 habt
ihr den schon in konkreter Form im R¢ kennengelernt.

Satz 3.1.16. [abstrakter Transformationssatz] B
Seien (2, A), (¥, A") messbare Riume, p ein Mafl auf A, f: Q — Q' messbar, g: Q' — R messbar

und g > 0. Dann gilt
/ gdug =/90fdu,
Q Q

wobei +00 = 400 moglich ist. Dabei ist 4y der push-forward (Bildmaf) von p.

Oy o

(A, ) — (A pip)

qofdu\) \U’Q’gdﬂf

(R))

Beweis. Einmal durch die ,,Gebetsmiihle* der Integrationstheorie (d. h. zeige die Aussage fiir
einfache Integranden und nehme dann den Grenzwert):

(A) Sei erstmal
g= z aply, >0
k=1
eine nicht-negative einfache Funktion. Wir nehmen die Darstellung mit Ay = ¢~ ({as}).
Dann gilt
gof= Z agly-1(4,) 20,
k=1

go f ist also auch eine einfache Funktion. Weil nach Definition des push-forwards ps(Ax) =
w(f~(Ayg)) gilt, bekommen wir

/ gofdu™=" Zakﬂ(fil(Ak)) = Z%M‘(Ak) et / gdpy.
Q2 k=1 k=1 @

Damit gilt die Behauptung fiir einfache Funktionen.
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(B) Weil g messbar ist, existiert eine Folge (g,) C €1 mit g, T g, n — co. Also gilt

/ gduy *E7 lim / gnduy 2 lim /gnofdu&é'?/gofdu.
Q/ n—oo Q/ n—oo Q Q

Im letzten Schritt haben wir genutzt, dass auch g, o f einfach ist (siehe (A)) und g,of 1 gof,
n — oo, gilt.

O

Wir hétten den letzten Satz auch direkt ohne die Nichtnegativitdt formulieren kénnen. Aus
didaktischen Griinden zerlegen wir die Aussage in den Satz und das folgende Korollar. Der nicht-
negative Fall ist einfacher zu formulieren weil Integrale tiber nicht-negative Funktionen immer
definiert sind. Bei allgemeinen Integranden muss man immer aufpassen, dass nicht +o0o + (—00)
auftaucht, das haben wir Wohldefiniertheit genannt. Die Formulierung des Satzes muss also die
Wohldefiniertheit beinhalten. Um sich das Leben leichter zu machen, nimmt man meistens sogar
die Integrierbarkeit (Wohldefiniert und endlich) an, das reicht in den Anwendungen ohnehin
meistens aus.

Korollar 3.1.17. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.1.16 gelte jetzt nur noch g: ' — R. [&]

Dann ist g pg-integrierbar genau dann, wenn g o f p-integrierbar ist. Ist eine dieser Aussagen
erfillt, so gilt ebenfalls die Transformationsformel B

IErEi _.:' o Ly
[ odns= [ gordn
Q/ Q

Beweis. Wegen g* o f = (go f)T und g~ o f = (go f)~ folgt aus dem Transformationssatz fiir
nicht-negative Funktionen

g pyp-integrierbar RAS / g" dpuy <oo und / g duy < oo
o o

& /g+0fd,u<oo und /g*Ofd,u<oo
Q Q

ek go f p-integrierbar.

Nun zur Berechnung der Integrale:

Def. _
/gduf = / g+duf—/ g~ dpuy
Qf 194 Q
3.1.16 _
= /g+0fdu—/g o fdp
Q Q

=/Q(g<>f)+du—/9(90f)‘du

Def.
= / go fdu.
Q

3.2 Konvergenzsatze

Im folgenden sei (2,4, 1) ein fester Mafiraum. Gezeigt haben wir schon

n— oo

lim nwz/fw7
Q Q

wenn (fn)nen eine Folge nicht-negativer einfacher Funktionen ist, die wachsend gegen f kon-
vergieren. Wir wollen nun die gleiche Aussage fiir beliebige nicht-negative wachsende Folgen
zeigen.
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Satz 3.2.1. [Monotone Konvergenz Theorem (MCT)]
Seien f, f1, f2,...: 2 — R messbar und es gelte 0 < f; < fo

Dann gilt

IN

.. < fsowie f = lim f, p-fi.
n—oo

n— oo

tim [ fude= [ ran
Q
wobei +00 = 400 moglich ist.
Fiir monoton wachsende Funktionenfolgen darf der Limes also in das Integral getauscht werden.

Beweis.

(i) Wir nehmen an, dass f1(w) < fao(w) < ... < f(w) und f(w) = nli_)ngo fn(w) nicht nur fast

iiberall, sondern fiir alle w € Q (also punktweise) gelten.

,<“ Wegen der Monotonie des Integrals gilt

/andMS/Qfdu

fir alle n € N. Weil die Folge der Integrale aufgrund der Monotonie wachsend ist,
existiert nach Analysis 1 der Grenzwert (400 ist moglich). Wieder nach Analysis 1,
Vergleichssatz fiir Folgen, gilt damit

lim fnd,u</fd,u.
Q

n—oo

»>“ Weil alle f,, messbar sind, existieren Folgen (g, %) C £ mit gy x T fn, & — 00. Sei
hn =910V ...V gnn =max{gin, .., gnn}- Die h, sind einfache Funktionen, fiir die
zwei Eigenschaften gelten:

(a‘) h’"L S fTL
(b) hn 1 f

Zu (a): Es gilt g;,, < f; < f,, fur alle i < n, also ist auch das punktweise Maximum
kleiner als f,. Zu (b): Weil h,, > g¢; ,, fir alle ¢ = 1, ..., n gilt, ist auch

n— o0

n—oo

fir alle festen ¢+ € N. Weil aber lim f; = f gilt, ist lim h, > f, erneut nach dem
11— 00 n—oo

Vergleichssatz fiir Folgen aus Analysis 1. Weil auch noch h,, < f, < f gilt, folgt mit
der letzten Aussage lim h, = f punktweise. Die Folge (h,,) ist also eine wachsende
n— oo

Folge von einfachen Funktionen, so dass (f,) zwischen (h,) und f liegt und (h,)
punktweise gegen f konvergiert. Damit bekommen wir aus dem Monotone Konvergenz
Theorem fiir einfache Funktionen durch Einschachtelung die Behauptung:

(a)
lim fndu > lim h du 3i7/ lim h,du © lim fdu
Q

n—00 Mon. —00 n—00 n—00

(ii) Sei N die Nullmenge, auf der die Annahme aus (i) nicht gilt, also N = {w € Q : f,.(w) A
fw)}. Es gilt fr,lye — flyc, n — oo, punktweise, weil fir alle w € N die Folge auf
konstant 0 gesetzt wird. Wegen (i) gilt dann

3.1.15

tim [ e i [ e au® /Q Flye dp P /Q fdu,

n—oo

weil Integrale zweier Funktionen gleich sind, wenn sie nur auf Nullmengen unterschiedlich
sind.
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O

Kommen wir zu einer Anwendung, die fiir die Stochastik sehr wichtig ist. Gerade in der Finanz-
mathematik wird folgender ,Mafiwechsel“ essentiell sein!

Anwendung 3.2.2. Sei (Q, 4, 1) ein MaBraum, f: Q — R messbar und nicht-negativ und
ein Maf} auf A. Dann ist

v(A) ::/Afd,“:/gflAdﬂ

ein Maf} auf A.

Beweis.

v > 0 v wegen Integral iiber nicht-negative Funktion.

v(0) =0 v weil Integral iiber die Nullfunktion 0 ist.
o-Additivitit: Seien Aj, As,... € A paarweise disjunkt. Dann gilt

UAk Def/fluAde

/f ilA

=1

Def. Reihe .
= /inggozflAk du

3.2.1
= nh_{go/zflf“kd”

Q1

Lin.

= 1
HI_{I;OZ/J“ A dp

Def. Dth >

el. . e eine

= Jim > v 2 V(A

k=1 k=1
n
Weil hier die Folge ( > f1 Ak) Z £, reicht die einfache Version der monotonen Konver-
k=1 neN
genz aus 3.1.7 nicht aus, wir brauchen monotone Konvergenz wirklich fiir allgemeine messbare

Funktionen. O

Anschlielend an den Maf3wechsel noch eine Bemerkung, die fir diese Stochastik 1 Vorlesung
nicht wichtig ist. Da das Thema zum Beispiel in der Finanzmathematik extrem relevant ist,
schreiben wir die Notation zum Gewo6hnen schon einmal auf:

Bemerkung 3.2.3. (i) Man schreibt mit v aus vorheriger Anwendung auch
dv
Q!
n

und nennt f die Radon-Nikodym-Ableitung oder -Dichte von v beziiglich p. Man
sagt auch, dass v absolutstetig beziiglich p ist. v ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf (d. h.
v(Q2) = 1) genau dann, wenn fQ fdp = 1. Das kennen wir ja schon!

(ii) Wir kennen den Begriff der Absolutstetigkeit schon fiir Verteilungsfunktionen (siehe Defini-
tion 1.4.8). In der Tat passt das genau zu dem neuen Begriff der Absolutstetigkeit fiir MaSe:
Ist Pr ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf B(R) mit Verteilungsfunktion F' und Dichte f, so


https://www.youtube.com/watch?v=qlAlnSAhqr0&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=12&t=4542s
https://www.youtube.com/watch?v=qlAlnSAhqr0&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=12&t=5232s
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gilt aufgrund der Definition von Pr (Mafe sind auf einem N-stabilen Erzeuger eindeutig

festgelegt!), dass
dPp

o f, A = LebesguemaS.
Ist also F' absolutstetig mit Dichte f, so ist das Mafl Pz absolutstetig beziglich dem
Lebesguemafl mit Dichte f. Die zwei Begriffe der Absolutstetigkeit fiir Verteilungsfunktionen
und Mafle passen damit zusammen.

Ganz analog funktioniert das fiir diskrete Verteilungen. Ist F' diskret mit Sprungstellen
(ak)g=1,...,n und Sprunghdhen (pg)r=1,... N, so gilt

dP N N

F

— = il K= Oa,.
d'u k=1 k=1

Das ist der Grund dafiir, weshalb bei diskreten Verteilungen die Wahrscheinlichkeiten
(pk)k=1,...,v manchmal auch Zahldichte genannt werden. Die Formel ist natiirlich furchtbar,
sie hat aber eine einfache Bedeutung: Das Mafl u wird durch die Dichte ,,umgewichtet®.
Die Masse liegt auf den gleichen Werten aq, ...,an, Pr hat aber eine andere Verteilung der
Masse auf aq, ...,an: Auf den Werten ay, liegt nun nicht Masse 1, sondern Masse py.
Vorlesung 12

Satz 3.2.4. [Lemma von Fatou]
Seien f1, fa,...: @ — R messbar und nicht-negativ, die Folge (f,,) muss dabei nicht konvergieren.
Dann gilt

/ liminf f, dp <lim inf/ frndu,
Q - Ja

n—oo n

400 < +o0 ist dabei moglich.

Wenn (f,,) sogar p-f.i. konvergiert und ( fQ fndp) konvergiert, gilt damit

/ lim f,du < lim / fndp

Q n—o0 n—oo Q

weil fiir konvergente Folgen liminf,, ,~ a, = lim,, . a, gilt. Die Ungleichung ,,<“ gilt in den
Konvergenzsétzen also mit weniger Annahmen als Satz 3.2.1 (und anschliessend in Satz 3.2.5).

Beweis. Definieren wir g,, := ér>1f fx, so ist g, messbar fiir alle n € N, wachsend in n und erfiillt
>n
In < fn, n € N, sowie punktweise lim g; = liminf f,, (das ist eine der dquivalenten Definition
k—oo n— 00

des Limes Inferiors). Satz 3.2.1 und Monotonie von Integralen und Folgengrenzwerten gibt dann
die Aussage:

/liminffnd,u:/ lim g,dp = lim /gn d,uzliminf/gn d,ugliminf/ fn dp.

Das dritte Gleichheitszeichen gilt weil g,, (und damit das Integral) wachsend in n ist. O
Satz 3.2.5. [Dominierte Konvergenz Theorem (DCT)] & &
Seien f, f1, f2,...: € — R messbar. Es sollen gelten E%
. . AL e
(a) nh_}n;@ fn = [ p-fast uberall, E]% il

(b) |fnl < g p-fast tberall fir alle n € N, fiir eine beliebige p-integrierbare nicht-negative
messbare numerische Funktion g.

Dann sind f, f1, fo, ... y-integrierbar und

lim fndu = / fdp.
Q Q

n— oo

Die Funktion g spielt keine grofie Rolle (sie muss nur existieren) und wird integrierbare Majorante
fiir die Folge (f,) genannt.


https://www.youtube.com/watch?v=UhqmHKPR_4A&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=13&t=45s
https://www.youtube.com/watch?v=UhqmHKPR_4A&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=13&t=706s
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Beweis. Wie beim Beweis der monotonen Konvergenz nehmen wir zunachst an, dass die Kon-
vergenz sogar fiir alle w € Q gilt. In einem zweiten Schritt kann man dann wie bei monotoner
Konvergenz mit der Hilfsfolge (f,1yc) fiir die Nullmenge N = {w : f,,(w) - f(w)} den Fall der
p-f.i. Konvergenz zeigen.

Der Beweis beruht auf einer elementaren Erkenntniss: Wenn |f,,| < g gilt, so gilt f, < ¢g und
— fn < g oder umgeformt auch 0 < f,, + g und 0 < g — f,,. In anderen Worten: Wir kénnen die
fn so geschickt verschieben, dass wir nicht-negative Funktionen bekommen und Fatou anwenden

konnen.

(i)

/Qfdqu/diuLg'/Q(erg)du
A /Q (lim f, +g)dpu

n—oo
= /Q (liminffn +g) du

n— oo

n—roo

Lin. liminf(/ fndu+/gdu)

zliminf/fnd,u—l—/gd,u.

Wenn wir nun auf beiden Seiten das Integral iiber g abziehen, dann bekommen wir

/ fdu < liminf/ fndp.
Q n— oo Q

(ii) Das selbe Argument wenden wir auf 0 < g — f,, an. Dieselbe Rechnung gibt

/ —fdu < liminf/ —fndp L. liminf—/ fndp = flimsup/ frndu,

limsup/fndug/fdu.
n—o00 Q Q

3.2.4
< liminf/(fn—Fg)du
Q

also

Beide Schritte zusammen ergeben

/fd,ugliminf/fndyglimsup/fndug/fdu.
Q n—oo Jo n—oo JQ Q

Also stimmen lim inf und lim sup iiberein und geben nach Analysis 1 den Grenzwert

lim fandu= / fdp.
Q Q

n—oo

Beispiel. In beiden Beispielen sei (€2, .4, 1) = (R, B(R), A).

(i) Schauen wir uns mal ein Gegenbeispiel fiir die Konvergenzsitze an, dafiir nehmen wir die
Folge f, = nlg, 1y. Das sind Indikatorfunktionen, deren Breite kleiner wird, die Hohe
allerdings grofler wird. Es gilt punktweise lim,, .~ f, = f, wobei f die Nullfunktion ist.
Wegen

lim [ f,dx PO i =140 = / FdA,
R n—oo R

n—oo

scheinen MCT und DCT nicht zu funktionieren. Warum? Die Annahme von MCT ist nicht
erfiillt weil die Folge f,, nicht punktweise wéchst. Die Folge ist auch nicht beschréankt durch
»die selbe“ integrierbare Funktion g, daher ist die Annahme von DCT nicht erfiillt.
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(ii) Fiir reelle Integrale kénnen wir jetzt einmal schnell den Berechnungsweg

fdr= lim Fdx
R

n—oo [77’7,,71]

fiir f > 0 begriinden. Das folgt direkt aus MCT mit der Wahl f,, = f1_, , (f wird also
auflerhalb von [—n,n] auf 0 gesetzt) weil f,, T f (das gilt nur fir f > 0!). In dz-Notation
steht da also, wie in Beispiel 3.1.12 (b) behauptet,

/f(a:)dm: lim ! f(z)da.
R

n—oo [_ .

Warnung: Gegenbeispiele wie szcﬂ aus Beispiel 3.1.12 (c¢) zeigen, dass das Integral iiber
ganz R nicht umbedingt der Grenzwert der Integrale von —n bis n sein muss! Weil die
Folge (f,) in dem Fall nicht wachsend ist, kann in dem Fall MCT auch nicht angewandt
werden.

Eine ganz wichtige Folgerung fiir die spitere Stochastik ist der Spezialfall, wenn p ein endliches
Maf (insbesondere ein Wahrscheinlichkeitsmaf}) ist:

Korollar 3.2.6. Ist u ein endliches Ma8 (z. B. ein Wahrscheinlichkeitsmaf) und |f,,| < C fiir
alle n € N py-f.i., d. h. alle f,, sind beschrankt durch das gleiche C, und lim,, ., f, = f p-f.i.,
so gilt

lim fndu = / fdu.

Beweis. Das ist dominierte Konvergenz mit der Majorante g = C. Als Indikatorfunktion ist die
Majorante integrierbar, weil

/gdu:/C’lgdu 2 o) < o
Q Q

O

3.3 Das Beispiel - Integrale iiber Wahrscheinlichkeitsma-
e auf B(R)

Weil in dem Spezialfall (R, B(R),Pr) die Integrale spéter in der Stochastik unter dem Namen
L,Erwartunswerte® eine enorm wichtige Rolle spielen werden, schauen wir uns den Spezialfall jetzt
schon mal in Ruhe an. Das gibt euch genug Zeit, die wichtigsten Rechnungen iiber das Semester
mehrfach zu {iben.

Kurze Erinnerung: Ein Wahrscheinlichkeitsmafl Pr auf B(R) mit Verteilungsfunktion F be-
schreibt ein reellwertiges Zufallsexperiment, bei dem die ,, gezogene Zahl“ mit Wahrscheinlichkeit
Pr((a,b]) = F(b) — F(a) in (a,b] liegt. Hat F' eine Dichte f, so gilt

t b
t):/_ f(z)dz, also PF((a,b])z/ f(z)dx

Ist F' diskret mit Werten a1, ...,any und Wahrscheinlichkeiten py, ..., pyn, so gilt

N

Zpkl[ak foo) = Z pr, also Pr((a,b)) Z Dk

k=1 ap<t a<ap<b

Wir summieren also die Wahrscheinlichkeiten der Werte in (a, b)].

Ein paar konkreten Integralen geben wir jetzt Namen und iiberlegen uns anschliefend, wie man
die Integrale in vielen Beispielen berechnen kann.



https://www.youtube.com/watch?v=UhqmHKPR_4A&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=13&t=2484s

3.3. INTEGRALE FUR DAS BEISPIEL o6

Definition 3.3.1. (i) Fiir k£ € N heifit

/R o dPp(z)

k-tes Moment von Pr oder k-tes Moment der Verteilungsfunktion F', wenn das Integral

wohldefiniert ist.
/ e APy (z)
R

(i)
heilit exponentielles Moment von Py oder exponentielles Moment der Verteilungsfunk-
tion F. B
Allgemein betrachten wir fiir messbare Abbildungen ¢ : R — R auch die Integrale

/ 9(x) P (z),
R

jedoch ohne ihnen extra einen Namen zu geben.

Beachte: Alle Integrale iiber nicht-negative messbare Integranden sind wohldefiniert, das Integral
konnte aber 400 sein. Damit sind exponentielle Momente und gerade Momente immer in [0, +00)
definiert, existieren nach unserer Konvention aber nur, wenn sie endlich sind.

Satz 3.3.2. [Integrale fiir absolutstetige Verteilungen] B
Sei Pr ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf B(R) und F habe Dichte f. Dann gilt fir g: R — R
Borel-messbar:

/ gdPp ist wohldefiniert < / g(x) f(z) dz ist wohldefiniert (3.5)
R R

und, wenn die Integrale wohldefiniert sind, gilt die Rechenregel

/R gdPy = / 9(2) f(2) da.

Der Satz besagt, dass wir die abstrakten Integrale fR g dPg durch sehr viel weniger abstrakte
Integrale behandeln kénnen. Beachtet, dass mit [, g(z) f(z) dz das Lebesgue Integral [ gf dX
gemeint ist. Nach dem Beweis diskutieren wir nochmal ausfiihrlich, wie ihr das mit den Tricks
aus der Analysis berechnen konnt.

Beweis.
(i) Fir g > 0 starten wir die Gebetsmiihle der Integrationstheorie:

o Sei zunéchst g =14 fiir A € B(R). Es gilt

/RngP’p Def- ) & /f dx—/lA( Vf () d:c:/Rg(ﬂc)f(x)dx.

Warum gilt (%), also Pr(A) = [, f(z)dz? Ist A = (a, b], so gilt Pr((a, b f

weil F' Dichte f hat. In Anwendung 3.2.2 haben wir gezeigt, dass v(A4 f 2 fx
ein Maf} auf B(R) ist. Es gilt also Pp = v auf einem N-stabilen Erzeuger von B(R) un
damit aufgrund von Korollar 1.2.12 auch auf B(R). Also gilt (x) fir alle A € B(A

e Ist g eine einfache Funktion, so folgt nun

/R gdPy = / 9(@) f(w) du

aufgrund der Linearitdt des Integrals.

(x) dz
)
)



https://www.youtube.com/watch?v=UhqmHKPR_4A&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=13&t=3619s
https://www.youtube.com/watch?v=UhqmHKPR_4A&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=13&t=4092s
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o Ist g > 0, withlen wir eine Folge (g,) C €T mit g, 1 g, n — oo. Die Folge existiert weil
g messbar ist. Mit dem Monotone Konvergenz Theorem und dem gerade Gezeigen fiir
einfache Funktionen folgt

/gd]P’F 321 lim gn dPp = ILm gn(z) f(z) dz 3%1/g(a:)f(m) dz.
R R N JR R

n—roo

(ii) Fiir g beliebig zerlegt man g in g™ — g~ und wende (i) auf die Integrale der Positiv- und

Negativteile an. Vergleiche den Anfang des Beweises von Korollar 3.1.17.

O

Weil ihr mit dem Satz in dieser Vorlesung viel rechnen werdet, verbinden wir den Satz noch schnell
mit Beispiel 3.1.12. Das Integral auf der rechten Seite der Aquivalenzen ist das Lebesgue Integral
fR gf dA in der weniger angstverbreitenden dz-Notation. Fir nette Integranden (stiickweise
stetig) ist das Integral aufgrund der Diskussion aus Beispiel 3.1.12 wie folgt zu berechnen ist:

o Ist ¢ > 0 (z. B. g(z) = e%), so ist alles einfach: Weil f als Dichte immer nicht-negativ
ist, ist auch das Produkt gf nicht-negativ. Damit ist das Integral immer wohldefiniert (es
konnte aber unendlich sein). Daher kénnt ihr den ersten Teil im Satz ignorieren und sofort

n
MC

/ gdPp = / 0@ (@) dz ™ tm [ g@)f() da
R R

n—oo [
mit den Tricks der Analysis ausrechnen.

Habt ihr Pech, so gilt g > 0 nicht (z. B. fir g(z) = x). Dann iiberlegt ihr euch, was
Postitivteil g7 ist und was Negativteil g~ ist. Weil beide nicht-negativ sind, macht ihr 2x
das gerade beschriebene, ihr berechnet also [; g™ () f(z)dz und [, g~ (z) f(x) dz. Wenn
eines von beiden (oder beide) endlich ist, so ist nach dem Satz fR g dPr wohldefiniert und
ihr habt den Wert

/gd]P’F:/g+(m)f(x)dx—/g_(x)f(x)dx
R R R
schon ausgerechnet. Wir haben dabei (gf)™ = gt f und (¢f)” = g~ f benutzt, weil

f als Dichte nicht-negativ ist. Vorsicht: In diesem zweiten Fall diirft ihr nicht einfach
Jr9dPp = lim, ffn g(x) f(z) dz nutzen! Nach Beispiel 3.1.12 (iii) kann das falsch sein!

Wenn ihr neugierig seid, konnt ihr fiir ein konkretes Beispiel zu Warnung 3.3.7 vorbléttern.

Angelehnt an (3.3) konnen wir auch folgendes formulieren, wenn wir uns nur fiir die Endlichkeit
des Integrals interessieren:

g ist Pp-integrierbar <= / gdPp existiert < / lg(2)| f(z) dz < co. (3.6)
R R

Im diskreten Fall nehmen wir mal diese Formulierung;:

Satz 3.3.3. [Integrale fiir diskrete Verteilungen]
Sei Pr ein Maf auf B(R) und F sei diskret, d. h.

N
F(t) =Y pelia0)(t), tER,
k=1

mit N € NU {400}, a1,...,ay € R und Zgzlpk = 1. Dann gilt fiir g : R — R messbar:

N

g Pp-integrierbar & Z lg(ax)pr < oo
k=1

Vorlesung 13



https://www.youtube.com/watch?v=SuuVQteMtxo&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=14&t=70s
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und, wenn g Pp-integrierbar ist, gilt

/gdPF = Zg ag)p

k=1

Zu beachten ist, dass in vielen diskreten Modellen N endlich ist und g die Werte 400 und —oo
nicht annimmt, dann ist das Integral fR g dPp natiirlich immer definiert und ihr merkt euch

N
einfach die Rechenregel fR gdPr = > glar)pk
k=1

Beweis.
(i) Sei zunéchst g > 0:

(a) Am einfachsten ist der Fall N € N, denn dann sprechen wir nur von endlichen Summen.
Weil das Mafl Pr von der Form Pp = ij:l Prda, s, gilt g = gla, . ayy Pr-fast
iiberall. Es folgt dann

Satz 3.1.
/gdPF ' é115/gl{al,...,aN}d]P’F
R R
N
:/ng{ak}dIP’F
R k=1
N
:/Zg(ak)l{ak}dPF
R

- Z/ ar)1(a,y dPp
k= \—,—/

einfach

2

N
DfI DfMB
ef. Int. Zgak PF {ak} e a; Zg

=1 k=1

(b) N = 400 funktioniert im Prinzip genauso, wir miissen nur einmal monotone Kon-
vergenz fiir die wachsende Folge von messbaren Funktionen g, := >",'_; g(ax)1{a,}
nutzen, um Integral und Summe zu vertauschen:

/gdPF:/gl{al,ag,...} d]P)F
R R

:/gZ]_{ak}dPF
R k=1

Def. Reihe . &
= AnIL%OZg(ak)l{ak} dPg

hm Z/ ag 1{ak} dPF

elnfach
Def. 1 = Def. Mafl =
ef. Int. ef. Ma
=" glan)Pe({ar}) =D glak)pre
k=1 k=1

(if) Sei nun g messbar, aber nicht mehr nicht-negativ. Es gilt also wegen (3.3) und Teil (i)

N

/ngP’F existiert <« /|g|dIP’F<oo & Z|g ax)|pr < oo.
k=1
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Wenn das Integral existiert, gilt wegen (i)

/ gdPp = / gt dPp — / g~ dPp
R R

N
(=Zg+ akpk—zg (ak )Pk

k;l .
= (g% (ar) =g~ (ar))pe = D glar)p
k=1 k=1

O

Wir werden in der Stochastik das 1.te Moment Erwartungswert nennen, das soll also so etwas
wie der Mittelwert iber Versuchsausfithrungen sein (In Vorlesung 26 wird das mit dem Gesetz
der groflen Zahlen klar). Um mal zwei Beispiele konkret mit den gerade gezeigten Rechenregeln
auszurechnen, schauen wir uns die Erwartungswerte (1.te Momente) vom Wiirfelexperiment und
vom gleichverteilten Ziehen aus [0, 1] mal an:

Beispiel 3.3.4.

e Seien a; =1,...,a6 =6 und p; = ... = pg = %. Dann gilt
I i
zdPp(z) =Y k- =
R il

Dies ist so ein Beispiel, bei dem die Summe nattirlich endlich ist (N endlich, g endlich),
wir uns also gar keine Gedanken um Wohldefiniertheit und Endlichkeit machen miissen.
Wir kénnen Satz 3.3.3 also als einfache Rechenregeln benutzen.

o Sei jetzt Pr absolutstetig mit Dichte f = 1o 1), dafiir nutzen wir Satz 3.3.2. Der Integrand
von [, xf(x) da ist nicht-negativ, also sind alle Integrale wohldefiniert (kénnten aber den
Werte +00 annehmen). Wir konnen also direkt die Rechenregel aus dem Satz benutzen:

1

/RdeP’F(x):/Rxf(x)dx:/Ra:lol]( )dx—o/xdx: [%aﬁ]::%

Falls ihr eine grobe Vorstellung von dem Begriff Erwartungswert habt, so sollten diese zwei
Beispiele dazu passen. In ein paar Wochen wird euch das auch klar sein.

Warnung 3.3.5. Es ist nicht immer der Fall, dass eine Verteilungsfunktion diskret oder abso- O 2
lutstetig ist. In diesen Féllen gibt es keine einfach Formel fiir fR gdPp! Es gibt drei Typen von E 7
1

Verteilungsfunktionen: . _
o [ ist absolutstetig, Of; ST
e I ist diskret,
o F'ist ,stetigsinguldr® (stetig, hat aber keine Dichte).

Jede stetige Verteilungsfunktion ldsst sich zerlegen in absolutstetigen und stetigsinguldren Anteil
(Satz von Lebesgue). Das geht hier aber zu weit, Beispiele fiir stetigsingulidre Verteilungen sind
tricky (z. B. die Cantorverteilung).

In vielen Beispielen miissen wir gar nicht rechnen, sondern sehen das Ergebniss direkt. Kurze
Erinnerung an die Schule: f heifit punktsymmetrisch, falls f(z) = —f(—2z) und achsensymme-
trisch, falls f(z) = f(—=) fir alle € R. Fiir integrierbare punktsymmetrische Funktionen gilt
fR f(z)dx = 0. Das kénnen wir direkt ausnutzen, um viele Momente direkt als 0 zu erkennen:


https://www.youtube.com/watch?v=SuuVQteMtxo&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=14&t=1771s
https://www.youtube.com/watch?v=SuuVQteMtxo&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=14&t=2181s
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Lemma 3.3.6. Ist F absolutstetig mit Dichte f und ist das (2k + 1)-te Moment von F Em
wohldefiniert, so gilt

f achsensymmetrisch = /gc2k+1 dPp(x) = 0.
R

Beweis. Ist f achsensymmetrisch, so ist h(x) := 221 f(x) punktsymmetrisch weil dann h(—x) =
(—x)2k L f(—x) = —2?k 1 f(2) = —h(x). Wegen 3.3.2 ist also

[ e = [ 2" o
R

R

Warnung 3.3.7. [Cauchyverteilung]

Wir miissen in Lemma 3.3.6 auf jeden Fall annehmen, dass die Momente existieren. Beispielsweise
hat die Cauchyverteilung eine achsensymmetrische Dichte, das erste Moment ist aber gar nicht
definiert, damit insbesondere nicht 0! Dies ist einer der fiesen oo — co Félle. Rechnen wir das
mal nach. Wir betrachten also die Cauchy-Dichte f(z) = %1 -s-1z2 und berechnen zunéchst den
Positivteil, wobei wir die konkrete Form des Positivteils 1 einsetzen:

3.227>0 1 1
/z+dPF(I)332i 207/x+ dzx
R T R 1+$2

1 [ 1
= — 1 _
T /Oox [O,oo)(x)l +£C2 dx

1 [ 1
[
TJo l/z+x

N

lim {ln(l—kx‘)}l = +00.

Hauptsatz 1

T N—oo

Genauso gibt die selbe Rechnung, mit der konkreten Form des Negativteils ™,

33220 1 [° 1 1 [ 1
—dP = = = —r——dr = — dx =
/Rx r(z) 71_/_Oo Ty 7"/0 o= ~+00.

Damit ist [  dPp(z) = [p 2t dPp(z) — [ 2~ dPp(z) = +00 — (+00) nicht wohldefiniert. Fiir
die Cauchyverteilung lbt das erste Moment also nicht wohldefiniert!

Die Abschétzung fiir die Cauchyverteilung war nicht so einfach. Daher wére es niitzlich, den
Integralen direkt anzusehen, ob sie existieren, oder nicht. Wenn man weis was zu tun ist, dann
ist die formelle Rechnung viel leichter. Hier ist eine grobe Heuristik:

Bemerkung 3.3.8. [Heuristik mit Dichten]

Wie ,sieht“ man, ob ein Integral existiert? Man vergleicht mit bekannten Integralen. Erinnern



https://www.youtube.com/watch?v=SuuVQteMtxo&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=14&t=2488s
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wir uns kurz an die Analysisvorlesung:

< q N
/ —dz 2! lim —ada:
1

x® N—oo J1 @
)]
n(x a=1
= lim 1
N—oo 1ia [wl_“} a#1
In(N ta=1
= lim nl( )17(1 “
N—oo I a(N —]_) :a7$1
_Jt ra<1
B ﬁ<oo ca>1"

Unsere Heuristik fiir die Integrierbarkeit bei unendlich ist es, grob mit der Funktion % zZu

vergleichen. Fillt ein Integrand f deutlich schneller gegen 0, ist vermutlich [;° f(z)dz < oo.
Féllt der Integrand langsamer als % gegen 0, so ist sicherlich floo f(z)dax = 4.

Hier sind ein paar Beispiele:
(i) Nochmal die Cauchyverteilung: %xrlxg ist bei oo ungefiahr wie %, das ist aber nicht
integrierbar. Die Heuristik sagt uns also auf einen Blick, dass etwas schief gehen sollte. Um

daraus ein sauberes Argument zu machen, miissen wir leider doch die Abschétzung aus
3.3.7 durchgehen.

(ii) Fiir welches 8 hat Exp()\) ein endliches exponentielle Moment, wann ist also

)\/eﬁwe_)‘wl[o,oo)(x) dx:)\/ BN dg
R 0

endlich? Weil e** fiir a > 0 schneller als jedes Polynom wiéchst, fallt e (A > 0) viel
schneller als jedes Polynom gegen 0. Also sind alle exponentiellen Momente genau dann
endlich, wenn 5 < A. In dem Fall kénnen wir alles natiirlich sofort ausrechnen, weil der
Integrand eine einfache Stammfunktion hat.

(iii) Fiir welches 8 hat A/(u,0?) ein endliches exponentielles Moment, wann ist also

1 (z—n)
Bz ,— 2 d
e’te 20 x
V2mo? /R

(—p)
definiert? Natiirlich geht e/%e™ 27 viel schneller als % gegen 0, weil 22 schneller wichst
als z, und die Exponentialfunktion alles polynomielle dominiert.

Um einen ersten Eindruck zu bekommen, warum Momente iberhaupt niitzlich sind, schauen
wir uns eine Variante der Markov-Ungleichung an. Wir sehen hier, dass wir mit den Momenten
etwas liber die Verteilung der Masse aussagen konnen. Schauen wir uns dazu die Konzentration
der Masse der Normalverteilung um p an:

Beispiel 3.3.9. [Konzentrationsungleichung]

Wir kennen bereits die Normalverteilung A (1, 0%). Der Parameter p verschiebt die Stelle des
Maximalpunktes der Dichte an die Stelle u, der Parameter o2 ist fiir die Stauchung zustéindig.
Fiir kleines o2 ist die Dichte ,spitzer*, fiir groBes o? flacher. Qualitativ wissen wir schon, dass
viel Masse nah bei p liegt, dort ist die Dichte schlieBlich gro8 (vergleiche die Diskussion 1.4.13).
Koénnen wir das auch genauer machen? Wenn jemand fragt, wie weit man von pu weggehen
muss, so dass beispielsweise 99,7 Prozent der Masse in [ — a,u + a] liegt, was antworten
wir? Schauen wir das Bildchen an: Reicht der griine Bereich, um P([u — a, u + a]) =~ 0,997 zu
erreichen? Vermutlich nicht. Griin, rot und orange zusammen kénnten vom Bild her aber hinhauen.



https://www.youtube.com/watch?v=SuuVQteMtxo&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=14&t=4644s
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Solche Fragen durch Ungleichungen moglichst gut zu beantworten, sind das Themengebiet der
Konzentrationsungleichungen, also Ungleichungen der Art

P([a,b]) < ... oder P([a,b])> ...

Das ist natiirlich einfach zu beantworten, wenn die Dichte F' von P explizit ist, weil dann
Pr([a,b]) = F(b)—F(a) gilt. Bei der Exponentialverteilung braucht man z. B. nichts abzuschétzen
weil F' eine einfache Formel hat. Fiir die Normalverteilung geht das allerdings nicht, F' ist als
Integral gegeben und das Integral kann nicht ausgerechnet werden.

Af(t) —N(u,0?)

Yy

[L;QO' ,U ,u+‘20

Das bunte Bildchen visualisiert die sogenannte 1-2-3-0-Regel fiir A'(i1,0%). Die Regel besagt,
dass

e in [p — 0, + o] ungefdhr 68 Prozent (also 0, 68) der Masse liegt,
o in [g — 20, 1 + 20| ungefdhr 95 Prozent (also 0,95) der Masse liegt,
o in g — 30, 1 + 30] ungefahr 99,7 Prozent (also 0,997) der Masse liegt.

WEeil ¢ auch Standardabweichung genannt wird, heifit das in Worten: ,,Um zwei Standardabwei-
chungen nach links und rechts von p liegt 95 Prozent der Masse von N (i, o)

Wir zeigen jetzt mit der Markov-Ungleichung unsere erste Integralabschidtzung und versuchen
uns danach an einem Teil der 1-2-3-0-Regel.

Proposition 3.3.10. [Markov-Ungleichung fiir Polynome]
Sei Pr ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf B(R), sodass fiir eine gerade natiirliche Zahl 2k das 2k-te
Moment existiert ist. Dann gilt, fiir alle a > 0.

B Jg 2% dPp(x)

]P’F([—a,a]) >1 ok .

Gleichbedeutend (Gegenereigniss) gilt

pF([_a’ a]C) < W_

Beweis. Der Beweis ist tatsdchlich sehr einfach und basiert auf dem kleinen Trick, den wir schon
ein paar mal gesehen haben. Wir mogeln einen Indikator iiber eine Menge in das Integral und
schétzen auf dem Indikator die Funktion ab. Das geht natiirlich nur, wenn der Indikator {iber
eine messbare Menge so gewahlt wird, dass die Menge etwas mit dem Integranden zu tun hat.
Wir nehmen dazu den Integranden g(z) = 2?* und die Menge [—a,a]®. Fiir x € [—a,a]® gilt
natiirlich |z| > a und damit, 2k ist gerade, x?* = |z|?* > ¢%*. Dann miissen wir nur noch die
Monotonie vom Integral nutzen:

Mon.
/ 22 APy (z) S / 21y e (2) APy (2)
R

R
> / 0?1, yo(z) dPp()
N  —
einfach

Bt 2P ([—a,a]C).
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Auflésen gibt
fR 22k dPp ()

]P)F([_av a]C) < a2k

Die zweite Ungleichung ist die Gegenwahrscheinlichkeit, weil fiir Wahrscheinlichkeitsmafle
Pr(B) =1 —Pr(BC) gilt. O

Kommen wir zuriick zur Konzentration der Normalverteilung um u.

Beispiel 3.3.11. Aufgabe: Sei P normalverteilt mit Parametern p = 0 und o2 > 0. Finde ein
a > 0 mit P([—a, a]) ~ 0.997. Damit uns die Markov-Ungleichung explizite Zahlen gibt, brauchen
wir Formel fiir gerade Momente, wir nehmen einfach mal das 2.te und das 8.te. Fiir 2.te und 8.te
Momente der Normalverteilungen gelten, das sehen wir spéter (oder ihr rechnet die Integrale
von Hand aus),

1 (x—p)? 1 (x—p)2
2 — s 2 8 — o) _ 8
T e 22 dox=o0 und /x ———¢ 202 dxz = 1050°.
/R V2mo? R V2mwo?

Um die Konzentration der Normalverteilung in [—a, a] abzuschitzen, verwenden wir Proposition
3.3.10 einmal mit 2k = 2 und einmal mit 2k = 8:

o? _ 1050°
P([—a,a]) > 1— 3 sowie P([—a,a]) > 1— P

Wir probieren jetzt mal aus, welche Abschétzung besser ist. Einsetzen, umformen und in
Taschenrechner einsetzen, gibt beim zweiten Moment ungefiahr

2
1-2>0997 & a>18,2 0
a

und beim 8.ten Moment ungefihr

1

1050°
— aga >0997 < a>3,69-0.

Das ist jetzt zwar nicht ganz an an der richtigen Losung aus Beispiel 3.3.9, aber fiir das achte
Moment auch nicht ganz weit davon entfernt.
Vorlesung 14

3.4 Integralabschitzungen und L’-Raume

Sei jetzt wieder (©,.4, 1) ein beliebiger messbarer Raum und f: Q — R sei (A, B(R))-messbar.
Wir werden in diesem Kapitel mehrfach nutzen, dass wegen Satz 3.1.15 folgende Aquivalenz gilt:

/ [fldu=0 < |f| =0 p-fast iiberall < f =0 p-fast iberall.
Q

Satz 3.4.1. [Holder-Ungleichung]
Seien p,q > 1 mit % + % = 1. Dann gilt

/Q|f9|d/i<(/Qlfpdu);<-/ﬂ|g|qdu>é.

Beweis. Alle auftretenden Integranden sind messbar und nicht-negativ, also sind alle Integrale
definiert, +00 = 400 ist aber moglich. Wir erinnern an die Young-Ungleichung aus Analysis 2
(das ist gerade die Konkavitit des Logarithmus): Fiir «, 8 > 0 gilt

P q
aﬁga—+ﬁ—.
p q


https://www.youtube.com/watch?v=SuuVQteMtxo&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=14&t=5707s
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Ist ein Faktor der rechten Seite der Holder-Ungleichung 0 oder 400, so ist nichts zu zeigen. Das
ist sofort klar fiir 400, aber auch der Fall 0 ist nicht schwer: Wenn néamlich ( [, | f|? du)'/? =0
gilt, so muss f = 0 p-fast tiberall gelten. Also ist auch |fg| = 0 p-fast iiberall und damit ist auch
die linke Seite 0. Die Ungleichung ergibt dann also 0 < 0 und das ist richtig. Also nehmen wir
an, beide Faktoren sind positiv. Wir definieren

J:(/Qf|pdu);>0 und T:(/Q|g|qd,u);>0

sowie die messbaren Abbildungen

o= m und fB= M
o T
Mit Young folgt
P q
F@o@ _ P ol o
oT oPp Tq

Integrieren beider Seiten gibt wegen der Monotonie des Integrals

1 rd ad 1 1
oT Ja oPp Tlq p g

Durchmultiplizieren gibt die Holdersche Ungleichung. O
Der Fall p = g = 2 heifit auch Cauchy-Schwarz:

(f Ifgldu>2§ JRIAR

Korollar 3.4.2. Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf A, so gilt

(/QlfldIP’>p§/Q|f|pd1P’

fiir alle p > 1.
Beweis. Wegen P(Q2) =1 gilt

[ is1ae = [ if-1jap < (/QlfdeY(/QE/Ij dP)é (/Qfl”dﬂ”y'l,

=11¢q

also die Behauptung. O

Satz 3.4.3. [Minkowski-Ungleichung]

Sei p > 1, so gilt
1/p 1/p 1/p
([rrearan) < ([irran) ([ uran)
0 Q Q

Beide Seiten konnen den Wert +oo annehmen.

Beweis. Wie in Analysis 2, folgt aus Holder und der Young Ungleichung. Wir zeigen die stérkere

Ungleichung
1/p 1/p 1/p
( s+ du) < ( / IfI”du> n ( / Iglpdu) . (3.7)

Tatséchlich impliziert (3.7) Minkowski weil die linke Seite von Minkowski kleiner ist als die linke
Seite von (3.7). Das folgt direkt aus der Monotonie des Integrals und weil |f 4+ g| < |f| + |g] gilt.



https://www.youtube.com/watch?v=ASEjDqO30DQ&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=15&t=1159s
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(a) Fir p =1 gilt wegen der Linearitéit des Integrals (3.7) natiirlich mit Gleichheit.

(b) Sei nun p > 1. Ist die rechte Seite +oo, so gilt (3.7). Also nehmen wir an, dass beide
Integrale der rechten Seite endlich sind. Dann ist aber auch die linke Seite wegen der
elementaren Abschitzung

(1 +1gD” < @IV 1gD)™ = 27171 v 17D < 201 f17 + 1gI”)

und der Monotonie des Integrals endlich. Damit nun zum Beweis von (3.7):

/ (1] + 1gl)P dps = / (71 + 1glP (] + gl) dy
Q Q

ausm., Lin.

3 / (1] + 19?11 dpe + / (171 + g1l du
Q Q

L (Liran)” (Lan+ |9|)(p_1)qdu);
+ </Q glpdu>; </Q(f|+|g|)(”1>qciu)3'
et ((/Qlfl”duf + (/Q Igl”du>;> </§;f|+|g|du)1;_

In der letzten Gleichung haben wir genutzt, dass 1 — % = % und (p — 1)q = p aufgrund der
Voraussetzung an p und ¢ gelten. Ritbermultiplizieren des zweiten Faktors gibt dann (3.7).

O

Definition 3.4.4. f: Q — R messbar heifit p-fach integrierbar, falls fQ |fIPdu < oco. Statt
2-fach integrierbar sagt man auch quadratintegrierbar, statt 1-fach integrierbar sagt man
integrierbar. Natiirlich passt die Notation zu unserer urspriinglichen Definition der Integrier-
barkeit:

De

-

f p-int. e /erdu<oo7 /f_du<oo Vhre / Ifldu < oo "8°  fint.
Q Q Q Def.
Schauen wir uns ein ganz konkretes Beispiel fiir die neue Definition an.

Beispiel 3.4.5.

« Fiir Q=[1,00), A=B([1,00)), pt = A\[1,00) I8t [ fdp= [ f(z)da. Fir f(z) = 2 ist f
p-fach integrierbar genau dann, wenn p > %

o Fir Q=10,1], A= B([0,1]), p = Ajo,1) ist [, fdu = fol f(z)dzx. Fiir

s rze(0,1]
f(m)_{—i—oo tx =0

ist f p-fach integrierbar genau dann, wenn p < % Fiir das Integral ist der Funktionswert
+o0o unproblematisch, da die Menge {0} eine p-Nullmenge ist.

In der Mathematik wollen wir aus allen Objekten moglichst niitzliche Strukturen schaffen, in
diesem Fall einen Vektorraum.

Definition 3.4.6.

LP(p) = {f: ) — R messbar

/ f|pdu<oo}.
Q

Manachmal schreibt man auch £P(Q, A, i) oder nur L.



https://www.youtube.com/watch?v=ASEjDqO30DQ&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=15&t=2320s
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Lemma 3.4.7. Mit punktweiser Addition und Skalarmultiplikation ist £P(u) ein reeller Vek- @] ;ﬁ@
torraum, sogar ein Untervektorraum der messbaren Funktionen, d. h. A, :

(i) 0 € LP(p), wobei 0 die konstante Nullfunktion ist.
(i) f,g9€ LP(n) = f+g €Ll (p),
(i) a e R, f € LP(u) = af € LP(p),

Beweis. Messbare Funktionen mit punktweiser Addition und skalarer Multiplikation geben einen
Vektorraum. Die Eigenschaften (ii)-(i) bedeuten, dass £P(u) ein Untervektorraum ist. Wir priifen
also nur die dafiir bendtigten Eigenschaften:

) Jo 0[P dp=0< o0

(ii) o lafPdu Hn. lafP [, [fIPdp < oo weil f € LP(u) angenommen wurde. Also gilt auch

af € LP(n).
(iii) Wegen Minkowski gilt
P
) < 00.

1o an < ((/ Iflpdu> (/Iglpdu>

<c>o

=

Also ist f+ g € LP(n).
O

Aus der Analysis wisst ihr schon, das man aus einem Vektorraum immer gerne einen normierten
Raum machen méhte. Dann kann man zum {iber Folgenkonvergenz und Stetigkeit sprechen.
Konnen wir also aus £P(u) einen normierten Raum machen? Nein!

Lemma 3.4.8. )
1fllp = /Iprdu ’

ist eine Halbnorm auf £P(u), d. h. es gelten fir f,g € £P(u) und o € R

(1) 0<||f]lp < ©00,]|0]l, =0  (Definitheit fehlt)
(i) [leef[lp = lall|f]lp
(i) ([ +gllp < |[f1lp + gl -

Beweis. Die ersten zwei Eigenschaften sind klar. Die Dreiecksungleichung in £P(u) ist gerade die
Minkowski Ungleichung]! O

Warnung: || - ||, ist keine Norm! Jedes f mit p({f # 0}) = 0 erfiillt

15t = ([ 157 )" =0

Wenn f auf einer p-Nullmenge ungleich 0 ist, so ist aber f = 0. Also ist die Definitheit nicht
erfullt. Mit einem Trick kann man £P(u) zu einem normierten Vektorraum éndern, indem man
das Problem der Definitheit wegdefiniert. Dazu betrachtet man den Quotientenraum beziiglich
der Aquivalenzrelation

f~g & f=g pfast iberall,


https://www.youtube.com/watch?v=ASEjDqO30DQ&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=15&t=3137s
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der aus den Aquivalenzklassen
[f]:={9€LP(n): f~g}={g€LP(n): f=g p-fast iberall}

besteht. Die Operationen und die Norm werden durch beliebige Reprisentanten der Aquivalenz-
klassen definiert:

F1+1gl:=1f +gl, alfl==Tlafl und ||[f]ll, = [If]lp-

Der Quotientenraum wird als LP(u) = {[f] : f € L£P(u)} bezeichnet. Gemeinsam mit den
Operationen und der Norm auf den Elementen (Aquivalenzklassen) ist LP(u) ein normierter
Vektorraum:

Satz 3.4.9. Fiur p > 1 ist LP(u) mit den gerade definierten Operationen ein normierter
Vektorraum und mit || - ||, ein vollstdndiger normierter Raum (Banachraum).

Beweis. Wir zeigen, dass LP(p) mit den definierten Operationen ein normierter Vektorraum ist.
(a) Vektorraum aus Lineare Algebra 1.

(b) Die Eigenschaften der Halbnorm folgen direkt aus der Definition weil || - ||, eine Halbnorm
auf LP(u) ist. Es fehlt also nur noch die Definitheit:

v}

ef.

A =0 I£1lp =0
W[ iran=o
Q
< |f|P =0 p-fast iberall
& f =0 p-fast iberall
< [f1=10]
Damit ist || - ||, eine Norm.

Was wir hier nicht zeigen werden, ist die Vollstdndigkeit von £P(u). Aber irgendwas sollten wir
ja fur die Funktionalanalysis tibrig lassen! O

3.5 Produktmafle und Satz von Fubini

Jetzt wird es noch einmal so richtig dreckig, bevor wir die wunderbare Welt der Stochastik
erobern koénnen. Sobald wir uns durch die Konstruktion des Produktmafles und des Satzes von
Fubini gequélt haben, fallt uns alles andere aber sofort vor die Fiifle.

Im Folgenden seien (21,41, p1) und (22, Az, o) MaBirdume und
Q= Ql X QQ = {(OJ17OJ2): w1 € Qh Wy € QQ}
das kartesische Produkt aus Analysis 1. Wir wollen auf Q) eine o-Algebra und darauf ein Maf

mit einer schonen Produkteigenschaft definieren (deshalb wird das Mafl Produktmaf heifien).

Definition 3.5.1.

(i) Die o-Algebra
A1 ®@ Ay = O’({Al X Ag: A; € .Al, Ay € AQ})

heilt Produkt-o-Algebra auf €2, x Q.
(ii) Ein Ma$ auf 4; ® As heiit Produktmaf, falls
p(Ar x Ag) = p1(Ar) - pa(Az2) (3.8)

fiir alle Mengen A; € A, Ay € As.

Vorlesung 15
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Natiirlich wére es schon, wenn die Produkt-o-Algebra einfach nur aus allen Mengen A; x A,
bestehen wiirde. Leider gibt das keine o-Algebra (die Komplementbildung geht schief), die
Mengen geben nur einen N-stabilen Erzeuger von A; ® Aj. Die Eigenschaft des Produktmafles
legt das Produktmaf also nur auf einem N-stabilen Erzeuger fest. Mit unseren Kenntnissen der
Mafltheorie, konnten wir also reflexhaft sagen: Kein Problem, mit Carathéodory kénnen wir ein
Produktmafl aus den Werten auf dem Erzeuger konstruieren und wegen Dynkin-Systemen kann
es nur ein Mafl mit der Produktmafleigenschaft bekommen. Genau richtig - das funktioniert!
Wir quélen uns im néchsten Satz aber gewaltig mehr. Wir konstruieren das Produktmaf nicht
mit Carathéodory, sondern schreiben eine Formel hin. Das ist in der Tat viel komplizierter, der
Vorteil ist aber, dass wir damit den darauf folgenden Satz von Fubini schon fast bewiesen haben.
Wiirden wir das Produktmafl mit Carathéodory konstruieren, wiirde der ganze Aufwand in den
Beweis von Fubini verschoben.

Satz 3.5.2. [Konstruktion Produktmaf)

Sind w1, po o-endliche Mafle auf A;, Ao, so existiert ein eindeutiges Maf3 11 ® e auf A; ® As
mit

1 @ p2(Ar x Az) = p1(Ar) - p2(Az)
fiir alle Mengen A; € A;, Az € As.

Beweis. Eindeutigkeit: Fiir die Eindeutigkeit nutzen wir wieder den Eindeutigkeitssatz 1.2.13,
der auf Dynkin-Systemen beruht. Sei

S={A1 x Ay: A1 € Ay, Ay € Ao},

dann ist S ein N-stabiler Erzeuger von 4; ® As. Um den Eindeutigkeitssatz anzuwenden, miissen
wir noch zeigen, dass Produktmafle o-endlich sein miissen, wir brauchen also eine wachsende
Folge in S, die endliches Mafl hat und 2 ausfiillt. Weil u1, pus o-endliche Mafle sind, existieren
Folgen (E})nen C A1, (E2)nen € Ag mit B 1+ Qq, E2 1 Qs und p1(EL) < 0o, pa(E?) < oo fiir
alle n € N. Sei nun FE,, := E} x E2, dann gelten

E,1Q,n—o00, und p(EL)-pa(E?%) < o0.

Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt also, dass zwei Mafle u und p, die die Definition des Produkt-
maBes erfiillen, gleich sind. Es kann also nur ein Produktmaf} auf A; ® Ay geben. Ob es so ein
Maf gibt, ist natiirlich noch nicht klar.

Existenz: Anstatt das Produktmafl mit Carathéodory zu konstruieren, schreiben wir es einfach
hin. Hier ist es:

w(A) ::/ puo(Ay, ) dur, A€ A ® A,
1951

wobei A, = {w2 € Qa: (w1,w2) € A}. Wir machen sogar noch mehr, wir schreiben noch ein
zweites Produktmaf hin:

n(A) ::/ w1 (Ay,)due, A€ A ® A,
Q2

wobei jetzt Ay, = {w1 € Q1 (w1, ws) € A}. Wir zeigen nun, dass p ein Produktmaf auf A; ® A,
ist. Mit exakt demselben Beweis zeigt man auch, dass @ ein Produktmaf} ist, weshalb dann
wegen der Eindeutigkeit auch p = [ gilt. Zeigen wir also die Eigenschaften eines Mafles sowie die
definierende Eigenschaft des Produktmafes:

(i) p: AL ® Ag — [0, 00] gilt, weil po ein MaB ist (deshalb nicht-negativ) und Integrale tiber
nicht-negative Funktionen nicht-negativ sind.

(i) (@) =0 gilt, weil @, auch die leere Menge ist und Mafle der leeren Menge 0 sind.



https://www.youtube.com/watch?v=ke92ibDLjq0&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=16&t=721s
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(ili) Nun zur o-Additivitit. Seien dazu A, A%, ... € A; ® Ay paarweise disjunkt und sei
oo
A=) AN
k=1
Dann gilt A,, = (J;—; A% und mit den MaBeigenschaften sowie monotoner Konvergenz

u) 2 [ U at),, ) e
:/QW(UA )dM1w1

H2 O add
E pa(AL)) dpa (wr)
2 =1

2 Z / i) %S (44)
k=1

(iv) w ist also ein Maf auf 4; ® A;. Wir miissen noch die definierende Eigenschaft auf dem
Erzeuger zeigen. Sei dazu A = A; x As. Weil aufgrund der Definitionen

0 :w1¢A1

Ay X Ag)y, =
( ! 2) {A2 twy € Ay

gilt, folgt aufgrund der Definition des Integrals fiir einfache Integranden
1(Ar x Az) :/Q p2((Ar x Ag)w,) dp (wi)
Z/Q p2(A2) 14, (wi) dper (wr)
M () [ Ly (o) o) = () (),
1

Also ist p ein Produktmaf.

Eigentlich kénnte alles so schon sein, und der Beweis ist hier zu Ende. Leider haben wir
geschummelt. Warum ist p tiberhaupt sinnvoll definiert? Klingt blod, ist aber gar nicht so klar.
Warum ist der Integrand iiberhaupt definiert, d. h. warum gilt A,,, € As? Unklar. Warum ist
wi + po(Ay,) iiberhaupt (Ap, B(R))-messbar, warum macht das Integral also iiberhaupt Sinn?
Unklar. Wir sollten also beides noch checken.

Wir zeigen jetzt nacheinander
(a) A,, € As fiiralle A e 4 @ Ay
(b) wi > p2(Ay,) ist (A1, B(R))-messbar.
Zu (a): Wir folgen dem Trick der guten Mengen. Seien dazu die guten Mengen
F={Aec A ®A: A, € As}.
Wir zeigen: F = A; ® As. Dazu zeigen wir zunéchst, dass F eine o-Algebra ist:
o Qe F gilt, weil Q,, =0y € F gilt.

e Sei A € F,dannist AY € F weil (A%),,, = (Au,)° € As, da Aj als o-Algebra abgeschlossen
unter Komplementbildung ist.
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¢ Genauso mit abzdhlbaren Vereinigungen: Wegen der Abgeschlossenheit der o-Algebra As
unter Bildung von abzéhlbaren Vereinigungen, gilt fiir A!, A%,... ¢ F

<;91 A’“)w1 = Iylé% € A,

Damit ist [ J;—, A* € F.
Folglich ist F eine o-Algebra. Weil S C F und o(S) Rt A1 ® As gilt, bekommen wir zusammen:
A1l ® As :O'(S) - O’(]:) =FCA ® A,

WEeil links und rechts das gleiche steht, bekommen wir iiberall Gleichheiten, es gilt also F =
A1 ® As und die Behauptung folgt. Das war wieder unser ,standard“ gute Mengen Trick in der
einfacheren Situation mit o-Algebren.

Nun zu (b): Wir checken erst den Fall p2(€2) < oo und schieben die Aussage dann mit der
o-Endlichkeit auf den allgemeinen Fall. Sei also erstmal ps(£22) < co. Wir zeigen, wieder mit
dem gute Mengen Trick (aber in der Dynkin-System Variante), A; ® Ay = F, mit der Menge

Fi={Aec A ®As: wi + pz(A,,) messbar}
der guten Mengen. Es gilt S C F, da
wi = p2((Ar X Az)w, ) = p2(A2)1a, (w1)
—_—
messbar

als Produkt messbarer Abbildungen messbar ist. Um wie in (a) zu argumentieren, zeigen wir
nun, dass F ein Dynkin-System ist:

o Qe Fist klar, weil wy — p2(Quw,) = p2(Q2) < oo konstant und damit messbar ist.

o Sei A € F, dann gilt

ndl. Maf
w1 = p2((A9)w,) = p2(AS) =" 1a(92) — pa(Awy) -
—_—— —
messbar messbar
messbar

Also gilt A € F und damit ist F abgeschlossen beziiglich Komplementbildung.

o Seien nun A', A%, ... € F paarweise disjunkt, dann gilt
wmm((U4Y),)
k=1 “
m( U 45,)
k=1

d' oo k ] m k
p(AE) = lim > p(4l),
messbar ———

messbar

o-ad

messbar
weil Grenzwerte messbarer Abbildungen wieder messbar sind.
F ist also ein Dynkin-System. Nun folgt wie immer beim Trick der guten Mengen

A @Ay 2 5(S) = d(S) CA(F) =F C A @ Ay,
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wobei wir den Hauptsatz fiir Dynkin-Systeme (Satz 1.2.11) fiir S genutzt haben. Also gilt wieder
F = A1 ® Ay und die Behauptung folgt.

Jetzt fehlt nur noch der Fall pa(€2s) = co. Sei dazu (E2?) C A mit E2 1 Q und po(E2) < oo fiir
alle n € N. Wir definieren

p3(A) = p2(ANE}), neN,

wie wir schon mehrfach gemacht haben (siehe z. B. den Beweis von 1.2.13). Dann sind die u%
endliche Mafle auf (22,.42). Aus dem ersten Schritt folgt, dass wy — pfj(A,,) messbar ist. Weil
wegen der Stetigkeit von Maflen

lim H2 (Awl) = nh—>n;o M2<Aw1 N E’I’2L) = /’[’2(AUJ1)

n—oo

gilt, ist auch die Abbildung wy — u2(A,,) als punktweiser Grenzwert von messbaren Funktionen
messbar. Das war’s! O

Natiirlich kann man per Induktion von n = 2 auf n € N schlielen:

Korollar 3.5.3. Sind (€, A;, fti)i=1,...n o-endliche Mafirdume, so existiert genau ein Maf
H1 ® ... ® py, auf der n-fachen Produkt-o-Algebra

A1 ® .. @A, :=0({A1 x ... x A, + A; € Ai})

auf Q1 X ... x ,, mit

fiir alle Mengen A; € Ay, ..., A, € A,.

Beweis. Induktion. O

heifit dann n-faches Produktmaf} von pu.

Satz 3.5.5. [Satz von Fubini fiir f > 0]
Seien (Q1,.A1, 1), (Q2, Az, p2) o-endliche MaBraume und f: Q) x Qg — [0, +00] sei (A; ® V()ﬂ( sung 10
As, B(R))-messbar. Dann gelten:

(i) Die Integranden nach einer Variablen sind messbar, d. h.

W > fu, (W) i= f(w1,ws) ist (A, B(R))-messbar fiir alle w; € Q; fest,
W1 > fuy(w1) = f(w1,ws) ist (A1, B(R))-messbar fiir alle we € Qg fest.

(ii) Die Integralfunktionen nach einer Variablen sind messbar, d. h.
wa |—>/ fuon (1) dpa (w1) st (Ag, B(R))-messbar,

wy fuoy (w2) dpaa(we) ist (Aq, B(R))-messbar.
Q2

(iii) Es gilt Fubini und der Fubini-Flip:
ubini
/ fdm @ pp "2 / (/ for (w2)d#2(w2)) dpa (w1)
Ql XQQ Ql QZ

Fubini-Flip / ( fm(wl)d/il(wl)) dpz(w2)
Qo Q1


https://www.youtube.com/watch?v=ke92ibDLjq0&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=16&t=5627s
https://www.youtube.com/watch?v=ke92ibDLjq0&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=16&t=5784s
https://www.youtube.com/watch?v=7genugORczE&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=17&t=33s
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Ganz wichtig: (i) und (ii) besagen lediglich, dass alle Integrale in der wesentlichen Aussage (iii)
Sinn machen. In (iii) kann auch auf allen Seiten der Gleichheiten 400 stehen.

Beweis. Weil f messbar ist, existiert eine Folge (f™),en einfacher Funktionen, die punktweise
(also fiir alle (wi,ws)), gegen f wachsen. Dann gilt auch punktweise fJ 1 fu,, [0, T fo.,
n — oo, weil dort einfach eine Variable festgehalten wird. Da (f7 Jnen, (f,)nen Folgen einfacher
Funktionen (in jeweils einer Koordinate) sind, sind f,,, fu, als punkteweise Grenzwerte messbarer
Funktionen auch messbar. Also gilt (i). Weil mit monotoner Konvergenz fiir alle w; € €

lim , 2 (w2) dpa(wz) 2 [ fun (w2) dpa(we)

n—oo Qo

gilt, ist

we | fun (w2) dpa(wa)

als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen auch messbar. Man beachte dabei, dass

wy — [0, (w2) dpg(ws)
Q2

eine endliche Linearkombination von Funktionen der Form wy — pa(A,,,) ist. Diese Abbildungen
sind, wie im Beweis von 3.5.3 gezeigt, messbar. Damit gilt also auch (ii).

Nun zur eigentlichen Aussage, (iii). Nicht iiberraschend, erst fiir Indikatoren, dann die Ge-
betsmiihle. Sei also zunéchst f = 14 fiir ein A € A; ® Ay. Dann gilt aufgrund der expliziten
Konstruktion des Produktmafles

Def. Int.
/ fdur ®@pue = ’ p1 @ pa(A)
Ql XQZ

Produktmaf
2 [ (A din 1)
1

= /Ql (/QZ fwl(MZ)duz(w)) dpur (w1),

weil f,, =14, gilt. Genau analog ergibt sich

/§2le2 S @ 2 = /Q2 ( o, f(wl,wz)dﬂl(wl)) dpa(we),

weil wir am Anfang der Konstruktion des Produktmafles auch schon die Identitét gesehen haben:

m@M@zémmmwwm

Das hatten wir in dem Beweis i genannt. Damit haben wir beide Gleichheiten in (iii) fiir
Indikatorfunktionen f =14 bewiesen. Nun noch durch die Gebetsmiihle der Integrationstheorie:
Fiir einfache Funktionen folgt (iii) durch Linearitit des Integrals und monotone Konvergenz folgt
die Aussage auch fiir alle messbaren f > 0. O

Warnung 3.5.6. Meistens wird nur der ,Fubini-flip® genutzt, also die zweite Gleichheit. Die
(A1 ® Ag, B(R))-Messbarkeit in beiden Variablen muss fiir f trotzdem gecheckt werden. Sorry.
Das ist ein wenig wie in Analysis 2: Fiir Stetigkeit einer Abbildung f : R? — R reichte es auch j

nicht, partielle Stetigkeit in den einzelnen Koordinaten zu checken.

Merkt euch trotzdem folgende ganz grobe Behauptung: , Fubini funktioniert immer*“. Mathema-
tisch ist das natiirlich nicht korrekt, man muss schliellich Voraussetzungen priifen. Im Gegensatz
zu monotoner oder dominierter Konvergenz ist das aber eigentlich nie ein Problem. Integrale
drehen ist selten ein Problem, Grenzwerte in Integrale reinziehen ist oft schwierig!


https://www.youtube.com/watch?v=7genugORczE&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=17&t=796s
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Beispiel 3.5.7.

(i) Der Satz von Fubini aus Analysis 2 ist gerade der Spezialfall fiir p; = us = A und liest sich
als

. f(xl,xg)d(xl,xg):/R(/Rf(xl,xg)dxl) dJZQZ/R(/Rf(Il,Z‘Q)d.’L'g) dxq

weil das zweidimensionale Lebesgue-Mafl gerade das Produktmafl A @ A ist. Wie immer
schreiben wir lieber dz (bzw. d(z1,z2)) statt dA, das ist aber nur eine Notationsfrage!

(ii) Als Ubungsaufgabe zeigt ihr, dass wir bei Doppelreihen die Reihenfolge immer éndern
diirfen, wenn alle Koeffizienten nicht-negativ sind:

0o oo 0o oo
DD Wen =2, akn
k=1n=1 n=1 k=1

Das ist tatséchlich nur Fubini weil Reihen gerade Integrale mit Z&éhlmaflen sind, vergleiche
Beispiel 3.1.12. Vermutlich kennt ihr das Drehen von Reihen schon aus der Analysis 1, jetzt
nochmal mit Fubini.

In den meisten Anwendungen reicht Fubini fiir nicht-negative messbare Funktionen, darum haben
wir folgende Verallgemeinerung in der Vorlesung weggelassen. Zur Vollstandigkeit wollen wir aber
wieder durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil eine Variante von Fubini fir reell-wertige
Integranden formulieren:

Satz 3.5.8. (Fubini fiir allgemeines integrierbares f) -
Unter den selben Voraussetzungen von Satz 3.5.5 sei nun f : ; x 23 — R integrierbar. Dann
gelten die Aussagen (i), (i) und (iii).

Beweis. Wir schreiben f = f+ — f~, und wenden auf f* > 0 und f~ > 0 Satz 3.5.5 an. Die
Messbarkeitsaussagen folgen direkt aus der Messbarkeit von Differenzen messbarer Abbildungen,
Aussage (iii) folgt durch Zerlegung der Integrale. Die erste Gleichheit von (iii) zeigen wir wie
folgt:

/ Flwr, wa) dpsy @ pra(wr, wo) 2 / T (w1, wa) dpn ® pra(wi, wo)
Q) %y Q1 %y
_/ f (w1, we) dpg @ pa(wr,wa)
Q1 X0
2 qubmi/Q ( A f+(w1,w2)du2(w2)) dpir (w1)
_/ < f‘(wl,wg)duz(w)) dpa (wr)
O Qg
QXE“/Q (/Q (f* —f‘)(wl,wz)duz(o&)) dpur (wr)
:/ ( f((/Jl,OJQ)d/fQ(wQ)) dpa (w1)-
0, NJa,

Die zweite Gleichheit von (iii) folgt genauso aus Satz 3.5.5. O


https://www.youtube.com/watch?v=7genugORczE&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=17&t=2376s

Kapitel 4

Stochastik

An dieser Stelle beenden wir die allgemeine Maf- und Integrationstheorie und wenden uns
endlich vollstdndig der Stochastik zu. Wir haben bereits zuféllige Experimente durch Wahr-
scheinlichkeitsrdume modelliert, die Verteilung ,einer Masse Zufall“ auf die reellen Zahlen durch
Verteilungsfunktionen diskutiert und die Konzentration des Zufalls unter Pr abgeschétzt. Jetzt
kommt noch ein letzter Modellierungsschritt, wir wenden uns sogenannten Zufallsvariablen zu.

4.1 Zufallsvariablen

Diskussion 4.1.1. Schauen wir uns nochmal die Modellierung sehr einfacher zufélliger Experi-
mente an. Beispielsweise fir den Miinzwurf haben wir zwei Modellierungsvarianten diskutiert:

Variante 1: Q = {Kopf, Zahl}, A = P(Q2) und das Maf§
P({Kopf}) = P({Zahl}) = % P(Q) =1, P(0)=0.

Variante 2: Q = R, A = B(R), P = Pp, wobei Pr das Wahrscheinlichkeitsmafl mit diskreter
Verteilungsfunktion F' ist:

A
1] e
o—

9 1 1 2

Beide Modelle modellieren ein Experiment, bei dem zwei Elementarereignisse jeweils mit Wahr-
scheinlichkeit % auftreten. Das zweite Modell ist natiirlich viel zu kompliziert, hat aber den
Vorteil, dass wir reelle Zahlen bekommen. Der Vorteil ist, dass wir so zum Beispiel so etwas
wie einen Mittelwert (heiit spater Erwartungswert) definieren kénnen. Da wir den Ereignissen
die Werte 0 und 1 geben, héttet ihr ohne viel nachzudenken sicherlich als umgangssprachlichen
Erwartungswert  vorgeschlagen.

Was unterscheidet Variante 1 von Variante 27 In der ersten Variante haben wir nur das zuféllige
Experiment Wiirfeln modelliert in der zweiten Variante haben wir zwei Dinge auf einmal
modelliert:

o Was passiert? (Welches zuféllige Ereigniss passiert beim Wiirfeln)
o Was wird ausgezahlt? (Was wird fiir Kopf bzw. Zahl ausgezahlt)

Wenn wir bei Variante 1 auch {iber Auszahlungen sprechen wollen, miissen wir die moglichen
Elementarereignisse noch in Auszahlungen iibersetzen. Dafiir kommen messbare Abbildungen
X : Q — R ins Spiel.

Ab jetzt: Trenne in der Modellierung ,Was passiert?“ (also Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten)
von ,Was wird beobachtet/ausgezahlt?.

74



https://www.youtube.com/watch?v=7genugORczE&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=17&t=3688s
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Definition 4.1.2. Ein stochastisches Modell besteht aus
(i) einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P),
(ii) einer (A, B(R))-messbaren Abbildung X: Q@ — R.

Dabei beschreibt (i) das zufillige Experiment, (ii) beschreibt die ,,Beobachtung/Auszahlung®.

X wird auch Zufallsvariable (ZV) genannt. Eine konkrete Ausfithrung X (w) nennt man auch
Realisierung der Zufallsvariablen.

Die Ubersetztung des Elementarereignisses w in die Beobachtung X (w) ist dabei deterministisch
(nicht zuféllig), der Zufall steckt ausschliefllich in dem Auftreten von w. Irgendjemand unbekanntes
(die Physik, ein Computer, ein Gott, etc.) entscheidet iiber die Wahl des zufélligen w, das wird
dann in die Zufallsvariable X eingesetzt und wir beobachten den Wert X (w). In dieser Vorlesung

sprechen wir nicht weiter tiber die ,,Ausfithrung von Zufall*, wir modellieren Wahrscheinlichkeiten.

Fir die Ausfithrung von Zufall (wir sagen die Realisierung der Zufallsvariablen) verweisen wir
auf Vorlesungen iiber Monte Carlo Methoden oder Philosophie.
Definition 4.1.3. Sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P).

(i) Die Verteilung der Zufallsvariablen X ist definiert als

Py(B) :=P(X € B) ""2"P({w € Q: X(w) € B}) =P(X"Y(B)), B € B(R).

Unabhéngig von dem zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraums ist Px also ein Maf auf
B(R) und zwar der push-forward von P unter X.

(ii) Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X ist definiert als

Fyx(t) :==Px((—oo,t]) 2" P(X <t), teR.
Wir schreiben X ~ Fx und X ~ Px und sagen , X ist verteilt gemafl Fx bzw. X ist
verteilt gemafl Px “

Weil so viele Indizes natiirlich nerven, werden wir immer X ~ F' schreiben, wenn wir meinen,
dass X gemafl F' verteilt ist. Wir sagen dann auch kurz ,X hat Verteilungsfunktion F'“. Beachte:
Aufgrund der Definition ist natiirlich Px = P, , das werden wir immer mal wieder nutzen.

Wir haben uns schon in der Mafitheorie langsam an den Begriff u({f < ¢}) als Abkiirzung fiir
p({w : f(w) < t}) gewShnen miissen. In der Stochastik gehen wir noch einen Schritt weiter und
lassen die Klammern auch noch weg. Wir schreiben daher immer abkiirzend

P(X <t), P(X€(ab]), PX=a)

und so weiter. Das liest sich als ,Wahrscheinlichkeit, dass X kleiner als ¢ ist“ auch ziemlich
natiirlich.

Definition 4.1.4. Zufallsvariablen X und Y, moglicherweise auf verschiedenen Wahrschein- E%

lichkeitsraumen, heiflen identisch verteilt, falls F’x = Fy bzw. Px = Py. Man schreibt
dann X ~ Y. Haben zwei Zufallsvariablen die gleiche Verteilungsfunktion, so sehen wir sie als
gleichwertig an.

Zurick zum Miinzwurf mit Auszahlung 1 fiir Zahl und 0 fiir Kopf. Wir schreiben dazu wieder
zwei stochastische Modelle hin. Zum einen sei Q = {Kopf, Zahl}, A =P(Q) und

P({Kopf}) = P({Zahl}) = % PQ) =1, P(f)=0,
mit Zufallsvariable (Auszahlungsfunktion) definiert als
X (Kopf) =0, X(Zahl) = 1.
Zum anderen sei Q = R, A = B(R) und P = Pp mit der Verteilungsfunktion



https://www.youtube.com/watch?v=7genugORczE&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=17&t=4105s
https://www.youtube.com/watch?v=7genugORczE&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=17&t=4813s
https://www.youtube.com/watch?v=7genugORczE&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=17&t=5401s
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A
T
o—

9 1 1 2

Da wir diesmal die Auszahlung schon direkt im Modell modelliert haben, zahlen wir genau
den Betrag aus, der zufillig gezogen wird. Das machen wir mit der Zufallsvariablen Y (w) = w.
Berechnen wir nun die Verteilungen der Zufallsvariablen X und Y:

. 1 :0€B,1¢Boderl€B,0¢B
Py(B) 2 P(XeB)={1 :0,1¢B
0 :0¢B,1¢B

= %50(3) + %51(3)

Py(B) ' P(Y € B)=P({w € R: Y(w) € B}) = P({w € R : w € B}) = P(B) & Pp(B).

Weil Pr = %50 + %51, gilt also Px = Py bzw. Fx = Fy. Damit sind X und Y identische verteilte
Zufallsvariablen und wir sehen die beiden stochastischen Modelle als gleichwertige Modelle fir
den Miinzwurf an. Vorlesung 17

Definition 4.1.5. (i) Eine Zufallsvariable X heifit absolutstetig mit Dichte f, falls die
Verteilungsfunktion Fxy von X die Dichte f hat, es gilt also

b
P(X € (a,b]) = Px((a,b]) = Fx(b) — Fx(a) = / £(z) da.

(ii) Eine Zufallsvariable X heifit diskret, falls Fix eine diskrete Verteilungsfunktion ist (oder
Px ein diskretes Maf ist). In anderen Worten: X nimmt nur abzahlbar viele Werte ay, ..., an
mit Wahrscheinlichkeiten p1, ..., py an:

P(X = ax) = Px({ax}) = px-

Thr merkt euch am besten folgende Rechenformeln:

S, f(x)dz : X absolut stetig
Yanealr X diskret

)

]P’(XGA)—{

man integriert oder summiert iiber die Werte, die X annehmen soll. Dumm ist nur, wenn wir
nicht wissen, dass X absolutstetig oder diskret ist. Dann ist eine Zufallsvariable halt irgendeine
reellwertige messbare Abbildung auf irgendeinem Wahrscheinlichkeitsraum mit irgendeiner
Verteilungsfunktion F'.

Beispiel 4.1.6. Wir kennen die meisten wichtigen Beispiele schon, manche kommen noch dazu:

Diskrete Zufallsvariablen Absolutstetige Zufallsvariablen
X ~ Poi(\) X ~ N(u,0?)
X ~ Bin(n, p) X ~ Cauchy(s,t)
X ~ Ber(p) X ~ Exp(\)
X ~ Geo(\) X ~ U([a, b))
X ~ Gleichverteilt auf endlichem Q | X ~ I'(a, 8)
X ~ Pareto(k, a)

Im Appendix gibt es eine Ubersicht iiber die wichtigsten Verteilungen.


https://www.youtube.com/watch?v=rm2_f1MRGoc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=18&t=142s
https://www.youtube.com/watch?v=rm2_f1MRGoc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=18&t=1197s
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Um die Begriffe auszuprobieren, schauen wir uns eine kleine Rechnung an. Wir behaupten, dass
Y ~ Exp(1), wenn Y = —In(U) mit U ~ U([0, 1]). Probieren wir die Begriffe aus und berechnen
definitionsgeméf die Verteilungsfunktion von Y durch Auflésen:

Fy(t) =P(Y < t) Z' P(— In(U) < t) = P(U > exp(—t)) = 1 — P(U < exp(—t)).

Wenn wir jetzt die Verteilungsfunktion von U([0,1]) einsetzen, bekommen wir Fy (¢) = (1 —
e ")1jo,)(t) und das ist die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung.

Wir waren ein klein wenig ungenau weil Y den Wert +o0o annehmen kann, eine Zufallsvariable
per Definition aber nur reelle Werte annimmt. Das kann man einfach reparieren, indem man
zum Beispiel log(0) = 0 umdefiniert. Alternativ nimmt man U ~ U((0,1)) statt U ~ U([0, 1]),
das diskutieren wir ausfiihrlich in Abschnitt 4.3.1.

Satz 4.1.7. [Existenz stochastischer Modelle - der ,kanonische* Wahrscheinlich-
keitsraum]

Fiir jede Verteilungsfunktion F' existiert eine Zufallsvariable X mit X ~ F. Genauer: Es existiert
ein stochastisches Modell, d. h. ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) und eine Zufallsvariable
X auf (Q,A,P), mit X ~ F.

Beweis. Als Wahrscheinlichkeitsraum definieren wir Q = R, A = B(R), P = Py und darauf die
Zufallsvariable X (w) = w. Beachte: X (w) = w ist eine stetige Abbildung von R nach R und damit
auch Borel-messbar. Berechnen wir die Verteilungsfunktion dieser konkreten Zufallsvariablen auf
dem konkreten Wahrscheinlichkeitsraum:

Fx(t) =P(X <t) = Pp({fw: X(w) <)) = Pr({w: w < t}) = Pp((—c0,1]) = F(1).

Also gilt X ~ F', das war es schon! Zu beachten ist, dass die Konstruktion weit von trivial ist. Die
Existenz von Pz benétigt den Satz von Carathéodory und damit die komplette MaBtheorie. [

Bemerkung 4.1.8. Wenn wir uns nur fiir diskrete Zufallsvariablen interessieren wiirden, kdimen
wir komplett ohne Mafltheorie aus! Hier ist eine viel einfachere Konstruktion, die fiir alle diskrete
Zufallsvariablen funktioniert. Sei dazu F' eine diskrete Verteilungsfunktion, die an N-vielen Stellen
a, um py nach oben springt. Sei nun Q = {ws,...,wn} eine beliebige Menge mit N Elementen
(z.B. Q = {Kopf, Zahl} beim Wiirfeln). Auf Q wahlen wir als o-Algebra A = P(2). Das Ma8
definieren wir, indem wir es auf den Elementarereignissen als P({wy}) = pi definieren und mit
der o-Additivitit fiir beliebiges A € A fortsetzen, d. h. P(A) = > - P({wk}) = D, caPk-
An dieser Stelle nutzen wir die Abzéhlbarkeit. Als Zufallsvariable wéhlen wir die Abbildung
X(wg) := ap. Weil auf dem Urbildraum die Potenzmenge gewéhlt wurde, ist natiirlich jede
Abbildung nach R auch (A, B(R))-messbar. Damit gilt P(X = ai) = pg, also ist X gemaf
F verteilt. Diese Konstruktion funktioniert nur fiir diskrete Verteilungsfunktionen so einfach
(probiert es einfach mal fiir absolutstetige Verteilungsfunktionen aus, ihr werdet schnell den
Fortsetzungssatz von Carathéodory brauchen). Im Allgemeinen kommen wir nicht umher, die
Maftheorie wie im Beweises von Satz 4.1.7 zu nutzen weil man Mafle auf iberabzéhlbaren
Mengen nicht einfach auf den Elementarereignissen definieren kann.

Hier sind zwei konkrete Beispiele: Wenn jemand von euch ein stochastisches Modell fiir eine
N(0,1)-verteilte Zufallsvariable verlangt, so entgegnet ihr

Q=R, A=B(R), P=Ppr, X(w)=uw,

wobei Pr das eindeutige Maf} auf B(R) mit Verteilungsfunktion F' ~ A (0,1) aus Carathéodory
ist. Will jemand das gleiche fir eine Poi()\)-verteilte Zufallsvariable haben, so entgegnet ihr
entweder das gleiche, oder

k
Q=N, A=PN), ]P’({k}):e_’\%, X(w) = w.



https://www.youtube.com/watch?v=rm2_f1MRGoc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=18&t=2131s
https://www.youtube.com/watch?v=rm2_f1MRGoc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=18&t=2625s
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Um ganz deutlich zu sein: Diskret ist einfach, weil die Potenzmenge von abzéhlbaren Mengen noch
klein genug ist und Mafle durch die abzdhlbare o-Additivitdt von Maflen nur auf einpunktigen
Mengen definiert werden miissen! Weil all das fiir iiberabzéhlbare Mengen wie R schief geht,
haben wir Mafitheorie gemacht. Auf die Normalverteilung kénnen wir einfach nicht verzichten!

Definition 4.1.9. Ist X eine Zufallsvariable auf (€2, A, P), so heiflen, falls die Integrale wohlde-
finiert sind,

E[X] := /QX(w) dP(w) Erwartungswert von X,

E[X*] .= / XF(w)dP(w) k-tes Moment von X,
Q
V[X]:=E[(X —E[X])?)]  Varianz von X,

E[e] := / X dP(w) exponentielles Moment von X.
Q

Allgemein betrachten wir fiir g : R — R messbar die Erwartungswerte

E[g(X)] == /Q 9(X (@) dP(w),

falls das Integral wohldefiniert ist. Wir sagen die Erwartungswerte existieren, falls die Integrale
existieren (also endlich sind).

Wir erinnern daran, dass ein wohldefiniertes Integral auch die Werte +o00 oder —oo annehmen
darf. Meistens werden wir aber davon sprechen, dass die Integrale existieren, also endlich sind.
Wegen der allgemeinen Aquivalenzen

Def.

/fduexistiert & /f+du<oo, /f_d,u<oo = /|f|d,u<oo,

schreiben wir meistens bequemer ,E[|g(X)|] < oo anstelle von ,E[g(X)] existiert“. Bei Erwar-
tungswerten sagen wir also ,der Erwartungswert von X existiert, wenn der Erwartungswert
wohldefiniert und endlich ist. Das wird oft in der Literatur genauso gehandhabt, manchmal aber
auch anders. Manche sagen, der Erwartungswert existiert, wenn E[X] wohldefiniert ist (aber
vielleicht unendlich) ist.

Bemerkung. Die Notation E[g(X)] ist etwas ungliicklich weil das Integral nicht nur von g
und X abhéngt, sondern auch von P. Daher sollte man eher Ep[g(X)] schreiben, man ldsst aber
iiblicherweise das P aus Faulheit weg.

Lemma 4.1.10. Ist die Zufallsvariable X geméifl F' verteilt, d. h. X ~ F, so gilt unabhéngig
von dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, 4, P) auf dem X definiert ist,

Elg(X)] = / o(z) dPp(2)

R

fiir messbare numerische Abbildungen g: R — R. Wie immer gilt die Gleichheit, wenn eine Seite
(und damit die die andere Seite) wohldefiniert ist.

Beweis. Mit dem Transformationssatz 3.1.16 (bzw. Korollar (3.1.17) gilt in einem Schaubild



https://www.youtube.com/watch?v=rm2_f1MRGoc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=18&t=3524s
https://www.youtube.com/watch?v=rm2_f1MRGoc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=18&t=4108s
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wobei Px der push-forward von X ist. Weil definitionsgemafl Px = Pp ist, gibt das sauber
ausgeschrieben

E[g(X)] 2 /Q 9(X () dP(w) *110 / g(z) dPy (z) X" / o(x) dPr (2).

O

Die Konsequenz ist natiirlich, dass fiir beliebiges g, E[g(X)] gar nicht von dem kompletten Modell
(Q, A, P, X) abhdngt, E[g(X)] hingt einfach nur von der Verteilung von X ab. Das ist der Grund,
warum man sich iiblicherweise nur fir die Verteilungsfunktion von X, jedoch nicht fur (2, .4, P)
interessiert. Fassen wir die Beobachtung zusammen:

Bemerkung. Sind X,Y identisch verteilte Zufallsvariablen, die auf irgendwelchen Wahrschein-
lichkeitsraumen definiert sind, so gilt

fiir alle g: R — R messbar.

Jetzt wissen wir auch schon, wie wir E[g(X)] berechnen kénnen, das haben wir ndmlich schon
gemacht. Vieles was jetzt kommt sind Wiederholungen, indem wir Sétze fiir allgemeine Integrale
nochmal fiir Erwartungswerte hinschreiben.

Satz 4.1.11. [Berechnungsregeln)] -
Sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.4,P) und g : R — R messbar,
so gelten:

(i) Ist X absolutstetig mit Dichte f, so gilt

Elg(X)] = / o) () da.

R

(ii) Ist X diskret und nimmt die Werte a1, ...,ay € R mit Wahrscheinlichkeiten py, ..., py an,
so gilt

Elg(X)] =Y prglar) = Y P(X = ar)g(ax).
k=1

k=1

Dabei ist wieder eine Seite genau dann wohldefiniert, wenn es die andere Seite ist.

Beweis. Dazu kombinieren wir nur die Formel aus Satz 4.1.10 mit den Formeln aus Satz 3.3.2
und Satz 3.3.3. O

Beispiel 4.1.12.

o Fir X ~ N (p,0?) gilt E[X] = fo\/Q;Te 2 dx = p.



https://www.youtube.com/watch?v=rm2_f1MRGoc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=18&t=4583s
https://www.youtube.com/watch?v=rm2_f1MRGoc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=18&t=4924s
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Wir sehen also: Ein grofier Teil der Stochastik besteht aus dem Berechnen von Integralen und
Summen bzw. Reihen.

Beispiel 4.1.13. Eine Webseite wird im Mittel pro Stunde zweimal geklickt. Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Webseite in einer Stunde mindestens flinfmal geklickt wird?

Um das Beispiel stochastisch zu behandeln, miissen wir zunéchst ein Modell annehmen. Welche
uns bekannte Zufallsvariable konnte die Anzahl der Klicks pro Stunde modellieren? Da die
Ergebnisse der Zufallszahlen natiirliche Zahlen sind, muss die Verteilung diskret sein. Nun ist die
Anzahl nicht beschriankt, es sollte also eine Zufallsvariable sein, die alle Werte in N annehmen
kann. Dazu kennen wir bisher nur die geometrische- oder die Poissonverteilung. An der jetzigen
Stelle konnen wir ohne weitere Annahmen keine von beiden ausschlieen. Nehmen wir einfach
mal an, dass X ~ Poi(\) ein gutes Modell ist. Aber was ist A? Weil wir wissen, dass E[X] = X ist,
schlieflen wir A = 2 aus der Vorinformation (Das Gesetz der grofien Zahlen wird uns in Satz 4.6.8
des letzten Kapitel die Rechtfertigung geben, warum wir aus dem Mittel auf den Erwartungswert
schlieffen.) Um nun die Aufgabe zu lésen, miissen wir fiir eine Poi(2)-verteilte Zufallsvariable
P(X > 5) berechnen. Das geht ganz einfach:

P(X >5)=1—-P(X < 4)

1 2 4 8 16
—l-e (-4 444+~ .
e <1+1+2+6+24> 0,053

Hierbei haben wir genutzt, dass fiir eine diskrete Zufallsvariable immer

P(X € A) =) P(X =a)
ar€EA

gilt. Das folgt natiirlich aus der o-Additivitdt von Maflen weil A — P(X € A) ein Maf ist (die
Verteilung von X).

Proposition 4.1.14. [Rechenregeln fiir den Erwartungswert]
Seien X,Y Zufallsvariablen auf (Q, 4, P) mit E[|X|],E[|Y|] < co und a, 8 € R, so gelten:

(i) E[aX + BY] = aE[X] + BE[Y]

(i) X >0 P-fs. = E[X] >0 und X > Y P-fs. = E[X] > E[Y]

(iii) Tst X = o P-f:s., so ist E[X] = a.

(iv) P(X € A) = E[14(X)], inshesondere gilt Fx (t) = E[1(_s.4(X)], t € R.

Beweis. Wir miissen nur beachten, dass Erwartungswerte per Definition Integrale sind. Dann
kénnen wir die Rechenregeln fiir Integrale direkt anwerden. Zu beachten ist, dass wegen Satz
3.1.15 Anderungen auf Nullmengen Integrale nicht dndern.

(i) Linearitét von Integralen
(ii) Monotonie von Integralen (die Nullmengen spielen keine Rolle)

(iii) Nach Annahme gilt X = alq P-f.s. Wegen Satz 3.1.15 konnen wir sofort die Definition des
Integrals einsetzen:

E[X] = /Q X (w) dP(w) = /Q olg dP 2 WP(Q) = a

einfach

Vorlesung 18



https://www.youtube.com/watch?v=JbjvBFpbsho&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=19&t=113s
https://www.youtube.com/watch?v=JbjvBFpbsho&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=19&t=1157s
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(iv) Hier miissen wir nur die Definitionen im Kopf klar bekommen:

E[14(X)] = /Q 14(X (w)) dP(w) "2 /]R 14(z) dPx(z) = Py (A) 2 P(X € A)

einfach

O

Natiirlich ist eine Zufallsvariable, die fast sicher den selben Wert annimmt, gar keine interessante
Zufallsvariable! Das modellierte Zufallsexperiment ist gar nicht zuféllig, es passiert immer das
gleiche! Beispiel: Jeden Tag um 7 Uhr wird die Zeit (Stunde) angeschaut. Es kommt immer
7 dabei raus, die beschreibende Zufallsvariable erfiillt also P(X = 7) = 1, also X = 7 P-fast
sicher. Viel interessanter wire zum Beispiel, jeden Tag um 7 Uhr die Temperatur zu messen. Die
entsprechende Zufallsvariable wére nicht fast sicher konstant.

Korollar 4.1.15. [Rechenregeln fiir die Varianz]
Sei X eine Zufallsvariable mit E[X?] < oo (wir sagen auch, X ist quadratintegrierbar), so gelten:

(i) Es gilt V[X] < oo und

V[X] = E[X?] — E[X]%.

(ii) Es gilt V[X] = 0 genau dann, wenn X fast sicher den gleichen Wert annimmt, dieser ist
dann E[X].

(iii) Fiir a € R gilt V[aX] = a?V[X] und V[a + X] = V[X].

Beweis. Ubung. Beachte dazu: Ist Y > 0 P-fast sicher und E[Y] = 0, so ist Y = 0 P-fast sicher.
Das gilt wegen Satz 3.1.15, der Erwartungswert ist schliefllich ein Integrall O

Die Varianz misst als Kenngrofle die Variabilitdt von Zufallsvariablen. Ist die Varianz null, so
gibt es gar keine Variabilitit, ist die Varianz groff, so nimmt X auch Werte an, die weit von dem
Erwartungswert entfernt sind. Das ist mathematisch natiirlich keine saubere Formulierung (dafiir
gibt es schliefllich die Varianz), gibt aber das richtige Gefiihl. Daher ist auch einleuchtend, dass
sich die Variabilitdt beim Verschieben um einen festen Wert sich nicht dndert.

Satz 4.1.16. [Konvergenzsitze fiir Zufallsvariablen]
Seien Y, X, X1, Xo, ... Zufallsvariablen auf (Q, A, P) mit lim,,_, ., X,, = X P-fast sicher.

(i) MCT: Gilt 0 < X; < X5 < ... < X P-fast sicher, so gilt

lim E[X,] =E[X].

n—oo
(ii) DCT: Gilt |X,,| <Y P-fast sicher fur alle n € N mit E[|Y]] < oo, so gilt

lim E[X,] = E[X].

n—oo
(iii) Gilt |X,,| < C P-fast sicher fiir alle n € N fiir ein C' > 0, so gilt

lim E[X,] = E[X].

n—roo

Beweis. Wegen E[X,,] Def Jo X dP und E[X] iy Jo X dP ist das gerade Satz 3.2.1, Satz 3.2.5
und Korollar 3.2.6. O

Definition 4.1.17. Fir eine Zufallsvariable X heifit

Mx(t) :=E[e'*], teR,

die momenterzeugende Funktion. Mx ist nur fiir die ¢ definiert, fiir die E[e!X] < oo gilt.


https://www.youtube.com/watch?v=JbjvBFpbsho&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=19&t=2008s
https://www.youtube.com/watch?v=JbjvBFpbsho&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=19&t=2482s
https://www.youtube.com/watch?v=JbjvBFpbsho&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=19&t=2922s
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Die momenterzeugenden Funktionen sind auf ihrem Definitionsbereich ganz normale Funktionen
von R nach R. Wir kénnen also tiber Ableitungen sprechen, Monotonie, und so weiter. In vielen
Beispielen ist My eine ganz harmlose Funktion, manchmal ist M x aber auch gar nicht definiert.

Beispiel 4.1.18.

e Sei X ~ Cauchy(s,t), so ist Mx nirgends definiert!

o Sei X ~ N (u,0?), soist Mx(t) = exp (ut + #) fiir ¢ € R, siche Ubungsaufgabe.

e Sei X ~ Poi(\), so ist

= > AR ;
MX(t) _ E[etX] _ ZetX]P)(X _ k) _ Zetkef)\F _ e)\(e -1)
k=0 k=0 ’

fir alle t € R.
Noch viel mehr explizite Beispiele sind im Appendix gesammelt.

Das ganze ist ein so niitzliches Konzept, weil wir viele Beispiele explizit ausrechnen kénnen und
mit dem néchsten Satz gleich noch alle Momente durch Ableiten ausrechnen kénnen:

Satz 4.1.19. Sei X eine Zufallsvariable, fiir die Mx fiir ein € > 0 in (—¢,€) definiert ist. Dann
ist Mx an der Stelle 0 unendlich oft differenzierbar und es gilt fiir alle n € N

E[X"] = M{(0),

wobei ./\/lg?) (0) die n-te Ableitung an der Stelle 0 ist.

Beweis.

(a) Wir zeigen zunéchst, dass Mx in (—¢,¢) eine Potenzreihe ist. Nach Analysis 1 ist

et X (W) i M — lim zm: (tXliic'u))k =: lim S, (w).

k! m—o00
k=0 k=0

Die Zufallsvariable e!* kann also als punktweiser Grenzwert der Folge (S,,)men von
Zufallsvariablen geschrieben werden. Um gleich dominierte Konvergenz zu nutzen, brauchen
wir eine integrierbare Majorante S fiir die Folge (.S,,). Das ist gar nicht so schwer:
m
tX)k
sl 2 S

S [ = [ s

k=0 k=0 k=

IAND
(=)

Wegen S = eltXl < etX 4 ¢7tX ist S eine integrierbare Majorante:

Def.

E[|S|] = E[e"¥]] Tg“ E[e'X] + E[e=*] 2" Mx(t) + Mx(~t) < 00

fiir t € (—e, €) nach Annahme. Jetzt kann also dominierte Konvergenz angewandt werden.
Es gilt damit fir t € (—e¢, €), dass

m

oo DCT . Lin. . tEIXF] N tFE[X ]
Mix(®) =Bl Jim Sl =" Yo BlSn) = M ) 5 =)

k
Damit ist Mx in (—¢,€) eine Potenzreihe mit Koeflizienten aj = E[ﬁ | und Entwicklungs-

punkt xg = 0.



https://www.youtube.com/watch?v=JbjvBFpbsho&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=19&t=3284s
https://www.youtube.com/watch?v=JbjvBFpbsho&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=19&t=3545s
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(b) Aus Analysis 1 wisst ihr (so habt ihr die Taylor-Koeffizienten bestimmt!), dass Mx in (—e, €)
unendlich oft differenzierbar ist und die Reihe gliedweise differenziert werden kann. n-faches

Ableiten und den Entwicklungspunkt zp = 0, einsetzen gibt dann M )((") (0) = E[X"].
O

Beispiel 4.1.20.

o Fiir die Normalverteilungen X ~ A'(u,0?) ergibt die explizite Formel der momenterzeu-
genden Funktion mit dem Satz

E[X]ZM’x(O)=exp(u-0+£) (pto?-0)=p,

2
E[X?] = M%(0) = p* + o°.

Beides zusammen ergibt V[X] = E[X?] — E[X]? = u? + 0% — p? = 0. Die zwei Parameter

der Normalverteilung sind also gerade Erwartungswert g und Varianz o2,

o Fiir X ~ Poi(\) ergibt die explizite Formel der momenterzeugenden Funktion mit dem
Satz

EX]=M%x(0)=X und E[X?] =M%(0) =N+
Beides zusammen ergibt V[X] = E[X?] — E[X]? = \.
Proposition 4.1.21. [Holder und Jensen’sche Ungleichung]

(i) Fir p,q > 1 mit % + % =1 und Zufallsvariablen X, Y auf (Q2, A, P) gilt

E[XY|) < (E[XP)"" (E[Y]9)"/.

(ii) Ist X eine Zufallsvariable mit E[|X|] < oo und ¢: R = R konvez mit E[|¢(X)|] < oo, so
gilt
o(E[X]) < E[p(X))].

Beweis. (i) Weil Erwartungswerte Integrale sind, ist das nur ein Spezialfall von Satz 3.4.1.

(ii) Wir geben den Beweis nur fiir differenzierbares ¢. Wegen der Konvexitét gibt es fiir jedes
feste 9 € R ein b € R mit

o ¢'(wo)r +b < p(x) fiir alle v € R,
« ¢'(wo)zo + b = (o).
Wir wihlen z¢ = E[X]. Mit der zweiten Eigenschaft schreiben wir p(E[X]) wie folgt um:
P(E[X]) = ¢(x0) = ¢ (w0)w0 + b = ¢'(x0)E[X] + b.

Weil der Erwartungswert linear und monoton ist, sowie der Erwartungswert einer konstanten
Zufallsvariable gerade die Konstante ist, konnen wir die rechte Seite wie folgt behandeln:

& (20)E[X] + b = B¢ (z0) X] + E[t] = B[/ (z0)X + 8] < Elp(x))

Zusammen folgt die Behauptung. O
Beispiel. Als Merkregel fiir das ,<“ in Proposition 4.1.21 nimmt man ¢(x) = 2. Weil
0 < V(X) = E[(X — E[X])?] ** E[X?] - E[X]?

muss E[X]? < E[X?] gelten. Also muss in 4.1.21 ,<“ und nicht ,>“ stehen.

9 —


https://www.youtube.com/watch?v=JbjvBFpbsho&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=19&t=4776s
https://www.youtube.com/watch?v=JbjvBFpbsho&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=19&t=5002s
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Vorlesung 19
Zum Abschluss nochmal die Markov- und Tschebyscheff-Ungleichungen, die wir fiir Integrale

iiber beliebige Mafle schon angeschaut haben. Weil Erwartungswerte Integrale sind, geht das in
diesem Spezialfall natiirlich genauso:

Satz 4.1.22. [Markov- und Tschebyscheff-Ungleichung]
Sei X eine Zufallsvariable, dann gelten fiir a > 0 folgende Ungleichungen:

(i) Fur h: R — (0, 00) wachsend gilt

P(X >a) <

(Markov-Ungleichung)

(Markov-Ungleichung)

(iii)

P(|X —E[X]| > a) < (Tschebyscheff-Ungleichung)

Beweis.

(i) Definiere A = [a, 00), dann gilt weil h wachsend ist

(X)) 2" ER(X) - 14(X)]
> Efh(a) - 14(X)]
" h(a) - E[14(X))]
4.1.14,(iv)

h(a) - P(X > a).

Durchteilen gibt die Abschétzung. Hier haben wir den kleinen Trick genutzt, dass 1 =
1o =14 + 140 > 14 gilt. Der Trick wird jetzt immer wieder kommen!

(ii) Genau wie (i).
(iii) Benutze die Markov Ungleichung mit h(z) = 22 und der ,zentrierten® Zufallsvariablen
X — E[X].
O

Wie bei den Konzentrationsungleichungen fiir Mafle, konnen wir durch Bildung von Gegenwahr-
scheinlichkeiten sofort Ungleichungen fir P(X < a) oder P(|X| < a) bekommen.

2

Beispiel. Ist X ~ N (u,0?), so gilt P(|X — p| > a) < Z.

4.2 Zufallsvektoren

Nachdem Zufallsvariablen jetzt hoffentlich einigermaflen klar geworden sind, gehen wir jetzt
weiter zu Zufallsvektoren. Das sind Zufallsvariablen, deren Werte nicht reell, sondern aus dem R?
sind. Weil wir den Namen Zufallsvariablen nur fiir den Fall d = 1 definiert haben, sprechen wir
nun von Zufallsvektoren. Das Kapitel ist in grofien Teilen eine Wiederholung, wir gehen durch
die gleichen Schritte, die Notationen werden nur einen Tick aufwendiger. Das Vorgehen ist genau
wie fiir reelle (eindimensionale) Zufallsvariablen:

o Lege o-Algebra auf R? fest und zeige wichtige Eigenschaften fiir spéter.


https://www.youtube.com/watch?v=T4qzzuYLcUc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=20&t=415s
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Charakterisiere MaBe auf R? durch Verteilungsfunktionen.

e Definiere Zufallsvektoren als messbare Abbildungen und verbinde diese zu Maflen und
Verteilungsfunktionen.

o Definiere Erwartungswerte und zeige Rechnenregeln fiir diskrete und absolutstetige Zufalls-
vektoren.

e Rechnen, rechnen, rechnen.

(A) Borel-o-Algebra auf R?

Definition 4.2.1. Wir wihlen die Produkt-o-Algebra auf dem R?, die aus d Kopien der
Borel-o-Algebra besteht:

BRY) := BR)®...® B(R) 2 ¢({By x ... x By: B; € B(R)})

d-viele

Wir hatten im ersten Kapitel schon erwdahnt, dass die Definition der Borel-o-Algebra als kleinste
o-Algebra erzeugt durch offene Mengen auch im R? funktioniert. Das ist in der Tat das selbe
wie die gerade definierte Produkt-o-Algebra B(R4).

Lemma 4.2.2. Es gilt

B(R%) = o({O CR*: O offen})
=o({(—00,t1] X ... X (—00,t4]: t; € R})
=o({(a1,b1] x ... x (aq,ba): a;,b; € R})
=o({(a1,b1) x ... X (ag,bq): a;,b; € R})

wobei ... bedeutet, dass ihr wie fiir d = 1 alle vorstellbaren Kombinationen von Intervallen nutzen
konnt.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Bemerkung 4.2.3. Wie in Dimension 1 gilt auch jetzt wieder, dass jede stetige Abbildung
f:R™ — R™ (B(R™), B(R™))-messbar ist. Das gilt wieder weil wegen Proposition 2.1.4 Mess-
barkeit nur auf einem beliebigen Erzeuger getestet werden muss und fiir stetige Abbildungen
Urbilder offener Mengen offen sind.

(B) Mafle auf B(R?) und multivariate Verteilungsfunktionen

Wie fiir d = 1 definieren wir fiir Mafie auf B(R?) Verteilungsfunktionen, der Unterschied ist nur
die Anzahl der Variablen, d viele statt einer:

Definition 4.2.4. Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf B(R?), so heifit
Fp(tl, ...,td) = P((—oo,tl] X - X (—oo7td]), t1,....,tqg € R,
(multivariate) Verteilungsfunktion von P.

Fiir die Vorstellung nehmen wir immer den Fall d = 2. Dann ist F(t1,t2) gerade das Maf des
sunendlichen Rechtecks unten links“ unter dem Punkt (1, ¢2), also das Ma8} von (oo, 1] X (—00, t2].

Wie fiir d = 1 (nichtfallend, rechtsstetig, Grenzwerte 1 und 0 bei unendlich) kénnen wir aus den
Eigenschaften des Mafles Eigenschaften der Verteilungsfunktion ableiten:

Proposition 4.2.5. Ist F die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmafes auf B(R?),
so gelten



https://www.youtube.com/watch?v=T4qzzuYLcUc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=20&t=1977s
https://www.youtube.com/watch?v=T4qzzuYLcUc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=20&t=2103s
https://www.youtube.com/watch?v=T4qzzuYLcUc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=20&t=2340s
https://www.youtube.com/watch?v=T4qzzuYLcUc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=20&t=2573s
https://www.youtube.com/watch?v=T4qzzuYLcUc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=20&t=3113s
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(i) F:R?—10,1]
(ii) F konvergiert gegen 0, wenn eine Koordinate nach —oo lauft:

lim F(tl, ...,td) =..= lim F(tl, ...,td) =0.

t1——o00 tqg——o00

(iii) F konvergiert gegen 1, wenn alle Koordinaten gemeinsam nach +oo laufen:

lim F(tl,...,td) =1

ti——o0,i=1,...,d

(iv) F ist rechtsstetig in jeder Koordinate.

(v) F ist rechtecksmonoton, d. h. fiir alle a',a? € R? mit a* < a? (d. h. a} < a3, ...,a} < a?)
gilt

GFi= Y (“l)Tetepal Lal) >0,

(ll
i1,eia€{1,2}
Eine Funktion mit den Eigenschaften (i)-(v) nennt man (multivariate) Verteilungsfunktion.

Beweis. Sei P ein WahrscheinlichkeitsmaB auf B(RY) und F = Fp die zugehorige Verteilungs-
funktion. Die erste Eigenschaften von F' ist klar, die weiteren drei Eigenschaften folgen aus der
Stetigkeit von Maflen, genau wie fiir d = 1. Interessanter ist die Rechtecksmonotonie, die wir uns
nur fiir d = 1 und d = 2 veranschaulichen.

d = 1: Einsetzen gibt hier F(a?) — F(a') > 0 fiir a> > a', und das ist gerade die Monotonie, die
wir fiir schon kennen aus der Diskussion von Verteilungsfunktionen in einer Variablen.

d = 2: Einsetzen in die Formel (es gibt 2¢ = 4 Summanden) ergibt
F(a%,a%) - F(a%aa%) - F(a%aag) + F(aial) > 0.

Doch was soll das bedeuten? Dazu ist zu beachten, dass die zwei Punkte a' < a? ein Rechteck R
saufspannen®. Die Eckpunkte von R sind gerade (siehe Bildchen)

o (ai,ad), unten links

e (a?,a}), unten rechts
o (a?,a3), oben rechts
e (a},a3), oben links

Weil P ein Ma8 ist, gilt P(R) > 0. Jetzt schreiben wir durch Zerlegung von R in ,unendliche
Rechtecke unten links“, unter Beriicksichtigung der o-Additivitat von P, P(R) als

P(R) = P((~00,af] x (—00,a3]) — P((~00,ai] x (—00,d3))
—P((~00,ai] x (—00,a3]) +P((~00, aj] x (—00,a3])
Def. F
= F(a%,a%)—F(a%,a%)—F(a?,a%)—FF(a%,al).
Die Bedingung A2 F' > 0 gilt also weil Ag2F nur ein komplizierter Ausdruck fiir die Wahrschein-
lichkeit des von a' und a? aufgespannten Rechtecks ist! O

In Analogie zum eindimensionalen Fall fragen wir nun, ob die Umkehrung auch gilt. Gibt es
also fiir jede multivariate Verteilungsfunktion F' ein WahrscheinlichkeitsmaB Pr auf (R%, B(R)),
dessen Verteilungsfunktion F' ist. In anderen Worten, gibt es eine bijektive Abbildung zwischen
den multivariaten Verteilungsfunktionen und den Wahrscheinlichkeitsmafien auf B(R%)?



4.2. ZUFALLSVEKTOREN 87

Satz 4.2.6. [Analogie zu 1.4.2]
Fiir jede multivariate Verteilungsfunktion F : R¢ — R gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf
Pr auf B(R?) mit

Pr((—o00,t1]) X ... x P((—00tq]) = F(t1,...,tq), t; €R. (4.1)
Man sagt wieder , P ist geméfl F verteilt.”

Beweis. Wir fithren den Beweis nicht vollstdndig aus, die Argumente gehen im Prinzip wie fir
d=1.

Eindeutigkeit: Wie immer nutzten wir fiir die Eindeutigkeit Dynkin-Systeme. Weil (4.1) das Maf}
auf N-stabilem Erzeuger festlegt, kann es aufgrund von Satz 1.2.12 nur ein Wahrscheinlichkeitsmaf}
mit der Eigenschaft (4.1) geben.

Existenz: Zur Konstruktion haben wir den Fortsetzungssatz von Carathéodory, Satz 1.3.7.
Hier nur eine Skizze, die fir das Verstdndnis der komischen Rechtecksmonotonie hilfreich ist,
formuliert fiir d = 2. Zunéchst muss eine o-additive Mengenfunktion auf einem Erzeuger definiert

werden. Dazu nehmen wir die Rechtecke der Form (a},a?] x (ad, a3] und definieren

2
M((a?haﬂ X (a%7ag]) = AZ1F > 0.

Die Definition ist motiviert durch den Beweis von Proposition 4.2.5, AZTF war dort ja gerade die
Wahrscheinlichkeit des Rechtecks (ai,a?] x (a3, a3]. Nun muss man wie fiir d = 1 zeigen, dass u
eine g-additive Mengenfunktion auf den Rechtecken ist. Das ist wieder etwas hésslich, funktioniert
aber wie im Beweis von Satz 1.4.2. Hat man das geschafft, so existiert eine Fortsetzung von
auf B(R?Y) und die tut es. O

Proposition 4.2.7. [Spezialfall Produktmaf]
Sind Fi, ..., Fy reelle Verteilungsfunktionen, so ist

F(tl,...,td) = Fl(tl)-...'Fd(td)7 t; € R,
eine multivariate Verteilungsfunktion. Es gilt: Pr = Pp, ® ... ® Pp,.

Beweis. Variante 1: F ist eine multivariate Verteilungsfunktion ~» Grofie Ubung. Das ist ein gutes
Beispiel, um die Eigenschaften mal selber nachzurechnen. Mit Satz 4.2.6 gibt es ein dazugehoriges
Maf auf B(R?). Um zu checken, dass dieses Maf§ das Produktmaf ist, berechnet man mit der
Formel fiir A3 F' (Produktform von F' einsetzen!) die Wahrscheinlichkeit von Quadern aus und
findet gerade die benétigte Formel (3.8) aus der Definition des Produktmafles.

Variante 2: Das ProduktmaB Pr, ® ... ® Pg, existiert auf B(R?) nach Korollar 3.5.3.
Behauptung: F ist die (multivariate) Verteilungsfunktion von Pp ® ... ® Pg,. Checken wir also,
dass das Produktmaf} die richtige Verteilungsfunktion hat:

Pr, ® ... ® Pp,((—00, t1] X ... x (—00,t4]) 2 Pp, ((—00, t1]) - ... - Pr, ((—00, ta])

— Fi(t1) - .. - Fata)
:F(tl,...,td), t; € R.

O

Genau wie fiir reellwertige Zufallsvariablen gibt es absolutstetige und diskrete Wahrscheinlich-
keitsmaBle auf (R%, B(R)):

Definition 4.2.8. (i) Eine multivariate Verteilungsfunktion F' (bzw. das zugehorige Mafl
Pr) heifit absolutstetig mit Dichte f: R? — [0, 4+-00], falls f messbar ist und

F(th...ﬂfd) :/ f((E) dr, t; €R.
(—o00,t1]X... X (—00,tq]

Vorlesung 20



https://www.youtube.com/watch?v=T4qzzuYLcUc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=20&t=4698s
https://www.youtube.com/watch?v=0l3MJBnfoG4&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=21&t=32s
https://www.youtube.com/watch?v=0l3MJBnfoG4&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=21&t=539s
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(ii) Ein multivariate Verteilungsfunktion F (bzw. das zugehorige Mafl Pr) heifit diskret,
falls fiir ein N € NU {+oco} Vektoren ay,...,ay € R? und Wahrscheinlichkeitsgewichte
P1, ..., PN > 0 existieren, sodass

N
F(ty,...,ta) = Zpkl[ak,l,oo)x...x[ak,d,oo)(th wotd), ti €R.
k=1

Die Definition ist wie fiir Zufallsvariablen, nur aufgrund mehrerer Koordinaten uniibersichtlicher.
Im diskreten Fall merkt ihr euch wie im eindimensionalen Fall einfach, dass Pr Masse auf den
Vektoren aq, ...,ay hat und die Wahrscheinlichkeiten p, ...., py sind.

Wenn wir besonders Wert auf die einzelnen Koordinaten legen wollen, schreiben wir das Inte-
gral auch als f(_oo £1]% X (00t flx1,..yzq)d(z1, ..., zq). Wir meinen mit beiden Notationen
immer das Lebesgue Integral beziiglich des d-dimensionalen Lebesgue-Mafies A auf B(R?), al-
SO f(_ooq 115 X (—00s ] fdA. Aufgrund von Fubini gilt fiir absolutstetige Mafle immer auch die
Darstellung durch Mehrfachintegrale

tq

t1
F(tl,...,td) = / ( f(:[,’l,‘..7l'd) dxd)...dxl, t; eR

oo _
und das werden wir zum Rechnen auch meistens benutzen. Das einfachste Beispiel solche iterierten

Integrale zu berechnen, tritt auf, wenn f faktorisiert, d. h. die einzelnen Koordinaten sich nur
durch Produkte bedingen. In dem Fall wird die Verteilungsfunktion auch faktorisiert:

Beispiel 4.2.9. Sind fi, ..., fq Dichten von reellen Verteilungsfunktionen F, ..., F;. Dann ist
f(z) = f(x1,...,xq) == fi(x1) - ... - fa(zq) eine Dichte von F' = F} - ... - Fy aus Proposition 4.2.7.
Das kénnen wir sofort mit Fubini zeigen:

F(ti,..tq) = Fi(tr) ... Fy(tq)
11 taq
Def fi(z1) day - fa(za) dzg
t1 taq
Lin / ( fi(z1) fa(za) dxd) dzy
338/ fi(zy) fa(xa) d(z1, ..., zq)
(—o00,t1]X... X (—00,tq]

Not;tion / f(l') dz.
(—o00,t1]X... X (—00,t4]

Natiirlich miissen wir fir Fubini die Messbarkeit von f zeigen. Zum Gliick ist f das Produkt
messbarer Funktionen und damit wieder messbar.

(C) Zufallsvektoren

Nachdem wir die MaBe auf B(R?) verstanden haben, kommen wir jetzt analog zum reellen Fall
zu den Zufallsvektoren.

Abbildung X : Q — R¢ Zufallsvektor.
Proposition 4.2.11.
X1
X=| : |:Q=R
Xa

ist ein Zufallsvektor genau dann, wenn X, ..., X4: 2 — R Zufallsvariablen sind.



https://www.youtube.com/watch?v=0l3MJBnfoG4&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=21&t=1540s
https://www.youtube.com/watch?v=0l3MJBnfoG4&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=21&t=1993s
https://www.youtube.com/watch?v=0l3MJBnfoG4&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=21&t=2060s
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Die Proposition ist eine reine Messbarkeitseigenschaft. Sie besagt nur, dass eine vektorwertige
Abbildung messbar ist, genau dann, wenn jede Koordinatenabbildung messbar ist. Das ist ein
wenig wie in Analysis 2, als immer f : R™ — R™ auf die Koordinatenabbildungen f; : R™ — R
reduziert wurde.

Beweis. ,=¢: Fir B € B(R) gilt

X;'B)=X"'Rx..xRxBxRx..xR)€c A
k-te Stelle

»<=": Messbarkeit muss nur auf einem Erzeuger gezeigt werden, wir wihlen dazu & = {B; X ... X
By: B; € B(R)}

X1 (w)
X YBy x...x Bg) ={ weQ: : € By X ... x By
Xa(w)
d
= ﬂ{wGQ:Xk(w)GB}GA
k=1

Damit ist X messbar.
O

Diskussion 4.2.12. Wegen Proposition 4.2.11 gibt es jetzt zwei Interpretationen von Zufalls-
vektoren:

(i) Ein Zufallsvektor beschreibt d-viele Eigenschaften (,Feature-Vektor*) einer zufélligen
Beobachtung.

(ii) X beschreibt die Beobachtungen von d-vielen zufilligen eindimensionalen Experimenten.

Wir verbalisieren (i) und (ii) unterschiedlich auch wenn es sich mathematisch eigentlich um das
gleiche Objekt handelt:
X1
(i) ,Sei X = ein Zufallsvektor auf (9, A4,P)
Xa

(i) ,Seien Xy, ..., X4 Zufallsvariablen auf (€, A, P)*

Weiter geht’s mit der Verallgemeinerung von Verteilungsfunktionen von Zufallsvariablen auf
Zufallsvektoren. Analog zum eindimensionalen Fall definieren wir die gleichen Begriffe:

Definition 4.2.13. (i) Fir einen Zufallsvektor X auf (2, A, P) heifit
Fx(tl,...,td) = P(Xl Stl,m,XdStd), t; ER,

Verteilungsfunktion von X. Dabei steht das Komma fiir ,und“ (also Durchschnitt),
wir lesen also ,Wahrscheinlichkeit, dass X; < ¢; und .... und Xy < t4%, formell steht da
aber der schlechter lesbare Ausdruck P(N¢_,{X} < ¢}) oder noch schlimmer P(N¢_,{w €
0 Xp(w) <tr}). F heifit auch gemeinsame Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen
Xq, ..., Xg. Wir nutzen wieder die Schreibweise X ~ F', wenn F' die Verteilungsfunktion
von X ist.

(ii) Das Bildmaf
Px(B):=P(X € B), B < B(R%),

heift Verteilung von X oder die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen Xj, ..., Xg.
Px ist ein MaB auf B(RY).



https://www.youtube.com/watch?v=0l3MJBnfoG4&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=21&t=2566s
https://www.youtube.com/watch?v=0l3MJBnfoG4&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=21&t=2900s
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(iii) Zwei Zufallsvektoren X und Y heiflen identisch verteilt, falls Fx = Fy gilt.
(iv) Fiir k = 1, ..,d heift
Px,(B) =P(X) € B) =P({w: Xx(w) € B}), B e B(R),
die (eindimensionale) Randverteilung von X und
Fx,(f) =P(X, <t), teR
die (eindimensionale) Randverteilungsfunktion von Xj.

Wir hatten im eindimensionalen Fall erst die Verteilung Px und dann daraus die Verteilungs-
funktion F'x definiert. Hier haben wir die Verteilungsfunktion direkt definiert und anschlieffend
die Verteilung Px. Um mit den Definitionen zu spielen iiberlegt mal, warum wieder Px = P,
gilt. Wegen der Gleichheit ist es egal, ob wir die Begriffe wie hier oder wie in Definition 4.1.3
einfiihren.

Die Notationen werden hier etwas uniibersichtlich, diskutieren wir sie also ein wenig.

Bemerkung 4.2.14. Weil P(X; < t) = P(X; € R,.... X; < t,.., X4 € R) gilt, folgt aus der
Stetigkeit von Maflen
FXI(tz) = lim F(tl, ...,td) = FX(—l—oo, -~-7ti7 ,+OO)

tr—00,
Vk#i

Mit dieser Formel ist klar, wie aus der gemeinsamen Verteilungsfunktion aller X; die Verteilungs-
funktion eines einzelnen X; berechnet werden kann: Man schickt einfach in der gemeinsamen
Verteilungsfunktion alle anderen Variablen t; nach +oo.

Analog zum eindimensionalen Fall jetzt auch noch die kanonische Konstruktion von Zufallsvekto-
ren, die funktioniert fast wortlich wie die Konstruktion im Beweis von Satz 4.1.7.

Satz 4.2.15. [Kanonische Konstruktion von Zufallsvektoren]
Fiir jede multivariate Verteilungsfunktion F gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und
einen Zufallsvektor X: Q — R? mit X ~ F.

Beweis. Als Wahrscheinlichkeitsraum definieren wir 2 = RY, A = B(RY), P = Pr aus Satz 4.2.6
und darauf den Zufallsvektor X (w) = w, also X;(w) = w;. Beachte: Die Identitdtsabbildung
X (w) = w ist eine stetige Abbildung von R? nach R? und damit auch messbar. Berechnen wir
die Verteilungsfunktion dieses konkreten Zufallsvektors:

P(X) <t1,..,Xq <tq) =Ppr({w e R?: X1 (w) < ty,..., Xg(w) < tg})
=Pr({w € R wy <ty,yewg < ta})
=Pp((—00,t1] X ... X (—00,t4])
= F(t1,...,tq), t; €R.

Das war es schon! Zu beachten ist, dass die Konstruktion weit von trivial ist. Die Existenz von
Py bendtigt den Satz von Carathéodory und damit die komplette Mafitheorie. O

Ab jetzt werden wir immer die Interpretation eines Zufallsvektors als d-viele Zufallsvariablen
nutzen, damit wir uns langsam an Folgen von Zufallsvariablen gewthnen.

Definition 4.2.16. Seien Xj, ..., Xy Zufallsvariablen auf (2,4, P).

(i) X1,...,X4 haben die gemeinsame Dichte f, falls die gemeinsame Verteilungsfunktion
Fx absolutstetig ist und Dichte f hat.

(ii) Xi,..., X4 heiflen diskret, falls die gemeinsame Verteilungsfunktion Fx diskret ist.



https://www.youtube.com/watch?v=0l3MJBnfoG4&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=21&t=3901s
https://www.youtube.com/watch?v=0l3MJBnfoG4&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=21&t=4308s
https://www.youtube.com/watch?v=0l3MJBnfoG4&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=21&t=4650s
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Der diskrete Fall ist viel einfacher, als es aussieht. Die Definition bedeutet einfach nur, dass
der Vektor X abzdhlbar viele Werte aq,...,any € R% mit Wahrscheinlichkeiten pi, ...,py an-
nimmt. Oder, anders ausgedriickt, dass alle Zufallsvariablen X7y, ..., X4 nur abzéhlbar viele Werte
annehmen.

Aus der Deﬁnition folgt sofort, dass eine gemeinsame Dichte nicht-negativ und messbar ist,
sowie fRd xz)dx = 1 erfillt. Andersrum zeigt ihr in den Ubungsaufgaben, dass fiir solch
eine Funktion F(ty,..,,t4) : f( 00,t1] %o X (—00 ] f(z) dz die Eigenschaften einer multivariaten
Verteilungsfunktion erfiillt.

Proposition 4.2.17. Seien Xy, ..., Xy Zufallsvariablen auf (2, A, P).
(i) Haben Xy, ..., X4 die gemeinsame Dichte f, so haben X7, ..., X4 Dichten fi, ..., fq und es

gilt
() / / flxy, . zq) day.. dxd, z; € R,

z; fest ohne T;
(d 1)-viele

ist eine Dichte von X; fiir ¢ = 1,...,d. In Worten: Ist X absolutstetig, so sind alle X;
absolutstetig und die Dichten der X; entstehen durch Ausintegrieren aller anderen Variablen.

(ii) Die Riickrichtung gilt im Allgemeinen nicht. Es gibt also absolutstetige Zufallsvariablen,
die keine gemeinsame Dichte haben.

Beweis. (i) Rechnen wir die Verteilungsfunktion von X; aus:

Fx, (i) = et P(X; <)
TrleIP(Xl ER Xi Sti),..,XdER)
Stet. Mage 1. P(X1 <tyy.., Xg < tq)
tp—00,
k#i
chhtc / / f l’1,---,xd) dxd...dﬂfl
t;,*>00 _
k#i

d—mal

123
21 / fz(iﬂz) dx;.

Im letzten Gleichheitszeichen haben wir fréhlich die Reihenfolge der iterierten Integrale getauscht,
das war nattirlich der Satz von Fubini.

(i) Als Beispiel kann man X; ~ U([0, 1]) und X2 = X; betrachten. Der Vektor (X7, X2) nimmt
nur Werte in A = {(z1,22) € [0,1] x [0,1] : 21 = 2} an und das ist eine Lebesgue-Nullmenge.
In den Ubungen sollt ihr euch iiberlegen, dass in so einem Fall keine Dichte existieren kann. [

Die Situation ist einfacher fiir diskrete Zufallsvariablen. Wir sehen hier sehr deutlich, warum
diskrete Stochastik so viel einfacher ist.

Proposition 4.2.18. Seien Xj, ..., X4 Zufallsvariablen auf (2, 4,P), dann gilt:

X ist ein diskreter Zufallsvektor <= X1, ..., X sind diskrete Zufallsvariablen.

Beweis. ,=“: Wenn der Vektor nur abzéhlbar viele Werte im R?® annimmt, kann natiirlich auch
jeder Eintrag nur abzihlbar viele Werte (die Koordinaten der abzihlbar vielen Werte) annehmen.
Damit sind die Koordinaten Xi, ..., X4 diskrete Zufallsvariablen. Wie im absolutstetigen Fall



https://www.youtube.com/watch?v=0l3MJBnfoG4&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=21&t=5117s
https://www.youtube.com/watch?v=0l3MJBnfoG4&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=21&t=5527s
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ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten durch Ausintegrieren, was hier Aussummieren bedeutet.

Wenn X die Vektoren aq, ..., ax annimmt, so gilt

N N
]P)()(z = ak,i) = Z Z P(Xl = Qkq,1, ...,Xi = Qk,i, ...,Xd = akd)d),
ki=1 kg=1
———
(d—1)-viele

wobei nur (d — 1)-viele Koordinaten aussummiert werden.

»<=" Wenn X, die reellen Werte a1, ...,an, 1, ..., annimmt, X, die Werte a; 2, ..., an,,2 annimmt
(und so weiter), so kann der Zufallsvektor X = (X1, ..., Xy4) nur die Nj -...- Ny Vektoren annehmen,
die sich aus den Werten ergeben. Damit ist X diskret. O

Bisher ist in diesem Kapitel kaum neues passiert. Nur die Rechtecksmonotonie einer multivariaten
Verteilungsfunktion ist als neue Idee hinzugekommen. Das dndert sich jetzt allerdings mit dem
Konzept der Unabhéngigkeit. Euch ist sicher intuitiv von irgendwo bekannt, was zum Beispiel
die Unabhéngigkeit von drei Wiirfelwiirfeln sein soll, insbesondere werdet ihr alle sofort sagen,
dass Wahrscheinlichkeiten durch Produktbildung von Wahrscheinlichkeiten entstehen. Genau
das machen wir jetzt mathematisch prézise:

Definition 4.2.19. Seien Xj, ..., Xg Zufallsvariablen auf (2, A, P).

(i) X1,..., X4 heien unabhingig, falls die gemeinsame Verteilungsfunktion in die Randver-
teilungsfunktionen faktorisiert, d. h.

FX(t17~-~7td):FXl(tl)'~-~'FXd(td)7 t; € R
oder mit Wahrscheinlichkeiten geschrieben

]P(Xl <t, ...,Xd < td) = P(Xl < tl) Caet ]P(Xd < td), t; € R.

(ii) X7, ..., X4 heilen abhéngig, falls sie nicht unabhéngig sind.

(iii) Xy, ..., Xq heiBen unabhingig und identisch verteilt (u.i.v.), falls sie unabhéngig und
identisch verteilt (Fx, = ... = Fx,) sind. Weil die gemeinsame Verteilungsfunktion F' bei
u.i.v. Zufallsvariablen schon eindeutig durch jede Randverteilungsfunktion festgelegt ist,
gibt man oft nur die Verteilung von X; an.

Was soll das abstrakte Konzept der Unabhangigkeit eigentlich bedeuten? Unabhéngigkeit ist die
mathematische Formulierung der Idee, dass der Wert von einer Zufallsvariablen keinen Einfluss
auf den Wert der anderen Zufallsvariablen hat. Die Temperaturen in Heidelberg und Mannheim
morgen um 12 Uhr sind vermutlich nicht unabhéngig (ist es in Heidelberg kalt, so ist es vermutlich
auch in Mannheim kalt). Andererseits hat die Temperatur morgen in Peking vermutlich keinen
Einfluss darauf, wie grofl der Kaffeefleck auf meiner Hose tibermorgen ist.

Klingt vielleicht bléd, aber warum gibt es iiberhaupt u.i.v Zufallsvariablen? Natiirlich wegen des
Produktmafes!

Satz 4.2.20. Nehmt eure Lieblingsverteilungsfunktion F', so gibt es w.i.v X1, ..., X4 auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit X; ~ F. Es gilt Px =Pr ® ... @ Pp.

Beweis. Zunichst sieht man sofort (oder nutzt 4.2.7), dass F(ty, ...,tq) = F(t1)-....F(tq) fiir t; € R
eine Verteilungsfunktion ist. Mit der kanonischen Konstruktion 4.2.15 gibt es also Zufallsvariablen
X1, ..., Xq, deren gemeinsame Verteilungsfunktion F ist und deren gemeinsame Verteilung ist
nach Proposition 4.2.7 gerade das Produktmaf. Schauen wir uns nun die Randverteilung der X;
an. Wegen Bemerkung 4.2.14 gilt also

in(ti) = lim F(tl)F(td) :F(ti>, t;i € R,

t—00,
Vk#i

Vorlesung 21



https://www.youtube.com/watch?v=ytKOh6BSWGc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=22&t=51s
https://www.youtube.com/watch?v=ytKOh6BSWGc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=22&t=663s
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weil fiir Verteilungsfunktionen lim;_, oo F'(t) = 1 gilt. Damit sind Xy, ..., X4 also identisch verteilt
mit X; ~ F. Die Unabhéngigkeit folgt damit direkt aus der Definition von F":

Fx(tl, ...,td) = F(tl, ...,td) = F(tl) Cae e F(td) = F‘X1 (tl) e FXd(td) t; € R.
O

Beispiel 4.2.21. Sei X; ~ N (0,1) und X5 := —X;. Dann sind X;, X identisch verteilt, jedoch
nicht unabhéngig. Bestimmen wir dazu zunéchst die Verteilungsfunktionen:

t 1 .2
FXl(t) = \/ﬂe 2 da

und

I3 P X oo 1 z2 d subst t 1 2 d
t) =P(— <t)= e 2dx =" e 2 dx.
x(t) ( 1<) /,t V2T /,Oo v 2T

Die letzte Gleichheit gilt natiirlich weil fioo flx)dx = fjtoo f(x)dz fir jede symmetrische

integrierbare Funktion gilt. Also gilt X; ~ N(0,1), X5 ~ N(0,1) und damit sind X, X5
identisch verteilt. Um zu zeigen, dass sie nicht unabhéngig sind, berechnen wir die gemeinsame
Verteilungsfunktion an einer Stelle und zeigen, dass diese nicht faktorisiert. Es gelten

Fx(0,0) =P(X1 <0,X3 <0) =P(X; <0, X1 2 0) =P(X; =0)

und

S 1
Fx,(0) = P =P <0) = [ e % do—

also gilt
1

und damit sind X7, Xs abhéngig. Natiirlich war intuitiv sowieso klar, dass X7, X5 nicht unabhén-
gig sind. Unabhéngig bedeutet schliefflich, dass X; keinen Einfluss auf X5 hat. Bei der Beziehung
X, = — X5 haben wir natiirlich eine extreme Abhéngigkeit: Kennen wir den Wert von X7, so
kennen wir auch den Wert von X5.

Um mit gemeinsamen Verteilungen rumzurechnen, ist das nédchste Korollar niitzlich.
Korollar 4.2.22. Sind X3, ..., Xy Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte f, dann gilt:

X1, ..., X4 sind unabhéngig < f(z) = fi(z1) - ... - fa(zq) Lebesgue-fast iiberall,

wobei f1, ..., f4 Dichten von X7y, ..., X4 sind.

Beweis. Zuerst erinnern wir daran, dass die Existenz der gemeinsamen Dichte die Absolutstetig-
keit der einzelnen Zufallsvariablen impliziert (nicht andersrum).

»<=“ Um die Unabhéngigkeit zu priifen, rechnen wir die Verteilungsfunktion aus und zeigen
dabei, dass sie faktorisiert:

Annahme f ta
Fx(tl, ...,td) = / / fl(xl) LI fd(xd) dxd...dxl

. t1 ta
Lin. / fi(zr)day - ... / fa(wa) dzq
Déf' FXl(tl)""'FXd(td)’ ti €R.

Also sind X7y, ..., X4 nach Definition unabhéngig.


https://www.youtube.com/watch?v=ytKOh6BSWGc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=22&t=1231s
https://www.youtube.com/watch?v=ytKOh6BSWGc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=22&t=1740s
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»="“: Rechnen wir andersrum mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion los:

/ f(.’L‘) dz DiC:hte Fx(tl,...,td)
(—o00,t1]X... X (—00,tq4]

Ann.
=" Fx,(t1) ...  Fx,(taq)

t1 ta
= / fi(zy)dzxy - ... / fa(xq)dzq
A t1 ta
Lin. / / filxy) - .- falzq) dag... dzy

Fubini / fi(@y) - oo fa(zg) d(z1, ..y 24).
(—00,t1]X ... X (—00,t4]

Beachtet wieder, dass wir sowohl mit dz als auch mit d(zi,...,dzg) das Lebesguemafl
meinen. Wir haben also gezeigt, dass sowohl f als auch das Produkt der f; Dichten von F
sind.

Es fehlt jetzt noch die Aussage, dass zwei Dichten automatisch fast tiberall gleich sind. Das
ist ein bisschen hiibsche Integrationstheorie. Hier ist ein kleiner Hinweis, die Details kénnen
diejenigen zusammen basteln, die aktuell noch genug Kraft ibrig haben.

— Wir haben schon gesehen, dass v(A) = [, f(z1,...,2q)d(x1,...,24) und p(A) =
S fi(@1) .o - fa(za)d(x1, ..., x4) WahrscheinlichkeitsmaBe auf B(R?) sind. Das Stich-
wort ist MCT.

— Nach obiger Rechnung gilt v(A4) = u(A) fir die Rechteckmengen. Weil die Rechteck-

mengen ein schnittstabiler Erzeuger sind, gilt also aufgrund des Eindeutigkeitssatzes
u = v auf B(RY).
— Wir wissen aus einer Ubungsaufgabe, dass fiir Integrale auch strikte Monotonie gilt:

Wenn h < g fast {iberall gilt, so ist das Integral iiber h auch strikt kleiner als das
Integral tiber g.

— Durch die Wahl der messbaren Mengen A := {f # g} ={f > gtU{f < g} = A1 U A,
kénnen wir aus den letzten zwei Schritten direkt die Aussage bekommen. Warum?

O

Wir kennen jetzt Zufallsvektoren und deren Verteilungen, fehlen noch Erwartungswerte von
Zufallsvektoren.

(D) Erwartungswerte
Die Definition ist analog zu der Definition fiir eine Zufallsvariable:

Definition 4.2.23. Seien X1,...X,; Zufallsvariablen auf (©2,.4,P) und g: R* — R (A, B(R))-

messbar. Dann sei

Elg(X1,..., Xq)] := /Q 9(X1(w), ..., X4(w)) dP(w),

falls das Integral wohldefiniert ist. Wir sprechen von E[g(X7, ..., X4)] als Erwartungswert, weil
Y :=g(Xy,..., Xq) eine Zufallsvariable ist (zumindest wenn g endlich ist).

Die Berechnungstheorie geht jetzt komplett analog zu dem Fall einer Zufallsvariablen. Erst der
Trafosatz, dann die Rechenregeln fiir absolutstetige und diskrete Zufallsvektoren.

Lemma 4.2.24. Seien Xi,...Xy Zufallsvariablen auf (Q,.4,P) und sei Py die gemeinsame r[§]
Verteilung von X = (X1, ..., X4). Dann gilt el gl
L H

(=]
TR
E[g(X17~~~aXd)] :/ g(l'l,...,l’d)dpx($17...7l’d), ﬁl :

Rd


https://www.youtube.com/watch?v=ytKOh6BSWGc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=22&t=2808s
https://www.youtube.com/watch?v=ytKOh6BSWGc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=22&t=2964s
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wobei eine Seite wohldefiniert ist, wenn es die andere Seite ist.

Beweis. Das ist nichts anderes als der Trafosatz, genau wie in Lemma 4.1.10:

(Q7A’]P>) L) (Rd7B(Rd 7PX)

)
e
(R,B(R))

O

Wie fiir eine Zufallsvariable in Satz 4.1.11 kommen nun Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten
und Integrale. Zusétzlich zu den diskreten und absolutstetigen Fallen gibt es jetzt auch noch
Regeln fiir unabhéngige Zufallsvariablen.

Satz 4.2.25. [Berechnungsregeln, allgemeiner Fall]
Sind X7, ..., X4 Zufallsvariablen auf (2, 4, P), so gelten:

(i) Fiir A € B(RY) gilt E[14(X)] = P(X € A).

(ii) Haben Xi, ..., X4 eine gemeinsame Dichte f, so gilt
Elg(X1,..., Xq)] = /d gz, ., xq) f (21, oy xg) d(21, ooy 24)-
R

(iii) Sind Xy, ..., X4 diskret und nimmt der Zufallsvektor X = (Xj,...,X4) die Vektoren
ai,...,any € R? mit Wahrscheinlichkeiten p1, ..., pny an, so gilt

N

N
Elg(X1, ... Xa)l = Y _peglar) = Y P(X = ax)g(ax).
k=1 k=1

Wie fiir d = 1 gilt in (ii) und (iii), dass die Erwartungswerte wohldefiniert sind (oder existieren),
genau dann, wenn die Integrale bzw. Summen wohldefiniert (oder endlich) sind.

Beweis. (1) Wir missen dazu nur die Transformationsformel und die Definition der gemeinsam
Verteilung Px nutzen:

E[].A(X)} = /Rd 1A($1,...,$d)ﬂbx(£1, ...,.I?d) = Px(A) = P(X S A)

(ii) und (iii) beweisen wir nicht. Der Beweis ist etwas langlich, aber exakt wie im eindimensionalen
Fall bewiesen, siche Beweis von Satz 4.1.11. O

Nach diesen allgemeinen Regeln, wenden wir uns jetzt konkret dem Fall von unabhéngigen Zu-

fallsvariablen zu. Hier werden viele Rechnungen einfacher weil Dichten und Wahrscheinlichkeiten
faktorisieren.

Satz 4.2.26. Sind X, ..., X4 unabhingige Zufallsvariablen auf (22, A, P), so gilt
Elgi(X1) - - ga(Xa)] = E[g1 (X1)] - .. - Elga(X,)
fiir alle messbaren gy, ..., gq : R — R. Insbesondere gilt auch
P(X,€A1,...Xa€ Ag) =E[14,(X1)] .. 'E[14,(Xg)]=P(X; € A4) ... - P(X4 € Ay)

fiir alle A, ..., Aq € B(R).



https://www.youtube.com/watch?v=ytKOh6BSWGc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=22&t=3196s
https://www.youtube.com/watch?v=ytKOh6BSWGc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=22&t=3670s
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Beweis. Wir schreiben den Beweis nur fiir d = 2, sonst wird die Notation zu hésslich. Wir wissen
schon, dass Unabhéngigkeit gerade bedeutet, dass die gemeinsame Verteilung ein Produktmafl
der Randverteilungen ist, d. h. Px = Px, ® Px,. Berechnen wir damit den Erwartungswert mit
dem Trafosatz und der Funktion g(x1,x2) := g1(x1)g2(z2):

E[g1(X1) - 92(X2)] = E[g(X1, X2)]

4'22'24/ g(x1,22) dP(x, x,) (1, 72)
]RZ
:/ g(x1,22) dPx, @ Px, (21, z2)
R2
Fubini
2 [ ([ an(e0)gataz) dB (1)) B )
R R
L. / g1(z1) dPy, (21) / ga(z2) AP, ()
R

R
HE1Eg(X0)] - Elga(Xa)).

Die zweite Aussage folgt aus der ersten mit den messbaren Abbildungen g; = 14,,...,94 = 14,
sowie die wichtige Verbindung von Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerten aus Satz 4.2.25
mit der Menge A = A; X ... X Ay beziehungsweise Satz 4.1.14 (iv). O

Der diskrete Fall (z. B. drei Mal Wiirfeln) geht in der allgemeinen Theorie leicht unter, daher
schreiben wir es sicherheitshalber explizit hin:

Bemerkung. Sind X3, ..., Xy diskret und unabhéngig, so gilt
]P(Xl = ai, ‘..7Xd = ad) = P(Xl = al) C e P(Xd = ad).

Das ist einfach nur der vorherige Satz mit den Einpunktmengen A; = {aj;}. Wenn wir also
zweimal Wiirfeln, stdnde da zum Beispiel

11 1
P(X1=3,X, =2) =P(X; =3)P(Xa=2) = s = = 5.

Zum Abschluss kénnen wir die Faktorisierungen von Dichten und Wahrscheinlichkeiten noch in
die Berechnungsregeln einsetzten, um einfachere Formen im Fall unabhéngiger Zufallsvariablen
zu bekommen. Im Prinzip ist der Satz schon in obigen Formeln enthalten, wir wollen ihn aber
nochmal deutlich hinschreiben. Diese Formeln werden im néchsten Abschnitt immer wieder zum
konkreten Rechnen mit Zufallsvariablen benutzt.

Satz 4.2.27. [Berechnungsregeln, unabhingiger Fall]
Sind Xy, ..., X4 unabhéiingige Zufallsvariablen auf (2, A, P), so gelten:

(i) Haben X3, ..., X4 Dichten f1, .., f4, so gilt

Elg(X1,...,Xq)] = /]Rd g(x1, ., xq) fi(xr) - oo falza) Az, ..y xq).

(ii) Sind X3, ..., Xy diskret und nimmt der Zufallsvektor X = (Xi,...,Xy) die Vektoren
ai,...,ay € R? an, so gilt

N

E[g(Xl, ,Xd)] = ZP(Xl = ak’l) e P(Xd = ak’d)g(ak’h ...7ak7d).
k=1

Wie fiir d = 1 gilt in (i) und (iii), dass die Erwartungswerte wohldefiniert sind (oder existieren),
genau dann, wenn die Integrale bzw. Summen wohldefiniert (oder endlich) sind.



https://www.youtube.com/watch?v=ytKOh6BSWGc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=22&t=4498s
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Eine direkte Folgerung aus obigen Regeln ist die Folgerung, dass Unabhingigkeit erhalten bleibt,
wenn messbare Abbildungen angewandt werden.

Korollar 4.2.28. Sind X7, ...X; unabhingige Zufallsvariablen auf (2, A, P) und f1,..., fg : R —
R messbar. Dann sind auch f1(X1), ..., fo(X4) unabhéngige Zufallsvariablen.

Beweis. Zunachst sind die f;(X;) auch Zufallsvariablen weil die Verkniipfung messbarer Abbil-
dungen wieder messbar ist. Wir schreiben den Beweis nur fiir d = 2, sonst wird die Notation zu
hésslich. Mit den vorherigen Sétzen (geht die Rechnung durch und sucht nach den passenden
Sétzen als Wiederholung!) folgt

P(f1(X1) < ta, f2(X3) < tg) = P(X1 € fi ' ((—00,t1]), X2 € f5 ' ((—00,12]))
1 (ooita) (KDL 1 (—o0,12)) (X2)]

[1f1 ((=o0, tl])( )]]E[lfgl((—oo,tg])(X2)]

(X1 € fi (=00, t]))P(X5 € f5 ' (=00, 12)))
(f1(X1) < t)P(f2(X2) < t2).

Also sind f1(X1) und f2(X2) unabhéngig. O

E
=FE
P
=P

Wir schlieflen unsere Diskussion von mehreren Zufallsvariablen mit einer wichtigen Kenngrofie,
die in einem gewissen Sinne die Abhéngigkeit zweier Zufallsvariablen misst. In der Wahrschein-
lichkeitstheorie spielen die Begriffe keine sehr grofie Rolle, in der Statistik jedoch eine sehr
grofle.

Definition 4.2.29.

(i) Sind X,Y quadratintegrierbare Zufallsvariablen auf (2, .4,P), d. h. E[X?],E[Y?] < oo
dann heif}t

Cov(X,Y) = E[(X - E[X])(Y — E[Y])]
Kovarianz von X und Y.
(if) Sind V[X], V[Y] # 0, das bedeutet X und Y sind nicht fast sicher konstant, so heifit

x-S
Korrelation von X, Y.

(iii) Ist p(X,Y) =0, so heilen X,Y unkorreliert.

In der grofien Ubung wurden folgende Eigenschaften diskutiert:

Bemerkung 4.2.30.

e Fall X und Y endliche zweite Momente haben, so existiert die Kovarianz und es gilt
p(X,Y) € [-1,1]. Das ist einfach nur Cauchy-Schwarz (d. h. Hélder mit p = ¢ = 2):

Cov(X,Y) =E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
< VE[X —EX])ZVE[Y - E[Y])?] = VVIX

Durchteilen gibt p(X,Y) € [-1,1].

o Sind X und Y unabhingig, so gilt Cov(X,Y) = p(X,Y’) = 0. Unabhéngige Zufallsvariablen
sind also auch unkorelliert! Das folgt sofort aus Satz 4.2.26 angewandt auf die Funktionen
g1(z) = x — E[X] und ¢g2(y) = y — E[Y] und Ausmultiplizieren.



https://www.youtube.com/watch?v=ytKOh6BSWGc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=22&t=4874s
https://www.youtube.com/watch?v=ytKOh6BSWGc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=22&t=5228s
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e Die Korrelation wird in der Statistik genutzt, um Abhéngigkeiten zu beschreiben. Positive
Korrelation bedeutet, dass X und Y eher gleiches Vorzeichen haben, negative Korrelation
bedeutet, dass X und Y eher ungleiches Vorzeichen haben. Je niher p(X,Y) an +1 ist,
desto stéarker ist dieser Effekt. Je ndher p(X,Y") bei 0 ist, desto weniger wissen wir tiber
den Zusammenhang von X und Y. Am besten sieht man das an den Extremféllen: Fir
X =Y gilt p(X,Y) =1, fir X ==Y gilt p(X,Y) = —1, fiir unabhéngige Zufallsvariablen
gilt p(X,Y) =0.

Satz 4.2.31. [Bienaymé|
Sind X7, ..., X4 Zufallsvariablen auf (2, 4, P) mit E[X?], ...,E[Xg] < 00, 80 gelten:
(i)
d

d d
V[kz_lxk] =S VX + 3 Cov(X,, X))

k=1 i,j=1
i#j

V[zdjxk] ~ S v,

falls X1, ..., X4 paarweise unkorreliert sind, d. h. wenn Cov(X;, X;) = 0firalles,j =1,...,d,
i

Beweis. Ubung, das ist einfach nur Ausmultiplizieren und Definitionen einsetzen. O

4.3 Rechnen mit Zufallsvariablen

In diesem Abschnitt wollen wir endlich mal mit Zufallsvariablen konkret rechnen. Wir schauen uns
an, wie man eine Zufallsvariable zu einer anderen transformiert, wie man in konkreten Beispielen
mehrere Zufallsvariablen zu einer neuen transformiert und dann noch, was mit Summen von
unabhéngigen Zufallsvariablen passiert.

4.3.1 Inverse Transformations Methode

Schauen wir uns als erstes an, wie man einzelne Zufallsvariablen zu anderen Zufallsvariablen
transformieren kann. Den Trick haben wir schon gesehen, als wir nach Beispiel 4.1.6 eine
uniforme Zufallsvariable in eine exponentielle Zufallsvariable transformiert haben. Das geht auch
allgemeiner. Wir brauchen dazu die Pseudoinverse, die auch in Stochastik 2 und Monte Carlo
Methoden sehr prominent auftauchen wird.

Definition 4.3.1. Ist F eine Verteilungsfunktion, so heifit
Fl(z):=inf{s e R: F(s) >z}, =€]0,1],

Pseudoinverse (oder verallgemeinerte Inverse) von F. Mit inf()) := 400 und inf(R) := —oc0
ist F~! eine Abbildung von [0, 1] nach R.

Der Begriff Pseudoinverse taucht auf, weil die Umkehrfunktion (inverse Funktion) nur fiir
bijektive Funktionen definiert ist. Fiir Verteilungsfunktionen muss F' allerdings nicht surjektiv
sein (Spriinge) oder nicht injektiv sein (stiickweise konstant). Wenn F' stetig und streng monoton
wachsend ist (z. B. wenn F' eine positive Dichte hat), dann ist die Pseudoinverse einfach nur die
Umkehrfunktion (Spiegelung an der Winkelhalbierenden) aus Analysis 1!

Bemerkung. Spriinge in F' werden konstante Stiicke in F~!, konstante Stiicke in F' werden
Spriinge in F~1.

Folgende elementare Eigenschaften sind essentiell, um mit F~! zu arbeiten:

Vorlesung 22



https://www.youtube.com/watch?v=ytKOh6BSWGc&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=22&t=5557s
https://www.youtube.com/watch?v=wJVrIDI3kTQ&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=23&t=617s
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Lemma 4.3.2.
(i) Ist F bijektiv, so ist F~1 die Umkehrfunktion aus Analysis 1.

(ii) F~! ist nicht-fallend.
(iii) Es gilt F~1(y) <t & y < F(¢) firalle t € R und y € (0,1).
Beweis.
(i) Definition.
(ii) Definition.
(iii) Nach Definition gilt
Fly)y<t < inf{s:F(s)>yl<t < F@I)>vy.

O

Der Trick an der verallgemeinerten Inversen ist, dass man damit alle (ja, wirklich alle!) Zufallsva-
riablen aus einer uniformen Zufallsvariablen basteln kann, indem man diese in die verallgemeinerte
Inverse einsetzt. Fiir die Theorie ist das unglaublich niitzlich.

Satz 4.3.3. [Inverse Transformation Methode]
Ist U ~U((0,1)) und F eine beliebige Verteilungsfunktion, so gilt X := F~1(U) ~ F.

Beweis. Um die Verteilungsfunktion von X zu berechnen, setzten wir einfach die Definition ein
und fiithren die Wahrscheinlichkeit mit (iii) aus dem letzten Lemma auf die uniforme Verteilung
zuriick:

Fx(t)=P(X <t)=P(F'(U)<t)=PU < F(t)) = F(t), teR.

Im letzten Schritt haben wir die Verteilungsfunktion von U((0,1)) eingesetzt (siehe Ubungsauf-
gaben). O

Eine kleine Bemerkung zur uniformen Verteilung in der Trafomethode. Oft sieht man V'~ 4(]0, 1])
statt U ~ U((0,1)). Im Prinzip ist es egal, was man nimmt, die beiden Zufallsvariablen U und V'
sind ndmlich identisch verteilt (siehe Ubungsaufgaben), der Unterschied liegt auf einer Nullmenge.
Weil aber F~1(0) = —oo und F~!(1) = +o0 sein kann, miissten wir uns dann mit V Gedanken
iiber die Definition einer Zufallsvariablen machen. Die nehmen gemé&fl unserer Definition nur
endliche reelle Werte an.

Die Trafomethode sieht auf den ersten Blick klasse aus. Wenn man eine uniforme Zufallsvariable
simulieren kann (das nennt man auch samplen), so kann man automatisch alle Zufallsvariablen
simulieren! In der Monte Carlo Vorlesung wird der erste Simulationsalgorithmus fiir Zufallsva-
riablen daher wie folgt funktionieren. Simuliere eine U((0, 1)) Zufallsvariable (das ist eigentlich
Zahlentheorie) und setzte diese in F~! ein. Das gibt dann eine Simulation einer Zufallsvariablen
mit Verteilungsfunktion F'. Leider ist das zu schén, um wahr zu sein. Der Grund ist, dass leider
F~! selten explizit bekannt ist, dann bringt die Methode natiirlich nicht viel fiir praktische
Anwendungen. Es gibt aber einige Beispiele, in denen F~' explizit bekannt ist.

Beispiel 4.3.4.

e Fiir den diskreten Fall solltet ihr euch Beispiele aufs Papier malen. Ist F' eine diskrete
Verteilungsfunktion mit Werten a; < ... < ay und Wahrscheinlichkeiten pq,...,pn, so
ist =1 eine Treppenfunktion. Die Trafomethode gibt folgenden intuitiven Algorithmus,
eine diskrete Zufallsvariable zu simulieren: Zerlege das Intervall (0,1) in die Teilintervalle
I = (0,p1], Iz = (p1,p1 + p2| bis Iy = (p1 + ... + pn—1, 1) und ziehe uniform eine Zahl U
aus (0,1), U liegt also in einem der Intervalle Ii. Liegt U in I, so gebe den Wert ay, aus.
Die so gewonnene Zufallsvariable nimmt die Werte a; mit Wahrscheinlichkeiten py an, ist
also diskret mit Verteilungsfunktion F.



https://www.youtube.com/watch?v=wJVrIDI3kTQ&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=23&t=776s
https://www.youtube.com/watch?v=wJVrIDI3kTQ&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=23&t=1094s
https://www.youtube.com/watch?v=wJVrIDI3kTQ&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=23&t=1476s
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o Fiir die Exponentialverteilung Exp(1) ist F~1(t) = —log(1 — t),t € [0,1]. Also gilt X =
—1In(1 = U) ~ Exp(1), sofern U eine uniforme Zufallsvariable ist.

e Fiir die Normalverteilung funktioniert die Methode nicht. Wir haben keine explizite
Formel fiir F, also auch nicht fiir F~!. Die Methode kann aber trotzdem fiir theoretische
Betrachtungen genutzt werden, wie wir bei der Konvergenz von Zufallsvariablen sehen
werden.

Mehr explizite Beispiele kennen wir leider noch nicht.

4.3.2 Ein paar konkrete Beispiele

Als néchstes wollen wir an ein paar Beispielen zeigen, wie man aus verschiedenen Zufallsvaria-
blen neue Zufallsvariablen basteln kann. Thr sollt damit ein besseres Gefiihl fiir verschiedene
Zufallsvariablen bekommen und lernen, wie man mit den Erwartungswerten von unabhingi-
gen Zufallsvariablen rechnet. Im nichsten Abschnitte betrachten wir dann den Spezialfall von
Summen von Zufallsvariablen.

Beispiel 4.3.5. [gespiegelte Zufallsvariable]

Eine Zufallsvariable X heifit symmetrisch, wenn P(X < ¢) = P(X > —t) fir alle ¢t € R
gilt. Das bedeutet, dass X gleichwahrscheinlich Werte in an 0 gespiegelten Mengen annimmt. |
Eine dquivalente Formulierung ist, dass X ~ —X gilt. Checken wir dafiir einmal schnell die
Verteilungsfunktionen:

Fox()=P(-X <t)=P(X > —t) = P(X <) = Fx(t), tecR

Symmetrie ist einfach im diskreten oder absolutstetigen Fall zu erkennen. Im diskreten bedeutet
dies, dass die ,,Zéhldichte“ immer an Werten ay und —ay die gleichen Werte py annimmt. Im
absolutstetigen Fall muss die Dichte achsensymmetrisch sein, so wie zum Beispiel bei A(0, 1).

Beispiel 4.3.6. [Uniform zu uniform)]

Ist U ~ U([0,1]) eine uniform verteilte Zufallsvariable, so ist auch V :=1—U ~ U([0, 1]). Dazu
berechnen wir einfach die Verteilungsfunktion von V', weil wir die Verteilungsfunktion von U
kennen:

0 1t <0
Fyt)=P(V<t)=PU>1-t)=1-PU<1-t)=q1—-(1-¢t) :te(0,1),
1 t>1

fir ¢ € R. Damit hat V' die Verteilungsfunktion einer ([0, 1])-verteilten Zufallsvariable. Beachtet,
dass wir P(U <1—1t) =P(U < 1-1), also P(U = 1 —t) = 0 genutzt haben. Das liegt daran,
dass U eine absolutstetige Zufallsvariable ist.

Beispiel 4.3.7. [Minimum von Exp-verteilten Zufallsvariablen)]

Sind X ~ Exp(«a) und Y ~ Exp() unabhingige Zufallsvariablen, so gilt min{X,Y} ~ Exp(\ +
B). Wir beachten dazu, dass das Minimum zweier messbarer Abbildungen wieder messbar
ist, also ist auch Z := min{X,Y} eine Zufallsvariable auf (2,4, P). Berechnen wir nun die
Verteilungsfunktion von Z (das Minimum ist groler als ¢ genau dann, wenn beide grofler als ¢
sind):

P(Z <t)=1-Pmin{X,Y} > )
Vb P(X > Y > t)
—1-P(X > )P(X > y)
=1—e e Pt=1_ (A 5.

Wenn man ¢ < 0 einsetzt, kommt tiberall 0 raus weil X und Y nicht-negative Zufallsvariablen sind.
Damit hat Z die Verteilungsfunktion von Exp(« + ). Exakt die gleiche Rechnung funktioniert



https://www.youtube.com/watch?v=wJVrIDI3kTQ&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=23&t=2258s
https://www.youtube.com/watch?v=wJVrIDI3kTQ&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=23&t=2567s
https://www.youtube.com/watch?v=wJVrIDI3kTQ&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=23&t=2939s
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auch mit geometrischen Zufallsvariablen, das Minimum zweier unabhéngiger geometrischer
Zufallsvariablen ist wieder geometrisch - probiert das mal aus!

Beispiel 4.3.8. Seien X,Y ~ Exp(1) unabhéngig, so gilt

oy ~ U0 1),

Diese Ubungsaufgabe braucht ein gutes Verstindniss vom Rumrechnen mit Zufallsvektoren,
daher ein Tipp. Zu berechnet ist die Verteilungsfunktion P(XL-H/ < t). Die einzige Information ist

die gemeinsame Dichte von (X,Y’), die aufgrund der Unabhéngigkeit faktorisiert. Wir schreiben
die Verteilungsfunktion mit geeignetem g wieder als E[g(X,Y)] um, und nutzen dann die
Berechnungsregel im absolutstetigen Fall. In diesem Fall schreibt man

Py <) =P <) =3 0]

Die rechte Seite kann man durch Einsetzen ausrechnen, auf geht’s!

Einen Haufen weiterer Verbindungen verschiedener Verteilungen kann man hier (klicken) verlinkt
finden. Sollte der Link bei eurem pdf-viewer nicht funktionieren, sucht einfach nach ,Wikipedia
relationships among probability distributions. Auch witzig ist zum Beispiel folgende Aussage:
Sind X,Y ~ AN(0,1) und unabhéngig, so ist Z := 2 Cauchyverteilt!

Beispiel 4.3.9. [Discokugel]

Was hat eine ,Discokugel“ (blinkende Kugel in der Mitte eines Raumes, die mittels kleiner Laser
bunte Punkte an die Wand wirft) mit der Cauchyverteilung zu tun? Die Punkte an der Wand
sind Realisierungen einer Cauchyverteilung! Schauen wir uns zunéchst eine Skizze an:

1

L tan(p)s

Der Kreis ist ein zweidimensionaler Schnitt der Kugel. Es wird ein Punkt auf der rechten Hélfte
des Kreisrandes uniform gezogen (d. h. der Winkel ¢ wird uniform aus (-7, %) gezogen, ¢
hat also Dichte %1(,%%)). Dann wird der Laser vom Ursprung in Richtung des gezogenen
Punktes auf dem Kreisrand geschossen und bis zur Mauer verlédngert, wo dann ein bunter Punkt
erscheint. Aus der Schule sollte noch bekannt sein, dass der Treffpunkt der Mauer (s, tan(y)s)
ist. Berechnen wir nun die Verteilung des Treffpunktes Y (y-Achsen Abstand) auf der Mauer.

Weil o ~U((—5, 7)) ist, gilt

272

P(Y <t) =P(tan(p)s < t) = P(¢ < arctan(t/s)) % + %arctan(t/s),

wobei in der letzten Gleichheit die Verteilungsfunktion von U((—7%, 5)) eingesetzt wurde (beachte,
dass arctan(t/s) € (=%, §) fiir alle ¢, s € R). Damit ist die Verteilungsfunktion von Y gerade die

Verteilungsfunktion von Cauchy(s,0).



https://www.youtube.com/watch?v=wJVrIDI3kTQ&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=23&t=3290s
https://en.wikipedia.org/wiki/Relationships_among_probability_distributions
https://en.wikipedia.org/wiki/Relationships_among_probability_distributions
https://www.youtube.com/watch?v=wJVrIDI3kTQ&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=23&t=3747s
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Wir hatten angemerkt, dass die inverse Transformations Methode fiir die Normalverteilung
nicht funktioniert weil F~! nicht explizit bekannt ist. Das néchste Beispiel ist daher ziemlich
verbliiffend, die sogenante Box-Muller Methode. Man kann aus einer uniformen Zufallsvariable
zwar nicht einfach eine normalverteilte Zufallsvariable bekommen, man kann aber ganz einfach
aus zwei uniformen Zufallsvariablen zwei (und damit auch eine) normalverteilte bekommen! Sind
U, Uy unabhéngige U([0,1]) verteilte Zufallsvariablen, so sind

X1 = cos(2nU1)y/—log(Uz) und Xs =sin(27U7)+/— log(Us)

zwei unabhéingige N(0,1) Zufallsvariablen. Wer gerade noch Energie {ibrig hat, kann mal
versuchen, P(X; < ¢1, Xs < t3) mit Polarkoordinaten auszurechnen (alle anderen kénnen sich
das in der Monte Carlo Methoden Vorlesung anschauen). Um die Verteilung zu berechnen, solltet
ihr euch an Korollar 4.2.22 erinnern. Das Korollar besagt, dass Uy, Us und X7, Xo gemeinsame
Dichten haben, nédmlich jeweils das Produkt der einzelnen, also 1o 1jx[o,1] bzw. %6_(;6?—"_%%)/2.
Damit wisst ihr, wie ihr P(X; < ¢1, X5 < t5) durch Einsetzen der Definition ausrechnet und was
rauskommen sollte.

4.3.3 Summen von unabhingigen Zufallsvariablen

Wir berechnen nun die Verteilungen von Summen unabhéngiger Zufallsvariablen. Was ist zum
Beispiel die Verteilung der Summe zweier exponentialverteilter Zufallsvariablen? Oder wie ist die
Summe zweier Normalverteilungen verteilt? Allgemein ist das ziemlich schwierig zu sagen, wenn
die Zufallsvariablen aber unabhingig sind, gibt es schéne Rechentricks.

Starten wir mit dem diskreten Fall, der ist einfacher. Die Idee ist einfach: Durch welche Kombi-
nation von Werten, kann die Summe X + Y einen gegebenen Wert annehmen? Natiirlich indem
Y irgendeinen Wert annimmt, und X gerade die Differenz zum gegebenen Wert. Wenn man alle
solche Moglichkeiten addiert (und die Unabhéngigkeit ausnutzt), bekommt man die diskrete
Faltungsformel:

Satz 4.3.10. [Diskrete Faltungsformel]

Sind X,Y diskrete Zufallsvariablen auf (2, A, P). Dann ist auch X + Y diskret mit moglichen
Werten in X(Q) +Y(Q) :={a+b:a e X(Q),beY(Q)}, wobei X(Q2),Y(Q) die moglichen
Werte von X, Y sind. Sind X und Y unabhéngig, so kdnnen die Wahrscheinlichkeiten mit der
Faltungsformel berechnet werden:

P(X+Y =k = > PX=k-bPY =b).
bEY ()

Beweis. Der Trick ist es, ein diskretes Ereigniss in eine disjunkte Vereinigung von Teilereignissen
(alle Moglichkeiten) zu zerlegen und darauf die o-Additivitdt anzuwenden. Wir schreiben den
Beweis einmal knapp auf, so schreibt man Argumente mit diskreten Zufallsvariablen fast immer
auf, und dann noch einmal super ausfiihrlich, um die Mafitheorie dahinter zu erkennen:

P(X+Y =k) "2 3 PX+Y =kY =b)

bEY (Q)
= Y PX=k-bY =D
bEY (Q)
"2 ST P(X = k- b)P(Y = D).
bEY (Q)

Die zweite Gleichheit nutzt o-Additivitdt weil alle Moglichkeiten von Y ausprobiert wurden.


https://www.youtube.com/watch?v=wJVrIDI3kTQ&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=23&t=4502s
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Gangz ausfiihrlich sieht das gleiche Argument wie folgt aus:
P(X +Y =k) "2 P({w: X(w) + Y(w) =k})
Trick
P( | fw: X(@)+Y(w) =k Y(w) =b})

bEY ()

TEE N P({fw: X(w) + Y (w) =k, Y (w) = b})

beEY ()

= Y P{w: X(w)=k—bY(w) =0b})
beY ()
T N P(X =k —b,Y =)
beY (Q)

Wir miissen in der Mathematik immer vorsichtig sein, einfache Dinge nicht zu sehr zu verkompli-
zieren. Diskrete Zufallsvariablen sind ganz sicher so ein Beispiel! O

Als Anmerkung zum Freuen auf die strahlende Zukunft: Genau wegen dieses kleinen Tricks, kann
man so schén mit Markovketten rumrechnen!

Die Formel sieht vielleicht abstrakt und unhandlich aus, wie kénnen aber wirklich ganz einfach
in konkrete Beispielen damit rechnen:

Beispiel 4.3.11. Sind X;i,..., X,, wiv mit X; ~ Ber(p) fiir ein p € (0,1), dann gilt X; +
..+ X, ~ Bin(n,p). Interpretation: Wenn Ber(p) die erfolgreiche Ausfithrung eines Versuchs
(1=Erfolg, 0=Misserfolg) beschreibt, so beschreibt Bin(n,p) die Anzahl der erfolgreichen Ausfiih-
rungen von n unabhéngigen Versuchen.

Beweis. Induktion iiber n:
TA: n = 1: v Ber(p) = Bin(1, p) nach Definition beider Verteilungen.
IV: Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges, aber festes n € N

IS: Indem wir X7 + ... + X411 = (X1 + ... + X,,) + X541 klammern, wenden wir die diskrete
Faltungsformel an und nutzen dann die Induktionsvoraussetzung:

P(X14 o+ X1 =k) "EOPX 4+ o+ Xy =k — DP(X, 1 = 1)
FP(Xy + o4 Xy = B)P(Xny1 = 0)

( ) —p)"Fp + (Z)p’“(l —p)" (1 —p)

()
= (nz 1)p’“(l —p)"

Im letzten Schritt haben wir eine Rechnenregel fiir Binomialkoeffizienten benutzt, die kennt
ihr vermultich aus Analysis 1. Also ist X7 + ... + X,, ~ Bin(n,p) gezeigt.

O

teilt, und zwar mit Parameter A + 3. In den Ubungen setzt ihr einfach in die Faltungsformel ein,
um X + Y ~ Poi(A + ) zu zeigen. Easy.



https://www.youtube.com/watch?v=wJVrIDI3kTQ&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=23&t=4899s
https://www.youtube.com/watch?v=wJVrIDI3kTQ&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=23&t=5571s
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Definition 4.3.13.

(i) Sind py, ..., 4, WahrscheinlichkeitsmaBe auf B(R), so heiit das Bildma$l vom Produktmafl
1 ® ... @ up, unter der Abbildung hy(z1,...,24) = 1 + ... + z4 Faltung der Mafle. Wir
schreiben pq * ... * p, fiir die Faltung.

(ii) Sind X3, ..., X4 unabhéngige Zufallsvariablen auf (2, A, P), so heiit Px, ...« Px, Faltung
von X1, ..., Xq.

Bemerkung. Natiirlich ist die Definition der Faltung abstrakt, andererseits ist sie auch konkret.
Die Faltung ist nichts weiter als die Verteilung der Summe unabhéngiger Zufallsvariablen:

X1 +...+X, NIPXl *...*]P)Xd.

Wir miissen uns dafiir nur daran erinnern, dass die Verteilung unabhéngiger Zufallsvariablen das
Produktmaf ist:

P(X1+..+Xq€B) =P(X1,... X4 € h;' (B
urﬁb. Px, ®..® de(hgl

Def. push-forw.
= Px, *...%Px,(B).

)

)
(B))

Mit der Definition der Faltung kénnen wir erstmal nicht viel anstellen, wir haben die Faltung
schliefllich einfach als das definiert, was wir berechnen wollen. Was wir gerne hétten, wére ein
analog zu der diskreten Faltungsformel, weil wir damit in konkreten Beispielen rechnen kénnen.
Hier ist die allgemeine Formel, danach konkretisieren wir diese fiir den Fall mit Dichten.

Proposition 4.3.14. Seien p1, p1o Wahrscheinlichkeitsmafie auf B(R) mit Verteilungsfunktionen
Fy, Fy, dann gelten:

(i) Mit B—y:={x —y: x € B}, d. h. die Verschiebung der Menge B um y nach links, gilt
pi1 * p2(B) = / (B —y) dua(y)
R

fir alle B € B(R).
(ii) Fur alle t € R gilt
Frnesa®) = [ Falt = 1) dia(y).

Beweis.

(i) Wegen der Manipulation

{1 rxeEB—y {1 rz+y€eB

1B7y(x) = = 1h2—1(B)($,y)

0 :sonst B 0 :sonst
folgt
Def. -1
pa* pe(B) =" @ pa(hy (B))
:/ 1h2—1(3)(x,y)du1 ® pa(z,y)
R2

= /R2 1p_y(x)dp ® po(z,y)
F“E‘“/JR</RlB,y(x)du1(£U))M2(y)
= [ (B,

Das ist die erste Aussage.



https://www.youtube.com/watch?v=wJVrIDI3kTQ&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=23&t=5954s
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(ii) Wir setzten in (i) die Mengen B = (—o0,t] mit B — y = (—o0,t — y] ein, und nutzen die
Definition der Verteilungsfunktion.

O

Nun zur konkreten Rechenvorschrift, um die Verteilung der Summe unabhéngiger Zufallsvariablen
mit Dichten zu berechnen:

Satz 4.3.15. [Stetige Faltungsformel]
Sind X, Y unabhdngige absolutstetige Zufallsvariablen mit Dichten fx, fy, dann ist auch X +Y
absolutstetig und hat Dichte

Fxay () = / fx(@—y)fy(w)dy, zeR.

Beweis. Mit vorheriger Proposition kennen wir die Verteilungsfunktion der Summe. Wir rechnen
diese mit der Formel aus und setzen dabei die bekannten Dichten ein:

Def. Faltung

Px 1y ((—00,1]) Px # Py ((—00,])

4.3.14

3 /RIPX((—oo,t—y])dPy(y)

= /]R /Ooy fx () dzfy (y) dy

Subst. /R [ . fx(z—y)dzfy(y)dy

_ / / 1oy (@) fx (2 — ) fy (y) do dy
RJR

Fubini

[ sty dys

- /OO Fxiv(@)da.

Also ist X + Y absolutstetig mit behaupteter Dichte fxy. O

Das Konzept der Faltung kommt nicht aus der Stochastik, daher kénnen wir mit dem Begriff
,Faltung® auch nichts anfangen. Die Faltung zweier integrierbarer Funktionen wird in der
Fourieranalysis als

fog(a) = / fx—y)e(y)dy, zeR,

definiert und zum Beispiel in der Signalverarbeitung studiert. Dass die Faltung bei uns fiir
Summen unabhéngiger Zufallsvariablen auftaucht, ist ein Zufall der Mathematik. Es gibt also
keinen Grund sich Gedanken {iber die Begrifflichkeit Faltung zu machen, fiir uns ist es einfach
nur eine Berechnungsformel.

Beispiel 4.3.16.

(i) Sind X3 ~ N (u1,0%) und Xo ~ N (j2,03) unabhiingig, dann ist auch die Summe wieder
normalverteilt, genauer, es gilt X7 + Xo ~ N (u1 + pa, 07 + 03). Das kann man mit der
stetigen Faltungsformel ausrechnen:

_ (z—y—p1)? 1 _ (y—wo)?

]- 2 2
20 20
fX1+X2(17):/76 i e > dy
R \/27‘(0’% \/27r0§
1 _(r*(u21+u22))2
— e 2(o'1+02) , T 6 R.

21 (o} + 03)

Vorlesung 23



https://www.youtube.com/watch?v=wJVrIDI3kTQ&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=23&t=7199s
https://www.youtube.com/watch?v=lxTw3_a68yw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=24&t=0s
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Auf den ersten Blick ist nicht so klar, ob die Berechnung einfach oder nicht so einfach
ist. Im Prinzip muss man nur richtig quadratisch ergénzen und Substituieren. In der Tat
ist die Rechnung ziemlich bose, klappt aber. Weil wir gleich eine viel einfachere Methode
kennenlernen, lassen wir die Rechnung weg.

(ii) Sind X3 ~ Exp()), X2 ~ Exp(\) unabhéngig, so ist X3 + X5 ~ I'(2, A). Das kann man
direkt mit der stetigen Faltungsformel ausrechnen:

Fxvea () = / Fx @ — ) (9) dy
z/Rl[o,oc)(x —yAe VL S (y)Ae N dy

= )\2/ e M dy = Nxe 7.
0

Jetzt noch eine ganz andere Methode zur Berechnung der Verteilung der Summe von unabhéngigen
Zufallsvariablen. Dafiir nutzen wir einen Satz der Wahrscheinlichkeitstheorie, den Eindeutigkeits-
satz fiir momenterzeugende Funktionen. Der Satz besagt, dass Verteilungen eindeutig durch ihre
momenterzeugenden Funktionen festgelegt sind, falls diese um 0 existieren.

Satz 4.3.17. Seien X und Y Zufallsvariablen fiir die die momenterzeugenden Funktionen
Mx, My in (—¢,¢) existieren fiir ein € > 0. Falls Mx (t) = My (¢) fir alle t € (—¢,¢) gilt, so
gilt X ~Y.

Beweis. Siehe fortgeschrittene Stochastikvorlesung - hart! O

Fiir Verteilungen mit expliziten momenterzeugenden Funktionen ist diese ein extrem niitzliches
Hilfsmittel.

Beispiel 4.3.18. Mit der momenterzeugenden Funktion kénnen wir ganz einfach die Skalie-
rungseigenschaft der Normalverteilung zeigen: Ist X ~ A(0,1), # € R und o2 > 0, so gilt
Y :=0X + pu~ N(u,0?). Rechnen wir dazu die momenterzeugende Funktion von Y aus:

o242

My (t) = E[e"XTWY = B[ X et = Mx (ot) - et = ™2 T t e R,

und die rechte Seite ist gerade die momenterzeugende Funktion einer A/(u, o2)-verteilten Zufalls-
variable. Also folgt die Behauptung aus Satz 4.3.17.

Gemeinsam mit folgender Proposition ist Satz 4.3.17 ein méchtiges Hilfsmittel um die Verteilung
Summen unabhéngiger Zufallsvariablen zu berechnen:

Proposition 4.3.19. Sind X und Y unabhéngige Zufallsvariablen mit Mx (t), My (t) < oo
fiir ein t € R, so gilt auch Mx vy (t) = Mx () My (t).

Beweis. Das folgt direkt daraus, dass Erwartungswerte von Produkten unabhéngiger Zufallsva-
riablen faktorisieren, siehe Satz 4.2.26:

My (t) = B[O = B[ - ] = E[e"™] - B[] = Mx (1) My (0).
O

Die Anwendung der momenterzeugenden Funktion zur Bestimmung der Verteilung von Summen
unabhéngiger Zufallsvariablen versteht man am besten mit folgendem einfachen Beispiel. Beachte:
Das Beispiel ist einfach, die Aussage aber nicht. Hatten wir nicht die Kanone aus der Wahr-
scheinlichkeitstheorie ausgepackt, héatten wir das mit der stetigen Faltungsformel nachrechnen
miissen.



https://www.youtube.com/watch?v=lxTw3_a68yw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=24&t=805s
https://www.youtube.com/watch?v=lxTw3_a68yw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=24&t=936s
https://www.youtube.com/watch?v=lxTw3_a68yw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=24&t=1375s
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Beispiel 4.3.20. Kommen wir zuriick zu Beispiel 4.3.16 (i) und berechnen mit der Proposition
die momenterzeugende Funktion der Summe der zwei unabhéngigen Normalverteilungen. Wegen
Proposition 4.3.19 und der in den Ubungen berechneten Formel fiir die momenterzeugende
Funktion einer Normalverteilung gilt

2 2
oito5 o

o2 o2
M, ix, (1) = Mx, ()M, (1) = ettt T Cemtt 7100 — plmtue)tt 2522y e g

Nun wissen wir aber auch, dass

02402 ,
My () = el =570 e R,

fir Y ~ N(uy + pa, 0% + 03). Also gilt X1 + X5 ~ Y nach Satz 4.3.17 und damit gilt fiir die
Summe X + Xo ~ N(u1 + 2,03 + 03).

Mit dhnlichen Rechnungen kann man (siehe Ubungen) mit momenterzeugenden Funktionen auch
zeigen, dass

e die Summe unabhéngiger Exponentialverteilungen gammaverteilt ist,
¢ die Summe unabhéngiger Gammaverteilungen wieder gammaverteilt ist,

e die Summe unabhéngiger Bernoulliverteilungen binomialverteilt ist (haben wir oben schon
mit der Faltungsformel berechnet),

Das Argument ist immer identisch: Berechne die momenterzeugende Funktion der Summe als
Produkt der momenterzeugenden Funktionen der einzelnen (Unabhéngigkeit) und hoffe, dass das
Produkt eine bereits bekannt momenterzeugende Funktion ist. Dann kann die Verteilung der
Summe mittels Satz 4.3.17 identifiziert werden.

Bemerkung 4.3.21.

e Der Trick mit der Normalverteilung funktioniert aufgrund der Faktorisierungseigenschaft
der Exponentialfunktion. Wir sehen also, dass der Trick auf Situationen beschriankt ist,
wenn in einer niitzlichen Form Potenzen auftauchen.

 Die Vorlesung ist hier etwas irrefithrend. Satz 4.3.17 ist kein Allheilmittel. In der (mathema-
tischen) Realitét sind exponentielle Momente sehr oft unendlich und wir kénnen nicht mit
der momenterzeugenden Funktion arbeiten. In dieser Vorlesung sind alle Verteilungen aufler
Cauchy und Exponentiell unproblematisch, weil alle exponentiellen Momente existieren.
In der Wahrscheinlichkeitstheorie werden wir das Problem l6sen, indem wir die Momen-
terzeugende Funktionen durch sogenannte charakteristische Funktionen ¢(t) = E[e®X]
ersetzen.

4.4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhangigkeit

Wir kommen nun zu bedingten Wahrscheinlichkeiten, die aus der Schule vielleicht bekannt sind.
In dieser Vorlesung spielen bedingte Wahrscheinlichkeiten noch keine zentrale Rolle, das dndert
sich in spédteren Vorlesungen sehr, wenn zum Beispiel Markovketten angeschaut werden.

Definition 4.4.1. Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A mit P(B)

Dann heif3t B(AN B)
N

bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

Lemma 4.4.2. Fir B € A mit P(B) > 0ist A — P(A|B) =: Pg(A) ein Ma$ auf (£2,.4).



https://www.youtube.com/watch?v=lxTw3_a68yw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=24&t=1661s
https://www.youtube.com/watch?v=lxTw3_a68yw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=24&t=2038s
https://www.youtube.com/watch?v=lxTw3_a68yw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=24&t=2237s
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Beweis. Wir rechnen die definierenden Eigenschaften eines Mafles nach:
o Pp(A) >0 fiir alle A € A ist klar, weil P ein Maf ist.

e Weil P ein Ma# ist, gilt auch

(h N B)

Py(0) = P(0|B) = PMB) 0.

o o-Additivitdt: Seien Aq, As, ... € A disjunkt, so gilt wegen der o-Additivitdt von P

O'O Def. P(Uiil AkﬂB)
O )

— P(UZil(Ak n B))

P(B)
S PANB)
R, S

O

Wir kommen nun zu extrem wichtigen Rechenregeln, obwohl diese ganz einfach aus der Definition

folgen:
Satz 4.4.3.

(i) Multiplikationsregel: Fiir Ay, ..., A, € A mit P(N;_; Ax) > 0 gilt

nﬁl Ak)-
k=1

P(@l Ak) = P(A,) - P(A3]Ay) - .. - P(An

(ii) Formel der totalen Wahrscheinlichkeit: Ist By, ..., B,, € A eine disjunkte Zerlegung
von Q, d. h. [J}_; Br = Q, mit P(By) > 0 fiir alle k = 1, ..., n, so gilt

P(A) = i:IP(Bk)}P’(ABk), VA€ A
k=1

(iii) Bayes-Formel: Mit By, ..., B,, aus (ii) gilt fir A € A mit P(4) >0

rpa - PAZLEE) 5y
oder
P(B|A) = RP(A‘B)'P(B) , VBe A
k;P(Bk)]P’(A\Bk)

Beweis. (i) Induktion tber n:

IA: n =2 folgt direkt aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit.
IV: Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges, aber festes n € N.


https://www.youtube.com/watch?v=lxTw3_a68yw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=24&t=2512s
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IS: Wenn wir nun die Induktionsvoraussetzung und den Fall n = 2 nutzen, so bekommen
wir

n+1

]P’(ﬂAk>:IP’< AkmAnH)
= (1 AP (uni| () )

YPp(A;) - P(As|Ay) - ... - ]P’(Aml‘ ﬁ Ak)
k=1

IDE

k=1

IDE

1

und das ist gerade die Aussage.
(ii) Zunéchst folgt direkt aus der Definition

P(BOP(AIB) = B(B) "5 00 — (4N B,).

Setzen wir dies in folgende Rechnung ein, so bekommen wir die Aussage:
n n A n
P(A) =P(ANQ) = IP(A N U Bk) = ]}D( U (AN Bk)) o-Add. ZP(A N By).
k=1 k=1 k=1

(iii) Die einfache Bayes Formel folgt direkt durch Einsetzen der Definition und Erweitern:

P(ANB) P(ANB)P(B) P(A|B)-P(B)
P(A)  P(B)-P(A)  P(4)

P(B|A) =

Die zweite Formel folgt aus der ersten Formel durch Ersetzen des Nenners durch die Formel
der totalen Wahrscheinlichkeit.
O

Kommen wir nun zu zwei klassischen Anwendungen. Hier ist allerdings etwas Vorsicht angesagt,
das ist alles etwas wild (funktioniert aber). Geméf Definition brauchen wir fiir bedingte Wahr-
scheinlichkeiten einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P). In vielen Anwendungen auflerhalb der
Mathematik werden die Formeln allerdings auch genutzt, ohne einen Wahrscheinlichkeitsraum
hinzuschreiben. Nennen wir das vielleicht ,heuristischen Gebrauch von Wahrscheinlichkeiten.
Das ist natiirlich nicht sehr schon, allerdings sind solche Aussagen extrem wichtig.

Beispiel 4.4.4.

(i) Wir ziehen aus vier blauen und drei weilen Kugeln zweimal ohne Zurticklegen. Was ist die
Wahrscheinlichkeit, zwei blaue zu ziehen? Machen wir das ganze zunéchst ,heuristisch®. Das
ist ein zweistufiges Experiment. Im ersten Versuch ziehen wir blau mit Wahrscheinlichkeit %.
Mit dem Wissen im ersten Zug blau gezogen zu haben, ist das ,,bedingte Ziehen* im zweiten
Schritt ein Ziehen aus drei blauen und drei weilen Kugeln. Die bedingte Wahrscheinlichkeit
im zweiten Schritt blau zu ziehen, gegeben das erste Ziehen gab eine blaue Kugel, ist also
%. Mit der Multiplikationsregel folgt

P(beide Kugeln blau)
= P(erste Kugel blau) - P(zweite Kugel blau | erste Kugel blau)
43 2
T 6 T
Das funktioniert ganz entspannt, ist aber schon etwas kritisch. Wir nutzen hier ganz intuitiv
den Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit in einem interpretierten Sinn (Anderung
des Modells, eine Kugel weniger). Dann haben wir die Multiplikationsregel genutzt, die


https://www.youtube.com/watch?v=lxTw3_a68yw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=24&t=3627s
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aufgrund unseres Beweises und damit aufgrund der mathematischen Definition der bedingten
Wahrscheinlichkeit stimmt. Nun ist allerdings nicht so ganz klar, warum der intuitive
Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit (gedndertes Experiment) mit der mathematischen

Definition P(A | B) := P(ﬁgf) iiberhaupt etwas zu tun hat. Machen wir das ganze zur
Beruhigung also nochmal mathematisch penibel genau. Schreiben wir zunéchst ein Modell
hin, das wir als Modell fiir das zweifache Wiirfeln plausibel finden. Dazu sei

Q= {(w1,w2): w1,ws € {blau, weii}}
und A = P(£2). Als Wahrscheinlichkeiten definieren wir
t w1 = wo = blau
P Wi = wo = weill

P ) = '
({w1,wa}) wi = blau, wy = weifl

O I N[00 T~
i DWW DN D[

:wp = weil, wy = blau

Mit den Ereignissen A = {(w1,ws): w1 = blau}, B = {(w1,w2): we = blau} wollen wir die
Wahrscheinlichkeit von A N B bestimmen. Mit der Multiplikationsregel folgt

P(ziche zweimal blaw) = P(A N B) = P(A) - P(B|A) = % - W - %

Das macht natiirlich auch wieder nicht so richtig viel Sinn, wir hatten die Wahrscheinlichkeit
von AN B auch ohne die Multiplikationsregel ,,ablesen* kénnen. Dennoch ist das vielleicht
eine gute Beruhigung: Wenn wir wollen, kénnen wir ein rigoroses Modell hinschreiben, in
dem die Multiplikationsformel rigoros gemacht werden kann. Fir die Schulanwendungen
ist das natiirlich viel zu kompliziert.

Nun ein Beispiel fiir die Bayes Formel, ein medizinischer Test, z. B. ein Aidstest. Wir
machen das jetzt wieder in der ,heuristischen“ Art, wer will, kann sich wieder ein sauberes
Modell definieren. Wir nehmen an, dass die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse
bekannt sind:

e 1% der Bevolkerung ist tatsdchlich krank.
o Test ist mit 98% positiv, wenn eine Person krank ist.

o Test ist mit 5% positiv, wenn eine Person nicht krank ist, das nennt mann false-positive
(Fehlalarm).

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit gesund zu sein, obwohl der Test positiv ist. Mit der
Bayes Formel gilt

P(krank | Test positiv)

P(krank)
P(Test positiv)

P(Test positiv | krank)P(krank)

P(Test positiv | krank)P(krank) + P(Test positiv | gesund)P(gesund)
B 0,98-0,01
~0,98-0,01 40,05 - 0,99
—0,165.

= P(Test positiv | krank) -

Das ergibt dann
P(gesund | Test positiv) =1 — 0,165 = 0, 835,

was erschreckend hoch ist! Die wichtige take-home message ist also: Wird etwas sehr
unwahrscheinliches getestet, dominieren falsche Tests und man muss bei positiven Tests
unbedingt weitere Tests machen. Ein weiteres sehr wichtiges Beispiel sind prénatale Tests
bei ungeborenen Kindern, z. B. Tests auf Trisomie 21 (auf die moralische Frage wollen wir
hier natiirlich nicht eingehen!).
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Weiter geht es jetzt mit einer mathematischen Definition von Unabhéngigkeit von Ereignissen.
Thr habt sicherlich eine naive Vorstellung ,,Hat nichts mit einander zu tun®. Beispielsweise wéren
die Ereignisse ,Meine Kaffeemaschiene geht morgen kaputt“ und , Es regnet morgen in Thailand*
vermutlich unabhéngig. Hier ist eine Definition:

Definition 4.4.5. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien A, B € A. Die Ereignisse
A und B heifilen unabhéngig, falls P(AN B) = P(A) - P(B).

Aufgrund der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit sind, sofern P(B) > 0 gilt, A und
B unabhingig genau dann, wenn P(A|B) = P(A). Das passt also zur Begriffsbildung: Zwei
Ereignisse sind genau dann unabhéngig, falls die Wahrscheinlichkeit des einen sich nicht &ndert,
wenn das Eintreten des anderen gegeben ist.

Oft braucht man auch die Unabhéngigkeit mehrerer Ereignisse. Fiir endlich viele ist klar was
man macht, die Wahrscheinlichkeit des endlichen Schnittes soll natiirlich das endlich Produkt
sein. Fiir unendlich viele ist das problematisch, darum fithrt man alles auf endlich viele zuriick:

Definition 4.4.6. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A; € A, i € I, und I eine beliebige
Indexmenge.

(i) Die Ereignisse (A;),; heien unabhéngig, falls

P(()A:) =[P(A:), VJCTImit#J < oc.
ieJ ieJ
(ii) Die Ereignisse (A;)

;c1 heiBen paarweise unabhéngig, falls

P(A; N Aj) = P(A;) - P(A;), Vi#j.

Selbstverstandlich impliziert Unabhéngikgkeit die paarweise Unabhéngigkeit, statt aller endlicher
Teilmengen J von I werden schliefllich nur alle Teilmengen mit #.J = 2 gewédhlt. Die Umkehrung
gilt nicht:

Warnung 4.4.7. Paarweise Unabhéngigkeit impliziert im Allgemeinen nicht Unabhéngigkeit.
Kleine Mengen reichen schon aus, um Gegenbeispiel anzugeben, siehe Ubungsblatt.

In Worten ausgedriickt heiit die Unabhéngigkeit auch ,Die Ereignisse (A;),.; sind unabhéngig,
falls jede Wahl von endlich vielen Ereignissen A;,, ..., A;, unabhingig ist®.

Als néchstes wollen wir die Unabhéngigkeit von o-Algebren und Zufallsvariablen thematisieren.
Dazu zunéchst eine allgemeinere Definition:

Definition 4.4.8. Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (&;),.; eine Familie von
Teilmengen & C A der o-Algebra fir eine beliebige Indexmenge I. Dann heiflen die (&;)icr
unabhéngig, falls die Ereignisse (A;),.; unabhéngig sind, und zwar fiir alle A; € &;.

Die Definition wird insbesondere fiir o-Algebren verwendet. Wie bei der Messbarkeit fragen wir
uns hier, ob wir die Unabhéngigkeit auf Erzeuger reduzieren kénnen. Wie immer funktioniert
das, zumindest wenn der Erzeuger N-stabil ist:

Proposition 4.4.9. Ist (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und &; C A fir fiir alle ¢ € 1.
Sind alle &; N-stabil, so gilt:

(&;)ier unabhingig < (0(&;))ier unabhéngig.
Beweis.

»<=*“ Klar nach Definition, weil & C o(&;) gilt. Die Unabhéngigkeit von Mengensystemen
bedeutet schliefllich, dass die Unabhéngigkeit fiir alle Auswahlen von Teilmengen gilt. Gilt
dies fiir mehr Moglichkeiten, so natiirlich auch fiir weniger Moglichkeiten.



https://www.youtube.com/watch?v=lxTw3_a68yw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=24&t=4799s
https://www.youtube.com/watch?v=lxTw3_a68yw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=24&t=5109s
https://www.youtube.com/watch?v=lxTw3_a68yw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=24&t=5304s
https://www.youtube.com/watch?v=lxTw3_a68yw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=24&t=5374s
https://www.youtube.com/watch?v=lxTw3_a68yw&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=24&t=5613s

4.4. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN UND UNABHANGIGKEIT 112

»=“: Ohne Einschrankung sei I endlich weil die Definition der Unabhéngkigkeit nur auf endlichen
Teilmengen J C I beruht. Nennen wir die Mengen &1, ..., E,. Wir zeigen, dass dann auch
o(&1), ..., 0(Ey) unabhingig sind. Dazu zeigen wir zunéchst:

D:={E € A: {E}, &, ..., &, sind unabhiingig} ist ein Dynkin-System.
Um das zu zeigen, checken wir die definierenden Eigenschaften eines Dynkin-Systems:

(i) Aufgrund der Definition 4.4.8 miissen wir zeigen, dass fiir alle Ay € &, ..., 4, € &,
die Mengen 2, As, ..., A, unabhéngig sind, die Wahrscheinlichkeit vom Schnitt also
zur Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ereignisse faktorisiert. Das folgt aber direkt
aus der angenommenen Unabhéngigkeit von &1, ..., Ey,:

PQNAsN..NA,) =P(A3N...NA,)
=P(As) - ...-P(4,)
=1-P(A42)-...-P(A,) =P(Q) - P(As) - ... - P(A4,).

Damit ist 2 € D.

(ii) Nun zur Abgeschlossenheit beziiglich Komplementbildung. Wir argumentieren wie
im ersten Schritt. Sei dazu E € D und seien Ay € &, ..., A, € &, beliebig. Weil
Q) = E U EC ergibt sich

IP(EC NAsN..NA,)

Also sind E€, A,, ..., A,, unabhingige Ereignisse und damit ist E¢ € D.

(iii) Das Argument fiir die Vereinigungen geht genau wie fiir die Komplemente.

Jetzt beenden wir den Beweis. Aufgrund der Annahme &, ...,&, unabhingig, gilt fir
jede Menge E € & auch F € D. Also gilt & C D. Daraus folgt mit dem Hauptsatz
fiir Dynkinsysteme, Satz 1.2.11, wie immer (Bildung des kleinsten Dynkin-Systems ist
monoton)

0_(51) n- stabll (51) (D) —D.

Weil also o(&1) C D gilt, folgt aus der Definition von D, dass o(&1), &a, ..., £, unabhingig
sind. Iterativ ersetzen wir nun Schritt fiir Schritt mit einem analogen Argument ein &
nach dem anderen durch o(&%), indem wir genau wie oben zeigen, dass alle

Dy, = {E e A:o(&1),0(E), ey 0(Ek—1),{E}, Ekt1y -y, En sind unabhéngig}
Dynkin-Systeme sind.

O
Vorlesung 24
Nach der Unabhéngigkeit von Ereignissen und Zufallsvariablen kommen wir nun zu einer al-
ternativen Definition der Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen. Anstatt die Faktorisierung der
gemeinsamen Verteilung zu fordern, kann man auch fordern, dass die erzeugten o-Algebren (siehe
Definition 2.1.8) unabhéngig sind:

Definition 4.4.10. Fiir Zufallsvariablen (X;)ie; auf (€2,.A,P) definiert man: (X;)ie; sind ]
unabhéingig, falls die erzeugten o-Algebren (o(X;));c; unabhingig sind.
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Weil o(X;) Det. {X;'(B): B€B(R)} = o({X; *((—00,t]): t € R}), konnen wir direkt folgern,

dass die Unabhéngigkeit auch durch die gemeinsame Verteilungsfunktion definiert werden kann.

Korollar 4.4.11. Fiir Zufallsvariablen X7, ..., X4 auf (Q, A, P) stimmt die neue Definition der
Unabhéngigkeit mit der alten tiberein. Wir kénnen Unabhéngigkeit also auf verschiedene Arten
beschreiben:

X1, ..., X4 sind unabhéngig
& o0(Xy),...,0(Xy) sind unabhingige o-Algebren
& Fx(ti,..otq) = Fx,(t1) - ... - Fx,(ta), Vt; €R
& P(Xi€eA,. ,Xg€eA) =P(X1€4) ...-P(Xy € 4y), VA, € BR).

Beweis. Um die vorherige Proposition anzuwenden, seien & = {{X; < t}: t € R} fiir i =
1,...,d. Also gilt 0(&;) = o(X;) und die &; sind N-stabil. Uberlegen wir einmal schnell, warum
o(&;) = o(X;) gilt. Die Richtung ,,.C¢ gilt, weil & C o(X;) aufgrund der Definition von o(X;).
Die Richtung ,,0“ gilt, weil wegen Proposition 2.1.4 X; (o(&;), B(R))-messbar ist und o(X;) die
kleinste o-Algebra ist, beziiglich derer X; messbar ist.

Damit gilt aufgrund der Definitionen der Unabhéngigkeit von Mengensystemen und Ereignissen

o0(X1),...,0(X4) unabhingig

s &1, ...,Eq unabhingig
& By, ..., Eg unabhéngig fir alle Fy € &1,..., Eq € &g
& P({Xl Stl}ﬁ...ﬂ{Xd Std}) :P({Xl Stl})P({Xd Std}), t1,...,ta ER

Notation
=

P(Xl < tl,...,Xd < td) = P(Xl < tl) .. P(Xd < td), t1,...,tq € R

Def. VF
e<:> FX(thmatd):FXl(tl)"'FXd(td), tl,...,thR.

O

Bitte beachtet die Notation im letzten Beweis. In der Stochastik bevorzugen wir immer die
Notation P(X; < t1,..., Xq < tq), wir nutzen praktisch nie die ausfiihrliche Schreibweise P({X; <
t1} N...N{Xy4 < tq}). Das liegt einfach nur daran, dass sich die erste Notation viel natiirlicher
lesen lasst. Am besten gewohnt ihr euch direkt die kompakte Schreibweise an.

Im néchsten Abschnitt besprechen wir Konvergenzen von Folgen von Zufallsvariablen. Wir werden
insbesondere Folgen unabhéngiger Zufallsvariablen nutzen. Unsere urspriingliche Definition war
nur fiir endlich viele Zufallsvariablen, die Definition dieses Abschnittes funktioniert auch fiir
unendlich viele Zufallsvariablen (man testet die Eigenschaft einfach fiir alle endlichen Teilmengen).
Genau so wollen wir ab jetzt die Unabhéngigkeit einer ganzen Folgen von Zufallsvariablen
definieren.

Definition 4.4.12. Ist X;, X5, ... eine (unendliche) Folge von Zufallsvariablen auf (2, .4,P), so
heifit die Folge unabhéngig, falls eine der dquivalenten Eigenschaften gilt:

(i) Fir alle n € N sind o(X1), ..., 0(X,,) unabhéngige o-Algebren.

(ii) Fir alle n € N gilt: P(Xy < t1,..., Xy, <t) = [Tho P(Xk < i), t1,....tn €R.

Wie fiir Zufallsvariablen und Zufallsvektoren ist es auch fiir Folgen von Zufallsvariablen nicht
klar, dass es diese iiberhaupt gibt. In der Tat kann man auch in diesem Fall eine kanonische
Konstruktion angeben, die uns die Existenz von Folgen unabhéngiger Zufallsvariablen gibt. Der
kanonische Wahrscheinlichkeitsraum besteht ganz analog aus den Werten, die angenommen
werden. Dies war zunichst R, dann R? und ist nun R (die Menge der reellen Folgen). Die
kanonische o-Algebra ist die passende ,,Borel“-o-Algebra und die Folge der Zufallsvariablen ist
durch die Identitdtsabbildung gegeben. Das Thema gehort eigentlich nicht in die Stochastik 1
sondern in die Wahrscheinlichkeitstheorie 1. Daher skizzieren wir die Konstruktion nur ganz
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kurz. Thr solltet euch jedoch merken, dass es eine kanonische Konstruktion gibt und insbesondere
Folgen von unabhéngigen Zufallsvariablen existieren

Satz 4.4.13. [Kanonische Konstruktion von Folgen unabhingiger Z.V.]
Seien F, Fy, ... Verteilungsfunktionen, so existieren ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, P) und
unabhdngige Zufallsvariablen X7, X, ... auf (Q, A, P) mit X; ~ F;.

Beweis. Man kann ganz analog zu R und zum R? eine kanonische Konstruktion angeben. Hier
nur eine Skizze fiir die iibermotivierten Studis, die Konstruktion wird in Ruhe in einer der
Vorlesungen im Master thematisiert. Alle anderen merken sich aber bitte die Aussage des Satzes,
sonst wére die Vorlesung an dieser Stelle vorbei!

o Q:= {(wn)nen: wn € R}, die Menge der ,reelle Folgen“. Die w sind also Folgen, oder
unendlich lange Vektoren. Als Analogie zum R? schreibt man auch R,

e A:=B(R*®):=0({B1 X .. xBgxRx..:deN,By,..,Byg € B(R)})

o P:=Pp ®@Pp, ® ... sei das unendliche Produktmaf}, das auf dem Erzeuger von B(R>)
festgelegt ist durch u(By X ... X By x R x ...) = Ppg, (B1) - - - Pg,(Bqg).

o (Xi(w), X2(w),...) := (w1,wa,...) =w

Um zu zeigen, dass es ein unendliches Produktmafl auf (R, B(R>)) auch gibt, kann man
den Fortsetzungssatz von Carathéodory anwenden. Das ist etwas hésslich. Wir haben nun also
einen Wahrscheinlichkeitsraum und eine Folge von Zufallsvariablen, die einfach nur fiir ein w die
Koordinaten ausgibt (genau wie im R?, vergleiche den Beweis von Satz 4.2.15). Die Unabhéngigkeit
der konstruierten Folge folgt direkt aus der Produkteigenschaft des Produktmafes, weil aufgrund
der Definition der Zufallsvariablen als Koordinatenabbildungen
Def X
P(X: <ty,..X, <tn,) = P((—00,t1] X ... X (—00,t,]R X ...)
Produktmafl

= Pp((—o0,t1]) - - Pp, (=00, tn])

=P(X; <t1) - P(X, <tn).
Auch sofort folgt durch Einsetzen, dass die Randverteilungen P(X; < t) = Fx, (t) erfilllen. O

Definition 4.4.14. Sind alle F; gleich, so nennen wir die Folge unabhéngiger Zufallsvariablen
X1, Xo,... aus Satz 4.4.13 eine u.i.v. Folge mit X; ~ F7.

In den nédchsten Kapitel schauen wir uns Konvergenzeigenschaften von u.i.v Folgen an, insbeson-
dere das Gesetz der grofien Zahlen und den zentralen Grenzwertsatz.

4.5 Konvergenz von Folgen von Zufallsvariablen

Bevor wir zu den zentralen Konvergenzsatzen kommen, miissen wir uns iiberlegen, was Konvergenz
von Folgen von Zufallsvariablen tiberhaupt bedeutet. Das ist in der Tat gar nicht so klar, es gibt
verschiedene Begriffe:

Definition 4.5.1. [Vier Konvergenzarten in der Stochastik]
Fiir eine Zufallsvariable X und eine Folge X1, X, ... von Zufallsvariablen auf (2, A, P) definiert
man

(i) ,X, konvergiert stochastisch (oder in Wahrscheinlichkeit) gegen X“, man schreibt
P
X, — X, n— oo,

falls fiir alle e > 0
P(|X, —X|>¢e)—0, n—oc.
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(ii) ,, X, konvergiert in LP gegen X“ (oder im p-ten Mittel) fiir p > 1, man schreibt

LP
X, — X, n— oo,

falls
E[|X, - X[’] =0, n— oo.

(iii) ,, X, konvergiert fast sicher gegen X“, man schreibt

f.s.
X, =X, n— oo,

falls
P(X, = X) =P{w: Xp(w) = X(w), n = c0}) = 1.

(iv) ,X, konvergiert in Verteilung (oder schwach) gegen X“, man schreibt

Xnﬂ)X, n — 00,

falls fiir alle f : R — R stetig und beschréankt

E[f(Xn)] = E[f(X)], n— oo

Nur die ersten drei Konvergenzbegriffe benttigen wirklich, dass die Zufallsvariablen auf dem
selben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. Die Konvergenz in Verteilung ist strukturell
anders weil die Zufallsvariablen X,, nicht direkt mit der Grenzzufallsvariablen X ,verglichen®
werden, es wird nicht | X, (w) — X (w)| berechnet. Die Konvergenz in Verteilung hiangt nur von
den Verteilungen ab, vergleiche dazu die Berechnungsformel des Erwartungswertes mit dem
Transformationssatz, Lemma 4.1.10.

Bemerkung 4.5.2.

(i) Warnung: Die Konvergenzen sind nicht durch Metriken definiert worden, d. h. iibliche
Tricks aus der Analysis (z. B. A-Ungleichung, Eindeutigkeit von Grenzwerten, ...) gelten
nicht einfach so! Konkretes Beispiel: Nur wenn man einen Quotientenraum mit fast sicher
gleichen Zufallsvariablen bildet, ist Konvergenz im p-ten Mittel eine Normenkonvergenz
und die Eindeutigkeit von Grenzwerten gilt (siche Ubungsaufgaben).

(ii) Zwei Konvergenzarten sind uns schon bekannt:

o fast sichere Konvergenz ist schon von messbaren Funktionen bekannt,
o p-tes Mittel ist schon von (£7,]| - ||,) bekannt.

Um ein Gefiihl fiir die Konvergenzarten zu bekommen, sind Beispiele dusserst niitzlich. Viele
niitzliche Beispiele konnen ganz explizit hingeschrieben werden.

Beispiel 4.5.3. Seien X, X5, ... Zufallsvariablen auf irgendeinem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) mit

1 1
PX,=¢")=—, PX,=0)=1-——,
(Xn=e")=—, B ) -
so gelten:
XnLO,n%oo,weil
1
P(|X, - X|>¢)=P(X,=¢")=——=0, n—oo.
n

EP
Xn A 0,n — oo, fir alle p > 1, weil

1 1 pr
E[|X, — XJP) = B[ X, 7] = e~ +07(1- ) = = = 400, n o0
n n n
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Das néchste Beispiel ist sehr anschaulich. Dazu beachten wir, dass die Einschrinkung des
Lebesguemafes auf [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmaf} ist. Wir kénnen also viele Beispiele basteln,
wenn wir uns als Zufallsvariablen einfach messbare Funktionen (z. B. Indikatorfunktionen oder
stetige Funktionen) auf [0,1] wé&hlen. Das hat den Vorteil, dass die Begriffe durch Skizzen
sehr anschaulich gemacht werden konnen. So ist zum Beispiel die fast sichere Konvergenz die
punktweise Konvergenz (bis auf eine Nullmenge) und die £P-Konvergenz ist die Konverenz der
Flacheninhalte der Differenzfunktion (hoch p) weil E[X] = fol X (w) dw. Sieht wegen dw vielleicht
blod aus, ist aber einfach nur das ganz normale Integral auf [0, 1].

Beispiel 4.5.4. Sei Q = [0,1], A = B([0,1]) und P = A(g 1] das Lebesgue Maf auf [0, 1]. Schauen
wir uns als Beispiel X = 0 (Nullfunktion) und die Folge

Xn =1z mu,
an, wobei m, k € N die eindeutigen natiirlichen Zahlen mit n = 2¥ + m und m < 2F sind. In
Worten (am besten skizziert ihr die Funktionen) schieben wir fiir wachsendes n einfach nur
Indikatorfunktionen von links nach rechts durch [0, 1], wobei die Breite der Indikatorfunktionen
schmaler wird: 11, 1(03%], 1(%,1}, 1(0’%], 1¢1 1y, ... Mit dieser Folge gelten:

2°'%

LP .
Xn — 0,n — oo, weil

1
E[|X, — X|7] = E[|X,|7] = / XP(w) dP(w) :/ 1y ) () dw = o
Q 0 2k ok 2

Weil mit n — oo auch £ — oo gilt, konvergiert die Folge also im p-ten Mittel gegen 0. Warum ist
das auch anschaulich klar? E[| X, |?] ist der Flacheninhalt zwischen der Indikatorfunktion und
der z-Achse. Weil die Breite des Indikators gegen 0 konvergiert, konvergiert das Integral und
damit (in diesem Wahrscheinlichkeitsraum) der Erwartungswert gegen 0.

f.s.
Xn /= 0,n — oo, das ist klar, weil
P({w: X, (w) — 0}) =0.

Man beachte: In diesem Wahrscheinlichkeitsraum ist die fast sichere Konvergenz gerade die
punktweise Konvergenz auf einer Menge mit Mafi 1. Weil die Folge (X,,) ausgewertet in beliebigem
w € [0,1] unendlich oft zwischen 0 und 1 wechselt (1 wenn das kleine Intervall w enthélt, 0 sonst),
konvergiert sie fast sicher nicht.

Beispiel 4.5.5. Wie im vorherigen Beispiel sei Q = [0,1], A = B([0,1]) und P = \jp,1}, das
Lebesguemaf auf [0, 1]. Wir schauen uns die konkrete Folge

Xn=n-1p4

an, und schauen, in welchem Sinne sie gegen die Grenzzufallsvariable X = 0 (Nullfunktion)
konvergiert.

Xn RN 0,n — oo : Das ist klar, weil in diesem Beispiel die fast sichere Konvergenz einfach nur
die iibliche punktweise Konvergenz von Funktionen auf einer Menge von Maf§ 1 bedeutet und
unsere Folge auf (0, 1] punktweise gegen 0 konvergiert. Weil ein einzelner Punkt im Lebesguemaf
eine Nullmenge ist, konvergiert die Folge fast sicher:

P(X, — 0) =P((0,1]) = 1.
Xn £, 0,n — oo: Die stochastische Konvergenz gilt, weil fiir € > 0

1
P(|Xn — X| > &) =P(|Xn| > €) =P(nlj 1 >E):ﬁ -0, n—oo.
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CP
Xn 7/ 0,n — oco: Weil wir nur Erwartungswerte von Indikatoren berechnen miissen, folgt alles
direkt aus den Rechenregeln fiir Erwartungswerte:

1
E[X, = XP] =Eln? 1), ] = w'Ellg ] =7 =n?™ 410, msoc,

‘n

weil wir bei £LP-Konvergenz immer p > 1 annehmen.

Beispiel 4.5.6. Sei X ~ N (0,1) und X,, = (—1)"X fir n € N. Es gilt aufgrund der Symmetrie %ﬁ L
der Normalverteilung X,, ~ N(0,1) fiir alle n € N. Weil Erwartungswerte nur von der Verteilung {E i

abhéngen, gilt also E[f(X)] = E[f(X,,)] fir alle n € N, die Folge der Erwartungswerte ist

also konstant und konvergiert daher gegen E[f(X)]. Also gilt X, RGN X,n — oo. Andere =

Konvergenzarten gelten fiir diese Folge nicht.

Beispiel 4.5.7. Seien X7, X5, ... unabhéngige Zufallsvariablen mit (5]

d. h. X, ~ Ber(%), n € N. Man stelle sich z. B. unabhéingige Miinzwiirfe vor (1 bedeutet ,,Zahl“,
0 bedeutet ,,Kopf“), bei denen die Wahrscheinlichkeit fiir ,,Zahl® immer kleiner wird. Alternativ
kann man sich irgendwelche unabhéngigen Versuche vorstellen, bei denen 1 ,Erfolg“ und 0
,Misserfolg“ bedeutet. Mit dieser Folge gelten:

XHLO,n%oo: Fiir € > 0 gilt

P(X,=1) :¢e<1 1 .e<1
(Xn=1) :es {” =750, no o

P(| X, —X|>¢e)=P(X,, >¢) = =
0 e>1 0 :e>1

f.s.
Xpn 7/ 0,n — oo: Das Argument ist nicht einfach, taucht aber im néchsten Kapitel in ver-

schiedenen Formen auf. Wir schreiben die Konvergenz um in Schnitte und Vereinigungen um.
Unter der Beachtung, dass eine Folge mit den Werten 0 und 1 nur gegen 0 konvergiert, wenn sie
irgendwann nur noch den Wert 0 annimmt, ist das

{weQ| X, (w) >0} ={weQ|IngeN: X,,(w) =0Yn >ng}

= U N {welXalw) =0}

no=1n>ng

Zur Erinnerung, wie hatten wir Vereinigungen und Schnitte in Analysis 1 definiert?

UJdi={weQlTiel:we A},
el
(NAi={weQlViel:we A}
el

Diese kleine Uberlegung ist unglaublich wichtig. Sie wird spéter der Weg sein, das starke Gesetz
der groflen Zahlen zu beweisen. Damit kann fast sichere Konvergenz immer in Vereinigungen iiber
Schnitte umformuliert werden und diese kénnen wir immer mit Subadditivitdt und Stetigkeit
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von Maflen attackieren. Mit (4.2) bekommen wir also

]P’(Xn—>0):IP’( U N {w€Q|Xn(w):O})

no=1n>ng

Subadd.
<Y PN weQlXauw) =0}
no=1 n>ngo
Stet. MaBe S ~
20587 dim P[] {w € Q] Xa(w) = 0})
no=1 n=ng
b o0 m
unab. Z Jim_ H P(X, = 0)
np=1 n=ng

> 1 1
=3 lim (1_7),,(1_7)
m—o0 no m
TLo:l
= no — 1 m—1
-3 () ()
m—o0 no m
np=1

n 1

kiirzen . 0 —

= g lim =0.
m—00 m

np=1

Folglich ist die Wahrscheinlichkeit der Konvergenz sogar 0 und daher gilt fast sichere Konvergenz
nicht.

Mit den Beispielen haben wir schon ein paar Beispiele gesammelt, die zeigen, dass die Konver-
genzarten nicht dquivalent sein kdnnen. Den Zusammenhang der Konvergenzarten wollen wir

nun genauer beleuchten. Vorlesung 25

Zunachst schauen wir die Konvergenz in Verteilung etwas genauer an. Dazu zunéchst ein
Hilfslemma:

Lemma 4.5.8. Seien F, Fy, Fy, ... Verteilungsfunktionen. Wenn lim,,_,, F},(t) = F(t) fir alle

Stetigkeitsstellen ¢ von F' gilt, so gilt lim,,_,~ F,, *(y) = F~1(y) fiir alle Stetigkeitsstellen von }
F-1.

Beweis. Der Beweis basiert hauptséchlich auf einer Eigenschaft der Pseudoinversen, die wir aus
Lemma 4.3.2 (iii) schon kennen. Wir nutzen die Eigenschaft aber auch als strikte Abschétzung
in die andere Richtung:

a<Fl'u)<be Fla) <u < F(b) fiirallea,be€Runduc(0,1). (4.3)

Die Aussage folgt genau wie in Lemma 4.3.2 direkt aus der Definition von F~!. Wir wihlen jetzt
Stetigkeitsstellen a und b von F mit a < F~1(y) < b und ein v € (y,1) mit F~!(v) < b. Damit
es so ein v gibt, nutzen wir die Stetigkeit von F~! an der Stelle y (das ist die € — § Definition fiir
e =b— F~Y(y)). Jetzt formen wir mit (4.3) um und nutzen die Definition der Folgenkonvergenz:

a<F'y) <F 'v)<b

a3 F(a) <y <v < F(b)

= 3dN eN:F,(a) <y< F,(b) fir alle n > N

Y INeN:a<F'(y) <bfirallen> N

Wir wissen noch nicht, dass die Folge (F,;!(y))nen konvergiert, nutzen also lim inf und lim sup,
um sauber zu formulieren: Da steht also

a < liminf F;1(y) < limsup F; ' (y) <b.

n—00 n—00


https://www.youtube.com/watch?v=e-i3vo2epBI&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=26&t=124s
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Weil a und b beliebig nah an F~1(y) gewihlt werden koénnen (es gibt nur abzihlbar viele
Unstetigkeitsstellen von F~1), gilt also liminf, . F, *(y) = limsup,_,. F, ' (y) = F~(y).
Damit existiert der Grenzwert und es gilt lim,, o F,, *(y) = F~1(y). O

Das Lemma ist etwas technisch, daraus folgt aber folgende d&ulwichtige Aussage. Wir hétten die
Konvergenz in Verteilung auch durch Konvergenz der Verteilungsfunktionen definieren kénnen:

Satz 4.5.9. Seien X, X;, X, ... Zufallsvariablen mit X ~ F und X,, ~ F,,, n € N| so gilt:

Xn @, X, n—oo <= lim F,(t)=F() fir alle Stetigkeitsstellen von F.

n— oo

Beweis.

»,=“ Weil die Konvergenz in Verteilung gerade lim, ., E[f(X,)] = E[f(X)] bedeutet, sind
wir schon fast fertig. Wir brauchen nur f = 1(_, ; einsetzten und dann haben wir die
Konvergenz der Verteilungsfunktionen an der Stelle ¢. Leider geht das nicht, f ist zwar
beschrénkt, jedoch nicht stetig. Um das zu umschiffen, wéhlen wir fiir beliebiges 6 > 0
folgende Modifikation: Wir nehmen die Funktionen f, und f_, die wie folgt definiert sind:
f+ ist der Indikator auf (—oo,t] und verbindet dann linear 1 und 0 auf [t, ¢ 4 4], rechts von
0 ist fi null. f_ ist &hnlich, verbindet aber auf [t — 4, ¢] linear die 1 und die 0. Es gilt also

T ooi—s) S f- S < fr S 1ot

und f_, fy sind beschrankt und stetig weil es einfach Indikatorfunktionen sind, die die
Unstetigkeitsstelle linear stetig machen. Wir kénnen also die angenommene Konvergenz fiir
f+ und f_ anwenden.

Mit Monotonie des Erwartungswertes gilt

f+ stet.
Fu(t) = B[ oo (Xa)] < Bl (Xa)] 25" EL3 (X)] < Bl a(X)] = F(L+0).
Analog mit f_ schétzen wir nach unten ab:

f— stet.
Fi(t) = E[1(—00,g(Xn)] = E[f-(X3)] " — " E[f-(X)] 2 E[1(—c01—6(X)] = F(t —9).
Weil § > 0 beliebig war, gilt also F,(t) = F(t). An dieser letzten Stelle haben wir die
Annahme benutzt, dass ¢ eine Stetigkeitsstelle von F ist!

»<=“ Sei U ~U((0,1)) durch die kanonische Konstruktion konstruiert. Der Wahrscheinlichkeits-
raum ist also (R, B(R), Ajp,1]) und die Zufallsvariable die Identitédtsabbildung. Definiere

Y=F'U) ud Y, =F'(U), neN,
Wegen der inversen Transformations Methode gilt
Y~F und Y,~F, mneN.

Aufgrund der Voraussetzung und Lemma 4.5.8 konvergiert F, 1 (t) fiir alle Stetigkeitsstellen
von F~1 gegen F~!(t). Die Unstetigkeitsstellen der nicht-fallenden Funktion F~! sind
abzdhlbar, also eine Nullmenge in dem gew&hlten Wahrscheinlichkeitsraum (abzdhlbare
Mengen sind Nullmengen fiir das Lebesguemafl). Weil U die Identitatsabbildung ist, gilt
also
Y, =F Y (U)S P U)=Y, n— o

Wir kénnen in diesem Fall sogar das Ereigniss von Mafl 1 benennen, auf dem die Konvergenz
gilt: Das sind gerade die Stetigkeitsstelen von F~! in (0,1). Weil Erwartungswerte von
identisch verteilten Zufallsvariablen gleich sind (Lemma 4.1.10 und die Bemerkung danach),
gilt also fur f stetig und beschréankt

Tim E[f(X,)] TS lim E[f(Va)] 27 E[ lim f(Y,)]
TR RS B X))

Damit ist die Konvergenz in Verteilung gewiesen.



https://www.youtube.com/watch?v=e-i3vo2epBI&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=26&t=1244s
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Im Prinzip sagt die Aussage, dass schwache Konvergenz (fast) das gleiche ist, wie punktweise
Konvergenz der Verteilungsfunktionen. Die Stetigkeitsstellen sind nur fiir die Grenzverteilungs-
funktion gefordert. In vielen Féllen, z. B. wenn die Grenzverteilung eine Normalverteilung ist, ist
F stetig. In dem Fall ist schwache Konvergenz nichts anderes als die punktweise Konvergenz der
Verteilungsfunktionen. Das taucht gleich zum Beispiel beim zentralen Grenzwertsatz noch auf.

Bemerkung 4.5.10. Die Konstruktion im Beweis heifit Skorokhod-Kopplung: Fiir jede Folge
X1, ... von Zufallsvariablen (auf beliebigen Wahrscheinlichkeitsrdumen), die schwach gegen eine
Zufallsvariable X konvergiert, gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit Zufallsvariablen
Y,Y1,..., so dass

e X ~Y, X, ~Y, firalle n € N,

..
e YV, -3 Y, n— oco.

Die Skorokhod-Kopplung ist besonders spektakuldr, wenn man mit dem néchsten Satz vergleicht,
in dem der Zusammenhang der Konvergenzarten beleuchtet wird:

Satz 4.5.11. [Zusammenhang Konvergenzarten]

Beweis. Konvergenz in LP = Konvergenz in £? fiir ¢ <p:

Wir wissen schon, wie aus Holder E[|X|?] < E[|X|?] folgt, man fligt einfach eine 1 hinzu. Als

Wiederholung machen wir das nochmal: Definiere dazu r = % und 7’ = I3, also gilt

E[| X, — X|9) = B[|X,, — X| 1] < (B[|X,, — X|"]D""(EQ DY = E[| X, — X[P]/7 - 1.
Wenn die rechte Seite gegen 0 konvergiert, konvergiert also auch die linke Seite gegen 0. Das ist
genau das, was wir zeigen wollten.

Konvergenz in £! = Stochastische Konvergenz:

Mit der Markov Ungleichung gilt:

EHXn - X” Vor.
f %

P(|X, —X]|>¢) < 0, n— oo

Das war es schon.

Fast sichere Konvergenz = Stochastische Konvergenaz:

Der Trick ist es, die Definition der Konvergenz aus Analysis 1 als Schnitte und Vereinigungen
von Mengen zu schreiben:

Notation P({w: Xp(w) = X(w),n — oo})

P P({w: Ve > 03N € N: |X,(w) — X (w)| <& Vn > N})

- ]P’( N U N fw: [Xaw) - X(@)] < 5}).

e>0 NeNn>N


https://www.youtube.com/watch?v=e-i3vo2epBI&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=26&t=3059s
https://www.youtube.com/watch?v=e-i3vo2epBI&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=26&t=3165s
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Mit Komplementbildung und de Morgan’schen Regeln folgt daraus

0=p((N U N 1Xale) - X@l <))

e>0 NeNn>N

=P(U N U v 1Xa(w) - X@)| 2 ¢})

e>0 NeNn>N

Mon.Za fest P( ﬂ U {UJZ |Xn(UJ) _ X(w)| > 6})
NeNn>N
Mon Mase ngnoop(ngv{w; [Xn(w) - X ()| 2 €})

= Jim P({w: |Xa(w) - X(@)] > ) > 0.

Also gilt lim P(|X,, — X| > ¢) = 0 fiir alle € > 0, das ist die stochastische Konvergenz.
n—oo

Stochastische Konvergenz =- Konvergenz in Verteilung:

Wir zeigen die Aussage in zwei Schritten, erst fir gleichméfig stetiges f, dann fiir stetiges f.

(i) Sei f gleichméaBig stetig, d. h.
Ve > 030 >0: [z —2'| <d=|f(z) — f(2)] <e. (4.4)

Sei nun € > 0 beliebig und § dazugehérig aus (4.4). Definiere A,, = {w: | X, (w) — X (w)| > 6}.
Damit gilt, mit [|f|[oc = sup,er [f(2)],

0 < [E[f(X,)] — E[f(X)]]
S E[£(X0) - F(X)]]
=E[f(Xa) — F) - 1]
Ta,+1,0

E[(Xa) — FOO)-1a,] + EIF(X0) — F(X)] - Lac]
O Bl fll1a, ] + Elel ac]

= 2Hf||ooP(An) + g]P)(A’ICL')
< 2/ fllooP(An) + €
= 2Hf||ooP(|Xn - X| > 6) +e

Vor.
— €, N — OQ.

Weil € > 0 beliebig, gilt damit li_)m [E[f(X,)] —E[f(X)]| = 0 und somit
n—oo

lim E[f(X,)] = E[f(X)].

n—oo

Damit ist die Definition der Konvergenz in Verteilung fir gleichmaéssig stetige beschriankte
Funktionen gezeigt.

(ii) Sei jetzt f eine beliebige stetige beschréankte Funktion und e > 0 fest. Fiir Intervalle [—k, k]
gilt wegen der Stetigkeit von Maflen P(X ¢ [—k, k]) — 0, k — oco. Daher kénnen wir ein k € N
mit P(X ¢ [~k + 1,k — 1]) < € wihlen. Wir definieren jetzt die stetige Funktion f wie in dem
Bildchen, in dem k = 2 gewéhlt ist.
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In Worten: f ist gleich f in [—k, k], null auBerhalb von [—k — 1, k + 1] und verbindet dazwischen
linear 0 und f(k) bzw. f(—k). Die wichtige dazu gewonnene Information ist, dass f gleichméBig
stetig ist. Das gilt, weil stetige Funktionen auf kompakten Mengen gleichméfig stetig sind (siehe
Analysis 1). Jetzt kommt ein mehrfach genutzter Trick aus der Analysis. Wir addieren zwei Mal
0 und nutzen die Dreicksungleichung

ELF(X0)] — ELF O] € E[£(Xa) — FOX)|+EIF(X,) — FOO[+EIFCX) — £(X)]] (45)

=1, =11, = 111,

und betrachten einzeln die Grenzwerte der drei Summanden. Aus (i), und weil f gleichméBig
stetig, wissen wir, dass II,, — 0 fiir n — co. Fiir den dritten Summanden gilt

L, = E[f(X) = F(X)| - (Lo (X) + L pge (X))
<0+ E2(|flloo g, ke (X))]
= 2||fllocP(X € [k, K])
= 2[|fllooP(X ¢ [—F K])

T 2P [+ LE = 1) < 20|l

wegen der Wahl von k und weil f(z) — f(z) = 0 fiir # € [k, k]. SchlieBlich noch der erste
Summand. Wegen der angenommenen stochastischen Konvergenz gilt

0<P(X, ¢[-kk,Xe[-k+1,k—1) <P(|X,—X|>1)—=0, n— oo
Damit zerlegen wir wie folgt:

Ly = E[|f(Xn) = F(Xa)| - (L-py (Xn) + Lp e (X))

SO0+ ER2[|flloo1—k,k1c (Xn)]

= 2|[fllocP(X7 & [—F, k)

=2/flloo (P(Xn & [k, k], X € [k +1,k—1]) + P(X,, ¢ [k, k], X ¢ [-k+ 1,k — 1]))

< 2/|flloe (P(IXn = X 2 1) + P(X ¢ [~k + 1,k — 1]))

< 2||flloo (P(1 X0 — X| 2 1) +€)).
Die rechte Seite konvergiert dann gegen 2||f||oo€. In der Rechnung haben wir viele kleine
Eigenschaften benutzt, checkt es mal selber Zeile fiir Zeile: Monotonie und Linearitdt von

Erwartungswerten, dass Erwartungswerte von Indikatoren Wahrscheinlichkeiten sind (siehe
Proposition 4.1.14), sowie die o-Additivitdt und Monotonie von Maflen.

Die drei einzelnen Betrachtungen zusammen ergeben wegen (4.5)

0 < limsup [E[f(Xn)] = E[f(X)]| < 2[[f]|ccg + 0+ 2[[ f]oce-

n—oo
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Weil € beliebig war, folgt daraus limsup |[E[f(X,)] — E[f(X)]| = 0 und damit lim E[f(X,)] =

n—oo n—oo
E[f(X)]. Das ist die Konvergenz in Verteilung.
Die Hauptrichtungen sind nun vollstandig bewiesen. Wir zeigen jetzt noch, dass eine Umkehrung
gilt, wenn der Grenzwert eine konstante Zufallsvariable ist:

Konvergenz in Verteilung gegen eine konstante Zufallsvariable = Stochastische
Konvergenz:

Sei nun (X,,) eine Folge von Zufallsvariablen, die gegen eine fast sicher konstante Zufallsvariable
X in Verteilung konvergiert. Sei n € R der Wert, den X P-fast sicher annimmt und sei € > 0
beliebig. Sei nun I = [ — ¢, + ¢] und f eine stetige Funktion mit f < 1; sowie f(n) = 1.
Natiirlich gibt es so ein f, zum Beispiel das aus folgendem Bildchen:

AN

1 T
n—e 1N n+e

Wegen der angenommenen Konvergenz in Verteilung gilt damit

1= f(n)
4.1.1é(iii) E[f(X)]
= lim E[f(X,)]

Monotonie

n— oo

lim P(X, € I) <1,

n—roo

4.1.14 (iv)

weil Wahrscheinlichkeiten immer durch 1 dominiert sind. Weil obere und untere Schranke gleich
sind, bekommen wir lim,,_, P(X,, € I) =1 und damit

P(| X, — X|>e) =P(|Xpn—n|>e) =P(X, ¢ ) =1 -P(X, €I) >0, n— oo.

Stochastische Konvergenz =- Fast sichere Konvergenz einer Teilfolge:
Den Teil liefern wir nach dem Borel-Cantelli Lemma nach, siehe die Bemerkung 4.6.6. O

Aus dem Konvergenzdiagramm folgt natiirlich, dass fast sichere Konvergenz auch Konvergenz in
Verteilung impliziert. Uberlegt doch mal, warum diese Aussage sehr viel schneller auch ohne den
Umweg iiber die stochastische Konvergenz folgt (Stichwort dominierte Konvergenz).

Das Ziel ist immer, die ,starken“ Konvergenzen (links im Bildchen) zu zeigen. Das geht leider
nicht immer! Um die Begriffe mit Leben zu fiillen, zeigen wir drei berithmte Sitze, je einen fiir
stochastische Konvergenz, fast sichere Konvergenz und Konvergenz in Verteilung:

o schwaches Gesetz der groBen Zahlen (stochastische Konvergenz)
o starkes Gesetz der groflen Zahlen (fast sichere Konvergenz)
o Zentraler Grenzwertsatz (Konvergenz in Verteilung)

Beim schwachen Gesetz der grofien Zahlen werden wir merken, dass Konvergenz in £P gerade fiir
p =1 oder p = 2 ein extrem niitzliches Werkzeug ist. Der Grund ist, dass man mit Momenten
gut rumrechnen kann (Ausmultiplizieren, Linearitét, ...).

Satz 4.5.12. [Schwaches Gesetz der groflen Zahlen)]
(i) Klassische Variante: Sind X1, X, ... wi.v. mit E[X?] < oo, so gilt

S X B EX), oo

1
n
k=1
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(ii) Variante mit schwicheren Annahmen: Sind X7, X, ... quadratintegrierbar, paarweise un-
korreliert (z. B. paarweise unabhéngig) mit identischen Erwartungswert und

1 n
k=1

so gilt

1 n
3" X, D EXL), oo
n

k=1

Fiirs bessere Verstindniss kann man iiberlegen, wie die Annahme ,identischer Erwartunswert*
in (ii) ersetzt werden kann, da gibt es verschiedene Moglichkeiten.

Beweis. (i) Wenn man den Beweis gesehen hat, ist alles ziemlich simple: Erst Tschebycheff,
dann Bienaymé. Mit Tschebycheff und Bienaymé gilt fiir beliebiges € > 0 aufgrund der u.i.v.
Annahme

P(‘% Zn:Xk —E[Xl]‘ >e) = ]P’(‘ Zn:Xk - nE[Xl)‘ > ne)
k=1 k=1

4122 Y X
< [Zl;:; k]
n2e
> VIXy]
4.2.31 =1
N n2e2
-VIX
= n27[21} — 0, n— oo.
n2e
Alsogilt L 370 | X, L E[X,] fiir n — oo. Beachtet dabei, dass wir fiir Tschebycheff E} Xkl =
nE[X;] genutzt haben. Um ganz genau zu sein (und wir wollen natiirlich genau sein!), merken
wir noch an, dass ,,>“ oder ,>“ in der Definition der schwachen Konvergenz natiirlich keine
Rolle spielt, ¢ ist schlieBlich beliebig.

Man kann das Argument auch anders hinschreiben. Benutzt zum Uben doch mal statt TschebychefF
die Markov Ungleichung mit h(x) = 22 plus die Verschiebungsformel fiir die Varianz.

(ii) Um die schwécheren Annahmen von (ii) zu verstehen, brauchen wir nur in den vier Zeilen des
Arguments zu schauen, wie wir die Unabhéngigkeit abschwéichen kénnen, so dass die Konvergenz
immer noch folgt. Wir sehen dann sofort, dass fiir Bienaymé nur paarweise unkorreliert gebraucht
wird, dann aber fiir die Konvergenz noch (4.6) gefordert werden muss (es wird nicht mehr
identisch verteilt angenommen, es gilt also nicht V[X;] = V[X}]). Schaut euch das in Ruhe an,
um die Idee ,erst Tschebyscheff, dann Bienaymé“ einzubrennen. O

Zum besseren Verstdndnis kann man mal ausprobieren, ob man das schwache Gesetz genauso mit
der Annahme E[|X;]|] < co beweisen kénnte. Warum funktioniert der Beweis nicht, wenn man die
Markovungleichung fiir das erste Moment statt fiir das zweite Moment ausprobiert? Der Trick
an dem Beweis mit zweiten Momenten ist, dass die Varianz der Summe, die eigentlich aus n?
vielen Summanden besteht, sich aufgrund der Annahme (unabhéngig oder unkorreliert) zu einer
Summe aus nur n vielen Summanden reduziert (im Beweis von Bienaymé kiirzen sich die meisten
Terme raus). Damit dominiert der Nenner mit n? und die obere Schranke konvergiert gegen
0. Der Effekt passiert beim ersten Moment nicht, weil keine ,, gemischten Terme*“ E[X;X;] =0
auftauchen. Deshalb stiinde sowohl in Zéhler als auch in Nenner etwas mit n, die obere Schranke
wiirde also nicht gegen 0 konvergieren, in Formeln (fiir E[X;] = 0):

p(|L 30 x| 2 e) A BT Xel] | T B _ B
i ne ne ne

70,

fir n — oco. Genau den selben Effekt werden wir beim Beweis des starken Gesetzes der grofien
Zahlen sehen, bei dem wir endliche 4.te Momente annehmen und bei der Markovungleichung mit
h(z) = 2* genug Summanden verschwinden, dass der Nenner dominiert.
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4.6 Starkes Gesetz der grofien Zahlen

Was bedeutet die stochastische Konvergenz, bzw. warum ist sie schwach? Seien als Beispiel
X1, Xo, ... uiv. Wiirfel, also diskret gleichverteilt auf {1,...,6}. Wegen E[X;] = 3,5 bedeutet das
schwache Gesetz der grofien Zahlen (wéhle zum Beispiel € = 0.01), dass

1 « 1 —
P(3,49<n;Xi<3,51>_P(’n;Xi—E[Xl]‘<0,01>—>1, n — oo.

In Worten steht hier: ,Der Mittelwert wird mit hoher Wahrscheinlichkeit nah bei 3,5 liegen, wenn
n grof} ist.*“ Es wird damit nicht ausgeschlossen, dass der Mittelwert mit kleiner Wahrscheinlichkeit
weit vom Erwartungswert entfernt liegt. Genau hier liegt der Unterschied zum starken Gesetz
der groflen Zahlen, das wir als néchstes beweisen wollen. Hier wird die stochastische Konvergenz
durch fast sichere Konvergenz ersetzt. Weil in der Definition der fast sicheren Konvergenz alle n
gemeinsam innerhalb der Wahrscheinlichkeit auftauchen, P(X,, — X) = 1, kann der Effekt nicht
auftreten.

Als Hilfsmittel fiir den Beweis diskutieren wir zunachst das Borel-Cantelli Lemma. Dazu zunéchst
ein paar Definitionen:

Definition 4.6.1. Sei (2,.4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien A, Ag, ... € A beliebige
Ereignisse.

(i)

oo oo
limsup A4,, := Ay
novoo 'rDl k,L:Jn

={w € Q: w € A, fiir unendlich viele n}

Notation {A,, unendlich oft}

heifit Limes superior der Folge (A,,) von Ereignissen.

0o 0o
linrgiolgf A, = U ﬂ Ay
n=1k=n

={w € Q: w € A, schliellich immer}

Notation

{A,, schlielich immer}
Limes inferior der Folge (4,) von Ereignissen.

Weil aufgrund einer o-Algebra abzahlbare Schnitte und Vereinigungen wieder in A sind, sind
auch limsup,,_, ., A, und liminf,_,. A, in A. Wem der Begriff ,schliefilich immer* suspekt ist,
der oder die schaue einfach die formelle Definition an. Diese besagt, dass es eine natiirliche Zahl
n gibt, so dass das Ereigniss danach immer eintritt (der Durchschnitt von Mengen enthélt alle
Elemente, die in allen Mengen enthalten sind).

Tatséchlich haben die neuen Begriffe lim inf und limsup fiir Mengen auch etwas mit den uns
bekannten Begriffen lim inf und lim sup fiir Folgen zu tun:

Lemma 4.6.2. Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien Aj, As, ... € A beliebige
Ereignisse. Dann gelten:

(i) liminf A,, Climsup A4,
n—r oo

n—o0

(i) (liminf 4,)¢ = limsup AS,

n— oo n—oo

Vorlesung 26
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(iii) limsupla, (w) = liimsup 4, (W), Yw € Q,

n— oo n— oo

(iv) liminf 14 (w) = Llimint 4, (w), VYw € Q.

n—00 n— 0o

Beweis. Denkt einfach mal kurz dariiber nach, was liminf,,_, . a, = 1 oder liminf,, ., a, =0
fiir eine reelle Folge (a, ) bedeutet, wenn diese nur die Werte 0 und 1 annimmt. Ubung. O

Das Borel-Cantelli Lemma gibt uns gleich ein Kriterium, ob die Wahrscheinlichkkeit des lim sup A,,
null ist oder (mit einer stiarkeren Annahme) 1 ist. Dafiir basteln wir mit Zufallsvariablen rum,
alles basiert auf folgender Bemerkung:

Bemerkung 4.6.3. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien A, A, ... € A beliebi-
ge Ereignisse. Dann gilt

Ay, Ag, ... sind unabhingig < 1y4,,14,,... sind unabhéngig.

Beachte: A;, A, ... ist ein Folge von Ereignissen, wohingegen 14,,14,, ... eine Folge von Zufallsva-
riablen ist. Das ist also ein guter Moment, in Kapitel 4.4 die Definitionen von Unabhéngigkeit von
Ereignissen und Zufallsvariablen nochmal zu vergleichen! Warum gilt die Aquivalenz? Checken
wir die Definitionen:

I Def. 4.4.10
14,,14,,... unabhingig =

0(14,),0(14,),... unabhéngig
{(Z)a Qv A17 AIC}7 {(2)7 Qv A27 A§}7 unabhé’ngig

& Ap, As, ... unabhéngig.

2.1.9
4

Fiir die dritte Aquivalenz haben wir Definition 4.4.8 genutzt, sowie die Eigenschaft, dass Unab-
hiingigkeit von Ereignissen sich auch auf die Komplemente iibertrigt (Ubung).

Satz 4.6.4. [Borel-Cantelli-Lemma)]
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien Ay, A, ... € A beliebige Ereignisse, so gelten:

(i)

ZIP’(An) <oo = P(limsup4,)=0.
n=1

n—oo

(ii) Sind die A;, As, ... zusdtzlich paarweise unabhéngig, so gilt

n—oo

ZIP’(An) =00 = ]P’(limsupAn) =1.
n=1

Damit kennt ihr nun euer erstes ,,0-1-Gesetz*: Sind die Ereignisse A1, As, ... paarweise unab-
héngig, so ist P(limsup,,_, ., An) € {0,1} und es gilt P(limsup,,_, ., A,) = 1 genau dann, wenn
oo P(A,) = oco. Das niitzliche an 0-1-Gesetzen ist, dass man nur zeigen muss, dass etwas

strikt positive Wahrscheinlichkeit hat, um sogar Wahrscheinlichkeit 1 zu schlieflen.

Beweis.

(i) ,triviale Rechnung“: Die einfache Richtung folgt aus einfachen Manipulationen mit Mengen


https://www.youtube.com/watch?v=AfWbQxemkRI&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=27&t=915s
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und Eigenschaften des Mafles:

P(limsup 4,) = ]P’( ﬁ G Ak)

n—roo n=1k=n

N oo
Stet.:MaBe ]\}gfloop< ﬂ U Ak)

Monotonie >
< lim ]P( A )
- N—oco U k
k=N

subadd. ©
<7 dm S P(A) =0

N—oc0
k=N

Die letzte Gleichheit gilt nach Annahme und Analysis 1 (Eigenschaft konvergenter Reihen).

(ii) Die Riickrichtung ist deutlich schwieriger, wir nutzen die sogenannte ,zweite-Momente-
Methode“. Dafiir werden erstes und zweites Moment einer geeigneten Zufallsvariable
miteinander verglichen. Wir betrachten im Folgenden die Zufallsvariablen 14, , die aufgrund
von Bemerkung 4.6.3 unabhingig sind. Weil die Zufallsvariablen nur die Werte 0 und
1 annehmen, sind sie Bernoulli-verteilt. Genauer, es gilt 14, ~ Ber(p,), wobei p, =
P(A,,) die Wahrscheinlichkeit fiir den Wert 1 ist. Kleine Erinnerung: Fiir Ber(p)-verteilte
Zufallsvariablen ist der Erwartungswert p und die Varianz p(1 — p). Das werden wir im
Folgenden ausnutzen.

Wir betrachten die Folge

k
Zy=> 1a,, keN,
n=1

weil mit dieser Folge limsup,,_, ., A,, beschrieben werden kann:

w € limsup A4, & +oo= Z 14, (w) = lim Zg(w). (4.7
1 k—o0

n—oo

Das gilt natiirlich weil die Reihe nur aus Summanden 0 oder 1 besteht und daher unendlich
ist genau dann, wenn unendlich viele Summanden 1 sind, also wenn w in unendlich vielen
A, ist. Fur Erwartungswert und Varianz gelten

k k
E[Z) =Y Ella,] =Y P(A,) ™% 400, koo,

n=1 n=1
sowie

k k

k
V[Zi) “E S V[, = Y P(AL)(1 - P(4,) < 3 P(A,) = E[Zy],

4.

4.6.3
n=1 n=1

weil unabhéngige Zufallsvariablen auch unkorrelliert sind. Jetzt benutzen wir Tschebyscheff

mit den Formeln fiir Erwartungswert und Varianz:

S IR SELE Ez D (4.8)

P12 - Bl > BA) 1 VIB]  dEIA]

1
4

fiir kK — oo. Sei nun A > 0 beliebig. Dann existiert wegen der Divergenz der Erwartungswerte

gegen unendlich ein kg € N mit ﬁ < % fiir alle k > kg. Weil aufgrund der Definition von
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Zy auch Z, < > 14, gilt, bekommen wir fiir beliebiges k > ko

n=1

P(i 14, < )\) < P(Z < \)
~* (527 < &z
= P(]E[szk] < %)
- P(]E[szk] Sls 75)
S]P( IE[ZZkk] _1‘ 2 %)

:IP(|Z;€ ~E[Z]| > %) 980, k- .

Also gilt ]P’( > 1g, < )\) = 0. Weil X beliebig gewéhlt war, folgt aufgrund der Stetigkeit

n=1

von Mafen auch P( 3" 14, < 00) =limy_oo P( Y 14, < N) =0. Wegen (4.7) gilt nun
n=1 n=1

n—o0

P(limsupAn) = P(Z 14, = +oo) =1.
n=1

O

Nach diesem Highlight der Mafitheorie, nun zuriick zur fast sicheren Konvergenz und dem starken
Gesetz der groflen Zahlen.

Korollar 4.6.5. Seien X, X1, X3, ... Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, P),
dann gelten:

(i)

STP(X, - X[>e) <oofirallec>0 = X, FX, n-— oo
n=1

(ii) Unter der zusétzlich Annahme X; — X, X5 — X ... sind paarweise unabhéngig, gilt:

oo
f.s.
Z]P’(|XH—X|>6):—|—oofiireins>O = X,AX, n-— .

n=1
Beweis. Beide Aussagen folgen sofort aus Borel-Cantelli:
(i) Mit e = ¢ impliziert das Borel-Cantelli-Lemma P(|X,, — X| > + unendlich oft) = 0 bzw.
P(]X,, — X| > ¢ nur endlich oft) = 1 fiir alle k¥ € N. Daraus folgt
1
P(X, — X) = P({w :Vk € N3N €N: [X,(w) - X(@)| < £ Vn > N})
- P( ﬁ {|Xn ~ X| > L endlich oft}) =1,
k=1 k

weil der Durchschnitt abzahlbar vieler Mengen von Maf} 1 auch Maf 1 hat (wegen Komple-
mentbildung, abzéhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen).

(ii) Borel-Cantelli impliziert P(|X,, — X| > € unendlich oft) = 1, also ist die Wahrscheinlichkeit,
dass X,, gegen X konvergiert, sogar 0.


https://www.youtube.com/watch?v=AfWbQxemkRI&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=27&t=3005s
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O

Wegen Borel-Cantelli konnen wir den Unterschied von stochastischer und fast sicherer Konvergenz
nun besser verstehen:

Bemerkung 4.6.6. [Stochastische Konvergenz vs. fast sichere Konvergenz]

o Um stochastische Konvergenz zu zeigen, muss a, := P(|X,, — X| > ¢) fiir beliebiges
€ > 0 eine Nullfolge sein. Konvergiert die Nullfolge so schnell gegen 0, dass auch der
Reihengrenzwert > | a,, endlich ist, so konvergiert nach Korollar 4.6.5 die Folge (X,,)
fast sicher gegen X. Wenn wir uns an Analysis 1 erinnern, ist es ein grofler Unterschied,
ob die Reihe iiber eine Folge konvergiert oder die Folge eine Nullfolge ist. Beispielsweise
reicht fiir stochastische Konvergenz die Abschitzung P(|X,, — X| > €) < 1 fiir fast sichere
Konvergenz nicht!

e Wir miissen noch einen Teil des Beweises von Satz 4.5.11 nachliefern. Das folgt aus dem
ersten Teil des Korollars mit der Wahl der Teilfolge ny, die

11
]P’(|Xnk ~X|> %) <3
erfullt.

Beispiel 4.6.7. Schauen wir uns das Beispiel 4.5.7 nochmal etwas allgemeiner an, um ein
konkretes Beispiel fiir Korollar 4.6.5 zu haben: Seien X7, X5, ... unabhéngige Zufallsvariablen mit

also X,, ~ Ber(-%), n € N. Man stelle sich wieder unabhéingige Versuche vor (1 bedeutet ,Erfolg®,
0 bedeutet ,Misserfolg®), bei denen die Wahrscheinlichkeit fiir ,,Erfolg” immer kleiner wird.
Fragen wir uns wieder: Konvergiert die Folge fast sicher gegen die Zufallsvariable X = 07 Wegen
der angenommenen Unabhéngigkeit gilt mit Korollar 4.6.5

f.s‘ oo oo 1
X, 30, n—ooo < ZP<X":1):X:IE<+OO s p> 1
n=1 n=

Ausformuliert ist die Aussage noch spektakulédrer weil die Konvergenz gegen 0 einer Folge mit
Werten 0 oder 1 bedeutet, dass die Folge irgendwann nur noch den Wert 0 annimmt. Ist p < 1, so
ist der Versuch also immer mal wieder erfolgreich, wohingegen fiir p > 1 der Versuch nur endlich
oft erfolgreich ist. Wenn man bedenkt, dass der Versuch unendlich oft ausgefithrt wird und jedes
Mal positive Wahrscheinlichkeit fiir Erfolg besteht, ist der Fall p > 1 schon iiberraschend! Hier
ist ein ganz konkretes Anwendungsbeispiel. Stellt euch vor, ihr schreibt jedes Jahr die Stochastik
1 Klausur, ohne euch mit dem Inhalt zu beschéftigen. Weil ihr den Inhalt mit der Zeit vergesst,
wird die Wahrscheinlichkeit des Bestehens immer kleiner. Die Frage ist nun: Wenn ihr immer
wieder probiert, werdet ihr irgendwann bestehen? Das Beispiel zeigt, dass das davon abhéngt,
wie schnell die Bestehenswahrscheinlichkeit fallt, oder anders formuliert, wie schnell ihr vergesst.

Jetzt zum starken Gesetz der grofien Zahlen:

Satz 4.6.8. [Starkes Gesetz der grofien Zahlen)]
Sind X7, Xo, ... ui.v. mit E[|X;]] < oo, so gilt

n

1 s,
3 Xe HEX, 0 .
n

k=1

Beweis. Wir beweisen den Satz nur unter der zusétzlichen Annahme E[X{] < co. Die Aussage
gilt auch unter der schwachen Annahme E[|X]|] < oo, den Beweis werden wir aber erst in einer



https://www.youtube.com/watch?v=AfWbQxemkRI&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=27&t=3657s
https://www.youtube.com/watch?v=AfWbQxemkRI&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=27&t=4036s
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weiterfiihrenden Vorlesung diskutieren. Wir nehmen ohne Einschrankung E[X;] = 0 an (sonst
mit Xy := X, — E[X}] verschieben, man nennt das Zentrieren). Wir wenden jetzt Korollar 4.6.5
an:

)4122h(x) =z* E|:

(‘ Zxk—o‘>e

n

1
=B D XXX
k1,k2,k3,ka=1

1 n n
(Y B+ Y ExZxp)
k=1 i#l=1

oo Dxzg(xd)

unabh., zentr.

ident. vert. 1

etnt (nIE X3+

c
S72a

mit C = X EXG) 4 E[X ” . Damit haben wir die Voraussetzung von Korollar 4.6.5 (i) gecheckt und

die Aussage folgt. Wle beim schwachen Gesetzt gilt auch hier wieder: Weil € beliebig ist, spielt
,>“ oder ,>“ keine Rolle.

Der Trick ist die dritte Gleichheit. Eigentlich sollten bei Tschebyscheff mit vierter Potenz
n* Summanden im Zéhler auftauchen. Wegen der Unabhingigkeit fallen von den Summanden
E[X;, X;, X, X;,] jedoch alle als 0 weg, bei denen eine der Zufallsvariablen nur einmal auftaucht (es
gilt wegen der Unabhiingigkeit zum Beispiel E[X; X1 X, X5] = E[XZ]E[X3]E[X4] = E[X?]0 = 0).
Es bleiben also nicht n* viele Summanden stehen, sondern nur die, bei denen entweder immer
die gleiche oder nur zwei verschiedene Zufallsvariablen auftauchen. Das sind aber nur etwa n?
viele und damit bringt der Nenner n* die Reihe zum konvergieren. O

Bemerkung 4.6.6 zeigt uns ganz genau den Unterschied zwischen unseren Beweisen der schwachen
und dem starken Gesetze der groflen Zahlen: Im Beweis des schwachen Gesetzes haben wir mit
zweiten Momenten die obere Schranke % hergeleitet. Das reichte fiir stochastische Konvergenz,
aber nicht fiir fast sichere Konvergenz weil die harmonische Reihe divergiert. Das Tschebyscheff
Argument mit vierten Momenten hingeben gibt die summierbare obere Schranke % Dritte
Momente funktionieren {ibrigens auch nicht, da stért der Betrag. Der ,richtige* Beweis (nur
unter der Voraussetzung E[|X;|] < oo funktioniert anders, Tschebyscheff ist einfach keine gute
Abschétzung.

Bemerkung 4.6.9. Unabhéngig von den Annahmen an die Folge X1, X, ... spricht man immer
von einem ,starken Gesetz*, wenn fast sichere Konvergenz vorliegt. Man spricht von einem
yschwachen Gesetz“, wenn stochastische Konvergenz vorliegt. Weil fast sichere Konvergenz die
stochastische Konvergenz impliziert, impliziert ein starkes Gesetz immer ein schwaches Gesetz.
Wir haben also das schwache Gesetz der groflen Zahlen fiir u.i.v. Folgen mit endlichen zweiten
Momenten gezeigt, das starke Gesetz der groflen Zahlen fiir u.i.v. Folgen mit endlichen ersten
Momenten. Weil E[X?] < oo auch E[|X;|] < oo impliziert (Holder mit 1!), ist die Annahme
E[X?] < oo im schwachen Gesetz natiirlich viel zu stark, es gilt schlieBlich mit der schwicheren
Annahme E[|X;[] < oo die stirkere Aussage der fast sicheren Konvergenz! Teil (i) in Satz 4.5.12
ist also im Prinzip iiberfliissig und wurde nur aus didaktischen Griinden behandelt. Interessanter
ist eigentlich Teil (ii), denn unter diesen schwicheren Annahmen muss das starke Gesetz der
groflen Zahlen nicht gelten. Ein Beispiel ist folgendes: Ist X7, Xo, ... eine Folge von unabhingigen
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(nicht identisch verteilten) Zufallsvariablen mit

1
P(X,=n)=-——,
( n) 2nlog(n+1)
1
P«Xﬁ = - = 51 A\
( n) 2nlog(n + 1)
1
P(X,=0=1— ——F—,
( 0) nlog(n + 1)

so gilt das schwache Gesetz, aber nicht das starke Gesetz. Es gibt also durchaus einen Grund fiir
Teil (ii) von Satz 4.5.12.

Am Ende des Kapitels noch eine kleine Bonus-Anwendung von Borel-Cantelli. Der Satz kommt
in der Vorlesung nach dem Abspann weil die Aussage zwar niitzlich, aber nicht notwenig fiir euer
Versténdniss ist (also nicht Klausurrelevenat ist). Wir zeigen, dass Mittelwerte 1 31" | X von
w.i.v. Folgen von Zufallsvariablen nur fiir E[|X;[] < oo fast sicher konvergieren kdnnen und (dann
gilt das starke Gesetz der grofien Zahlen) daher nur gegen den Erwartungswert konvergieren
koénnen!

Satz 4.6.10. Es seien X, X»,... unabhiingig und identisch verteilt, so dass + ZZ=1 X fast

sicher fiir n — co gegen eine Zufallsvariable X konvergiert. Dann gilt E[| X]] <noo und

n

1
N Xk HEX], 0.
n

k=1

Beweis. Elementare Umformungen geben

—1 n n—1
)( n, }(k n;, )(k _ )(k n/—-l _ )(k f.s.
S Y/ EP VRIS v/ B RPN, (RIS D v/ 5. O NN
n n n n n n—1

weil beide Summanden der rechten Seite nach Annahme gegen X konvergieren. Damit gilt dann
X
]P’(M > 1 unendlich 0ft> =0
n

und mit A4, := {|X,,| > n} folgt mit der zweiten Aussage von Borel-Cantelli > °7 | P(4,) < co.

n=1
Der Vergleich von Integralen mit Reihen aus Analysis 1 (fiir die monoton fallende Funktion
u.i.v.

f(t) =P(|X1] > t) mit f(n) =P(|X1| >n) = P(|X,|>n)=P(A,)) impliziert damit
E[|X:|] = /Oo P(|X1] > t)dt < oo.
0

Zur Erinnerung: Der Satz der Analysis besagt

Zf(n)<00 < /100f(a:)dm<oo.

n=1

Dabei haben wir eine Ubungsaufgabe benutzt: Es gilt namlich fiir jede nicht-negative Zufallsvaria-
ble Y die Identitdt E[Y] = fooo P(Y > t)dt. Das folgt aus Fubini, wenn man die Wahrscheinlichkeit
als Erwartungswert E[1(; ) (Y')] schreibt.

Damit ist die erste Aussage gezeigt. Weil nun E[| X;|] < oo gilt, ist die Voraussetzung von Satz

4.6.8 erfiillt und die zweite Aussage folgt. O
Vorlesung 27

Anwendung 4.6.11. [Empirisches Gesetz der groflen Zahlen)]
Seien X7, Xo, ... unabhéngig und identisch verteilt, so gilt

1 s.
5#{k§n: X € A} f'—>IP’(X1 €A), n— oo,


https://www.youtube.com/watch?v=AfWbQxemkRI&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=27&t=5790s
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fir A € B(R). Insbesondere gilt mit der Wahl A = (—o0, t]
1 ,
—#{k <n: X, <t} i)F(t)7 n — 0o,
n

und mit der Wahl A = {q;} fiir diskrete Zufallsvariablen mit Werten {a1,...,an} und Wahr-
scheinlichkeiten pq, ..., pn

1
—#{k <n: Xy =a} REN P, M — 0.
n

Beweis. Wir definieren Y}, := 14(X}). Die Y; sind u.i.v. (siche Korollar 4.2.28) mit endlichem
Erwartungswert (sie sind durch 1 beschrénkt). Berechnen wir noch den Erwartungswert: E[Y;] =
E[14(X;1)] =P(X; € A). Also kann das Gesetz der grofen Zahlen angewandt werden und es gilt,
weil Yy, nur die Werte 0 und 1 annehmen,

7#{k<nXk€A}— ZYk—HEYl] P(X, € A), n— oo

O

In der Statistik nennt man F,(t) := %#{k <n: X <t},t €R, empirische Verteilungsfunktion
der Stichprobe X7, ..., X,,. Das Korollar besagt, dass die empirische Verteilungsfunktion punkt-
weise gegen die Verteilungsfunktion konvergiert, wenn die Beobachtungsgrofie wéchst. Wozu ist
das niitzlich? Stellen wir uns vor, wir konnten ein Experiment beobachten, kennen aber nicht
die Verteilungsfunktion der beschreibenden Zufallsvariablen. Wenn wir die Verteilungsfunktion
F(t) ,schiatzen® wollen, beobachten wir also moglichst viele unabhéngige Ausfithrungen des
Experiments und nehmen F,, (¢) als Schitzwert fiir F'(t). Fragen dieser Art werden in Vorlesungen
der Statistik und Okonometrie thematisiert.

Anwendung 4.6.12. [Monte-Carlo-Methode]

Numerische Methoden die darauf basieren, eine , gesuchte Grofie” p als Erwartungswert irgendei- : '

ner Zufallsvariablen zu schreiben und diese mit dem Gesetz der Grofien Zahlen als % Z,ivzl X zu
approximieren, heiflen Monte-Carlo Methoden. Als Beispiel schauen wir uns die Berechnung
1

von Integralen [ f(z)dx mit einer Monte-Carlo Methode an. Sei f integrierbar und U ~ U([0, 1]).

0
Dann ist die Zufallsvariable f(U) integrierbar mit

1
/f “p,1(z O/f

Der Monte-Carlo Ansatz zur Berechnung funktioniert nun wie folgt. Sind Uy, Us, ... u.i.v. mit
Uy ~U([0,1]), so gilt

1

1 f.

— U}.C —S> /f — 00.

n

k=1 0

Weil die Konvergenz fast sicher ist, miissen wir also ,,nur“ auf dem Computer eine moglichst
N

lange Realisierung Uy (w), ..., Uy (w) uniformer Zufallsvariablen erzeugen und + > f(Uk(w)) als
k=1

Approximation von fol f(z) dx nehmen. Wie man an solch eine Realisierung U; (w), ..., Uy (w) im
Computer rankommt, lernt ihr am Anfang der Vorlesung Monte Carlo Methoden.

Anwendung 4.6.13. [Momentenschitzer]

Eine Grundfrage der Statistik ist folgende: Gegeben sei eine Verteilung einer parametrischen
Klasse von Verteilungen {Fpy : § € ©}. Wir kennen den Parameter nicht, kdnnen aber unabhéngige
Zufallsvariablen unserer Verteilung beobachten. Stellt euch vor, ihr habt ein unfaire Miinze, kennt
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aber die Wahrscheinlichkeit fiir Kopf nicht. Thr habt also eine Verteilung aus der parametrischen
Klasse {Ber(p) : p € (0,)]} und wiisstet gerne den Parameter p. In manchen Féllen hilft das GGZ,
und zwar dann, wenn der unbekannte Parameter § mit dem Erwartungswert zusammenhéingt.
In dem Beispiel der Miinze gilt beispielsweise p = E[X;]. Wenn ihr also eine u.i.v. Folge der
Verteilung beobachten kénnt (in dem Beispiel werft ihr immer wieder die Miinze), so gibt das
starke GGZ euch den Parameter der Verteilung: p = lim,, s % 22:1 X},. Fur ein festes IV nennt
man deshalb py = % Zg:l X}, daher einen Schétzer (Schitzwert) von p. Ganz analog geht man
zum Beispiel vor, wenn man von vornherein weif}, was die unbekannte Verteilung N (u, 0?) ist,
fiir einen unbekannten Parameter p. Dann wére iy = % Z,ivzl X}, ein Schétzer von u. Fragen
dieser Art lernt ihr in der Stochastik 2 Vorlesung viel genauer kennen!

Die letzten zwei Anwendungen kommen aus zwei verschiedenen Gebieten, der Numerik und der
Statistik. Thr habt vielleicht gemerkt, dass die Fragestellungen in gewisser Art sehr dhnlich sind
und in diesen einfachen Beispielen aus dem GGZ motiviert sind. In der stochastischen Numerik
spricht man von Realisierungen, in der Statistik eher von Beobachtungen, gemeint ist immer
X (w). Der strukturelle Unterschied von stochastischer Numerik und Statistik ist eigentlich nur
folgender: In der Statistik wird angenommen, dass man aus dem echten Leben eine Beobachtung
von Zufallsvariablen hat (z. B. 6konomische Kenngrofien), in der stochastischen Numerik wird
eine Realisierung der Zufallsvariablen selber erzeugen. Mit beiden Sichtweisen kann man mittels
GGZ etwas iiber die gleiche Kenngrofie aussagen (den Erwartungswert der Zufallsvariablen), die
Anwendungen haben jedoch vollig unterschiedliche Motivationen.

4.7 Zentraler Grenzwertsatz

In diesem letzten Abschnitt besprechen wir den zentralen Grenzwertsatz (ZGS). Als Motivation
stellen wir uns folgende Frage: Wir wollen wie im letzten Beispiel das Integral fol f(z)dz
numerisch approximieren, indem wir auf dem Computer viele uniforme Zufallsvariablen erzeugen.
In der Realitat konnen wir n nicht gegen unendlich schicken, sagen wir also N ist eine grofie feste
Zahl, z. B. N = 10000. Wir fragen nun:

10000 1
Wie gut ist die Ndherung 10000 Z f U, von / fl@)dx 7
0

Die Antwort ist leider: nicht so gut. Schauen wir uns dazu zunéchst den zentralen Grenzwertsatz
an:

Satz 4.7.1. [Zentraler Grenzwertsatz|
Sind X1, X, ... u.i.v. Zufallsvariablen mit E[X;] = x und endlicher Varianz o2 :=
Dann gilt
n X _
—Ek:l kT @>Y, n — 00,
Vno
mit ¥ ~ N(0,1).
Oft sieht man den zentralen Grenzwertsatz auch mit Wahrscheinlichkeiten geschrieben als

)

=:®(t), n— oo,

oder

Y opeq X — np 1 b2
P(a<*—<b>%— e dz = d(b) — (), n — .
- Vo - V2T Ja

Diese Umformulierungen folgen aus Satz 4.5.9 und der Stetigkeit der Verteilungsfunktion ® der
Normalverteilung.
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Beweis. Wir geben den Beweis nur unter der stéirkeren Annahme E[|X3|] < co. Das Argument
funktioniert auch fiir E[X?] < oo (was gerade V[X;] < oo entspricht), wire aber linger und
komplizierter. Um das Hauptargument kompakt zu halten, besprechen wir zunéchst vier Zutaten:

(i)

Standardisierung: Ahnlich wie im Beweis des starken GGZ (dort haben wir zentriert) kénnen
wir ohne Einschrankung ;4 = 0 und ¢ = 1 annehmen, um die Notation zu vereinfachen.
Dazu definieren wir Zy = @ und bemerken, dass Z standardisiert ist (Linearitit des

ZZ:] Xe—np — Ez/zl Zk
Vo Vn

Erwartungswertes und Verschiebungsformel der Varianz) sowie
gilt.

Wir erinnern an die Skalierungs und Faltungseigenschaften der Normalverteilung: Sind

n

Vi, oy Yy wiov. N(0,1), so gilt % ~ N(0,1), siche 4.3.16 und 4.3.18.

Statt die Konvergenz in Verteilung fiir alle beschrinkten stetigen Funktionen zu zeigen,
zeigen wir sie nur fiir glatte f weil wir dafiir Taylor nutzen kénnen. Es reicht, die Konvergenz
fir f € C3(R) mit beschrinkten f’, f”, f""" zu zeigen. Warum? Das Argument haben wir im
Beweis von Satz 4.5.9 schon gesehen: Wir approximieren die Indikatorfunktionen 1(_. 4
durch Funktionen f, und f_, dieses mal aber nicht stiickweise linear sondern glatt. Genau
wie im Beweis der Hinrichtung von Satz 4.5.9 bekommen wir also die punktweise Konvergenz
der Verteilungsfunktionen. Weil die Grenzverteilungsfunktion ® stetig ist, ist das nach der
Riickrichtung von Satz 4.5.9 gerade die Konvergenz in Verteilung.

Wir werden auf die Funktionen in (iii) Taylor mit der Restglieddarstellung aus dem
Mittelwert benutzen. Fiir f € C3(R) gilt, fiir z, 79 € R,

[ (20) (@)
+ 9 z? + 6 3

f(@+x0) = f(zo) + f'(xz0)x

fir ein T zwischen z und z.

Auf geht’s: Es sei nun X zentriert, f wie in (iii) und Y7, Y2, ... eine w.i.V. Folge mit X; ~ N(0,1),
die unabhéngig von der Folge X7, X5, ... ist. Dann gilt mit einem coolen Teleskop Trick:

Telcﬁkop

s (2] =10

(B - (E)] _
z”: (E[f(zz_ﬁ Xy, +)\i}ﬁ+ D kit Yk) B f( ot X +3\”/iﬁ+ D kit Yk)m

(i)

1=

Auf alle 2n auftretenden Funktionen f wenden wir jetzt Taylor (w-weise) wie in (iii) an, wobei
wir jedes Mal Xo := > Xi + S0, 41 Y% wihlen. Exemplarisch stehen dort w-weise

Xi(w)Q
2

X,»(w)?’

R

f(Xo(w)) + f'(Xo(w) Xi(w) + " (Xo(w))

mit einem X; (w) € R aus dem Taylor-Restglied. Als Erwartungswert geschrieben, bekommen wir
lauter Summanden der Form

bzw.

2
E[/(X0) + 1/ (Xo) X + 17 00) 5 4 7780 5]

S w

2

~ 3
E[7(X0) + /' (X)Yi + 1" (Xo) 2o+ f”’()f;)%]
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In der Differenz fallen die f(Xg)-Terme weg. Die f’-Terme fallen weg weil alle Zufallsvaria-
blen zentriert sind und daher aufgrund der angenommenen Unabhéngigkeit E[f'(X()Xs] =
E[f'(X0)]E[Xk] = 0 gilt (genauso fiir die Y;). Auch die f”(Xg)X3/2-Terme fallen in der
Differenz weg, weil wieder aufgrund der Zentrierung und Unabhéngigkeit E[f"(Xo)X?] =
E[f"(Xo)[E[XZ] = E[f"(X,)] und E[f"(Xo)Y2) = E[f"(Xo)|E[Y2] = E[f"(Xo)] gelten. Wenn
wir nun alles einsetzen und zurechtkiirzen, bekommen wir

s (2] =1

n a'a 3 " ~i 1'3
= e[ (5 i ~ T )
(N
6

(]

— n3/2 6 n3/2
A n f/// Z) ng
= E[ (’ n3/2

N ‘f”’(fﬁ-) V3 D]

6 n3/2

?

I
—

< SUPseRr | f" ()] Xn: E[|X:|’] + E[|Yi]?]

— 6 — n3/2
wiv. SUPseg | (#)| B[ X1[%] + E[|Y1 ]
6 nl/2

— 0, n — oo.

Aufgrund von (iii) ist der Beweis damit beendet. O

Der Beweis war nicht sehr lang, aber &uflerst komplex weil viel Verstdndniss verschiedener
Objekte der Vorlesung notig sind. Weil viele wichtige Themen der Vorlesung benutzt werden,
konnt ihr viele beim Verstehen des Beweises viel wiederholen.

Bemerkung 4.7.2. Wegen Satz 4.7.1 bezeichnet man A(0,1) als universelle Verteilung.
Wir haben nur V[X;] < oo angenommen — nichts weiter iiber die Verteilung. Dennoch kommt
immer die Normalverteilung als Grenzwert raus!

In den Anwendungen des GGZ approximieren wir jeweils einen festen Wert durch eine Folge
von Zufallsvariablen. Typischerweise wird fiir grofes N zwar < Z;c\[:l X = E[X;] gelten, jedoch
nicht + Z,ivzl X, = E[X1], die Approximation + Zi\;l X, ist schlieBlich eine Zufallsvariable.
Es fragt sich also, wie sehr diese Zufallsvariable um E[X] konzentriert ist. Dabei hilft uns der
zentrale Grenzwertsatz in der anders geklammerten Form

(2

ﬁ(i}ikaxl}) Dy 5o

Es gilt mit der Skalierungseigenschaft der Normalverteilung also fiir groflie N ungeféhr

1 N o o2
N’;Xk ~ Y HEX) ~N(E[X1},W>. (4.9)

Wenn wir jetzt an unsere Konzentrationsungleichungen zuriickdenken, so gilt in etwa: Mit
.. . . . . N . -

Wahrscheinlichkeit 0,997 ist die Abweichung | >, X — E[X1]| kleiner als %
Anwendung 4.7.3. [Monte Carlo Methoden]

Fiir die stochastische Numerik besagt die obige Diskussion, dass die Konvergenzordnung von
Monte Carlo Verfahren (sieche Anwendung 4.6.12) % ist, der Approximationsfehler also in der
Wurzel der Simulationsgrofle gegen 0 konvergiert. Das ist extrem langsam, \/ﬁ = 0,01 ist
nicht sehr klein! Monte Carlo Verfahren sind daher grundsétzlich nicht sehr gut, funktionieren
allerdings auch in schwierigen Situation immer (!) mit der Konvergenzordnung % Wir sehen
aus (4.9) auch, dass die Varianz der gewédhlten Approximationsfolge eine Rolle spielt, kleines o



https://www.youtube.com/watch?v=8ZmULBD-Hb4&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=28&t=3828s
https://www.youtube.com/watch?v=8ZmULBD-Hb4&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=28&t=4323s
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gibt mehr Konzentration um den gesuchten Wert p = E[X;]. Tricks, die aus einer gegebenen
u.i.v. Folge X1, Xa, ... mit E[X1] = p eine neue neue u.i.v. Folge X1, Xo, ... mit E[Xl] = p und
kleinerer Varianz machen, nennt man Varianzreduktionsmethoden. Solche Tricks kénnt ihr in der
Monte Carlo Methoden Vorlesung kennenlernen.

Beispiel 4.7.4. Wir schauen uns mal den Zusammenhang zur Binomialverteilung an, sagen

wir n = 20 und p = 1. Was ist P(X < 12) fiir X ~ Bin(20, 3)? Die Wahrscheinlichkeit kénnen
wir natiirlich als 37,2 py, mit py = (*?) 35 durch Einsetzen mithsam von Hand ausrechnen,

das gibt 212296 ~ 0,8684. Alternativ machen wir das mit dem ZGS weil Bin(20, 1) sich auch als
Summe von 20 unabhéangigken Ber(l) Zufallsvariablen X1, ..., X9 schreiben ldsst. Diese haben

2
Erwartungswert p = % und Varianz 02 = i, also bekommen wir durch Erweitern

20 1 1
_ X =20 12-20- 5
=1 Xk 203 2) % 0(0,8044),
V2035 V2035
Jetzt sucht ihr euch eine Tabelle fiir die Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung

(oder eine App) und findet etwa 0,8133. So richtig gut ist das nicht, aber 20 ist auch nicht
sonderlich grofiund wie oben besprochen ist die Konvergenz im ZGS langsam.

P(X < 12) —IP’(iO:Xk < 12) :IP(
k=1

Ganz zum Schluss noch ein Beispiel, bei dem der zentrale Grenzwertsatz (also die Stochastik)
mit der Zahlentheorie/Kombinatorik zusammentrifft. Mega!

Beispiel 4.7.5. [Stirlingformel fiir Fakultiten]
Habt ihr euch schon mal gefragt, wie grofl n! oder konkret 1000! ist? Tatsédchlich riesig, aber wie
riesig? n! ist fiir grofles n ziemlich genau n"e~"+/27wn. Genauer, es gilt

n!
nhe="/2mn
Warum, was hat das mit dem ZGS zu tun? Man nimmt dazu X7, Xo, ... u.i.v. mit X; ~ Poi(1),

es gilt mit der diskreten Faltungsformel also Y ,_, Xi ~ Poi(n). Mit f(z) = 2% benutzt man
nun den ZGS:

—1, n—oo. (4.10)

E[f(’“‘lx/);wl)} SE[f(Y)] = \/%/Omxe’f dz, n— .

Das uneigentliche Integral auf der rechten Seite ist 1 (Substitution) und die Summe auf der
linken Seite mit der Berechnungsformel aus Satz 4.1.11 gerade

(== ()

o0

Il
]
—

5
=
N—
ml
E\;z

k=n+1
—n o0 k o0 k
:L( 3 B 3 nl)
| |
\/ﬁ k=n-+1 k k=n+1 k!
—-n e k—1 e k
:L< 3 non o 3 ni)
—_ 1) |
\/ﬁ k=n+1 (k 1)' k=n+1 k!
Vn it k! = k! n! '

Das war es schon, wenn man V27 vom Grenzwert riiberzieht. Eine kleine Warnung: Die Funktion
f(x) = a™ ist zwar stetig, aber nicht beschrénkt, passt also nicht zur Definition der Konvergenz
in Verteilung. Wenn wir aber in unseren Beweis des ZGS schauen, bekommen wir die Konvergenz
auch fiir 7 hin, indem wir mit einer glatten Funktion f den Knick approximieren.


https://www.youtube.com/watch?v=8ZmULBD-Hb4&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=28&t=4527s
https://www.youtube.com/watch?v=8ZmULBD-Hb4&list=PLy5qRKPWp6SBwfc1kn-b66cWc84cOgvqZ&index=28&t=5076s
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Kapitel 5

Sammlung von Fakten und
Beispielen zu Zufallsvariablen

In diesem Teil des Appendix sammeln wir wesentliche Fakten und Beispiele. Am Ende des Tages
ist Stochastik nicht nur abstrakte Mafitheorie, ihr miisst auch mit Beispielen rumrechnen kénnne
und ein Gefiihl fiir Eigenschaften bekommen.

Allgemeine Definitionen fiir beliebige Zufallsvariablen:

o Fiir eine Zufallsvariable X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4,P) schreibt man
X ~ F| falls

P(X € (a,b]) = Px((a,b]) = F(b) — F(a).

Wozu haben wir Mafitheorie betrieben? Um die Existenz von stochastischen Modellen
(W-Raum und Zufallsvariable) zu beweisen! Wegen Carathéodory und der Borel-o-Algebra
gibt es fir alle Verteilungsfunktionen Zufallsvariablen mit X ~ F.

« Wenn das Integral existiert, definiert man fiir g : R — R messbar E[g(X)] = [ 9(X (w)) dP(w)
und es gilt aufgrund des Transformationssatzes E[g(X)] = [; g(x) dPp(x). Einige Spezial-
falle bekommen eigene Namen:

— Erwartungswert fir g(x) =«

— k.tes Moment fiir g(z) = 2*

— exponentielles Moment fiir g(z) = e**

Wozu haben wir Integrationstheorie betrieben? Um Erwartungswerte und &hnliches fiir
beliebige Zufallsvariablen zu definieren! Ohne Integrationstheorie ginge das nur fiir diskrete
Zufallsvariablen oder Zufallsvariablen mit Dichten.

Absolutstetige Zufallsvariablen

Definitionen und Fakten:

e X ~ F heifit absolutstetig, falls F' eine Dichte f hat. Es gilt dann

b
P(X € (a,8]) = / () da.

Weil {a} = [a, a], gilt fir absolutstetige Zufallsvariablen
P(X =a) :/ flx)dz =0

138
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und daher auch
P(X € [a,b]) =P(X € (a,b]) =P(X € [a,b)) =P(X € (a,d)),
es gibt also keine Masse auf einpunktigen Mengen.

« Momente lassen sich einfach berechnen. Fiir messbare g : R — R ist
Blo(0)] = | o(o)f(x)da.

wenn eine der Seiten (und damit die andere) definiert ist.

Wichtige Bemerkung fiir das Verstdndnis: Wenn wir irgendeine nichtnegative Funktion f mit
Jg f(2) dz < oo kennen, so bekommen wir mit h(z) := Cf(x) eine Dichte, wobei & = [, f(z)da
ist. Unsere Beispiele bestehen also im Prinzip aus den integrierbaren nichtnegativen Funktionen,
die wir gut integrieren konnen. Das sind die Exponentialfunktion (gibt die Exponentialverteilung),
Exponentialfunktion mit einem Quadrat (gibt die Normalverteilung), Varianten der Funktion
1/2? (gibt die Cauchy Verteilung) oder konstante Funktionen auf kompakten Mengen (gibt die
uniformen Verteilungen).

Normalverteilung - A (u, 0?)

Die wichtigste Verteilung der Stochastik ist die Normalverteilung. Das liegt am zentralen Grenz-
wertsatz.

Vorteile:
e Alle Momente existierten und kénnen berechnet werden.
e Die Verteilungsfunktion ist zwar nicht explizit, dennoch kann vieles ausgerechnet werden.
o Zwei Parameter 1 und o2 geben viel Freiheit, die Verteilung an echte Daten anzupassen.

e Die Verteilung von Summen unabhéngiger Normalverteilungen kann einfach mit der
momenterzeugenden Funktion berechnet werden.

 Normalverteilungen koénnen einfach verschoben und skaliert werden: Ist X ~ N(0,1), so ist
oX +p=:7Z~N(u,o?).

Nachteil:

o Verteilungsfunktion ist nicht explizit gegeben, Wahrscheinlichkeiten der Form P(X € [a,b])
miissen daher abgeschitzt werden (Konzentrationsungleichungen).

Wichtige Charakteristiken auf einen Blick:

Parameter u € R (Verschiebung), o2 > 0 (Stauchung)
Wertebereich R
(e—)?
Verteilungsfunktion F,o2(t) = fioo ﬁe_ =7 dx
(z—1)2
Dichte fuo2(x) = \/21_76_ 207
Grobe Verteilung der Masse | Viel Masse nah bei p, extrem wenig bei 400 und —oo.
Erwartungswert E[X]=p
Varianz V[X] =02
a2t?
Momenterzeugende Funktion | definiert fiir alle t € R, Mx () = et+ ™2

Zum rumspielen hier eine interaktive Graphik. Zu beachten ist: Viel Masse liegt dort, wo die
Dichte gro8 ist. Das spiegelt sich dadurch wieder, dass dort die Verteilungsfunktion stark wéchst.
Andersrum: Wenig Masse liegt dort, wo die Verteilungsfunktion flach ist bzw. die Dichte klein ist.



140

Exponentialverteilung - Exp())

Wichtige Verteilung, besonders in der Anwendungen bei Markovprozessen.

Vorteile:
o Alle Momente existierten und konnen berechnet werden.

e Verteilungsfunktion und Dichte sind explizit und sehr einfach. Vieles kann berechnet
werden.

Nachteil:
e Nur ein Parameter um Verteilung auf Daten anzupassen

Wichtige Charakteristiken auf einen Blick:

Parameter A > 0 (Stauchung)

Wertebereich [0, 00)

Verteilungsfunktion Fa(t) = (1 — e )15 o) (1)

Dichte () = e 1 g oo (2)

Grobe Verteilung der Masse | Viel Masse nah bei 0, wenig bei 400
Erwartungswert E[X] =1

Varianz VIX] =5z

Momenterzeugende Funktion | definiert fiir alle t < A\, Mx (t) = 2

Uniforme Verteilung - U([a, b))

Modell fiir das einfachste Experiment, Ziehen aus einem Intervall ohne Bevorzugung verschiedener
Bereiche.

Vorteile:
o Alle Momente existierten und konnen berechnet werden.

e Verteilungsfunktion und Dichte sind explizit und sehr einfach. Vieles kann berechnet
werden.

o Man kann alle anderen Verteilungen aus U([0, 1]) gewinnen, theoretisch reicht also die
uniforme Verteilung fiir alles aus!

Nachteile:
e Gar kein Parameter um Verteilung auf Daten anzupassen
o Eher langweilig.

Wichtige Charakteristiken auf einen Blick:

Parameter keine Parameter
Wertebereich [a, b]
Verteilungsfunktion F(t) = 72115 (t) + 1p.00) (2)
Dichte f(I) = ﬁl[mb] (93)
Grobe Verteilung der Masse | uniform auf [a, b] (daher der Name)
Erwartungswert E[X] = 2P
Varianz VIX] = (bzg)z
. . Gogr 10
Momenterzeugende Funktion | definiert fiir alle t € R, Mx (t) = {1(b“)t i—o
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Gammaverteilung - I'(«, 3)

Vorteile:

Sehr flexibel durch zwei Parameter, erlaubt Modellierung sehr unterschiedlicher Mas-
severteilungen mit einem Modell. Ein Parameter beschreibt Verhalten bei 0, einer bei

400
Exponentialverteilung ist Spezialfall: Exp(A) = T'(1, \)

Alle Momente existierten und kénnen berechnet werden, Momenterzeugende Funktion kann
problemlos abgeleitet werden.

Viel kann berechnet werden.
Nachteil:
o Verteilungsfunktion nicht explizit.

Wichtige Charakteristiken auf einen Blick:

Parameter a > 0, (Masse bei 0) 8 > 0 (Masse bei 4+00)
Wertebereich (0, 00)

Verteilungsfunktion nicht explizit

Dichte faplx) = 1(0,00)(1:)%1:0"16’[395

wenig Masse bei +oo (Dichte fallt exp.)
viel Masse bei 0 fiir p < 1, wenig fiir p > 0
E[X] = %

VIX] =4

definiert fiir t < 8, Mx (t) = (8/(8 —t))*

Grobe Verteilung der Masse

Erwartungswert

Varianz

[

Momenterzeugende Funktion

Cauchyverteilung - Cauchy(s,t)

Die Cauchyverteilung ist eine sogenannte ,heavy-tailed“ Verteilung, d. h. viel Masse liegt bei
unendlich. Fiir uns hat die Verteilung eigentlich nur Nachteile, es geht so ziemlich alles schief.

Vorteile:
e Zwei Parameter s und ¢ geben viel Freiheit, die Verteilung an echte Daten anzupassen.
e Verteilungsfunktion und Dichte sind explizit.

Nachteile
« Klassisches Beispiel fiir eine Verteilung, deren Erwartungswert nicht wohldefiniert ist.

Wichtige Charakteristiken auf einen Blick:

Parameter t € R (Verschiebung), s > 0 (Stauchung)
Wertebereich R

Verteilungsfunktion Fy.(r) = 3 + Larctan("=))

Dichte fsi(x) = %m

Grobe Verteilung der Masse | viel Masse bei 0, aber auch viel bei 400 und —oo
Erwartungswert nicht wohldefiniert!

Varianz existiert nicht!

Momenterzeugende Funktion | fiir kein ¢ € R definiert
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Paretoverteilung - Pareto(k,a)

Wie die Cauchyverteilung ist die Paretoverteilung eine sogenannte ,heavy-tailed* Verteilung, d.
h. viel Masse liegt bei unendlich. Im Gegensatz zur Cauchy-Verteilung hat die Paretoverteilung
nur Masse auf den positiven reellen Zahlen. Etwas genauer, sogar nur auf den positiven reellen
Zahlen, die grofier als ein vorgegebener Wert a liegen. In der Statistik wird die Verteilung sehr
wichtig sein, sie ist eine sogenannte Extremwertverteilung.

Vorteile:

« Die einzige Verteilung dieser Vorlesung mit Werten in [a,c0) fiir ein beliebig wéihlbares
a> 0.

e Verteilungsfunktion und Dichte sind ganz besonders einfach, man kann gut rechnen.
Nachteile

e Es gibt keinen endlichen héheren Momente, die Momenterzeugende Funktion ist nicht
berechenbar.

Wichtige Charakteristiken auf einen Blick:

Parameter k > 0 (kontrolliert Masse bei unendlich), a > 0 (kleinster Wert)
Wertebereich [a, 00)

Verteilungsfunktion Fro(t)=(1- ?—:)1[a7m)(t)

Dichte fra(@) = k57 Lo o) ()

Grobe Verteilung der Masse | viel Masse bei +00, keine Masse in (—oo, a)

Erwartungswert 400 fiir £ <1, a% fir k<1

Varianz existiert nicht fiir k < 2, aZW filr k > 2
Momenterzeugende Funktion | gibt keine Formel

Diskrete Zufallsvariablen

Definitionen und Fakten:

e X heifit diskret, wenn X endlich oder abzéhlbar viele Werte aq, ..., any mit Wahrscheinlich-
keiten pq, ..., py annimmt. Der einfachste Weg eine diskrete Zufallsvariable zu beschreiben,
ist den Wertebereich {aq,...,an} der angenommenen Werte und die dazugehorigen Wahr-
scheinlichkeiten (Wahrscheinlichkeitsgewichte) anzugeben. Mit der Verteilungsfunktion
formuliert ist X diskret, falls die Verteilungsfunktion F' diskret ist:

N
F(t) = Zpkl[%o@)(t), t eR,
k=1

wobei N € NU {400}, a; € R fiiri =1,..., N und Zszl pr, = 1. Fiir Berechnungen nutzen
wir immer die Formel

PXed)=Y PX=a)= Y p

ap €A ar€A

fiir alle A € B(R). Fur diskrete Verteilungen kennen wir das Mafl Pr expliziert, es gilt

N
Pr = prba,-
k=1

Im Gegensatz zu absolutstetigen Zufallsvariablen hat die Verteilung diskrete Zufallsvariablen
also durchaus Masse auf einpunktigen Mengen, ndhmlich gerade auf den Mengen {a;}, ....
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. Momentg diskreter Zufallsvariablen lassen sich durch Summen berechnen. Fir messbare
g:R— Rist

Elg(X)] = prglar).
k=1

Man summiert also alle moglichen Werte von ¢g(X) multipliziert mit den Wahrscheinlich-
keiten.

Wie bei absolutstetigen Verteilungen kénnen wir uns aus den Analysis 1 Kenntnissen im Prinzip
alle klassischen diskreten Verteilungen erraten. Es gibt zwei wesentliche Fille:

e N < oco: Man wéhle irgendwelche a1, ...,any € R und denke sich irgendwelche py,...,pxy >0
aus, die sich zu 1 addieren.

e N = +o0: Man wahle irgendeine Folge a1, as, ... € R und benutze eine bekannte konvergente
Reihe 220:1 by aus Analysis 1. Ist C' = 21?;1 bi, so setzt man py = %bk. Schon haben
wir eine diskrete Verteilung! Wenn wir jetzt an Analysis 1 denken, fallen uns nur wenige
konvergente Reihen mit positiven Summanden ein. Das ist die geometrische Reihe (gibt die
geometrische Verteilung) und die die Exponentialreihe (gibt die Poisson Verteilung). Das
war es eigentlich schon.

Bernoulli Verteilung - Ber(p)

Vorteile:
e Total einfach, Modell fiir den Miinzwurf einer unfairen Miinze.
o Alles, wirklich alles, ldsst sich sofort ausrechnen.

Nachteil:
o Komplett langweilig!

Wichtige Charakteristiken auf einen Blick:

Parameter p € [0,1]

Wertebereich 0 oder 1

Wahrscheinlichkeitsgewichte | p1 = p,po = q wobeiqg=1—p

Grobe Verteilung der Masse | Anteil p der Masse auf der 1, Rest auf der 0
Erwartungswert E[X]=p

Varianz VIX] = pg

Momenterzeugende Funktion | definiert fiir alle t € R, Mx(t) = 1 — p + pe’

Binomial Verteilung - Bin(n, p)
Vorteil:

o Modell fiir Ziehen mit Zuriicklegen, klare Interpretation (pj ist die Wahrscheinlichkeit, bei
n Versuchen, k Treffer zu landen).

e Viele Formeln berechenbar. Es gibt einen einfachen Beweis fiir den zentralen Grenzwertsatz.
Nachteil:
o Teilweise fuzzelig zum Rechnen. Muss immer irgendwie die Binomialformel ins Spiel bringen.

Wichtige Charakteristiken auf einen Blick:
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Parameter

neN,pe|0,1]

Wertebereich

{0,...,n}

Wahrscheinlichkeitsgewichte

pr=()pra—p""

Grobe Verteilung der Masse

viel Masse in der Mitte von {0, ...,n}, wenig bei 0 und n

Erwartungswert

E[X]=np

Varianz

VIX] = npg

Momenterzeugende Funktion

definiert fiir alle t € R, Mx(t) = (pe' +1 —p)"

Poisson Verteilung Poi())
Vorteile:

e Viele Formeln berechenbar, ist auch eine gute Reihe!

Wichtige Charakteristiken auf einen Blick:

Parameter A>0
Wertebereich Ny
Wahrscheinlichkeitsgewichte | pp = e*)‘%

Grobe Verteilung der Masse

viel Masse auf kleinen Zahlen, wenig bei +o0.

Erwartungswert

E[X] = A

Varianz

VIX]= A

Momenterzeugende Funktion

definiert fiir alle t € R, Mx(t) = exp(A(e' — 1))

Geometrische Verteilung Geo(p)

Vorteile:

e Viele Formeln berechenbar, ist auch eine gute Reihe!

Nachteil:

o Teilweise fuzzelig zum Rechnen. Viel Indexverschiebung als analog zur Substitution im Fall

der Dichten.

Wichtige Charakteristiken auf einen Blick:

Parameter p>0
Wertebereich N\{0}
Wahrscheinlichkeitsgewichte | pp = p(1 — p)F~!

Grobe Verteilung der Masse

viel Masse auf kleinen Zahlen, wenig bei +oc.

Erwartungswert E[X] = Il)
Varianz V[X] = 11);21’
Momenterzeugende Funktion | definiert fiir alle t € R, Mx (t) = %
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