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Konvergenzsätze

Seien f1, f2, . . . messbare Funktionen, sodass der Grenzwert f := limn!1 fn fast sicher existiert.
Wann gilt π

f d` = lim
n!1

π
fn d`,

d.h. wann darf Integral und Grenzwert getauscht werden?
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MCT und DCT

Satz (Montone Konvergenz)
Seien f , f1, f2, . . . messbar und es gelte 0  f1  f2  . . .  f sowie f = limn!1 fn fast überall. Dann
gilt π

f d` = lim
n!1

π
fn d`,

wobei +1 = +1 möglich ist.

Satz (Dominierte Konvergenz)
Seien f , f1, f2, . . . messbar mit

a) f = limn!1 fn fast überall,

b) |fn |  g fast überall für eine integrierbare Funktion g.

Dann sind f , f1, f2, . . . auch integrierbar mit
π

f d` = lim
n!1

π
fn d` .
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Integrale über W-Maße auf B(R)

Bis jetzt haben wir abstrakte Integrale
Ø
⌦
f d` betrachtet, für die wir keine allgemeine

Berechnungsformel haben. Wir beschränken uns nun auf W-Maße auf der Borel f-Algebra
B(R). Der große Vorteil: nun korrespondiert jedes W-Maß zu einer Verteilungsfunktion, und
das nutzen wir aus!

Frage: Welche 2 Arten von Verteilungsfunktionen haben wir besonders betrachtet? Wodurch
waren sie charakterisiert?
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Integrale über W-Maße auf B(R)

Definition (Besondere Integrale)
Sei F : R ! R eine Verteilungsfunktion.

i) Für k 2 N heißt π
R
xk dPF (x)

k-tes Moment von PF , falls das Integral wohldefiniert ist.

ii) Für _ 2 R heißt π
R
e_x dPF (x)

exponentielles Moment.

Diese Integrale sehen immer noch ziemlich abstrakt aus, wie können wir sie also explizit
berechnen?
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Rechenregeln für diskrete Verteilungen

Satz (Integrale für diskrete Verteilungen)

Sei PF ein Maß auf B(R) und F sei diskret, d. h. F (t) = ÕN
k=1 pk1[ak ,1) (t) mit N 2 N [ {+1},

a1, ..., aN 2 R und
ÕN

k=1 pk = 1. Dann gilt für g : R ! R messbar:

g PF -integrierbar ,
N’
k=1

|g(ak) |pk < 1

und, falls g PF -integrierbar ist, π
R
g dPF =

N’
k=1

g(ak)pk .

Beweis: Für N endlich: g stimmt fast sicher mit einer einfachen Funktion überein, dann
Definition. Für N unendlich MCT.
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Aufgabe 1

a) Sei auf dem messbaren Raum (R,B(R)) das W-Maß P1 ⇠ Poi(_) mit _ > 0
gegeben, also

P1 := e�_
1’
k=0

_k

k!
Xk .

P1 ist also ein diskretes W-Maß mit Werten k = 0, 1, 2, . . . und zugehörigen
Wahrscheinlichkeiten pk = e�__k/k!.
Berechnet das erste Moment

Ø
R
x dP1.

b) Berechnet das exponentielle Moment
Ø
R
e_x dP1.
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b) ✗ et ist stetig und ≥o ⇒ tut
.

ist

wohlauf.

⇒ Spe" DIP, = e-✗ I e" ¥
,4--0

= e-' E (e)
"

¥
,Wto

= e-✗ (e)
"

wo F.
Reihenden! e-✗ echt = e> (e"-1)
expc. )



Rechenregeln für absolutstetige Verteilungen

Satz (Integrale für absolutstetige Verteilungen)

Sei PF ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf B(R) und F habe die Dichte f . Dann gilt für eine
Borel-messbare Funktion g : R ! R:

π
R
g dPF ist wohldefiniert ,

π
R
g(x)f (x) dx ist wohldefiniert

und, falls die Integrale wohldefiniert sind,
π
R
g dPF =

π
R
g(x)f (x) dx .

Beweis: Trafo-Satz und Gebetsmühle!
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Konzentrationsungleichungen

Satz (Markov-Ungleichung für Polynome)

Sei PF ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf B(R), sodass für eine gerade natürliche Zahl 2k das 2k-te
Moment existiert ist. Dann gilt, für alle a > 0.

PF
�
[�a, a]

�
� 1 �

Ø
R
x2kdPF (x)
a2k

.

Gleichbedeutend (Gegenereignis) gilt

PF
�
[�a, a]C

�


Ø
R
x2kdPF (x)
a2k

.
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Aufgabe 2

a) Sei P2 ⇠ F , wobei F die folgende Dichte f besitzt

f (x) := (x � 1)1[1,2) (x) + (3 � x)1[2,3] (x).

Berechnet
Ø
R
x dP2.

b) Sei P3 ⇠ N(0,f2) mit f > 0. Zeige, dassπ
R
x2dP3 = f2

gilt. Hinweis: Partielle Integration.

c) Sei f2 = 0.01. Für welche a > 0 gilt P3( [�a, a]) � 0.99? Was fällt auf?
Hinweis: Markov-Ungleichung für k = 1.
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a) n

HEYwohlauf. , der ✗ ✗ fk) ist stetig
← und ≥o

Sp ✗ DIP, = SIR ✗ [ K- 1) 11cm, 4) + $ -x ) 11,↳µ)dt
hin = 5,2×2 -✗ dx + 5,33×+2 dx
Hat

= [ % - ¥3! + [ 3¥ - ¥ ]!
= % - % - ↳ +1-2+2%-27 -E- +§
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= - § 1- 12-2 = -4+6--2
Wohlauf.

b) Sp ×? dPs4) = Sp ✗2 ¥-2 e-¥02 dxder ≥o

+stetig

= S, für ✗ (✗ e-
¥ ) dx

← am ([T.IE#EE:zi
☒) n-3W

+9% 2,1¥ e-¥ dx )
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= 02
.

zu *) : fn : = f- 112mn] erfüllt

• fu →f fast sicher

- fu
,
f messbar

• ☐ ≤ f. ≤
. .
≤ f- ≤ . .
f

D. h . V55 an MCT sind erfüllt
.
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c) Markov für K-1 :

Ps (Faa) ) ≥ 1- 5×2%-343
=

1 -
02

02=0.01

=,
= 1- :# Ö 0.99

⇔ •
2-0.01 ≥ 0.99-2 ⇔ 0.01 a

?
≥ 0.01

⇔ a)
02=0.01

(d.h . 0--0.1

Ps (5-30,303)=11%[-03/0.3] )≥ 0-997


