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Konvergenzsitze

Seien fi, f, . .. messbare Funktionen, sodass der Grenzwert f := lim,_,« f, fast sicher existiert.

[ rdu=tim [ s

d.h. wann darf Integral und Grenzwert getauscht werden?

Wann gilt



MCT und DCT

Satz (Montone Konvergenz)
Seienf, fi, fo, ... messbar und es gelte 0 < f; < fo, < ... < f sowie f = limy_« fy fast iiberall. Dann

gilt
[ rau=tim [ sodn
wobei +co = +oc0 moglich ist. V(A)_‘ Sﬁ ‘p#\

Satz (Dominierte Konvergenz)
Seien f, fi, fo, . . . messbar mit

a) f =lim, e fy fast iberall,
b) |fal < g fast iiberall fiir eine integrierbare Funktion g.

Dann sind f, fi, fo, . . . auch integrierbar mit

[ rdu=jim [ o



Integrale iiber W-Mafle auf B(R)

Bis jetzt haben wir abstrakte Integrale f_Qf dp betrachtet, fir die wir keine allgemeine
Berechnungsformel haben. Wir beschranken uns nun auf W-Maf3e auf der Borel o-Algebra
B(R). Der grofie Vorteil: nun korrespondiert jedes W-Maf} zu einer Verteilungsfunktion, und

das nutzen wir aus!

Frage: Welche 2 Arten von Verteilungsfunktionen haben wir besonders betrachtet? Wodurch

waren sie charakterisiert?



Integrale iiber W-Mafle auf B(R)

Definition (Besondere Integrale)

Sei F : R — R eine Verteilungsfunktion.
Sg 90 ol (=)
i) Fir k € N heif3t
/xk dPr(x)
R
k-tes Moment von P, falls das Integral wohldefiniert ist.
i) Fir A € R heifit
/ X dPr(x)
R
exponentielles Moment.

Diese Integrale sehen immer noch ziemlich abstrakt aus, wie kdnnen wir sie also explizit

berechnen?



Rechenregeln fiir diskrete Verteilungen

Satz (Integrale fiir diskrete Verteilungen)

Sei Pr ein Maf3 auf B(R) und F sei diskret, d. h. F(t) = ZkN:1 Pi1[qp,00) (1) mit N € NU {+00},
aj, ...ay € R und Zﬁﬂ px = 1. Dann gilt fiir g : R — R messbar:

N
8 Pr-integrierbar & Z 8(ar)|pi < oo
k=1

und, falls g P r-integrierbar ist,

N
/gdPF = Zg(ak)Pk~
R k=1

Beweis: Fiir N endlich: g stimmt fast sicher mit einer einfachen Funktion tiberein, dann
Definition. Fiir N unendlich MCT.



Aufgabe 1

a) Sei auf dem messbaren Raum (R, B(R)) das W-Maf} PT="Pai(A) mit A > 0
gegeben, also

P, ist also ein diskretes W-Maf} mit Werten k=10,1,2;. .. und zugehorigen
Wahrscheinlichkeiten pg=-e=2A¥/k?.
Berechnet das erste Moment /R x dP;.

b) Berechnet das exponentielle Moment fR M dP;.
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Rechenregeln fiir absolutstetige Verteilungen

Satz (Integrale fiir absolutstetige Verteilungen)

Sei Pr ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf B(R) und F habe die Dichte f. Dann gilt fiir eine
Borel-messbare Funktion g: R — R:

/ g dPr ist wohldefiniert & / 8(x)f (x) dx ist wohldefiniert
R R

und, falls die Integrale wohldefiniert sind,
[gdre= [ go0rx
R R

Beweis: Trafo-Satz und Gebetsmiihle!



Konzentrationsungleichungen

Satz (Markov-Ungleichung fiir Polynome)

Sei Pr ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf B(R), sodass fiir eine gerade natiirliche Zahl 2k das 2k-te
Moment existiert ist. Dann gilt, fiir alle a > 0.

f x*dPr(x)
Pr([-aa]) > 1- RT.
Gleichbedeutend (Gegenereignis) gilt
fR x** dPr(x)

Pr([-a a]C) < ok



Aufgabe 2

a) Sei P, ~ F, wobei F die folgende Dichte f besitzt

(X)) = (x= 1)L (%) + (3= x)L[23(x).

Berechnet /R x dP,.
b) Sei P3 ~ N(0,0%) mit ¢ > 0. Zeige, dass

/ de[p3 = O'2
R

gilt. Hinweis: Partielle Integration.

c) Sei 0? = 0.01. Fiir welche a > 0 gilt P3([~a, a]) > 0.997 Was fillt auf?
Hinweis: Markov-Ungleichung fiir k = 1.
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