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Messbarkeit von Funktionen

Definition
Seien (⌦,A), (⌦0,A0) messbare Räume und f : ⌦ ! ⌦0. Dann heißt f (A �A0)-messbar, falls

f �1 (A0) 2 A

für alle A0 2 A0 gilt.

• Ist E ein Erzeuger von A0, dann ist die Messbarkeit von f äquivalent zu

E 2 E =) f �1 (E) 2 A . (Satz 2.1.4.)

• Der obige Satz ist sehr nützlich um die Messbarkeit von Funktionen nachzuweisen.
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Aufgabe 1

Sei (⌦,A) ein messbarer Raum und f , g seien A � B(R) messbare Funktionen.
Zeige, dass auch f · g eine A � B(R) messbare Funktion ist.
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Hinweis : Zeige , dass f
? messbar ist nutze die

Identität

f-g
= tz +g)

2
- t f' - tz gz



Nutze den Erzeuge [= (fast) : TECR } .
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Das Lebesgue-Integral: Einfache Funktionen

Sei (⌦,A, `) ein Maßraum und E : {f : f einfache Funktion} bzw.
E+ : {f : f einfache positive Funktion}. Hierbei heißt eine Funktion einfach, falls U1, . . . ,Un 2 R̄

und A1, . . . ,An existieren, sodass die Ak paarweise disjunkt sind mit
–n

k=1 Ak = ⌦ und

f (l) =
n’

k=1

Uk1Ak (l), 8l 2 ⌦.

Für ein f 2 E+ ist dann das Lebesgue-Integral definiert durch

π
⌦
f d` :

n’
k=1

Uk` (Ak).
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Messbarkeit und Approximierbarkeit

• Nach Proposition 3.1.6. existiert für jede nichtnegative messbare Funktion eine Folge von
positiven einfachen Funktionen (fn)n2N mit fn " f .

• Nach der GÜ bzw. Tutorien ist aber auch der Grenzwert einer monoton wachsenden Folge
(in R̄) von positiven einfachen Funktionen messbar, da einfache Funktionen messbar sind.

• Es besteht also eine 1:1 Korrespondenz zwischen messbaren, nichtnegativen und durch
wachsende Folgen von positiven, einfachen Funktionen approximierbaren Funktionen.

• Diese Korrespondenz gilt mit der üblichen Zerlegung f = f + � f � dann auch für allgemeine
messbare numerische Funktionen und Funktionen, deren Positiv- und Negativteil durch
wachsende Folgen von positiven, einfachen Funktionen approximierbar sind.
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Das Lebesgue-Integral: Nichtnegative, messbare Funktionen

Für eine nichtnegative, messbare Funktion f : (⌦,A) ! (R̄,B(R̄)) definieren wir dann das
Lebesgue-Integral durch

π
⌦
f d` : sup

⇢π
⌦
g d` : g einfach, 0  g  f

�
.

Dieser Ausdruck ist erstmal unhandlich, aber direkt wohldefiniert.
Nach der Vorlesung existiert zu jeder nichtnegativen messbaren numerischen Funktion f eine
Folge von einfachen Funktionen (fn)n2N mit fn " f punktweise und es gilt

lim
n!1

π
⌦
fn d` =

π
⌦
f d` .

Diese äquivalente Darstellung ist deutlich praktischer für Beweise.
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Das Lebesgue-Integral: Integrierbare Funktionen

Sei f : (⌦,A) ! (R̄,B(R̄)) eine messbare numerische Funktion. Dann sind nach der Vorlesung
f + : max{f , 0}, f � : �min{f , 0} messbare und nichtnegative Funktionen. Falls

π
⌦
f + d` < 1,

π
⌦
f � d` < 1,

gilt, heißt f integrierbar und das Lebesgue-Integral für eine integrierbare Funktion f ist definiert
durch π

⌦
f d` :

π
⌦
f + d` �

π
⌦
f � d` .

Wir schränken uns hierbei auf integrierbare Funktionen ein, um den Fall “1�1“ zu vermeiden.
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Aufgabe 2

Sei der messbare Raum (R,B(R)) gegeben. Wir betrachten nun zwei
verschiedene Maße auf (R,B(R)). Sei also _ das Lebesguemaß und Xx0 das
Diracmaß in x0 2 R. Berechne das Integral von

f (x) = 1Q(x),
g(x) = 1(a,b] (x) für a, b 2 R mit a < b

bezüglich der beiden Maße.
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Betrachte heut das Lebesguemaß ✗

Sie fort = Sp Na DX

""% 1. ✗ (a) = 1 . ✗(Y; es } )Eᵈᵈ
'

-20--0
GE☒

GEH
SIR 9 "✗ = Sp 11

[a.„
DX = Kai b) ) = b-a
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Betrachte um 5×0 for ✗◦ EIR

Sin f deko = 4. (a) = {
^' ✗◦ c-☒

o
, sonst

Sp 9 dort. = 8- (Cab)) = {
% ✗- £ Cab]

0 c Sonst



Aufgabe 3

Sei wieder der messbare Raum (R,B(R)) gegeben, versehen mit dem Maß

` := X2 + X3 + X5.

Berechne das Integral bezüglich ` für die folgenden Funktionen

f (x) := 1(2,3] (x) + 1[5,1) (x),
g(x) := 1{2} (x) + 1{3} (x) + 1{5} (x),
h(x) := 1(�1,2) (x) + 1(3,5) (x) + 1(5,1) (x).

Für die Schnellen: Vergleiche die Integrale mit den entsprechenden Integralen
bezüglich des Lebesguemaßes _. Was fällt auf? Lassen sich eure Überlegungen
auch auf die erste Aufgabe übertragen?
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fk) - 1 /
(2,3,
K) t 1/ [ s.es) k) ,µ

: - 52+9+55

fest
Sf du = 1-

µ
Ich }) ) + 1.µ ([5. es) )

Del -F- 82 ((2,3)) t 53 ((2,3] ) + 55¢43] )

t 52 es )) + 53 (Ics) ) t G- ([5. s))

= 01-1+0 tot 0+1 = 2

g.G)
= 144411-14„ K) + 11 ssyk)

59 dm = µ (SMI f-µ (SB? / +µ (Ssl / = 11-11-1--3
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hk ) - 11
c-es

,)
(×) + 11cg

,

K) t "cs.pk)

Shfu = µ (taz) ) +µ 43,51 ) +µ Es:o))
= er

↳ Wut des Integrals Gf der hängt sehr
stark von dem unterliegenden Maß

µ ab .



Aufgabe 4

Seien der messbare Raum (R,B(R)) und das Diracmaß Xx0 für ein festes x0 2 R

gegeben. Zeige, dass für eine einfache Funktion f : (R,B(R)) ! (R̄,B(R̄))
folgendes erfüllt ist: π

R
f dXx0 = f (x0) 8x0 2 R.
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Sei F- & du Mtn ,
AKEA

,
an C- IDF ein

km

einfache Funktion und Xo ER .

OE sie die An disjunkt mit V.An -D= IR

GR fdcrx.f-E-Iausx.CA)
kann

Da WAHR
,
existiert genau ein An

.

mit

h

✗
◦ EAK

.
. Für ✗◦ gilt dann fho)- E ✗KHA" ( xo)

4=1
= Rko .
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⇒ SIR fdcrx
.

= ✗
↳
= fho )

1-Anmerkung : Durch Approximation mit
einfachen Funktionen und Grenzwert bildung
folgt die analoge Aussage für pos . /messbare Fht .

& durch Aufteilen in Positiv - und Negative /

für allg . integrierbare Funktionen . J


