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Definition
Fur eine o-Algebra A heifdt p: A —> [0, 0] ein Maf3 auf A, falls folgende Eigenschaften
gelten:

1. p(0)=0
2. Sind Ay, Ay, ... € A paarweise disjunkte Mengen, so gilt u(-) Ax) = X u(Ak). Wir nennen
k=1 k=1
diese Eigenschaft o-Additivitat.

Ein Maf} u heifit endlich, falls p(Q) < co. i heifit Wahrscheinlichkeitsmaf3, falls p(Q) = 1.



Aufgabe 1

a) Sei p ein endliches (und nicht triviales) Maf3 auf einem messbaren Raum
(Q, A). Zeige, dass fiir ein ¢ € R auch g := ¢ - p ein endliches Maf} ist. Wie muss
c gewahlt werden, damit pz ein W-Maf3 ist?

b) Sei (Q, A) = (N, P(N)). Betrachte das Maf}
§ A [0,00), A Z(sk(A)k
k=1

fur ein n € N. Wie muss ¢ hier gewahlt werden, damit das Maf iz := ¢ - p ein
W-Maf ist?






Die Borelsche o-Algebra

Definition (Erzeugte o-Algebra)
Fur & € P(Q) heifit

(&) = ﬂ B

ECB,B o—-Alg,

die von & erzeugte o-Algebra. o(&) ist die kleinste o-Algebra, die & enthilt. Falls A = o(&), so
nennen wir & Erzeuger von A.

Definition (Borelsche o-Algebra)
Sei die Grundmenge Q = R gegeben und O die Menge aller offenen Teilmengen von Q. Dann
heifdt

B(R) = a(0)

die der reellen Zahlen.
« Die Borelsche o-Algebra ist also die kleinste o-Algebra, die alle offenen Teilmengen von R

enthalt.
« Die Borelsche o-Algebra hat aber noch viele weitere Erzeuger. 5



Wie zeigt man Gleichheit von erzeugten o-Algebren?

Seien 2 Mengensystem &; und &, gegeben. Wir wollen ¢(&1) = 0(&;) zeigen. Dazu nutzen wir
folgende Eigenschaften:

« Fiir Mengensysteme A und B mit A C B gilt 6(A) C o(B),

+ 0(o(A)) =o(A).

Beide Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition der erzeugten o-Algebra. Nun zeigen
wir

« & Co(8E) und
« & Ca(&E).

Somit folgt aus den oberen Eigenschaften 0(&1) C a(0(&,)) = 0(&,) und analog auch
0(Ey) € a(&Eq).



Aufgabe 2

Zeige, dass die folgenden Mengensysteme Erzeuger der Borelschen o-Algebra

B(R) sind:

&1 :={A C R : Aabgeschlossen},
Er ={[ab]:abecR, ac< b}.

Ihr durft verwenden, dass & := {(a, b) : a, b € R, a < b} B(R) erzeugt.






Dynkin-Systeme vs. o-Algebren

Definition (Dynkin-System)

Sei Q eine nichtleere Menge. Ein Mengensystem D heif3t (tber Q), falls
folgende Eigenschaften erfiillt sind:
(i) Qe D,
(i) Ace D = A€ e D,
(iii) A1, Az,...€ D = [J2,Ai e D.

Definition (o-Algebra)
Sei Q eine nichtleere Menge. Ein Mengensystem A heif3t (Uber Q), falls folgende
Eigenschaften erfiillt sind:
(i) Qe A,
(i) Ac A = ACe A,
(i) A, Ay...e A = U2, Aie A.



Aufgabe 3

Sei n € N eine gerade Zahl und

D ={ACN|#(AN{1,..,n}) gerade oder 0}.

a) Zeige, dass D ein Dynkin-System (iiber N) ist.

b) Ist D auch eine o-Algebra (Giber N)?






