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Konvergenz von Zufallsvariablen

Definition (4 Konvergenzarten)
i) Xn 2 x (X, konvergiert stochastisch gegen X), falls fir alle e > 0 gilt
P(X,— X|>€) >0, n— co.
LP
i) X, — X (X, konvergiert im p-ten Mittel gegen X), falls

E[|X,— X|°] >0, n— oo.

i) X, f—s> X (X, konvergiert P—fast sicher gegen X), falls

P(X,— X)=1.
d
iv) X, Q X (Xn konvergiert in Verteilung gegen X), falls fiir alle f : R — R stetig und
beschrankt gilt
Elf(Xa)] = E[f(X)], n— co.



Schwaches Gesetz der grofien Zahlen

Satz (Schwaches GGZ)
(i) Sind X1, Xy, ... w.iv. mit E[X?] < co, so gilt

1< P
- X E[X], .
S % L), noe

(if) Variante mit schwdcheren Annahmen: Sind X1, Xa, . .. quadratintegrierbar, paarweise
unkorreliert (z.B. paarweise unabhdngig) mit identischen Erwartungswert und

_[ n
;Zv(xk) -0, n— o,
k=1

so gilt

n

ZX/(L[EX]] n— oo.
nk]



Limes inferior und superior von Mengenfolgen

Definition
Sei (Q, A, P) ein W-Raum und A, Ay, ... € A.
(i)
limsup A, = ﬂ UA"
n—o0 =1 ken
={w € Q: w € A,fur unendlich viele n}
= {A, unendlich oft}
(ii)
liminf A, := U ﬂAk
n—oo
n=1 k=n

={w € Q : w € A,schlieilich immer }

= {A, schliefilich immer} 4



Borel-Cantelli Lemma

Satz
Sei (Q, A,P) ein W-Raum und Ay, A, . .. € A, so gelten

(i)
Z P(A,) < o = P(limsup A,) = 0.

n=1

(i) Sind Ay, A, . .. zusdtzlich paarweise unabhdngig, so gilt

Z P(A,) =0 = P(limsupAp,) = 1.

n=1

Falls die Reihe tiber die Wahrscheinlichkeiten also konvergiert, liegen fast alle & in nur endlich

vielen Mengen A,,.



Borel-Cantelli und fast sichere Konvergenz

Satz
Seien X, X1, X, . .. Zufallsvariablen auf (Q, A, P). Es gilt

0 i
ZIP’(|X—X,,| >¢£) < o0 fiiralle€>0:>Xni>X, n— oo,

n=1

(i) Falls X1 — X, Xo — X, ... paarweise unabhdngig sind, gilt auflerdem

ZP(|X—XH|>£)=OO fireine>0= X, » X, n— oo.

n=1



Starkes Gesetz der grofien Zahlen

Satz (Starkes GGZ)
Sind X1, Xy, . .. w.i.vmit E[|X;]] < oo (Beweis nur fiir E[| X;|*] < o), so gilt

—ZXk—>[E[X1 n — oo.



Aufgabe 1

Angenommen ihr habt einen verformten Wiirfel, aber kennt die
Wabhrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Seiten nicht. Wie kann man durch
wiederholtes, unabhéangiges Wiirfeln die einzelnen Wahrscheinlichkeiten
bestimmen?
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Zentraler Grenzwertsatz

Satz (ZGWS)
Seien X1, Xa, . .. u.i.v Zufallsvariablen mit E[X;] = p und V[ X;] = 62 € (0,0). Dann gilt

n
X —
ey Xk = Np (d) b
\/no
mit Y ~ N (0, 1).



Aufgabe 2

Eine faire Miinze wird 100-mal geworfen. Berechne approximativ die
Wabhrscheinlichkeit, dass die Miinze mindestens 56-mal auf Kopf landet.
Fiir Y ~ N(0,1) gilt:

6
P (Y < g) ~ 0.8849
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Das Lebesgue-Integral: Einfache Funktionen

Sei (Q, A, i) ein Malraum und & = {f : f einfache Funktion} bzw.
&E* = {f : f einfache positive Funktion}. Hierbei heif}t eine Funktion einfach, falls a1, ..., a, € R
und Ay, ..., A, existieren, sodass die Ay paarweise disjunkt sind mit UZ:1 A = Qund

flw) = Z ala (w), Yo e Q.
k=1

Fur ein f € & ist dann das Lebesgue-Integral definiert durch

" 7] & /7/
/fd/l = Z akp(A).
Q k=1



Beispiel 4.5.4

Sei Q = [0,1], A = B([0,1]) und P = A[g 1] das Lebesguemaf auf [0, 1]. Definiere die Folge

wobei m, k € N die eindeutigen naturlichen Zahlen mit n = 2k + m sind.

7P E——
Sei X = 0 die Nullfunktion. Dann gilt X, — X, denn

1
EllX, ~ XP) = EIP] = [ ) de(w) = [ 1g, ko) = or

? ok+1

1 1
dad((z 5D =5 — % =%

=



