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Konvergenz von Zufallsvariablen

Definition (Fast sichere Konvergenz)
Sei X eine Zufallsvariable und (Xn)n2N eine Folge von Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (⌦,A,P). Dann konvergiert (Xn)n2N P-fast sicher gegen X , falls

P
⇣
lim
n!1

Xn = X
⌘
= P

⇣n
l 2 ⌦ : lim

n!1
Xn (l) = X (l)

o⌘
= 1

gilt. Man schreibt

Xn
f.s.�!

n!1
X .

• Die fast sichere Konvergenz von Zufallsvariablen ist dazu äquivalent, dass eine
P-Nullmenge N 2 A existiert, sodass für alle l 2 NC

lim
n!1

Xn (l) = X (l)

gilt.
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Konvergenz von Zufallsvariablen

Definition (Lp-Konvergenz)
Sei X eine Zufallsvariable und (Xn)n2N eine Folge von Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (⌦,A,P) mit E[|X |p] < 1,E[|Xn |p] < 1,8n 2 N, für ein p � 1 .
Dann konvergiert (Xn)n2N im p-ten Mi�el (oder in Lp) gegen X , falls

lim
n!1

E[|Xn � X |p] = 0

gilt. Man schreibt

Xn
Lp

�!
n!1

X .

• Ihr kennt die Lp-Konvergenz schon aus dem Kapitel zu Lp-Räumen, nur wird sie hierbei
explizit auf Zufallsvariablen angewendet (denkt daran Erwartungswerte sind Integrale!).
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Konvergenz von Zufallsvariablen

Definition (Stochastische Konvergenz)
Sei X eine Zufallsvariable und (Xn)n2N eine Folge von Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (⌦,A,P). Dann konvergiert (Xn)n2N stochastisch (oder in
Wahrscheinlichkeit) gegen X , falls für alle n > 0

lim
n!1

P( |Xn � X | > n) = 0

gilt. Man schreibt

Xn
P�!

n!1
X .

• Man folgert stochastische Konvergenz häufig direkt aus der Konvergenz im p-ten Mi�el mit
der Markov-Ungleichung (oder Spezialfall Chebyshev-Ungleichung).
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Konvergenz von Zufallsvariablen

Definition (Konvergenz in Verteilung)
Sei X eine Zufallsvariable und (Xn)n2N eine Folge von Zufallsvariablen auf einem (oder
verschiedenen) Wahrscheinlichkeitsraum (⌦,A,P). Dann konvergiert (Xn)n2N in Verteilung
gegen X , falls für alle stetigen, beschränkten, reell-wertigen Funktionen f (oder kurz für alle
f 2 Cb (R))

lim
n!1

E[f (Xn)] = E[f (X )]

gilt. Man schreibt

Xn
(d )�!

n!1
X .

• Die Konvergenz in Verteilung ist die schwächste (hier behandelte) Art der Konvergenz von
Zufallsvariablen.
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Zusammenhang zwischen den Konvergenzarten
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Konvergenz in Verteilung

Satz (Alternative Charakterisierung)
Seien X , X1, X2, . . . Zufallsvariablen mit X ⇠ F , Xn ⇠ Fn, n 2 N, so gilt:

Xn
(d )��! X , n ! 1 , lim

n!1
Fn (t) = F (t) für alle Stetigkeitsstellen von F .
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Schwaches Gesetz der großen Zahlen

Satz (Schwaches GGZ)

(i) Sind X1, X2, . . . u.i.v. mit E[X 2
1 ] < 1, so gilt

1
n

n’
k=1

Xk
P�! E[X1], n ! 1.

(ii) Variante mit schwächeren Annahmen: Sind X1, X2, . . . quadratintegrierbar, paarweise
unkorreliert (z.B. paarweise unabhängig) mit identischen Erwartungswert und

1
n2

n’
k=1

V (Xk) ! 0, n ! 1,

so gilt
1
n

n’
k=1

Xk
P�! E[X1], n ! 1.
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Aufgabe 1

Sei U ⇠ U[0, 1] und (Un)n2N eine Folge von Zufallsvariablen mit

Un =

(
U, n gerade

1 � U, n ungerade.

a) Zeige, dass (Un)n2N in Verteilung gegen U konvergiert.
Hinweis: Überlegt zuerst, wie 1 � U verteilt ist.

b) Zeige, dass (Un)n2N nicht stochastisch gegen U konvergiert.

c) Zeige, dass (Un)n2N nicht fast sicher gegen U konvergiert.
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a) Für a geraten: UnMUtal). Sie ungerade
undtet017:

PlUnHP(1-U sti
-> (us1--)

ustetig =1-P(U21-2

= 1-(1-1)-+
tio: (Uns11 =P(US1-t) = 0
- 1: P(Unit1 = DCUSA) = 1,
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=>Un~KIO] UneN

Möglichket 1: Dann gilt

Funkt) =Eleons (t)+Neng(
n-31

-> Fult) ->FuIt VtEl

Möglichkeit: Sei feCpCIDI

EEfSUuIS"SifK) aDun" SixKIdPn-Elf(ul]
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b) E

sie Este und n ungerade
Dorf,

P(IUu-ulz) = IPC122U/>1)
Man ->PC 1-2U3)
von Maßen

= (U < ) = t
Also P(lUnuk1) +30, n-xc
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c) Da Um nicht stockastisch gegen U

kann kann auch keine fast sichere

Konvergent vorliegen,



Aufgabe 2

Sei (Xn)n�1 eine Folge von Zufallsvariablen mit E[Xn] = ` und V [Xn] = 1
n .

Zeige

Xn
P�! `, n ! 1.
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SiEs0 beliebig

0 (Knink2)McheElement
Verschiebung,
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Aufgabe 3

Seien X , X1, X2, . . . Zufallsvariablen auf (⌦,A,P) mit Xn
f .s��! X für n ! 1.

Zeige (direkt), dass dann auch

Xn
(d)��! X

gilt.
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Sei f24,(1) und Ni =Gu: hinflus*tui
Wir wissen () =0. Er alle were ist

So fulu) = fiful), de - stetig.

Also for Es fox, n-sy

Darf beschrätt7(so mit If(klai) C

UWEN (2 = (f(0)
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Mit Dat folgt nur

Ein lTf1)3 - Ethmy fUal]n-Sut

⑪Io -#Tf(2)]

-As X. finess


