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Konvergenz von Zufallsvariablen

Definition (Fast sichere Konvergenz)
Sei X eine Zufallsvariable und (X,)nen eine Folge von Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Dann konvergiert (X;)nen P- gegen X, falls

P(JLngoxnzx) :[P’({a)eQ : JLn;ox,,(w):X(w)}) 1

gilt. Man schreibt

« Die Konvergenz von Zufallsvariablen ist dazu dquivalent, dass eine
P-Nullmenge N € A existiert, sodass fur alle v € NCE

||_>n20 Xo(w) = X(w)

gilt.



Konvergenz von Zufallsvariablen

Definition (LP-Konvergenz)
Sei X eine Zufallsvariable und (X,),en eine Folge von Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit E[|X|P] < oo, E[|X,|P] < o0,Vn € N, fureinp > 1.
Dann konvergiert (X;)nen (oder ) gegen X, falls

lim E[|X, - X|P] =0

n—oo

gilt. Man schreibt
LP
X, — X.

n—oo

« lhr kennt die LP-Konvergenz schon aus dem Kapitel zu £P-Raumen, nur wird sie hierbei

explizit auf Zufallsvariablen angewendet (denkt daran Erwartungswerte sind D.



Konvergenz von Zufallsvariablen

Definition (Stochastische Konvergenz)

Sei X eine Zufallsvariable und (X,),en eine Folge von Zufallsvariablen auf einem

Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Dann konvergiert (X,)nen (oder
) gegen X, falls fiir alle e > 0

lim P(|X, = X|>¢€)=0
n—oo

gilt. Man schreibt

« Man folgert stochastische Konvergenz haufig direkt aus der Konvergenz im p-ten Mittel mit

der -Ungleichung (oder Spezialfall -Ungleichung).



Konvergenz von Zufallsvariablen

Definition (Konvergenz in Verteilung)
Sei X eine Zufallsvariable und (X,),en eine Folge von Zufallsvariablen auf einem (oder

verschiedenen) Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Dann konvergiert (X;,)nen

gegen X, falls fiir alle , , reell-wertigen Funktionen f (oder kurz fiir alle

f € Co(R))
lim E[f(Xn)] = ELf(X)]

gilt. Man schreibt
(d)
Xn — X.

n—oo

« Die Konvergenz in Verteilung ist die (hier behandelte) Art der Konvergenz von

Zufallsvariablen.



Zusammenhang zwischen den Konvergenzarten
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Konvergenz in Verteilung

Satz (Alternative Charakterisierung)
Seien X, X1, X, . .. Zufallsvariablen mit X ~ F, X, ~ Fp, n € N, so gilt:

d
Xn Q X, n— o0& lim F,(t) = F(t) fir alle Stetigkeitsstellen von F.
n—oo



Schwaches Gesetz der grofien Zahlen

Satz (Schwaches GGZ)
(i) Sind X1, Xy, ... w.iv. mit E[X?] < co, so gilt

1< P
- X E[X], .
S % L), noe

(if) Variante mit schwdcheren Annahmen: Sind X1, Xa, . .. quadratintegrierbar, paarweise
unkorreliert (z.B. paarweise unabhdngig) mit identischen Erwartungswert und

_[ n
;Zv(xk) -0, n— o,
k=1

so gilt

n

ZX/(L[EX]] n— oo.
nk]



Aufgabe 1

Sei U ~ U[0,1] und (Up,)nen eine Folge von Zufallsvariablen mit

U, n gerade
e { -

1—-U, nungerade.

a) Zeige, dass (Up)nen in Verteilung gegen U konvergiert.
Hinweis: Uberlegt zuerst, wie 1 — U verteilt ist.

b) Zeige, dass (Uy)nen nicht stochastisch gegen U konvergiert.
c) Zeige, dass (Up)nen nicht fast sicher gegen U konvergiert.
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Aufgabe 2

Sei (Xp)n>1 eine Folge von Zufallsvariablen mit E[X,,] = g und V[ X,] = %
Zeige

P
Xn — [, 0 — oo,
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Aufgabe 3

Seien X, Xi, Xo, ... Zufallsvariablen auf (Q, A, P) mit X, ﬁ, X fir n — oo.
Zeige (direkt), dass dann auch

d
X, 2 x

gilt.
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