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Summen von (unabhingigen) Zufallsvariablen

Satz (Diskrete Faltungsformel)
Sind X, Y diskrete Zufallsvariablen auf (Q, A, P), dann ist auch die Summe X + Y diskret verteilt.
Sind X und Y unabhdngig, so gilt fiir die Verteilung von X + Y

P(X+Y=k) = Z P(X = k- B)P(Y = b).
beY(Q)



Summen von (unabhingigen) Zufallsvariablen

Definition (Faltung)

1. Sind g1 ..., up, Wahrscheinlichkeitsmafle auf B(R), so heifit das Bildmafl vom Produktmafd
[ ® - -+ ® up, unter der Abbildung h,(x, ..., x,) = X1 + - - - + x, Faltung der Mafle. Wir
schreiben pq * - - - % p, fur die Faltung.

2. Sind X, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen auf (Q, A, P), so heifit P; * - - - « P, Faltung
von Xy,..., Xp. Esgilt Xg+ -+ X ~ Py - = Py,

Satz (Stetige Faltungsformel)
Seien py, i, Wahrscheinlichkeitsmafle auf B(R) mit Verteilungsfunktionen Fy, F,, dann gelten:

1.y % pa(B) = fo pn(B—y) dpa(y) fiir alle B € B(R).
2. Firallet € R gilt

g @2 Fuvos (1) = /R B — s

PC 3(A9) ﬁ(:) = (EFL-/L‘.,/«,A3 Gky)]) = e T4 (xy)) s



Summen Summen von (unabhédngigen) Zufallsvariablen

Satz (Stetige Faltungsformel fiir Zufallsvariablen)
Seien X, Y unabhdngige, absolutstetige Zufallsvariablen mit Dichten fx, fy, dann ist auch X + Y
absolutstetig mit der Dichte

Srav(x) = ‘/fo(x— Vfy(y)dy, xeR.



Abkiirzung iiber momenterzeugende Funktion

Die Faltung explizit zu berechnen ist meistens mithsam. Oft konnen wir aber zum Gliick eine
Eigenschaft der momenterzeugenden Funktion ausnutzen, um uns das Leben etwas einfacher zu
machen.

Satz

Seien X, Y Zufallsvariablen fiir die die momenterzeugenden Funktionen My, My in (—e, €) fiir ein
€ > 0 existieren. Falls Mx(t) = My(t) fiiralle t € (—¢,€), sogilt X ~ Y.

Uber die momenterzeugende Funktion der Summe von unabhingigen Zufallsvariablen kénnen

wir folgendes sagen:

Satz
Sind X und Y unabhdngige Zufallsvariablen mit Mx(t), My (t) < oo fiirt € R, so gilt auch

Myxry = Mx()My(t).



Aufgabe 1

Seien X ~ Exp(A1), Y ~ Exp(A) unabhéngige Zufallsvariablen auf (Q, A, P).
Zeige, dass fiir die Summe gilt

X+Y~T(21).
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeit)
Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heifit

P(AN B)

P(B) = Pe M)

bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

P(A|B) =

Definition (Unabhingigkeit)
Die Ereignisse A, B € A heiflen unabhingig, falls

PANB) =P(A)-P(B). P~ (A)
Sofern P(B) > 0 ist das aquivalent zu

P(A|B) = P(A).



Aufgabe 2

Sei X ~ Geo(A) fur ein p € (0, 1). Zeige, dass X (bzw. die geometrische
Verteilung) gedéachtnislos ist, d.h.

P(X > n+k|X > k) = P(X > n)

fur alle k, n € N.
Hinweis: Die Verteilungsfunktion Fx ist gegeben durch Fx(n) =1— (1— p)” fiir
n e N.



S Lwnew
ol p(x2 )
Pl X 2atk| X>k) = 2atl | Xslk

P (c>w)
?CX‘—U\H@)

Pxow)

_ A-F(wt V-.-’l)
N - Fell)

+w-n )

A-CA-(ap)
A= Q1= @9)%)




=0-0)"" = PlKaw)



