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Verteilungsfunktionen

Definition
Eine Funktion
F:R — [0,1], x F(x),

welche die Eigenschaften

i) 0 < F(x) < 1furalle x € R,
ii) F ist monoton steigend,
iii) F ist rechtsseitig stetig,

iv) lim F(x) =0und lim F(x) =1,
X——00 X—+00

erfillt, heif3t

« Auf dem Ubungsblatt habt Ihr gezeigt, dass jede Verteilungsfunktion eines
Wahrscheinlichkeitsmafles diese vier Eigenschaften erfiillt.
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Aufgabe 1

Sei
fFTR-SRS,  xe f(x),

eine stetige und integrierbare Funktion, die die
Eigenschaften

i) f >0,
i) [~ f(x)dx=1,

erfullt. Zeige, dass
t
F(t) ::/ f(x)dx, teR,

eine Verteilungsfunktion ist.
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Verteilungsfunktionen von Wahrscheinlichkeitsmafien

Definition
Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (R, 8(R)). Dann heif3t die Funktion

F: R — [0,1], x> P((—o0,x])

« Esgilt:
P((a b]) = F(b) - F(a)

fura< beR.



Verteilungsfunktionen und W-Mafe

Sei (Q =R, A = B(R),P) ein W-Raum. Wir kénnen die Verteilung des
Wabhrscheinlichkeitsmafles nun durch zwei verschiedene Objekte beschreiben. Zum einen der
abstrakte Begriff des Mafles, d.h. eine Abbildung

P:B(R) — [0,1], A P(A).

Mafle kdnnen wir fir beliebige o-Algebren definieren, die Definition ist sehr allgemein. Fiir den
Fall (Q =R, A = B(R)) kdnnen wir auch Verteilungsfunktionen betrachten, d.h. Abbildungen
F: R — [0, 1]. Diese sind sehr viel anschaulicher und es gibt eine 1-zu-1 Beziehung von
W-Maflen auf B(R) und Verteilungsfunktionen. (Stichwort: Carathéodory)
Es gilt fir a, b € R mit a < b:

P((a b]) = F(b) - F(a).



Verteilungsfunktionen und Dichten

Falls eine Verteilungsfunktion absolut stetig oder diskret ist, konnen wir noch ein weiteres
Objekt betrachten, ndmlich Dichtefunktionen (siehe Aufgabe 1).

Fur den absolut stetigen Fall haben wir dies schon in Aufgabe 1 gesehen, da fiir eine
Dichtefunktion f durch

t
F(t) :=[ f(x) dx

eine Verteilungsfunktion definiert wird. Die Verteilung der Masse des zugehorigen W-Mafles
wird durch die Dichte nochmal deutlicher charakterisiert, sieche nachste Folie.

Es gilt namlich

P = [ £ v



Verteilungsfunktionen und Dichten

Die Normalverteilung N (, 0%) mit g € R, o > 0 ist definiert als das Wahrscheinlichkeitsmaf} auf
(R, B(R)) mit Verteilungsfunktion

F-R—[01], ¢ / SR B
‘R — [0,1], — e 202 dx.
—00 V21o?

Welchen Einfluss haben die beiden Parameter p und o?



Die Normalverteilung (u = -3, o? = }1 Rot, u =0,

Dichten
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Verteilungsfunktionen (ndherungsweise)



Diskrete Verteilung
£
5

Ist F diskret mit Werteh ay, ..., ay und Wahrscheinlichkeiten py,. .., py, so gilt

N
7 205 —
‘EAPQ"/I

N
F(t) = Zpk1[ak,oo)a und Pr(A) = Z Pk-
=1

ag€A

P hat also viel Masse im Punkt ay, falls die zugehorige Wahrscheinlichkeit py grof3 ist.
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Aufgabe 2

Zeige, dass fiir eine absolutstetige Verteilungsfunktion F mit Dichte f
tatsachlich gilt

Pe(4) = [ 700 dx

fur A € B(R).
Hinweis: Ihr diirft annehmen, dass es sich bei der rechten Seite um ein Maf} handelt.

£= {(abl: o be ,acpd
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Messbarkeit von Funktionen

Definition
Seien (Q, A), (Q’, A’) messbare Raume und f: Q — Q’. Dann heif3t f , falls
flA)en
fur alle A" € A’ gilt.
« Ist & ein von A’, dann ist die Messbarkeit von f dquivalent zu

Ec& = f'(E)e A. (Satz2.1.4)

« Der obige Satz ist sehr nitzlich um die Messbarkeit von Funktionen nachzuweisen.



Erzeuger von B(R)

Zusammen haben wir schon gezeigt, dass zum Beispiel die folgenden Mengensysteme Erzeuger
von B(R) sind:

E1 ={(~o00,t) : t € R},

Ey = {(—oo,t] : t € R},
E3:={(a,b) :abeR,a< b},
Es:={[a,b] :abeR,a< b},
Es = {(t,0) : t € R},

E = {[t,™) : t € R}.

Mit Satz 2.1.4. missen wir um die Messbarkeit einer R-wertigen Funktion nachzuweisen, also

nur die Urbilder der Mengen in einem dieser Mengensysteme betrachten.



Messbarkeit reellwertiger Funktionen

Wenn f : Q — R eine Funktion von einem messbaren Raum (Q, A) nach (R, B(R)) ist, reicht es
also zum Beispiel aus zu zeigen, dass die Menge

f<th={oeQ:f(o) <t} =f"((~c0,1)

fur alle t € R in A enthalten ist, um folgern zu kdnnen, dass f A — B(R)—messbar ist.

LAY = f fed'3



Messbarkeit numerischer Funktionen

Fiir numerische Funktionen (also f : Q — R := R U {—00, 00}) funktioniert das analog, da nach
der Vorlesung
Es = {[—oo,t] :te R}, &Eg:i={[-o0,t):teR}

Erzeuger von B(R) := {BC R : BN R € B(R)} sind.



Aufgabe 23 )

Sei (Q, A) ein messbarer Raum und (f,,, n € N) eine Folge messbarer
numerischer Funktionen mit f,,: Q@ — R fiir alle n € N.

a) Sei a € R Zeige, dass die Shift-Abbildung
h:R->R, x+—x+a

messbar ist.

b) Zeige, dass die fiir € Q punktweise definierte Funktion
g(w) = inf f1(w)
neN

messbar ist.

LW R
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