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Maß

Definition
Für eine f-Algebra A heißt ` : A �! [0,1] ein Maß auf A, falls folgende Eigenscha�en
gelten:

1. ` (;) = 0

2. Sind A1,A2, ... 2 A paarweise disjunkte Mengen, so gilt ` (
1œ
k=1

Ak) =
1Õ
k=1

` (Ak). Wir nennen

diese Eigenscha� f-Additivität.

Ein Maß ` heißt endlich, falls ` (⌦) < 1. ` heißtWahrscheinlichkeitsmaß, falls ` (⌦) = 1.
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Aufgabe 1

a) Sei ` ein endliches (und nicht triviales) Maß auf einem messbaren Raum
(⌦,A). Zeige, dass für ein c 2 R auch è := c · ` ein endliches Maß ist. Wie muss
c gewählt werden, damit èein W-Maß ist?

b) Sei (⌦,A) = (N,P(N)). Betrachte das Maß

` : A ! [0,1), A 7!

n’
k=1

Xk (A) k

für ein n 2 N. Wie muss c hier gewählt werden, damit das Maß è := c · ` ein
W-Maß ist?
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a) Sei Cato
. Überprüfe Eigenschaft

④ Für AEA gilt gilt) # c.µ (A) 70 ,da czo &

Def.
µ Maß ~ ist Meß

(1) (d) = c-µ4) = c.0=0

(2) Seien An ,Ari . . . EA per disjunkt
Def

( VAN ) = c-µ (
VAN )!! -2

n≥- n"
„„ µ
(Aa )

alle Def.

Summen >◦ = ¥ c-recta) = In üc.tn )@
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Def.
ist endlich

,
denn (r) = Euch ) los

Dauert
µ ein w-Maß ist , muss gelten

Def .
1
! (h) = c.

µ (s ) ⇔ c-
1-

um
b) tut a) 6Gt , dass für die Wahl <=#µ)
ist ni ein W

-

Maß .

µ(A) ESKIN) -K = In= Mutt ⇒⇐2-ncatn)
4=155 hin @



Die Borelsche f-Algebra
Definition (Erzeugte f-Algebra)
Für E ✓ P(⌦) heißt

f (E) =
Ÿ

E✓B,B f�Alg.

B

die von E erzeugte f-Algebra. f (E) ist die kleinste f-Algebra, die E enthält. Falls A = f (E), so
nennen wir E Erzeuger von A.

Definition (Borelsche f-Algebra)
Sei die Grundmenge ⌦ = R gegeben und O die Menge aller o�enen Teilmengen von ⌦. Dann
heißt

B(R) : f (O)

die Borelsche f-Algebra der reellen Zahlen.

• Die Borelsche f-Algebra ist also die kleinste f-Algebra, die alle o�enen Teilmengen von R

enthält.
• Die Borelsche f-Algebra hat aber noch viele weitere Erzeuger. 5



Wie zeigt man Gleichheit von erzeugten f-Algebren?

Seien 2 Mengensystem E1 und E2 gegeben. Wir wollen f (E1) = f (E2) zeigen. Dazu nutzen wir
folgende Eigenscha�en:

• Für Mengensysteme A und B mit A ✓ B gilt f (A) ✓ f (B),

• f (f (A)) = f (A).

Beide Eigenscha�en folgen unmi�elbar aus der Definition der erzeugten f-Algebra. Nun zeigen
wir

• E1 ✓ f (E2) und

• E2 ✓ f (E1).

Somit folgt aus den oberen Eigenscha�en f (E1) ✓ f (f (E2)) = f (E2) und analog auch
f (E2) ✓ f (E1).
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Aufgabe 2

Zeige, dass die folgenden Mengensysteme Erzeuger der Borelschen f-Algebra
B(R) sind:

E1 : {A ✓ R : A abgeschlossen},
E2 : {[a, b] : a, b 2 R, a  b}.

Ihr dür� verwenden, dass E := {(a, b) : a, b 2 R, a  b} B(R) erzeugt.
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a. Zuerst zeige rar) = rco)
"Esch

uf Teich : Er C- rco) sowie 0 Erler)

sei also AEG
, d.h. A ist abgeschlossen .

Da""
ist AC offen

,
d.h. ACE ◦(O)

.

Also if auch

(Ac )
'
-A Eoco)

,
da rco) r-AG . ist.

Sei EEO , dann ist EC abgeschlossen und
insb

. ECEOCG) und mit Eigciil eine r-tes and
E-= LEH £ over)
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- Nun OTE>) - of):P#p)
sei also [a. b) E Ez

.

Es gilt

[a. BB = M (a- I. ist f.) EHE)
^^

LEH Er ≤ ◦CG)
t En EHE≥)
-

?⃝
⇒ Gleichauf

⇐ (E) [den •- Atg dererz- F-Ag.

Ebenso Cab) - [atfya.by?J-E8G)cdaU-stabil



Dynkin-Systeme vs. f-Algebren
Definition (Dynkin-System)
Sei ⌦ eine nichtleere Menge. Ein Mengensystem D heißt Dynkin-System (über ⌦), falls
folgende Eigenscha�en erfüllt sind:

(i) ⌦ 2 D,

(ii) A 2 D =) AC
2 D,

(iii) A1,A2, . . . 2 D paarweise disjunkt =)
œ

1

i=1 Ai 2 D.

Definition (f-Algebra)
Sei ⌦ eine nichtleere Menge. Ein Mengensystem A heißt f-Algebra (über ⌦), falls folgende
Eigenscha�en erfüllt sind:

(i) ⌦ 2 A,

(ii) A 2 A =) AC
2 A,

(iii) A1,A2, . . . 2 A =)
–

1

i=1 Ai 2 A.
9
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Aufgabe 3

Sei n 2 N eine gerade Zahl und

D = {A ✓ N | #(A \ {1, ..., n}) gerade oder 0}.

a) Zeige, dass D ein Dynkin-System (über N) ist.

b) Ist D auch eine f-Algebra (über N)?
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a) Überprüfe Eigenschaft
① NED

,
dem # ( IN nsh.int) = # Steintor

gerade nach V55

(2) Sei AED
. ZI ACED

,
dh

.

# CAUSA .int ) gerade
oder 0 .

AufC-- N

# (1-cnn.in?I--n-#CAn41i-inI ) gerade oder 0

E.
den AED
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3) Sein 1-1,1-2. - ≤ IN pw . disjunkt .

Dann haben höchstens n Neuer einen niederen
Schnitt mit 51. . - in }

. Sei diese Anzahl gesehn
durch ◦≤ an ≤ n

.
8- die ersten m viele

.

Dann
Cs S. 0 .

# ( OAU nun ..int ) = # (Ü Ak nhi.int )
hin hin

disi! TI #(Aurich . .in? ) gerade oder 0,G-n-

gerade oder 0 d.h . WAK ED
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D ist hehe-o-AG.edu- ZB . gilt für n -4

51,23 €8 & 543 ? £8

Aber 91,2715432--527 # D
,
denn

# ( 427m51. ..ie?)=1unfen-oll
Also ist D nit n-stabil und unt

Hauptsatz für D-S Ggf : D ist keine 8-1-5 .


