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1. Das Lebesgue-Mafl auf einem Intervall.

In dieser Aufgabe zeigt ihr, dass die zwei Ansétze aus Bemerkung 1.4.5 der Vorlesung gleich
sind.

Ansatz 1: Sei B([0,1]) := o({(a,b] | 0 < a < b < 1}) und Xy die Fortsetzung der Mengenfunk-
tion A : {(a,b] |0 <a <b<1} — R,(a,b] — b— a auf B([0,1]) ist. Diesen Ansatz nennen wir
Lebesgue-Maf§ durch Carathéodory.

Ansatz 2: Sei B([0,1]) := {BN[0,1] | B € B(R)} und Xjg1(B) := A(B), B € B([0,1]), wo-
bei A das Lebesgue-Maf} auf B(R) bezeichnet. Diesen Ansatz nennen wir Lebesgue-Mafl durch

Einschrankung.
a) Zeige, dass die o-Algebren der beiden Ansétze gleich sind. (2 Punkte)
b) Zeige, dass 5\[0,1] und Ajg 1) MaBe auf B([0, 1]) sind und 5\[071] = Ao, gilt. (2 Punkte)

2. Eigenschaften messbarer Funktionen.

Seien die messbaren Riume (Q, A), (2, A"), (", A”) und die messbaren Funktionen
f:Q=Q, ¢g:Q —=qQ"
gegeben.

a) Zeige, dass g o f A-A"-messbar ist.

(2 Punkte)

b) Zeige, dass o(f) = {f1(A) : A € A’} die kleinste o-Algebra ist, beziiglich der f messbar
ist.

(3 Punkte)

¢) Zeige, dass fiir zwei o-Algebren B, B’ mit A C B und B’ C A’ die Abbildung f auch (B, B')-
messbar ist.

(2 Punkte)

3. Der Vektorraum der messbaren Funktionen.

Sei (2,.A) ein messbarer Raum. Zeige, dass fiir A-B(R)-messbare Funktionen

Q=R ¢g:Q—>R



und o € R auch
af7f+gvf_gafg
A-B(R)-messbare Funktionen sind. Folgere daraus, dass der Raum der A-B(R)-messbaren Funk-

tionen ein Vektorraum ist.

Hinweis: Addition und Multiplikation sind hier punktweise zu verstehen, also zum Beispiel
(f +9)(w) = f(w) + g(w) fiir alle w € Q.
(6 Punkte)

4. Bildmafle von Pseudoinversen.
Sei P das Maf der Verteilung U([0,1]) auf B(R), F' die Verteilungsfunktion einer diskreten

Zufallsvariable, die nur endlich viele Werte annimmt und
F71:00,1] - R,z — inf{s € R | F(s) > x}.
Als Konvention benutzen wir hier inf ) = —oo.

a) Zeichnet fiir das Beispiel F: R — [0,1],2 — Y5, %l[kpo)(x) die Funktion F~1.

(2 Punkte)
b) Zeige, dass F~1 (B([0,1]), B(R))-messbar ist. (2 Punkte)
¢) Bestimme die Verteilungsfunktion des BildmaBes P o (F~1)~1 an. (8 Punkte)

Hinweis: (F~1)~! bezeichnet das Urbild der Abbildung F~'. Weil die Notation schrecklich
aussehen wiirde, nutzen wir hier eine alternative Schreibweise fiir das Bildmaj$: Statt g

schreibt man manchmal auch po f=1.

Die Lésungen sind bis Mittwoch, den 6. Oktober 2021, 10:00 Uhr, in Ilias abzugeben.



