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Erinnerung: Allgemeine Verteilungsfunktionen

Definition
Eine Funktion
F:R — [0,1], x F(x),

welche die Eigenschaften

i) 0 < F(x) <1furalle x € R,
ii) F ist monoton steigend,
iii) F ist rechtsseitig stetig,

iv) lim F(x)=0und lim F(x) =1,
X—>—00 X—+00

erfullt heifit

« Jede Verteilungsfunktion korrespondiert mit genau einem Wahrscheinlichkeitsmafd auf
(R, B(R)). (Carathéodory+Vorlesung)



Erinnerung: Verteilungsfunktionen von Wahrscheinlichkeitsmaflen

Definition
Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (R, 8(R)). Dann heif3t die Funktion

F: R — [0,1], x> P((—o0,x])

« Esgilt:
P((a b]) = F(b) - F(a)

fura< beR.






Die Normalverteilung

Die Normalverteilung N (p, o?) mit 1€ R, o> 0ist definiert als das Wahrscheinlichkeitsmafy auf
(R, B(R)) mit Verteilungsfunktion

1 _(x=p)?
e 22 dx.
V20?2

Welchen Einfluss haben die beiden Parameter y und o?

t
F: R — [0,1], tv—>/

« Die Normierungseigenschaft fiir Wahrscheinlichkeitsmafie wurde in der letzten Ubung fiir
1 =0und o? = 1 gezeigt, der allgemeine Fall folgt per Substitution.



Die Normalverteilung (u = -3, o? = }1 Rot, u =0,
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Aufgabe 1

2
Sei fiir ¢ € (0, 1) die Dichtefunktion 1.5
f:R > R3,

1

2(1 1x]l (x)+2 L X b (x)
X = - c S c
c (0] 1-c 1-c (e1]
0.5

gegeben.
Berechne die Verteilungsfunktion von f.
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Erinnerung: Messbarkeit von Funktionen

Definition
Seien (Q, A), (Q’, A’) messbare Raume und f: Q — Q’. Dann heif3t f , falls
flA)eA
fur alle A” € A’ gilt.
 Ist & ein von A’, dann ist die Messbarkeit von f dquivalent zu

Ec& = fY(E)eA. (Satz2.1.4.)

« Der obige Satz ist sehr nitzlich um die Messbarkeit von Funktionen nachzuweisen.



Erinnerung: Erzeuger von B(R)

Zusammen haben wir schon gezeigt, dass zum Beispiel die folgenden Mengensysteme Erzeuger
von B(R) sind:

E1 ={(-o00,t) : t € R},

Ey = {(—oo,t] : t € R},
E3:={(ab):abeR,a< b},
Es:={[ab] :abecR,a< b},
Es = {(t,0) : t € R},

E¢ = {[t,™) : t € R}.

Mit Satz 2.1.4. missen wir um die Messbarkeit einer R-wertigen Funktion nachzuweisen, also

nur die Urbilder der Mengen in einem dieser Mengensysteme betrachten.



Messbarkeit reellwertiger Funktionen

Wenn f : Q — R eine Funktion von einem messbaren Raum (Q, A) nach (R, B(R)) ist, reicht es
also zum Beispiel aus zu zeigen, dass die Menge

(F<t)={oeQ:f(w) <t} =f((~o0,1))

fur alle t € R in A enthalten ist, um folgern zu kdnnen, dass f A — B(R)—messbar ist.



Messbarkeit numerischer Funktionen

Fiir numerische Funktionen (also f : Q — R := R U {—00, 00}) funktioniert das analog, da nach

der Vorlesung
Es = {[-oo,t] :te R}, &gi={[-oo,t):teR},

Erzeuger von B(R) := {BC R : BNR € B(R)} sind.



Aufgabe 2

Sei (Q, A) ein messbarer Raum und (f;,, n € N) eine Folge messbarer
numerischer Funktionen mit f,: Q — R fiir alle n € N.

a) Zeige, dass die fir w € Q punktweise definierten Funktionen

gi(w) = ig&fn(w), &(w) = sgsfn(w),
g(w) = liTerianfn(w), gi(®) = lim sNupfn(w),

messbar sind. (Die Ausdriicke sind wohldefiniert, da bei numerischen
Funktionen auch die Werte +co, —co erlaubt sind.)
b) Zeige, dass falls fur jedes w € Q der Grenzwert

f@) = lim fo(e)

in R existiert, auch f eine messbare numerische Funktion ist.






