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1. (10 Punkte) Widerholen Sie den Beweis vom Satz von Peano genau fiir das An-
fangswertproblem

{x/ = Vel (0.1)

Im Beweis bitten konstituieren Sie explizit die Lipschitz-stetige Approximationsfol-
ge fn, die gegen \/|z| gleichméfig auf [—dy, dp] konvergiert fiir beliebige dy > 0.

Losung:

Sei f(z) := \/m . Die Funktion ist nicht Lipschitz-, sondern gleichméfig stetig. Um
dem Beweis von Priiss Satz 6.1.1 zu folgen, brauchen wir folge Funktion {f,}nen ,
sodass sie Lipschitz und gleichméflig Konvergenz zu f ist. Oder wie der Beweis des
Existenzsatzes in Priiss,

|[fulz, )| < M +1,
wobei M := max{|f(x,t)| : (t,x) € J5, x B,(0)}, fiir 5,7 > 0.

In dieser Losung fithren wir jedoch etwas ein, das als ‘Mollifier’ bezeichnet wird.
Es handelt sich dabei um ein gebriuchliches Werkzeug von Calculus, das bei der
‘Gléattung’ der Ecke der Funktion verwendet wird.

Definition: (Mollifier) Eine glatte nicht-positive Funktion ¢ € C°°(R?), Vd >
1 heifit ‘Mollifier’, wenn die die folgenden 3 Bedingungen erfiillt::

(a) ¢ hat kompakten Stiitzenbauformen (Compact support),
(b) fRd Y = 17

(¢) limy_s00 () := lim,, oo n~%(z/n) = §(2),

wobei 0 Dirac-delta Funktion ist. Ein Beispiel fiir solche Mollifier: fiir alle x € R,
definieren wir ¢ ,

——1), if |z| < 1,
p(r) = {exp< 1"90\2) if |2]

0, if |z] > 1.

Fiir alle n € N, wir definieren der Mollifieréls

fn(x) = (@n * f)(x)a

wobei ¢, Mollifier ist und * als Konvolution bezeichnet. Ohne Beweis, wir haben
die folgende Eigenschaft des Mollifier:



(a) fo, =3 f gleichmiBig in jeder kompakten Menge,
(b) fn. € C™.

AuBlerdem,

Holder

@< [ leale =il "< max £@) [ oty

Deshalb folgt der Beweis von Satz 6.1.1 (p. 119).
. (10 Punkte) Beweisen Sie den Forsetzungssatz fiir nichtfortsetzbare Losung, .d.h,

Sei G C R"™! offen, f : G — R" stetig und (g, z0) € G. Sei z,, eine auf (t_,1,)
definierte nichtforsetzbare Losung von

/ — t

Y= fln), 02
.ﬁE(to) = T,

dann der rechte Endpunkt ¢, ist durch die folgende Alternativen charakterisiert ist,

e . =00, T,,(t) ist eine globale Losung nach rechts.
o t, < oo und liminf,,,, dist((¢,z,(t)),0G) = 0.
o t, < oo, liminf, ;. dist((t,z,(t)),0G) > 0, und limy_;, |2, (t)| = oo.

Entsprechendes gilt fiir den linken Endpunkt ¢_.

Losung: Satz 6.2.1 (Priiss p.121). Beweis genauso wie Forsetzungsatz 3.17 im
Skript gefithrt werden, wenn mann anstelle des Picard-Lindel6f Satz den Satz von
Peano verwendet.



