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Es gibt zwei Teile in diesem Kurs. Der erste Teil befasst sich mit einer Einfithrung
fiir Gewohnliche Differentialgleichungen, wobei die elementare Losungsmethode,
Existenz und Eindeutigkeit, Stetige und differenzierbare Abhéngigkeit erldutert
werden. Der zweite Teil, die Dynamische Systeme, enthélt Elementare Stabilitéits-
theorie, Invarianz, Ljpunov-Funktionen und Stabilitdt, Ebene autonome Systeme.



Inhalt

Inhaltsverzeichnis

1

Einfiihrung

1.1 Einfithrung mit Beispielen . . . . . . . . .. ... ... ... ...
1.2 Ordnung Reduktion . . . . . . .. .. ... ... ...
1.3  Fragestellungen der Theorie . . . . . . . .. .. ... ... .. ..
1.4 Linienelement und Richtungsfeld . . .. . ... ... ... .. ..

Elementare Methoden

2.1 Trennung der Variablen. . . . . . . .. .. ... 00
2.2 Die lineare Differentialgleichungen . . . . . . . . . . ... ... ..
2.3 Die Bernoulli und Riccati Differentialgleichungen . . . . . .. ..
2.4 Die Exakte Differentialgleichungen . . . . . . .. .. ... ... ..
2.5 Impliziete Differentialgleichung erster Ordnung . . . . . . . . . ..

Existenz und Eindeutigkeit

3.1 Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis . . . . . . .. .. ... ...
3.2 Lipschitz Stetigkeit . . . . . . . . ... Lo
3.3 Der Eindeutigkeit Satz . . . . . . ... ... 0oL
3.4 Existenzsatz von Picard-Lindelof . . . .. ... ... ... ....
3.5 Picard Iteration . . . . . .. ... Lo
3.6 Fortsetzbarkeit und maximale Existenzintervall . . . . . . . . ..
3.7 Differential und Integralungleichungen . . . . . . ... ... ...
3.8 Globale Existenz . . . . . ... ...

Lineare Systeme

4.1 Homogene Systeme und Lésungsrdume . . . . . .. ... .. ...

4.2 Inhomogene Systeme und Variation der Konstanten . . . . . . . .

4.3 Bestimmung von Fundamentalsystem fiir Systeme mit konstanten
Koeffizienten . . . . . . . . . .. ...

4.4 Lineare Gleichungen hocher Ordnung . . . . . . . ... . ... ..

4.5 Lineare Differentialgleichung hocher Ordnung mit den Konstanten
Koeffizienten . . . . . . . . . ... o

Stetige und differenzierbare Abhingigkeit

5.1 Stetige Abhéngigkeit . . . . . . .. ... oL

5.2 Anwendungen der Abhangigkeit . . . . .. .. ..o
5.2.1 Comparison Prinzip . . . . . . . ... ... ... ... ..
5.2.2 Positivitat von Losungen . . . . . . . ... oo
5.2.3 Periodische Losungen . . . . . . . ... ... L.

5.3 Differenzierbarkeit der Losungen nach Daten . . . . . . . . .. ..

5.4 Dynamische Systeme . . . . . . .. ... oL

N NS VR V)

ot Ot

13
16

19
19
20
22
24
26
28
30
32

36
36
39

40
47

ol



INHALTSVERZEICHNIS

6 Elementare Stabilitdtstheorie 66
6.1 Definition der Stabilitat . . . . . ... .. ... 66
6.2 Ebene lineare autonome Systeme . . . . .. .. ... L. 68
6.3 Stabilitdt linearer Systeme . . . . . . .. ... L. 74
6.4 Das Prinzip der linearisierten Stabilitat . . . . . . .. ... ... 7
6.5 Ljapunov Funktionen (Lyapunov functionals). . . . . .. . .. .. 80
6.6 Anwendung der Stabilitdtstheorie zur Dynamik von Viren . . . . 87

7 Existenz von Peano 91
7.1 Existenzsatz von Peano . . . . . . . ... .. ... ... 91
7.2 Nichtfortsetzbare Losungen . . . . . . . . . .. ... ... ... 92
7.3 Stetige Abhéngigkeit . . . . . . .. ..o 93

8 Invariante Mengen 96
8.1 Invariante Mengen . . . . . . . . . ... oL 96
8.2 Invarianzkriterien . . . . . . . ... 100

8.3 Konvexe invariante Mengen . . . . . . . ... ... 101



1 Einfithrung

1.1 Einfiihrung mit Beispielen

Eine Differentialgleichung ist im allgemeinen durch die folgende Formel geschrie-
ben

h(t,z,«',--- &™) =0, teJCR ein Intervall (1.1)

wobei h:J X R" x R" x --- x R" — R" eine gegebene Funktion ist. t ist die
einzige unabhéngige Variable. (1.1) ist in impliziter Form, und die Gleichung, die
durch die Form

o™ = gtz 2™

gegeben ist heifft in expliziter Form.

Definition 1.1 Die Ordnung einer Differentialgleichung ist definiert durch die
hdchste nichttrivial enthaltene Ableitung. (1.1) hat die Ordnung m , sofern O, wmyh #
0 ist. Fine Funktion = : J — R™ heifit eine Liosung von (1.1) in J, falls
x € C™(J :R™) ist und die Gleichung (1.1) fir alle t € J gilt.

Bemerkung 1.2 Falls es mehrere unabhéngige Variable gibt in einer Differen-
tialgleichung, nennt man sie partielle Differentialgleichungen. Die Losungen sind
Funktionen mehrerer Variablen.

Beispiel 1.3 1. Das Bevolkerungswachstum Model

¥ =ar, acR"
wobei x(t) die Grofie einer Population zur Zeit ¢ ist, 2'(t) die zeitliche
Anderung der Population. o € R" ist die Wachstumsrate. Offensichtlich
ist z(t) = Ce™ die Losung mit einer Integrationskonstanten C', die durch
einen Anfangswert x(ty) = x¢ festgelegt wird.

2. Bevolkerungswachstum mit dem logistischhen Wachstum

v =ar(l-7), teR, a>0, k>0,

z(0) = o, k ist die sogenente Kapazitiat oder Séttigungswert.

Die Losungsdarstellung ist durch

LL’()]C
1) =
z(t) xo + e~ (k — x0)

gegeben und gegen k konvergiert fiir ¢ — +o00.



1.2 Ordnung Reduktion

3. Das Réuber-Beute-Model (Volterra-Lokta, 1924)

/

' = (a—by)xr = ax — by,

Y =y(—c+dx) = —cy + dyx.
wobei a,b,c,d > 0. x(t) ist die GroBe der Population der Beute zur Zeit
t und y(t) die GroBe der Population der Rauber zur Zeit ¢. ax und —cy

repredsentieren Wachstum der Beute und die Reduktion der Rauber. Das
Produkt zy représentiert die Interaktion der Spezies.

4. Das mathematische Pendel
2" 4 w?sinz = 0.
Diese Gleichung kann man mit Hilfe von dem 2. Newtonschen Gesetz her-
leiten. Die Gleichung ist nichtlinear. Die Taylor Entwicklung Formel liefert
dass fiir klein x, kann man die Funktion sinz mit x approximieren. Dann
eine Approximation des mathematischen Pendel lautet
" +wlr =0,

die eine lineare Differentialgleichung ist.

Definition 1.4 Fine Differentialgleichung heifst linear, falls sie linear in allen
abhingigen Variablen ist, also in x,a’,--- , ™ . Ansonsten heifit sie nichtline-
ar.

1.2 Ordnung Reduktion

Durch eine geeignete Substitution kann man Differentialgleichung hécherer Ord-
nong auf ein System erster Ordnung reduzieren.

Sei
y "™ =gty o,y Y) (1.2)
eine explizite Differentialgleichung m-ter Ordnung. Man setze
1 Y
x Yy’
= 7| = (1.3)
T y(mfl)

/ o)
?gj// €3
= : = : = f(t,x) (1.4)
(m) Lm
Yy ..



1.3 Fragestellungen der Theorie

Proposition 1.5 Die Funktion y € C™(J) lost (1.2) genau dann, wenn x €
CYJ;R™) das System (1.4) lést.

Bemerkung 1.6 Diese Reduktion auf ein System 1. Ordnung kann ebenso auch
fiir Systeme hoécherer Ordnung durchgefiirt werden.

1.3 Fragestellungen der Theorie

Die Losungstheorie betrifft sich auf eine Reihe von Fragen.

1. Existenz der Losungen? Wenn die Losungen existieren, wie viele? Sind sie
lokal oder global?

2. Eindeutigkeit der Losung.
3. Abhéngigkeit und Differenzierbarkeit der Losung von den Daten.
4. Wie berechnet man die Losungen? (Analytisch, Numerisch)

5. Qualitative Theorie (Eigenschaften der Losungen). Die Losungsverhalten
sind in Anwendungen sehr wichtig.

1.4 Linienelement und Richtungsfeld

Wir betrachten das Anfangswertproblem einer Gleichung
v = f(t7) (L5)
[E(to) = X9

wobei f:J xR —R und J CR ein Intervall ist.

Das Graph von z, (t,z(t)) heifit eine Losungskurve, die durch (tg,xo) lauft.
Der Anstieg der Kurve ist durch f(¢,z(t)) gegeben.

Definition 1.7 FEin Zahlentripel (t,z,m) wird geometrisch so bedeutet dass m
die Steigung einer durch den Punkt (t,x) gehenden Geraden angibt. (t,x,m)
nennt man ein Linienelement. Die Gesamtheit aller Linienelemente zu ausgewdhlen
Punkten (t,xz) € J x R nennt man Richtungsfeld der Gleichung ' = f(t,x).

Beispiel 1.8 2/ =2 + 22



2 Elementare Methoden

2.1 Trennung der Variablen
Wir untersuchen die folgende Differentialgleichung getrennten Variablen,
Z'(t) = h(t) - g(z). z(ty) = xo.

Die Hauptidee ist, dass wir die Gleichung so 'formal trennen’ dass gilt

Wir integrieren beide Seiten von (to, o) bis (¢,x) und folgt,

/ ﬁdw _ /t:h(t) dt.

Mit der Stammfunktionen von g bzw. h, bezeichnet G und H werden, haben
wir dann,

Dann ist die Losung durch folgende gegeben
w(t) =G~ (H(1)).

Satz 2.1 Seien h : (a,5) = R und g : (a,b) — R stetig, to € (a,B), o €
(a,b) . Die Stammfunktionen seien gegeben,

G(x) = /x % ds, sofern g(xzo) # 0,
H(t) :/t h(t) dr

Dann,

1. ist g(xg) =0, so ist x(t) = xo eine Losung auf (o, ),
Bemerkung: es kann jedoch weitere Losungen geben (nicht-FEindeutigkeit)

2. ist g(xo) # 0, so gibt es ein § > 0, sodass die eindeutig bestimmte Lisung
z(t) auf Js := (to — 0,tg + 0) mit x(ty) = zo durch z(t) = G (H(t)),
wobet t € J5 gegeben ist.

Beweis:



2.1 Trennung der Variablen

1. Wenn g(zo) = 0 ist, so ist x"to = h(to)g(zo) = 0. Dann ist es offenbar
x = 0 eine Losung. Beispiel fiir Nicht-Eindeutigkeit werden wir spater
geben.

2. Angenommen z = z(t) eine Losung ist. Nach der Voraussetzung, die g ist,
so ist g(z(t)). Da g(x¢) # 0; 36 > 0 sodass g(x(t)) # 0, Vt € Js;. Dann
gilt

a'(t)
g(x(t))

Mit der Kettenregel erhalten wir,

d _d(G(x(t) dz 2
aCC O =T T gy

Der Hauptsatz der Differential und Integralrechnung liefert,
G(z(t)) — G(xo) = H(t), Vt € J;.

Aufgrund von G'(z(t)) = %€ (z(t)) = m # 0, Vt € Js., ist die Funktion

G streng monoton nahe bei g . Dies stellt die Existenz der Umkehrfunktion
G~! und gilt

= h(t), Vt € J;.

z(t) =G (H(t)), Vt € J;.
Daher ist the Losung x(t) durch diese Darstellung eindeutig bestimmt.

|
Beispiel 2.2 2’ = —2x. Wenn z7 = 0, then ist z = 0 eine Losung. Sonst kann
man direkt rechnen.
d
& o ot
x

=In|z|=-2t+C
=z=c-e 2 VteR.

—

Abbildung 2.1: Beispiel 2.2.



2.1 Trennung der Variablen

Beispiel 2.3 2/ = /|z|. = 0 ist eine Losung. Aufgrund der Symmetrie des
Richtungsfelds, wenn x(t) eine Losung ist, ist —z(—t) auch eine Losung. Daher
ist es genug, positive Losungen zu zeigen.

d 1
—$:dt:>/—:t+c:>2ﬁ:t+c
0 V7

NG
2
t
:>x:( ;C) , t = —c.

Sei z(2) =1, dann die Losungen sind

£ t>0,
2(t) =40, e <t <0,
_ (e t< —c.

Und,

t2
=, t>0,
Z(t) = { !

0, t <0,

J

({

Abbildung 2.2: Beispiel 2.3.

Bemerkung 2.4 Das Beispiel 2.3 mit jedem Anfangswert hast unendlich viele
Losungen.

1. Wenn (xg,t9) = (0,0), ¢ = 0, dann verzweigen die Losungen sich direkt
an (0,0).

2. (Lokal eindeutig losbar) Wenn (zo,t9) # (0,0), ¢ # 0, dann hat man
zunéchst eine Losung, die einiger Entfernung von (xg,ty) verzweigt. Wenn
xr =0, gibt es viele Moglichkeiten: Die Losung kann an = = 0 bleiben, oder

mit x(t) = —% weiter gehen.



2.1 Trennung der Variablen

Satz 2.5 (Weiteres Ergebnis wenn g(xy) =0) Seien h : (a,5) — R und
g: (a,b) = R stetig. g(xg) =0 und g(x) #0, Voo <x <n+xy, fir n>0.
(bzw. xog—n < x < o) und ist das uneigentliche Integral

Tt s 0 ds
/ —_, (bzw. / —)
v 9(s) vo—n 9(8)
divergent, so gibt es keine Lisung, die von ober (bzw. unten) in die Gerade x = x
einmiindet (hineinfihren).

Bemerkung 2.6 Die Resultat zeigt nur eine Losung z(t) = zo gibt und die
Losungen z(t), die an einer Stelle > zq ist, bleibt in ihrem Verlauf > zq. (bzw.
<)

Beweis: Wir nehmen an es existiere eine Losung z(t), die nicht identisch gleich
xo ist. 0.B.d.A., Jtg <t und zy < z(t) < 29+ 1n sodass Vt < t, xy < z(t) <

xo+ 1, es gilt
z(t) d t
/ 4 / h(T)dr.
z(?) g9(s) i

Fiir t — t¢, bleibt das Integral f; h(7)dr beschrinkt. Wahrend lim; ¢, f;(%) %
divergent ist. Das ist ein Widerspruch. [

Beispiele fiir Trennung der Variablen. Sei f € C'.
1. o' = f(at+bxr+c), b#0. Sei
u(t) = at + bx(t) + ¢,
so gilt fir u

W=a+br'=a+0b-f(u).

t
u(t) = #, dann fiir u gilt die Gleichung
g0 20 _fw
t 12 t t
= = f(u) —u



2.2 Die lineare Differentialgleichungen

3. 2/ =f (%) , damit

a b
M = det [O‘ 5} £ 0. (2.6)

Die Gleichungen

at+bx+c =0,
at+ pxr+vy =0,

——

haben genaue Losung tg, zo. Dann setzen wir

2.2 Die lineare Differentialgleichungen

Seien ¢(t), h(t) € C(J). Wir betrachten die lineare Gleichung 1. Ordnung.
'+ g(t)x = h(t).

Ist h =0, so nennt man die eine homogene Gleichung, andernfalls eine inho-
mogene lineare Gleichung.

Proposition 2.7 Das Anfangswertproblem

'+ g(t)r =0,

x(to) = X, ty € J,
hat eine eindeutige Losung,

t
z(t) = xoe~ Jig () ds.

Die Losungsdarstellng kann man durch der Trennung der Variablen rechnen. Oder

nach dem direkten Rechnen wie folgend. Wir multiplizieren die Gleichung mit
Jiy 9(s) ds

e’to :

eftto 9(s) dsx’(t) + g(t)eftto 9(s) ds _ 0,
t /
= (6.[,509(3) ds{[‘(t)) — 07



2.2 Die lineare Differentialgleichungen 10

Nach dem Hauptsatz mit dem Integral ftl; , erhélten wir

= el 9 Brt) — z(ty) = 0,

= z(t) = e Jio 90) oy

Fiir die inhomogene Gleichung

{m' +g(t)r = h(t),

.Clﬁ(to) = Xy, Vit € J,

wir 10sen die mit der Methode der Variation der Konstant.
_ : t
Ansatz. z(t) = C(t) - e %®  wobei G(t) = J,, 9(s) ds.

Durchpassende Wahl von C(t) eine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung zu gewinnen. Wir setzen den Ansatz in die Gleichung ein,

2+ g(t)r = (C'(t) — g()C(t) + g(t)C(t) e ¢ = ¢ 76,

Dann gilt,
t
C' = h(£)eCD = CO(t) = / h(s)e€® ds + Co,
to

die eine allgemeine Losung ist. Nun setzen wir den Anfangswert ein, gilt
Ty — Ji(to) = C(to) . eiG(tO) = C()GO = C()

t
=z(t) = e ¢0 (/ h(s)e®®) ds + :L‘o)

to

¢ ) .
:>.T(t) = gjoe_ ftto 9(s) ds _|_/ h(3>€_ fto g(7) d7'+ft0 g(7) dr ds

to

, ¢
= zpe i 9 & +/ h(s)-e” Joot) drgg.

to
Satz 2.8 Das Anfangswertproblem

{x’ + g(t)x = h(t),

(L’(to) = Xy,

hat, wenn die Funktionen g(t), h(t) in J stetig sind und to € J ist, gnau eine
Lésung,

t t +
x(t) = 3:06_ j;fo g(s)ds —'—/ h(s) e fs Q(T)deS’ Yt € J.

to



2.2 Die lineare Differentialgleichungen

11

Alternative kann man wie folgenden direktes Rechnen. Fiir das Anfangswertpro-
blem,

' 4 g(t)x = h(t), xty) = .

s)ds

Multiplizieren wir die Gleichung mit eftto 945 Dann gilt,

(effo g(s)dsx>’ _ h(t)eftto s)ds

nach dem Haupsatz erhalten wir

t
t s
el 934y — gy = / h(s)elo 9D gg.

to

¢
= xz(t) = xpe Jrg 9(s)ds +/ h(s)els 9.

to

Superposition von Lésungen (fiir alle Lineare Operatoren L ) Einer Opertator
L ist linear, wenn Va,b € R, gilt

L(ag + b)) = aL(¢) + bL(Y).
1. Lx =2+ g(t)x, dann es folgt

hierbei ist A; reell, und ¢ durch lauft eine endliche Indexmenge.

2. Eindeutigkeit der Losung
Sind z, T zwei Losungen, d.h. Ly =h, LT = h. Soist z(t) = x(t) — z(t)
eine Losung der homogenen Differentialgleichung.

Lz=Lx— Lz =0.

Mit anderen Worten, alle Losungen x der inhomogenen Differentialglei-
chung sind durch x = T + z gegeben, wobei T eine fest gewéhlte Losung
der inhomogenen Differentialgleichung ist und z(¢) sind alle Losungen der
homogenen Differentialgleichung durch lauft.

Beispiel. 2/ +zsint = sin®t. Es ist fg sin sds = — cost+C und z(t; C) = C-e®"
die allgemeine Losung der homogene Differentialgleichung.

¢
z(t) :/ sin® 58185,
0

cost
U=COS s —
= eCOSt/ (u* — 1)e "du,
1

—qy|cost

= = ((u® — 1) 4 2u+ 2)e ™|}

=sin?t — 2cost — 2 + 4e°st!



2.3 Die Bernoulli und Riccati Differentialgleichungen 12

eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Dann ist die allgemeine Losung
der inhomogenen Differentialgleichung

2(t;C) = sin®t — 2cost — 2 + 4e°='7 1 O - e8!
=gin’t —2cost — 2+ C - e,

2.3 Die Bernoulli und Riccati Differentialgleichungen

Bernoulli-DGL
a' + g(t)z + h(t)z® = 0.

Wir multiplizieren (1 —a)z~. So erhalten wir,

(') + (1 = a)g()e' ™ + (1 - a)h(t) = 0,

die eine lineare Gleichung fiir o'~¢ ist.

Fiir das Anfangswertproblem

1+t

4+ 4+ 1+t =0
z(0) = —1.

Sei z = 273, dann erfiillt 2z die DGL

3
2 — z—3(14+t) =0, mitz(0) =—1.

1+1
Die Losung ist z(t) = (1 +¢)%(2t — 1). Zuriick zu x gilt
1 1
z(t) = 5 , —l<t< -
(1+1t)3(2t—1) 2

Riccati-DGL
o'+ g(t)x + h(t)a® = k(t).

Seien g, h, k, stetig. Im Falle k = 0, ist sie eine Bernoullische Gleichung.

Falls k(t) # 0, gibt es keine geschlossene Form. Aber wenn wir eine Losung
erkennen, konnen wir sie 16sen:

Seien x und ¢ zwei Losungen, dann erfiillt v = x — ¢, die Differentialgleichung,

u' + g(t)u + h(t)(x* — ¢*) = 0,
= u' + [g(t) + 20(t)h(t)|u(t) + h(t)u* = 0.

Das heift, dass u die Riccati Differentialgleichung erfiillt, sei z = u=!,

2 —1g(t) + 20(t)h(t)]z — h(t) = 0.



2.4 Die Exakte Differentialgleichungen
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Also kennt man eine Losung ¢, erhilt man alle Losungen in der Form
z(t) = o(t) + —-

z.B. fiir die DGL 2’ — 2% — 2tz = 2. Eine spezielle Losung ist ¢ = —¢t~!, dann
erfiillt z die DGL

2
z’—l—z(2t—¥)—|—1:O.
Eine Losung ist
2

t s
Z(t) = —tze_tg/ € ds
0

52

¢
—t — o2t / e ds.
0

Die allgemeine Losung fiir 2/ +z(2t — 2) = 0 ist z(¢;C) = Ct?e~" . Dann ist die
allgemeine Losung der Riccati DGL

1
x(t;C) = o(t) + 60) 13

—et’ <C -2 fg eSst)
- 1+ te? (C - 2f0t 632d8> .

2.4 Die Exakte Differentialgleichungen

Eine DGL 2’ = ¢(t,z) sei in der Form geschrieben,
f(t,z)dt + g(t,x)dz = 0.

Falls eine Funktion z(¢,x) existiert sodass,

0z 0z
f(t>$) - a und g(t>$) - aa
ist, dann nennt man die GDL eine vollstindige oder exakte DGL. z(t,z) =

const ist die allgemeine Losung in impliziter Form.

Eine Aussage aus Analysis: Fiir die gemischte zweite Ableitungen einer Funk-

. 022 022 . . . .
tion, d.h. F== und 7=, wenn die stetig sind, dann gilt,

0%z _ 0%z
otor  Oxot’




2.4 Die Exakte Differentialgleichungen

14

Daher erhalten wir ein notwendiges Kriterium fiir exate DGL,

of _ 9
or Ot
z.B.
tdt+xder=0

2(t,x) = /tdt

1
= §t2 + C(ZB)

Es gilt,

Anderenzeits.

dz 0 (1, ,
=0+ C'(z) ==,

= C) = %:ﬂ el

Also die Losung ist durch die folgende Form (impliziert) gegen,

1., 1
ol T ’

= ?+22=0C.

Bemerkung: Normalerweise ist % = 99 picht erfiillt. Man muss einen integrie-

ot
renden Faktor finden.

Der Integreirende Faktor:
f(t,z) dt+ g(t,x) de =0,

mit
af  Jg
dxz " ot
Wenn eine geeignete Funktion p(t,x) existiert, sodass

Afp)  O(gu)

or ot

dann nehmen wir p(t,x) einen integrierenden Faktor.

Es is dquivalent, dass

o ol af 0g\
o "t (%‘&)‘0-



2.4 Die Exakte Differentialgleichungen
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Die Hauptsache ist, um eine p zu finden. Das heifit man muss diese PDE Losen,
hart!

Bemerkung: Eine solche g ist genug. (Muss nicht alle Losungen von diesem
PDE erledigen.)
Beispiel

B ta?

T 1421227

/

welche ist dquivalent zu
tr dt + (14 2t°2%) dz = 0.

Die Gleichung fiir p lautet,

0 0
a—im?’ - a—’:(l + 26222) + pu(3ta? — 4ta?) = 0.
Wir versuchen, fiir g—‘t‘ = 0, eine Losung zu finden, d.h. g ist nun nur von x
abhéngig. Dann reduziert die Gleichung fiir p auf
0
odag w = p==C-
ox

Da nur eine Losung benétigt wird, nehmen wir einfach C' = 1. Daher gilt

trt dt + (v 4 2t%2%) dv = 0,

9] t? 2t
a—j =tz = 2= 3345 +Ci(z) = Tx + Cy(x).
Entsprechend ergibt
0z 2 At
gy — Lt p=g ot 5(t)

Nun vergleichen wir die beide Losungen fiir z, erhalten wir

2
Cy(t) = 0 und Cy(z) = % +C.

Damit lautet die allegmeine Losung

2? + P2t = C.
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2.5 Impliziete Differentialgleichung erster Ordnung

F(t,x,2') =0, wobei F € C(R?).
Sei (t,7,p) € D C R?® sodass F(t,7,p) =0.

Wenn es eine Umgebung U C D von Punkt (¢,%,p) gibt sodass F(t,z,p) =0
eine eindeutige Losung in der Form

b= f(t7x)7

mit eine stetigen f in U hat, dann nennen wir (¢,7,p) einen reguldren Li-
nienelement. Die nichtregulédre Linienelement nennen wir Singulére, und (¢, )
ein singulérer Punkt, wenn es ein singldres Linienelement (¢, x,p) gibt.

Beispiel:
(2")? = 4t*, p= %2t

Linienelemente sind die Tripel (¢, z, £2t).
Losungen sind die Parabeln x = C' £ 2.

Nur fiir ¢+ = 0 ist eine Auflésung von p*? = 4t? in explizierter Form unméglich,
d.h. Singuldr sind die Linienelemente (0,z,0) und Punkt, (0,z), also die x-
Achse.

Satz 2.9 Sind in einer Umgebung von (t,z,p) € D die Funktionen F(t,z,p)
und Fy(t,z,p) stetig und ist F(t,z,p) =0, F(,z,p) # 0, so ist (t,z,p) ein
requldres Linienelement.

Den Beweis kann man mit Hilfe von dem Satz der implizierten Funktion durch
geben.

Parameterdarsellung mit 2’ als Parameter
Beispiele

1. t=g(x), geC'.
Sei 2’ = p. Hier ist t(p) = g(p) gegeben, und die Losungskurven sind

tp) =g(p),
z(p) = [p-dp) dp+C,

= - £ verwendet wird.

de __ dz/dp dr __
dp p dp

dt — dt/dp

wobei p =

2. z=g(z'), ge C.
die Losungskurven sind

{x<p> = g(p),

tp) =[LPdp+C,
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. _dx _ dz/dp dt _ dx . . .
wobel p = T = — W T dp = dp /p verwendet wird. Ferner ist die

konstante Funktion = = g(0) eine Losung falls 0 € J.

3. (Clairaut-Differentialgleichung) = = tz’ + g(2'), g € C*.
Aus z(p) =t(p) - p+ g(p) folgt

de  dt
ap dp -p+t(p) +g'(p).
Dann mit Z—i =p- g—; erhalten wir
tp) =-9'(),
x(p) = —pg' )+ 9(p).

Dies ist eine Losung. Es ist offensichtlich dass alle Geraden z = ¢t + g(c),
Ve € J auch Losungen sind.

4. x =t +e*
Losungskurven sind die Geraden = = ct + e°, ¢ € R und ihre Envelope

t = —eP,
z = (1—pe?, peR,

= x=t(n(-t)—1), t<O0.

5. (d’Alembert Differentialgleichung) = = tf(z') + g(2’) .

S a(p) = tf(p) + g(p),

N % _ j_; F () + @) () + 9 (p),

mra dt_ Up)f'(p) +9'(p)

dp p—f(p)

Es ist eine lineare Gleichung fiir #(p) , die lésbar ist. Daher wird z(p) durch
z(p) = t(p)f(p) + g(p) ausgegeben.

Zusammenfassung: Fiir die implizierte erste Ordnung DGL,
F(t' z,2") =0,

kann man 2’ = p als Parameter nennen, also F(t(p),x(p),p) = 0. Nach der
partiallen Ableitungen gilt

dt dx
F-—+4F, —+4+F =0,
t dp+ dp+ P
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Mit Hilfe von Z—z =p- 3—; erhélt man

ﬁ_ F, dda: p-F,

———— und — = ————.
dp F+pF; dp F, + pF,
In vielen Fallen, kann man nur einer der obigen Formen benutzen, z.B.,
dt G,(t,p)
r=Gt71) = —=—2""2_ 2(p) = G(t(p),p),
() = G = - () = G(Hp).p)

t=H(z,2') = j—ﬁ = %, (p) = H(z(p), p).
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3

Existenz und Eindeutigkeit

Im diesen Abschnitt betrachten wir das Anfangswertproblem 1. Ordnung System

t = f(t, x) (3.7)
ZE(to) = X9

wobei f : G — R" und G C R™"! offen ist. Die Existenz und Eindeutigkeit
dieses Problems werden gezeigt.

3.1 Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis
e Linearer Raum
e Normierter Raum
e Metrischer Raum
e Konvergenz und Vollstdndigkeit. Ein linear normiert Raum L heif3t vollsténdig,
wenn jede Cauchy-Folge von Elementen aus L einen Grenzwert in L be-
sitzt.
Beispiel 3.1 e R" der n dimensionale Euklidische Raum.

Elementen sind durch a = (a1, as, - ,a,) = (a;) dargestellt.

Addition und Multiplikation sind durch a 4+ b = (a; + b;) und Aa = (Aa;)
gegeben.

Die folgende dquivalente Normen sind verwendet werden kann

* lalla = v/a? + -+ + a2, die Euklid-Norm

* lally = |ai] + -+ - + |an|, die Summern-Norm

* la)|leo = maxi<j<p |a;|, die Maximum-Norm
Es sei K C R" eine kompakte Menge und C(K) die Menge aller auf K
stetigen reellwertigen Funktionen f(z), =z € K.
C(K) ist ein linear Raum, da f+ g, \f € C(K) gilt fur alle f,¢g € C(K)
und A € R.
Die Maximum-Norm

7]l = max| £(2)]. (33)
Eine gewichtete Maximum-Norm

171l = maxp(z)| f ()] (3.9)

mit der Gewichtsfunktion p(z) fest vorgegeben und 30 < o < [ sodass
O<a<plr)<f<+o0.
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e Banach Raum
Ein Banachraum ist ein vollsténdiger linear normierter Raum.

e Operatoren und Funktionale
Es seien E, F zwei reelle (komplexe) normierte Réume. Eine Abbildung

T:-D—F, DCE

heit Funktional wenn F' =R (bzw. C). Ein Operator 7' : D — F' heifit
linear, wenn D ein linearer Unterraum von F ist und es gelte

T(Az + py) = AT(z) + pT'(y), Yo,y € DA peR(C).

Falls T linear ist, statt 7'(z) wird haufig einfach Tz geschrieben.
Stetigkeit. Man sagt, der Operator T : D — F' sei stetig im Punkt z¢ € D,
wenn aus r, € D, x, — xo folgt Tx, — x¢. Aquivalent ist die ¢ — 9
Formulierung;:

Zu jedem e > 0 gibt es ein § > 0, sodass aus € D mit ||z — x| < ¢
folgt || Tz — Txo|| < €.

3.2 Lipschitz Stetigkeit

Sei G C R""! eine offene Menge.

Definition 3.2 FEine stetige Funktion f : G — R"™ heifst lokal Lipschitz bzgl.
x falls zu jedem Punkt (t1,21) € G eine Kugel B.(x1) und ein o > 0 mit
[t — o, ty +a] X By(x1) C G, sowie eine Konstante L = L(t1,x1) > 0 existieren
sodass gilt:

|[f(t,z) — f(t,Z)| < L(ty, 1) |z — 2|, Vte[t1—a,ty+a],Vo,z € B(x1).

f heifit global Lipschitz bzgl. x, falls die Konstante L > 0 unabhdngig von
(t1,21) € G 1ist, also

\f(t,2) — f(t,2)| < Llz — 7|, VY(t,z),(t, ) € G.

Proposition 3.3 Sei f: G — R" stetig und bzgl. x stetig differenzierbar, dann
ist f lokal Lipschitz in x.

Beweis: Ubung. [
Proposition 3.4 Sei f : G — R" stetig und lokal Lipschitz in x und es sei

K C G kompakt, dann ise die Einschrinkung f|x von f auf K global Lipschitz
m T .
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Beweis: Angenomen f|x ist nicht global Lipschitz, also Vn € N, 3(t,,, x,), (tn, Tn) €
K sodass gilt:
| (s @) = f (s )| > 020 — T |

Da K kompakt ist, existieren Teilfolgen (t,,,xn,) von (tn,z,) und (t,,,Zn,)
von (t,,T,) sodass
(tnys Tny,) = (te,zi) € K,k — 00
(tngs Tny,) = (L, Th) € K,k — 00
Da f|x € C(K) ist, hat sie ein Maximum M = maxg |f(t,z)| < oo. Daraus
folgt
_ 1 _ 1
|$nk - 'rmc| < _|f(tnk7xnk) - f(tnkaxnk)’ < —2M =0
Nk N
fir k£ — oo, welche zeigt z, = Z,. Die lokale Lipschitz Stetigkeit von f in x

liefert dass, fir © = z,, t = t,, existieren o* > 0, r* > 0 und L(t*,z*) > 0
sodass gilt

|[f(t,z) — f(t,2)] < L(t",2")|x —&|, Vte[t'—a" t"+a"],z,T € By(z¥).

Wegen limy_, t,,, = t* und limy_,o z,, = limy_, T, = =, existiert ein ky € N
sodass Vk > ko gilt

*

* a * _ % r*
o, = 1< G0 N =@l =1, — 2| < 5
Daher erhalten wir die folgende Abschétzung

nk’xnk - ‘fnk| < |f(tnk7xnk> - f(tnm:fnk” < L(t*7x*)|xnk - jnk )

welche ergibt ny < L(t*,2*) < co. Das ist ein Widerspruch. |

Satz 3.5 (Banach Fixpunkt Satz) Essei (M,d) ein vollstindiger metrischer
Raum und T : M — M eine Kontraktion, d.h. es existiert eine Konstante
q € (0,1) so dass

d(Tz,Ty) < qd(x,y), Vr,ye M

gilt. Dann besitzt T genau einen Fixpunkt x, € M , also Tx, = x, .
Bemerkung 3.6 Viele Existenzsitze der Differentialgleichungen lassen sich in

einem geeigneten Banachraum B im Form eine Gleichung = = Tz schreiben.
Eine Losung von z = Tx nennt man einen Fixpunkt von 7.
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Beweis:[Banach Fixpunkt Satz] Man benutzt ein Iterationsverfahren, der das
Problem sukzessiv approximiert. Vzy € M , man setzt

vy =Txg,x0 =Tx1, + Tni1=Txy, - .

Dann Vn,p € N gilt
p
d<xn+pa r,) < Z d(xnﬂ'? xnﬂ'*l)
j=1

p
Z qd(xn—l—j—h In+j—2) + d<xn+17 xn)

<
j=2
< qud(xn—&-l,xn) < Zqﬁnd(ﬂﬁl,xo)
j=0 Jj=0
n(1 _ P n
= Q(%qq)d(l’l,l’o) < 1q_ qd(l’l,l’o) —0, O0<g<l1.

Daraus folgt dass die Folge (x,,)5°, eine Cauchy Folge ist. Nach der Vollsténdig-
keit besitzt sie ein Grenzwert, 7, also d(x,,Z) — 0. Nun lassen wir n — oo auf
dem Iterationsverfahren Tz, = x,.1, erhalten wir dann Tx =z .

Sind z und y zwei Fixpunkten, also T%x =z und Ty = y, dann folgt nach der
Kontraktion dass,
d(z,y) = d(Tz,Ty) < qd(z,y),

welche ist (1 —¢)d(z,y) =0, also T =14. |

3.3 Der Eindeutigkeit Satz

Satz 3.7 (Eindeutigkeit) Sei G C R"™ offen und f € C(G;R™) lokal Lip-
schitz in x . Dann existiert hichstens eine Losung von (3.7).

Beweis: Seien z,z € C'([tg, t;];R™) zwei Losungen und (¢, z(¢)), (¢, z(t)) € G
fir t € [to,t1]. Dann ist die Menge

K ={(t.z(t)),(t,Z(t) € G : t € [to,t1]} C G

kompakt, dann ist die Einschrankung f|x auf K global Lipschitz stetig. Sei L
ihre Lipschitz Konstante, also

\f(t,x) — f(t,7)| < Ll — 7|, VY(t,2),(t7) € K.
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Nun schreiben wir das Anfangswertproblem (3.7) in seine integrale Form um,
t
z(t) = o +/ f(s,z(s))ds, ¥Vt € [to, 1]
to

Z(t) = xo +/ f(s,z(s))ds, ¥t € [to, 1]

Dann folgt die Abschéatzung

p(t) 2 |$(t)—zv(t)|=‘/(f(s,x(s))—f(s,;p(s)))ds)
= /|f3~"f f(s.2(s)lds < L | \a: ) — (s)|ds
= / o(s)ds — L/t e_a(s—to)p<8)ea(s—to)ds
< 1 s (9000) [ et
< gea(t—to) max (e—a(s—to)p(s)>

Daraus folgt

7a(t7t0)
max e t) <
te[tO;(l] p( ) -

Nun wéhlen wir a@ = 2L und gilt

max} (e*a(s*tO)p(s)) <0,

sE€[to,t1

welche sagt dass p(t) =0 fiir ¢ € [to,t1]. Und daraus folgt x(t) = z(¢). |

Bemerkung 3.8 Fiir das Beispiel ' = \/|z|, 2(0) = 0, es hat keine eindeuti-
ge Losung. Die Funktion /7 in keiner Umgebung von x = 0 Lipschitz stetig,
deswegen erfiillt sich die Voraussetzung des Eindeutigkeit Satzes nicht. Eine Er-
kldarung fiir “y/x ist in der Nahe von z = 0 nicht Lipschitz stetig.” Nach dem
Mittelwertsatz der differential Rechnung gilt: V0 < z < z, 3¢ € (x,Z) sodass
gilt

Vi~ Vi =

Wenn z und Z nahe beim 0 legen, ist

L‘x_ﬂ
\/E .

nach oben unbeschrankt.

S
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3.4 Existenzsatz von Picard-Lindelof

Satz 3.9 (Existenzsatz von Picard-Lindelsf) Sei G C R™™ offen, f: G —
R"™ stetig und lokal Lipschitz in x . Dann existiert ein § > 0 und eine eindeu-
tige differenzierbare Funktion x € C'(Js;R™) mit Js = [to — d,t0 + d], sodass
(t,x(t)) € G fiir alle t € Js5 gilt, und xz(t) lést das Anfangswertproblem (3.7) im
Intervall Js .

Beweis: Wir zeigen die Existenz nach rechts, also auf [ty,to + ), 6 > 0. Die
Resultat nach links kann &hnlich gezeigt werden. Das Problem (3.7) ist dquivalent
zur Integralgleichung

t
x(t) = xo —I—/ f(s,z(s))ds.
to
Seien &g > 0 und r > 0 so fixiert dass Js, X B.(z9) C G ist, wobei
By (zg) ={z € R" : |x — xo| < r}.

Wir setzen m = max Jsy ¥ B (w0) |f(t,x)| . Um Banach Fixpunktsatz zu verwenden,

konstruieren wir einen metrischen Raum (M, d) und eine Abbildung 7' : M —
M ;| die Kontraktion ist.

e Schritt 1. Definition von M und 7T'.
Wir definieren

M ={x € C(Js;R") : 2(t) € B.(x0),x(to) = xo,t € J5 = [to,to + ]}

wobei 0 < 9y im weiteren festgelegt wird.
Vr € M, definieren wir eine Abbildung durch

T(x(t)) =z +/t f(s,z(s))ds.

e Schritt 2. Zeigen TTM C M.
Aus der Stetigkeit von f und x,ist T'(z(t)) auch stetig und V¢ € Js gilt

()~ ol = | [ ftsatonas

< /t|f(s,m(s))|ds§5 max |[f(t,x)| < om

(t,x)EJ5 XBT(IO)

Dann fiir § < min{d, -}, erhalten wir dass |T'(x(t)) — x| <7, Vt € J5,

also T'(x(t)) € B(xo) .
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e Schritt 3. Kontraktionseigenschaft fiir 7.
Auf M kann man verschiedene Metrik definieren, z. B. man benutzt die
Maximum-Norm in (3.8) oder die Maximum-Norm mit Gewicht in (3.9). In
den folgenden Beweisen werden wir mit dieser zwei Metriken die Kontrak-
tion zu zeigen. Allerdings einer reicht fiir die vollstdndigung des Beweises.

* Kontraktion mit der Maximum-Norm
Auf M ist die Norm durch ||z|| = maxcy, |2(t)| definiert. Die Norm
induzierte Metrik d; ist

di(xz,Z) = ||z — ||, x,T € M.

Mit der Metrik d;, konnen wir wie folgend die Kontraktion von T
zeigen.

AN
S
B
o\
=
CIJ
%
=
hall
O
=
V)

teds
< Lmax/ |z(s) — z(s)|ds
teds O
< Lidy(x, )

Nun fiir 0§ < min{dy, =, 5-} gilt
1

Dann nach dem Banach Fixpunktsatz erhdlt man genau einen Fix-
punkt x, € M von T sodass gilt

t) =0+ /tf(s,a:*(s))ds, t e Js.

Kontraktion mit der gewichteten Maximum-Norm
Man kann auf M eine andere Metrik durch Norm in (3.9) mit einem
ausgewahlten Gewicht definieren.

do(2,7) = max e ) |x(t) — Z(t)], Va,7 € M,
teds
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wobei « im weiteren fest gelegt wird. Daraus folgt

IN

dy(T'(), T'(7))

t
e 0| [ (f(s,0(5)) = f(s.7(5))ds
8 to
t
L —a(t—to) = d
maxe ) |z(s) — z(s)|ds
t

Lmaxea(tt")/ e~ 50| 3(s5) — z(s)]e*5 0 ds

teds to

t
Lagce - la(s) = (o) maxe ¢ [ el
s€Js teds to

t
Ld?(ﬂf’j) maXe_o‘(t_tO)/ e@(5=t0) Jg

teds to

L
EdQ(ZL’,[f’).

Fir a = 2L, ist T eine Kontraktion.

Bemerkung 3.10 Mit der Metrik dy ist das Existenzintervall [to, ¢y + ] nicht
von der Lipschitz Konstante L abhéngt.

3.5 Picard Iteration

Picard Iteration zeigt eine Moglichkeit, die man eine numerische Approximation
fiir die Losung erhalten kann.

Man definiere

x(t) = aco—l—/t f(s,x)ds
xo(t) = :Eo—i-/t f(s,21(s))ds

() = :t:o—l—/t f(s,xn-1(s))ds

wobei f € C(Js5, X By(xg)) mit Js, = [tg — do, to + do] vorausgesetzt wird.
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Satz 3.11 Die Folge (x,(t))52, convergiert gegen x(t) € C'(Js) fir 6 < min{dy, =}

und m =max, ;5 5 @0 |/ (¢ T)]

Beweis: Wir zeigen dass (x,(t))5°, eine Cauchy Folge in C(J;) ist. Nach der
Lipschitz Stetigkeit erhalten wir

mmwmwns!/vsm — f(s,20)|ds
S L/t ‘Il(SO)—I(]’dSO

t S0
SL//1W%%WWM
to Jto

t
< mL/ (so — to)dsg = mL————
to 2
Dann &hliche Abschéatzungen liefern dass

Ln_lt—t n
2nlt) = woa ()] < ME N Rl

n!
Fiir beliebige Ganzzahlen p,n > 0, gilt

|Zn4p(t) — 2a(t)]
n—+p n+p Lk 15k
k=n+1 k=n+1

B ”Z“’ (L) m (LS)"*+ 2= (Lo)k

k —~ L (n+1)! — k!
3 _@WMLa
~ L(n+1)!

Wegen der Vollsténdigkeit des Raums, gibt es eine Funktion x(t) € C(Js5) sodass
xn(t) = x(t), gleichméBig in Js.

Dann nach den Grenzwertiibergang n — oo in dem Iterationsverfahren, erhélt

man
x(t) = xo +/t f(s,z(s))ds
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Beispiel 3.12 (Lokta-Volterra-Modell)
{ w =u(l —v)

vV=v(u—c¢e), €>0.

u(l —v)
v(u—e)
stetig und der Satz von Picard-Lindellof liefert zu jedem Anfangswert (ug,vo) €
R? genau eine lokale Losung.

Offenbar ist f(u,v) = ( € C*°(R%* R?). Dann ist f lokal Lipschitz

Beispiel 3.13 (Das mathematische Pendel)

u\ v o
<v> - ( —w%inu)ec (R R?).

Das Problem hat zu jedem Anfangswert (ug,v9) € R? genau eine lokale Losung.

Korollar 3.14 Seien J € [a,b], ty € (a,b), o € R* und f € C(J;R"),
A e C(J;R™™) gegeben. Dann besitzt das Anfangswertproblem linearen Systems

{ﬂ=A®Mﬂ+ﬂﬂ
.T(t()) =29

genau eine lokale Losung.

3.6 Fortsetzbarkeit und maximale Existenzintervall

Seien G C R"" offen, f: G — R" stetig und lokal Lipschitz in x. Nach dem
Satz von Picard-Lindell6f hat das Problem (3.7) eine eindeutige lokale Losung

x(t) .
Definition 3.15 Fir (ty,x0) € G, sei ty(to,z9) € R durch

ty = ti(to,x0) =sup{ts >to: auf [to,t1] besitzt (3.7) eine Lisung }

t— = t_(to,xo) = inf{te < to: auf[ta,to] besitzt (3.7) eine Lisung }
definiert. Die Intervalle [to,ty) und (t_,to] heiffen maximale Existenzinter-
valle der Lésung nach rechts und nach links.

Die maximale Ldsung von (3.7) wird definiert durch

33'1(?5) YVt € [to,tJr)
xwz{xﬁ)WGﬁJ@

Der Existenzsatz stellt ¢, > t; und t; < ¢y und die globale Existenz bedeutet
t+ = +o0o (nach rechts), oder ¢t = —oo (nach links). Wenn t; < oo (bzw.
t_ > —00), was sind die Moglichkeiten ?
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o liminf; ,,, dist((¢,2(¢)),0G)=0;
® hmt*)t_"_ ‘x(t” = 0

Beispiel 3.16 Das Anfangswertproblem

hat eine Losung z(t) =sin 1, V¢ € (0
f st (0,00) x [—1,1]. Hler 1st t_ =
o 1
lim inf (¢,sin ;) = 0.

t—t_

Satz 3.17 (Fortsetzungssatz) Sei f : G — R" stetig und lokal Lipschitz in
x. Dann existiert die Losung von (3.7) auf dem mazimalen Intervall (t_,t;)
mit t_ < to < ty, wobei ty (bzw. t_ ) ist durch die folgenden Alternativen
charakterisiert.

o . =00, x(t) ist eine globale Lisung nach rechts;

o ¢, < oo und liminf, ,, dist((t,x(t)),0G) = 0. Das heifst die Losung x(t)
kommt dem Rand von G beliebig nahe.

o t, <oo, liminf,;, dist((t,z(t)),0G) >0, und lim;_,;, |2(t)] = 0.
Entsprechendes gilt fiir den linken Endpunkt t_ .

Beweis: Wir beweisen nur den Fall fiir ¢, . Sei ¢, < oo und angenommen
dass dist ((¢,z(t)),0G) > 0 und die Losung beschrankt ist. Dann M > 0 und
existiere eine Folge ¢, monoton wachsend gegen t, konvergiert, sodass

()| < M und dist ((t,, 2(t,)),0G) > % Wn € .

Daraus folgt nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass eine konvergente Teilfolge
von (z(tn))5s
x(tn,) = x, fir k — oo,
und deshalb
(tnys x(tn,,)) = (t4,x4) € G, fiir k — o0.

Sei 0 aus dem Satz von Picard-Lindellof, die nur von max |f| auf eine Kompakt
Menge abhéngt, also im diesen Fall von M abhéngt. Aus ¢,, — t, folgt dass
dko € N sodass fiir k£ > kg, gilt
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Dann zu jedem k > ko, hat das Anfangswertproblem (3.7)

{ zy, = f(t, xx)

k() = 2 (tn;)

eine eindeutig bestimmte Losung zy(t) auf [t,,,t,, + d]. Da z(t) die einzige
Losung auf [to,t;) ist, wegen der Eindeutigkeit der Losung, gilt dann

z(t) = x(t), VYt € [tn,,t4).

Weil t,, +0 >ty + & ist, erhalten wir dass die Losung z(t4) = z, und nach
der Zeit t, auch existiert, welche ein Widerspruch zu die Definition von ¢, ist. m

3.7 Differential und Integralungleichungen

Lemma 3.18 [Gronwallsche Ungleichung/ Seien die Funktionen o, 3, ¢ € C|a,b]
mit B(t) >0, Vt € [a,b] gegeben und es sei

t

0<ep) <alt)+ [ B(s)e(s)ds, Vte la,b.

Dann gilt

Beweis: Wir setzen
ult) = [ Berdr, vee bl

Wegen der Stetigkeit von § und ¢, ist ¢ stetig differenzierbar auf |a,b], und

W) = B(t)e(t).
Aus B(t) > 0 folgt

Y(t) = Bt)Y(t) < Bt)(alt) + (1) vt € [a,b].

dr

Nun multiplizieren wir diese Ungleichung mit e~ Ja B ynd erhalten

d

G (HITI) < Beate O
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Integriere dieser Ungleichung von a bis t ergibt

e fat ﬁ(T)dT¢<t) dT¢ / 6 )deS.

Daraus folgt

IN
®
—~
V2)
~—
Q
oS
V2)
N~—
9]
-
=
2
U
3
QU
V2)

¥(1)
und

(1) < alt) + (1) /5 (s)el #rir g

Fir «(t) = M, nach dem Hauptsatz der Integral und Differential Rechnung
erhdlt mann

o(t) < M(l +/tﬁ(s)ef~fﬁ(7)d7ds>

_ M<1 _ S B t) — Nl B

Lemma 3.19 [Comparison Principle] Sei J = [to,t1], u : J x R — R stetig
und p € CY(J;R) erfille die strickte Differentialungleichung

{ p(t) <ult, p(t))
p(to) < @o.
Weiter sei ¢ € CI(J;R) eine Ldsung von
{ ¢'(t) = u(t, (1))
©(to) = o
Dann gilt p(t) < p(t), Vt e J.

Beweis: Angenommen es existiert ein t, € [to,t.) mit
p(t) <(t), VtE [to,ts)
p(ts) = p(ts),

also t, ist die erste Zeit an der p und ¢ sich treffen. Dann fiir hinreichend kleine

h >0, gilt
plts) = plts —h) _ o(ts) — ot — h)
h h '
Dann nach der Differenzierbarkeit der beiden Funktionen, mit h — 0+ gilt
pt) = ¢ (t) = ults, o(ts)) = ult, p(ts)).

Das ist ein Widerspruch gegen der Annahme p'(t.) < u(ts, p(ts)) . |
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Beispiel 3.20

Mithilfe vom Lemma 3.19 kann man die Losung abschétzen.

Fiir ¢t < 1, gilt > + 2% < 1 + 2?. Daher kénnen wir das originale Problem mit
dem folgenden Problem vergleichen

y(0) =tane, 0<e< 1.

Daraus folgt x(t) < y(t) = tan(t +¢), VO < t < 1. Ferner ist t* + 2% > t2,
Vt € (0,1]. Mit dem Vergleichsproblem

y/:tQ
{y(O)ze, 0<ex 1

erhdlt man x(t) > $t* — 3e%, Vt € [0,1]. Insbesondere erhilt man x(1) >
3(1 — %), die als neuen Anfangswert verwendet wird.

Fiir ¢t > 1, ist 2+ 2% > 1 + 22 . Dann mit dem Vergleichsproblem

y(1)=3(1-¢%), 0<exl

erhélt mann z(t) > tan(t + arctan(3(1 —€®)) — 1), V1 <¢ < I + 1 — arctan 5.

3.8 Globale Existenz

Der Satz von Picard Lindellof liefert eine eindeutige lokale Losung und der Fort-
setzungssatz ergibt ein maximales Existenzintervall. Nun geben wir Kriterien um
global existierte Losung zu haben.

Korollar 3.21 (Korollar von Fortsetzungssatz) Sei G = J xR", J C R
ein Intervall, (tg,z0) € G und f : G — R" stetig und Lipschitz stetig in x .
Seien ferner a,b € C(J;Ry) gegeben, sodass

|f(t,x)] <alt)+bt)|z|, VteJzecR" (3.10)

qilt, man sagt f sei bzgl. x linear beschrinkt. Dann existiert die Ldsung von

(3.7) global.
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Beweis: Sei x(t) die Losung. Angenomen dass t, € J und
hm lz(t)] = (3.11)
Dann nach der Integralgleichung x(t) = o + fti f(s,x(s))ds, Vt f [to, t4+] und

die lineare Abschitzung in der Voraussetzung |f(¢,x)| < a(t) 4+ b(t)|z|, erhalten
wir

z(t)] < \on/(a(8)+b(8)\x($)!)d8

to

= \xOH—/ a(s)ds+/ b(s)|z(s)|ds, Wt € [to,ty)

to to

Nach der Gronwallschen Ungleichung 3.18 mit «(t) = |zo|+ ft s)ds und S(t) =
b(t) gilt

(0] < a(0)+ [ B9,

Da a und b stetig sind, bleibt die rechte Seite fiir ¢ gegen t, beschrankt. Das
ist ein Widerspruch gegen (3.11) |

Korollar 3.22 Sei J C R ein Intervall, (tg,x9) € JXR™ und A € C(J;R™"),
be C(J;R™) gegeben. Dann besitzt das Lineare Anfangswertproblem

{ o' = A(t)z + b(t) (3.12)

x(to) = xg
genau eine globale Lésung.
Beispiel 3.23 (Das gedimpfte Pendel)
2" +ar' +w?siny = b(t), teR
wobei a >0, b€ C(R) gegeben sind.
Man schreibt diese Gleichung nach 1. Ordnungssystem in

( z >, N ( _&U—WQZinu+b(t) ) = f(t,u,0)

Offenbar ist f stetig und stetig differenzierbar in (u, v), dann zu jedem (ug, vy) €
R? gibt es genau eine lokale Losung und die folgende Abschiitzung gilt

|f(t,u,v)]* = v + (—av — w?sinu + b(t))* < O(u® + v + b*(1)).
Daher ist
[t u,0)] < Clul + o] + p(t)]),  VEER, (u,v) € R,

also ist die Losung nach (—oo,00) fortsetzbar.
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Beispiel 3.24 (Ein nichtlinearer Schwinger)
2z

Vit

Man schreibt diese Gleichung nach 1. Ordnungssystem in

<zy—<b@—5;ﬁﬂ2>%f@ww

f ist stetig und stetig differenzierbar in (u,v). Ferner gilt

o 4z — b(t) € C(R)

2u

ﬁf < C(Ju] + o] + |b(2))).

|f(t,u,v)| = \/U2+ (b(t> —u+

Nach dem Korollar existiert die Losung zu jedem Anfangswert (ug,vy) € R?
global.

Korollar 3.25 Sei G =J xR", J CR ein Intervall. f: G — R" stetig und
lokal Lipschitz stetig in x . Ferner existiere eine Konstante w > 0 sodass

flt,z) -z <wl|z|?, (t,x)ed
gilt. Dann existieren all Losungen global nach rechts.

Beweis: Sei x(t) eine Losung, dann gilt nach der Voraussetzung

1 /
<§|x\2) =z-2 =z f(t,z) < w|z|”.

|z(t)|* erfiillt die Bedingung der Gronwallschen Ungleichung (|z|?) < 2w|z|?
mit dem Anfangswert |z(to)|? = 3. Dann gilt

‘SC(t) |2 S |x0 ’2€2w(t7t0)

und |z(t)] < |wo|e¥® %) . Diese Abschiitzung zeigt dass die Losung auf jedem
kompakten Intervall beschréankt ist. Nach dem Forsetzungssatz ist die Losung
nach rechts global. [

Beispiel 3.26 (Lokta-Volterra System mit Sittigung)

v =u—ku®—uv

v = —ev+uwv
(u, V) |t=0 = (to, vo)-
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Sei ug > 0,99 > 0 und u(t),v(t) die Losung auf ihrem maximalen Existenzin-
terval [0,t,), dann gilt Vt € [0,t,)

u(t) = wgeh—hul®)—v(s)ds

U(t) _ ,erfg(u(s)fs)ds
Es ist offensichtlich dass u und v positiv sind. Angenommen ¢, < oo, dann gilt

upe! < upe't < oo

IAINA

erCt < UQGCt+ < 0.

v(t)

Das ist ein Widerspruch zur Fortsetzungsbedingung. Daher sind sie global positive
Losungen.
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4 Lineare Systeme

{x’ = A()x + b(t),

X(to) = X2y, teJ = [to,tl],

wobei A € C(J;R™™),b € C(J;R™) sind gegebene Funktionen. Das System
heifft homogen falls b = 0 ist, anderenfalls nennt man es inhomogen.

4.1 Homogene Systeme und Lésungsridume

x' = A(t)x.

Die Menge aller Lésungen ist ein Vektorraum, genauer ein Teilraum £ C C*(J;R").
(der ist n-Dimension nach dem Superpositionsprizip) Der ist £ ein Vektorraum.

Erklirung: Sei x = x(+,z0) eine Losung von

x' = A(t)x,
X(to) = Xp,
dann definiert die Abbildung Tx( := x(-, () einen linearen Isomorphismus von

R™ auf £, also
T:x9€R" — x(-,20) € L.

Die Abbildung T ist injektiv T'(R"™) C £, und die ist auch surjektiv, weil jede
Losung einen Anfangswert besitzt.

T ist linear, es gilt Va, 5 € R,

T(axg + 0%x1) = x(-, axg + 1)

Supergsition ozx(-, ZE()) 4 6X(', ZEl)

= aTxy + [Txq,
dann gilt auch dim £ =dimR"” =n.

Definition 4.1 FEine Basis von L heifft Fundamentalsystem (FS). Mit n
Lisungen y* € CY(J;R™) kann man eine Lisungsmatriz Y (t) = (y*,y?, -+ ,y")
zusammenfassen, wobei y' die Spalten von Y (t) darstellen. Ist {y',---y"} ein
FS, so nennt Y (t) eine Fundamentalmatriz (FM). Gilt aufferdem Y (ty) =1,
so heifst Y(t) Hauptfundamentalmatrixz (HFM) in to und deren Spalten
nennt man Hauptfundamentalsystem (HFS).

Folgerungen:
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1. Fiir jede Losungsmatrix Y (t), gilt es Y'(t) = A(t)Y (¢).

2. Ist Y (t) eine FM, so kann jede Losung durch y(t) = Y (t)c, Vt € J, mit
einem eindeutig bestimmten Vektor ¢ € R" dargestellt werden.

3. Fiir jede Losungsmatrix Z(t) und jede konstante Matrix C' € R™ ™ ist
auch Y (t) = Z(t)C eine Losungsmatrix weil

Y'(t)=Z'(t)C = A(t)Z(t)C = A(t)Y (¢).

Definition 4.2 Sei Y (t), t € J, eine Liosungsmatriz, dann heifst ¢(t) =
det Y (t) die Wronski Determinante von Y (t).

Lemma 4.3 Sei Y(t) eine Lisungsmatriz fir x' = Ax und ¢(t) = det Y (t).
Dann gilt ¢'(t) = (SpA(t)) - o(t), Vt € J. Also

o(t) = o(t) exp (/Tt Sp(A(s))ds) , Yt T e J,

wobei SpA := """ | a; , die Spur von der Matriz A bezeichnet. Inbesondere ist
o(t) #0, Vt e J, wenn Y(t) eine FM ist.

Beweis: Zu jedem fixierten 7 € J, sei Z(t) die HFM mit Z(7)
Y(t) :== Z(t)Y(7) eine Losungsmatrix mit dem Anfangswert Y(7) =
Eindeutigkeit der Losung liefert Y (¢) =Y (t) = Z(¢)Y (7).

Daraus folgt

. Dann ist
Y (7). Die

| |

& (t) = % (det Y (1)) = %(det Z(t) - det Y (t)) = %(det Z(1) - 6(7).

Nach der Kettenregel erhalten wir,

d d .
S
p (det Z(t g det( R ), ,z (t)) ,
wobei 27(t) die Losung von

420 = AWI(@D),
ZJ(T) :ej = (07"'7?{7""0)7
ist. Daher ist

j(detZ Zdet A(T)el - em)

= Z aj; (1) = SpA(T).
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Dann gilt es V7 € J,
do
L — SpA(r) -
o = SpA(7) - ¢(7)
= (t) = ¢(r) - el SPABNs gy £ e

Bemerkung 4.4 Fir FM Y (t), ist der Y (0) # 0, daher nach dem Lemma 4.3,
ist detY(t) #0, Vt € J. d.h. dass Y (¢) invertierbar ist. Daher ist,

d d

O:_nxn

gplxn = o (YY)
=Y' ()Y ') +Y(t) (Y1)
=AY@Y L) +Y () (YHR) = A0 + Y () (Y,
= (Y7'(1) = -Y ' ()A®),
d T

= (V') =-AT0 (V')

!/

also ist (Y~1(¢))" eine Losungsmatrix von x' = —ATx.

Wir bezeichnen X () als die HFM, dann erfiillt X (¢) das folgende AWP,

X'(t) =A@)X(@),
X(t)) =1.

Sei Y (t) eine FM mit Y'(¢y) gegeben,
Yi(t) = A@®Y (),
Y(to) =Y(t).

Dann ist X(t) =Y ()Y "(to), denn Y ()Y (o) erfiillt

{(Y(t)yl(to))/ =AY ()Y " (to),
YY), =1

Proposition 4.5 Die Lésung von
x'(t) = A(t)x,
{X(fo) = Xo,
kann durch FM gegeben, also
x(t) = X(t)xo = Y ()Y " (tg)xo,
wobei X (t) ist die HFM und Y (t) eine FM.
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Erklarung:

{(X(t)xo)’ = X'(t)xo = A(t) X (t)xo,
X(t)xo‘t:to :]'XO = Xp-

4.2 Inhomogene Systeme und Variation der Konstanten

x(t) = A()x + b(t), te .

Sei Y € CY(J;R™™) eine FM. z € C'(J;R") eine spezielle Losung. Dann nach
dem Superpositionsprinzip, sind alle Losungen durch

x(t) =Y (t)c+z(t), VeeR",

gegeben.

Methode der Variation der Konstanten: (eine z(t) zu finden)
Man setze Z(t) =Y (t)-c(t) wobei ¢ € C'(J;R"™). Die Produktregel liefert dass

Z(t)=Y'(t) c(t) + Y1) (t)
= A()Y ()c(t) + Y (1) (1),

Dann setzen wir in die Gleichung ein, erhalten wir,

A)Y (t)e(t) + Y () (t) = A@)Y (t)e(t) + b(t),
= Jdt) =Y (),

wobei Y (t) fiir jede t invertierbar ist.

t
= c(t) = c(ty) +/ Y (s)b(s) ds, Vte J.
to
Da wir nur eine spezielle Losung suchen, mit ¢(ty) = 0 € R™, erhalten wir

t
2(t) = Y(t) / Y(s)b(s) ds, Vi€ J
to
Mit einem gegebenen Anfangswert x(ty9) = x ist die Losung
t
x(t) = Y ()Y~ (to)x0 + Y (1) / Y1(s)b(s) ds,
to

alternative gilt es

x(t) = X(t)xo + X(t)/t X1(s)b(s) ds.
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Bemerkung 4.6 Im Vergleich zur den Losungsdarstellung von skalarer Diffe-
renzialgleichung ' + g(t)z = f(¢):

t
z=e g+ / eG=CW £(5)ds,

to

wobei G(t) eine Stammfunktion von g ist, ist e~¢® genau die FM, die Losung
der homogenen Gleichung ist.

4.3 Bestimmung von Fundamentalsystem fiir Systeme mit
konstanten Koeffizienten

Es ist im allgemeinen nicht moglich, die Losung eines homogenen Systems in
geschlossener Form anzugeben. Wir stellen nur die Theorie der Systeme mit
Konstanten Koeffizienten.

x'(t) = Ax,

A ist nicht von t abhéngig.
Definition 4.7 (Matrix-Exponentialfunktion) 2z — e4*, die durch

o
Ak k
Az
et = zeC
' ) )
prt k!

definiert heiffit Matrix- Exponentialfunktion zur Matrix A, wobei die Kon-
ventionen A° =1, 2° =1, 0! =1 verwendet werden.

Bemerkung: Mann muss zeigen ob die Abbildung z — e4* auf C wohldefiniert
ist.

Definition 4.8 Fiir Matriz A € R™*"™ | definieren wir die Menge
o(A):={X e C: ) ist ein Figenwert von A},
die Spektrum von A heifit. Mann nennt
p(A) == C\ o (A),
die Resolventenmenge. Die Zahl
F(A) = max {1 A€ o(A)},
heifst Spektralradius.

Bemerkung:



4.3 Bestimmung von Fundamentalsystem fiir Systeme mit konstanten
Koeffizienten

41

1. M€ o(A) ist dquivalent zu A — A ist nicht invertierbar.

2. r(A) = limsup,_, |Ak|% ,

wobei | - | ist eine der Matrixnormen, z.B., fir A € R™*™
m
1Al = max > lay,
i=1
n

14]l . = max > Jayl,

Die Auswahl der Normen sind nicht erheblich.

Dieser Grenzwert zeigt dass, Ve > 0, dkg sodass Vk > kg, ist
A% < (r(A) +¢)".

Daraus folgt dass

_ A+t

Ak
= k!

k!

Dann nach dem Majorantekriterium vom Weierstrass, fiir jede kompakten Teil-
menge K C C, konvergiert die Reihe,

2, Ak
Z k!

k=0

k

absolut und gleichméfig in z € K,

und die Konvergenz von

auch absolut und gleichméfig in K .

z

Daraus folgt das e?* ist wohldefiniert und auch differenzierbar also

Az Az
—eF =A- e
dz
Das auch zeigt x(t) = e eine Losung von 2’ = Az ist. Speziell ist z(t) =
eAlt=t) g, die eindeutige Losung von

x! = Az,
l'(to) = T,
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und eAt=%) = X (¢) ist die HFM in ¢y, denn es ist X (¢o) = I, wobei

oo
APtk
lim et = lim =71
t—0 t—0 k!

)

ist.

Mit der Exponentialfuntionen wird die Losungsdarstellung von

{fu) — Ax + b(t),

X(to) = X,
durch x(t) = eAt—t0)x, + ftto eAt=9)b(s) ds, Vt € R gegeben.

Bemerkung 4.9 General ist der Wert der Reihe -, % schwierig zu rech-
nen.

Sei ¢y ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, also

AC,\ = )\C)\,

dann ist - -
ksk Eyk
A g !

k=0 k=0

Daraus folgt das x(t) = e*c, eine Losung von x’ = Ax ist.

Nun wichtig ist die Ergenrdume FE(\) = N (A — A) von A zu diskutieren.

1. Fall:
Die Matrix A besitzt in linear unabhéngige Eigenvektoren {ci,...,¢,} d.h. A
ist diagonalisierbar mit der Matrix C = (¢1,- - ,¢,)
A1
AC = C
An

Lemma 4.10 Sei A\y,...,\, die nicht notwendigerweise verschiedenen Eigen-
werte von A und existiere zugehdrige Eigenvektoren {ci,...,c,}, die linear un-

abhingig sind, dann ist
Y(t) = (ehtcl, . ,e’\”tcn) ,

eine F'M fiir x' = Ax . Insbesondere ist dies der Fall, falls alle Eigenwerte {\;}}_,
paarweise verschiden sind.
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Bemerkung 4.11 Sei A reellwertig, A € C\R einer komplexen Eigenwert von
A mit komplexen Eigenvektor ccy, € C". Dann ist A, die konjugierte komplexe
Zahl von A, einer Eigenwert von A und der ziigehorige Eigenvektor ist ¢ , denn

Aéy = Acy = Aey = A6y,

Nun sei x = u + iv eine komplexe Losung von x’ = Ax, dann sind Rex = u
und Imx = v Losungen von x’' = Ax.

Mit A = g+ und c) = ¢y + icy erhélt man,

x(t) = WOy 4 iCy)

= e (¢ cos(vt) — cysin(vt)) + ie (co cos(vt) + ¢ sin(vt)) .
Dann sind

71(t) = Rex(t) = e"(cy cos(vt) — ¢y sin(vt)),
T9(t) = Imx(t) = e"(cy cos(vt) + ¢y sin(vt)),

die lineare unabhiingige reelle Losungen. Die konjugiert komplexe Eigenwert A =
w — v liefert gleiche Losungen.

Beispiel 4.12

1 -2 0
?d==12 0 —-1]u=.
4 -2 -1

Die Eigenwerte sind die Losungen von P3(A) = (1 = A)(A\2+ A +2) =0, also
1 V7 1 VT

M=——+Fi—, Mg=—=—1—, A3 =1.
1 92 + 9 ) 2 9 ? 9 s N3
Die zugehorigen Eigenvekotren sind,
3 4 V7 3 /T
5Ty i ;=i 1
c = 2 ; C2=C1 = 2 ;=1 01,
4 4 2
aus der Losung
3 V7
2 + 71X~
yy=[ "2 | et
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erhélt man die reelle Losungen

3 V7
_t 2 VTt 2 Tt
T =¢ 2 2 COST— 0 SIHT ,
4 0
3 V7
_t 2 VTt 2 RVAL
Tog=¢ 2 2 COST—F 0 smT ,
4 0
1
zs= [ 0 |é,
2

die bilden ein F'S.

Zusammenfasung: (A diagonaliserbar)

¥ = Ax.
Nach linearer Transformation z = Cly wobei C~1AC = B eine Diagonalmatrix,
erhélt man,

Al
Cy =ACy = v =C'ACy = By = Y.
An
Dann ist die HFM fiir v/ = By wie folgendes gegeben,
6)\1t 0 A 0
0 et ... 0
D
und das FM fiir 2/ = Ax lautet
M0 ... 0
0 e ... 0
Y(t)=C- ] ‘ , = (cle’\lt, . ,cne’\”t),
6 . 6’\'“
mit Y (0) =C'.
Ferner ist die HFM fiir 2’ = Az durch
eMt 0
0 eMt 0
Xt)=Y®)Y '0)=C c!
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gegeben.
2. Fall (Jordansche Normalform einer Matrix):
Satz 4.13 (Aus Matrizentheorie.) Zu jeder (reellen oder komplexen) Matriz

A eine (im allgemeinen komplexe) nicht-singulire Matriz C  existiert, sodass
B = C7YAC die sogenannte Jordansche Normalform,

Ji
B p—
Ji

besitzt, wober der Jordan-Kasten J; eine quadratische Matriz der Form

Ao 10 e 0
N1 0 - 0

JZ‘: : ’
0 DY

Ti XT;

und 11+ 1+t =n, Py(A) = (=1)"A = A" (A= Ap)™E

Ein System mit Jordan -Kasten hat Hauptfundamentalmatrix,

e)\t te)\t %t2€>\t .. (r_ll)'tr—le)\t
0 M teM ... 12 ;tr72€)\t
X(t)=| . v
0 ' N
z.B. fir Matrix
A1 0
0 X\ 1
B 0 0 A
!
v 1
0 v
hat 2’ = Bz die HFM
e)\t te)\t %t2€>\t
0 e)\t te)\t
0 0 eM
X(t) = G'LLt
eut teut
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Algebraische und geometrische Vielfachheit:
Ist A eine k-fache Nullstelle von P,(\) = det |\ — A|, wird m()) := k die
algebraische Vielfachheit von A genannt.

Die Dimension m,(A) des zugehorigen Eigenraums heifit die geometrische Viel-
fachheit von A,

Ist m(A\) = my(A), so heiit der Eigenwert halb-einfach. In diesem Fall, wird A
diagonalisierbar genannt.

Die Berechnung der Losungen ist geleistet, wenn man die Jordan Form b =
C~1AC und C gefunden hat.

Mann kann auch schrittweise vorgehen.

1. Eigenwerte det(A — ) =0.

2. zu judem Eigenwert A\ die Eigenvektoren c, bestimmt, die zu den Losung
y = c e fiihren.

3. Dann werden nacheinander die Ansétze (a,b € C"),
y=(a+ct)e, y=(a+0bt+ct?)eM, .
durchgerechnet, bis die Anzahl m(\) von Losungen erreicht ist. Beim Ko-

effizientenvergleich stellt sich heraus, dass der Koeffifzient ¢ der héchsten
t-Potenz immer ein Eigenvektor ist.

Beispiel 4.14
¥ =x—vy,
y =dx—3y,

1 -1
)
Aus det(A — M) = A2+ 2\ + 1, folgt A = —1, mit algebraischen Vielfachheit

m(A) =2 und
A— M = (i :;)

Die hat nur eine linear unabhéngige Eigenvektor,

e\ = (;) , also my(A\) = 1.

wobel



4.4 Lineare Gleichungen hécher Ordnung 47

Die zugehérige Losung lautet

(-0

Eine zweite, unabhéngige von der ergibt sich dann aus den Ansatz
r\ _ [a+bt) ot
y) \c+dt '
!/
x\  [(b—a—-0bt\ _, a+bt\ _,
(y) - (d—c—dt) ‘ _A(c—l—dt> c

Beim Vergleich der Koeffizienten

()=~ () ma)- ()
(32 () == (D) wa (3 25) (1) -(20):

Dann folgt b=1, d=2, a=0, c=—1.

() = (i)

die linear unabhéngig von der ersten Losung ist.

Es ist,

also

Daraus ergibt es sich dass

4.4 Lineare Gleichungen hécher Ordnung

Wir betrachten die Gleichung
n—1
™ Z a;(t)z9) = b(t),
j=0

wobel a;,b € C(J), J = [to,t1], mit den Anfangswerten
[E(to) = Io,xl(to) =Ty, ,[E(n_l)(t0> = Tp—_1.

Mittels der Transformation

(k—1)

U =X LUk = Ug(to) = s * V(1) = 244,
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erhalten wir das dquivalente System erster Ordnung

o = Alt)u+ f(t),

wobei,
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 | R 0 0
A(t) = , . , , und f(t) =
0 0 0 0 1 0
—Qp —ay —az —asz -+ —Ap—1 b(t)

Dieses Anfangswertproblem besitzt genau eine globale Losung auf J. Deshalb
ist das originale Problem fiir héhere Ordnung eindeutig losbar. Der Losungsraum
von hoherer Ordnung Gleichung x<">+2§;§ a;(t)x¥) = 0 hat auch n Dimention.

Also sind {xy(t),...,z,(t)} Losungen der homogenen Gleichung, ist die Wronski-
Determinante durch die folgende Formel gegeben.

6(t) = det Y (1) = det (u(t), ..., u"(t)) = det 1:( R

wobei u/ € C'(J), und z; € C™(J). Weiterhin ist,
¢(t) = detY(t) = ¢(t0)€ffo SPAES _ (ty) - e Juy an-1(s)ds.

Variation der Konstanten H6herer Ordnungsgleichung
n—1
2™+ " a;(t)a? = b(t),
j=0

aj,b € C(J), J = [to,t1]. Nach dem Superpositionsprinzip ist die allgemeine
Losung die Summe der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung und einer
spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.

Seo {x1(t),...,x,(t)} ein Fundamentalsystem fiir die homogene Gleichung, dann
ist
1(1) n(t)
(1) (1)
Y(t) — ' ’
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ein FS fiir das dquivalente System erster Ordnung. Daher ist,

w(t) = Y(1) / YU (s)/(s) ds,

to

eine spezielle Losung von «' = A(t)u + f(t), wobei V1 < i < n, ist

(Y 1(s)f(s))i = ;1:—};23, (Cramer’s rule)
mit
r1(s) -+ wi—i(s) 0 Tir1(s) sz ()
Y;(S) = : : : ,
O B O N O R Rl O BER i O

und det Y'(s) = ¢(s),

1(s) zi-1(s)  @iv(s) Tn(5)
det Yi(s) = b(s) - (—1)""" det :
i ) () 2l () )
= b(s) - pi(s).
Daher ist the spezielle Losung
5
u(t) =Y () [ b(s t | ds,
oL
é(s)
und . (5
= x; t s ils) s
z.(t) = 2; A1) /t b )¢(S)d .
z.B. Im Fall n =2, ist die Wronski-Determinante
O(t) = w1 (t)ay(t) — wa(t)2y (1)
¢1(t) = —w2(t)
$a(t) = a1(t)
_ t . x2(s)b(s) - t . z1(s)b(s) .
und 2. (f) = 1(t)/tob( S s + Q(t)/to o) 2

Beispiel 4.15
2’ +x =sint, tg = 0.
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x1(t) = cost, x5(t) = sint sind offenbar Losungen der homogenen DGL. Dann

ist '
Y(t) _ < cost smt) ’

—sint cost

eine FM und detY'(t) = 1.

$1(t) = —sint, ¢o(t) = cost.

Dann erhalten wir eine spezielle Losung

t t
1
x*(t):—cost/ sin? s d3+sint/ sin s - cos s d5:§(sint—tcost).
0 0
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4.5 Lineare Differentialgleichung hécher Ordnung mit den
Konstanten Koeffizienten

Die explizierte homogene lineare Gleichung mit den Konstanten Koeffizienten
lautet

n—1
™ 4 Z a;z¥) =0 (4.13)
=0
Wir nehmen den Exponentialansatz z(t) = e mit A € C, die weiteren

festgelegt werden. Dann 16st z(t) = e die Gleichung (4.13) genau dann, wenn
A eine Nullstelle des Charakteristischen Polynoms

PN =) aN, a,=1 (4.14)
=0

ist.

Proposition 4.16 Ist A, eine Nullstelle von Polynom (4.14) von der Vielfach-
heit vy, so bilden {eM! tert ... tleM) linear unabhdingige Lésungen von
(4.13).

Beispiel 4.17 Die Monome #/ sind offenbar linear unabhiingig, deswegen sind
{eMt tet ... tvi=leMl auch linear unabhingig.

Dann bleibt zu zeigen ist dass eine Funktion der Form
y(t) =t 1e{0,--- 1 — 1}
eine Losung von (4.13) ist. Direkte Rechnen ergibt
DA (HeM) = Do (eM) = A (™) = Dy (V).

Daraus folgt
yD(t) = \(VeM)

A=A

Nun setzen wir dies in die Gleichung (4.13) ein, gilt

doagl(t) = Y a0 (Ve
=0

=0

- ai((i aN)e)

A=Xg

ag(P(A)e“)

A=A A=Ap
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Nach der Formel von Leibnitz ergibt

o4 (PO)e)

l
=> ( ! ) PO\ =0, VIie{0, -, —1},
A=A o J

wobei A, eine vy vielfache Losung von P(A\) =0 verwendet wird.

Satz 4.18 Seien Ay, -+, A, die paarweise verschiedenen Nullstellen von P(\).
Dann bildet
{eMt tehit .. gt =1 m} (4.15)

ein komplezes Fundamentalsystem, wobei v; die Vielfachheit von \; sind. Sind
alle Koeffizienten a; reell, so ignoriere man alle Eigenwerte mit negativem Ima-
gindrteil, und bilde Reell und Imagindrteile der verbleibenden Lésung. Diese bil-
den dann ein reelles Fundamentalsystem.

Beweis: Sei

1) =3 a,(t)e"

eine Linearkombination der n Loésungen von (4.13), wobei ¢;(¢) Polynoms der
Ordnung kleiner als v; — 1 mit Koeffizienten aus C sind. Nun zeigen wir per
vollstandiger Induktion, dass ¢(¢) = 0 genau dann gilt, wenn alle ¢;(t) =0 sind.

Offenbar ist m = 1 der Fall. Angenommen die Behauptung sei fiir ein m > 1
bewiesen, dann multiplizieren wir die Gleichung

m

0= Z ¢ (1)eN" 4 Gryr (e wobei A1 # A (4.16)

j=1

mit e *+1* und erhalten
0= Xm: q;j ()" + g1 (t)  mit p; = Aj — g1 # 0.
j=1
Dann differenziert man diese Gleichung so oft bis ¢,+1(t) verschwindet, so ergibt
0= Zm: r;(t)e* mit gewissen Polynom r;(t).
j=1

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt r;(¢t) =0 gilt fiir alle j=1,--- ,m.

Dann miissen auch alle ¢;(t) = 0 sein, denn nach der Produktregel gilt fiir ein
Polynom p(t)

E(p(t)eﬂt) = (p/(t) + Iup(t))eut _ T(t)e“t’
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wobei 7(t) wieder ein Polynom ist mit der gleichen Ordnung wie p(¢). Dann
ist auch ¢,,,+1(t) = 0 und das heifit dass wir die lineare Unabhéngigkeit der n
Losungen gezeigt. [ |

Beispiel 4.19 (Bernoulli-Balken)
sWrr=f@1), tel

Die Gleichung fiir Eigenwerten ist A* +1 = 0 und die Lésungen sind

A:i@:i(%i%).

Dann ist ein reelles Fundamentalsystem gegeben durch

t t 1 _t t _t .t
eﬁcosﬁ, ev2 8N —, € V2 CoS——=, € VZsin——

V2’ V2 V2
Beispiel 4.20 (Das gefederte Doppelpendel)

{ 2 =—gr+k(y—2) ¢g,k>0
y' = —gy+k(z —y).

. x(t) aeM . .
Bei dem Ansatz y(t) =\ per ) erhalten wir die folgende Gleichungen

((A2 +g+k)a— kb)e” —0
(()\2 g+ k)b — k:a) M = 0.
Dann lautet die Eigenwertgleichung

2 2 12 2 _ _) 49
NH+g+k)—kKF=0=\N=—-—g—ktk {—g—Zk.

Deswegen haben wir 4 imaginire Eigenwerte,

/\173 = :l:l\/g, )\2,4 = :l:i\/ g + 2k.

Um die zugehérige Eigenvektoren (a,b)” zu erhalten, withlen wir z. B. a = k
und b = )\? +g+k fir 5 =1,2. Dann die beide Lésungen sind

1 A1t ]' Aot
<1)e und (1)6 .

Daraus folgt das folgenden reellen Fundamentalsystem

{( : >cos(\/§t), (})sin(\/ﬁt), (_11 >cos< g+ 2kt), (_11)5111( g—i—2k>}.
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5 Stetige und differenzierbare Abhingigkeit

Es sei G C R offen, f € C(G;R") stetig und lokal Lipschitz in z, (ty,x¢) €
G . Wir betrachten das Anfangswertproblem

¥ = f(t, ) (5.17)
m(to) = 29

und untersuchen die Abhéngigkeit der Losungen von den Daten, also von ty, zg,
und f. Die Abhéngigkeit enthélt Stetigkeit und Differenzierbarkeit.

5.1 Stetige Abhingigkeit
Gegeben sei die Losung x(t) auf ihrem maximalen Existenzintervall (¢_,¢;) und
sei die Menge, fir ty € (a,b) mit J = [a,b] C (t_,t;),

graph;(z) = {(t,z(t)) e G: t € J}.

Definition 5.1 Die gegebene Lisung x(t) heifit stetig abhdngig von (tg,xo, f)
falls es zu jedem kompakten Intervall J C (t_,ty) eine Umgebung K C G wvon
graph j(x) gibt sodass gilt:

Ve >0, 36 >0, dass die Losung y(t) von

y =g(t,y) (5.18)
y(70) = wo
vVt € J existiert und die Ungleichung
lz(t) —y(t)| <e, Vield
gentigt, sofern g: G — R" stetig, lokal Lipschitz von x und

|70 —to] <9, |wo— 0| < 5,(s1)1p |f(s,2) —g(s,2)] <0
s,z)eEK

erfiillen.

Satz 5.2 Sei G C R""! offen mit (tg,z0) € G, f € C(G;R™) und lokal Lip-
schitz in x . Dann hdingt die Lisung x(t) stetig von den Daten (to,xq, f) ab.

Beweis: Sei y(t) die Losung von Problem (5.18) auf ihrem maximalen Existenz-
intervall (7_,74) mit 79 € (7—, 7). Nun schreiben wir die Anfangswertprobleme
fir z und y in die Integralformeln fir ¢ € (¢t_,¢,) N (7, 74)

z(t) = xo—i-/t f(s,z(s))ds
y(t) = yo+/tg(8,y(8))d8

70
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Die Differenz z(t) — y(t) ist

Wir definieren die kompakte Menge durch

gegeben, wobei 1 so klein dass [a —n,b+n] C (t_,t,) gilt. Dann ist die Ein-
schrankung f|x auf K global Lipschitz stetig in = mit Lipschitz Konstante
L>0.

Fir (79,v0) mit |70 — to|, |yo — zo|] < d < min{e,n}, ist es offenbar dass
(70,%) € K. Wir setzen M = maxqg)ek |f(t, )|, dann fiir beliebige Funkti-
on g € C(G;R"™), die Lipschitz stetig in z ist, sofern

t —g(t <0
(t{g)agg(lf(,a?) g(t,r)| <9,

es gilt max( ek |9(t,x)] < M = §. Dann aus (5.19) und der Dreiecksunglei-
chung folgt dass Vt € [to, min{b, 7 }}] mit (s,y(s)) € K,
t
[z(t) —y()] < |zo — ol + (M +d)[to — 70| + L/ |(s) = y(s)lds + (b —a+mn)
to

< Ci+ L/tt |z(s) —y(s)|ds (5.21)

wobei C' =14+ M + 6 +b—a+n. Dann das Lemma von Gronwall liefert die
Abschétzung
z(t) — y(t)| < 6Celtt0) (5.22)

so lange (¢,y(t)) € K gilt. Nun wéhlem wir 6 > 0 hinreichend klein so dass die
rechte Seite von (5.22) kleiner als « ist.

Angenommen es existiert ein erstes t, € [to, min{b, 7, }| mit

|z(t) = y(t)| = o

Da (t.,y(t.)) inK ist, nach der obigen Diskussion folgt |x(t.) — y(t.)| < «, ein
Widerspruch. Ebenso argumentiert man nach links.
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Das heifit dass der Graph der Losung y(t) die Menge K nicht verlassen kann.

Da die Losung y(t) auf dem Intervall (max{a,7_}, min{b,7,}) beschrinkt ist,
nach dem Fortsetzungssatz, ist 7 < a und 7 > b, also y(t) ist auf [a,D]
existiert und (¢,y(t)) € K, Vt € [a,b] erfiillt.

Dann Ve > 0 hinreichend klein, wéhlen wir 6 > 0 so klein in (5.22) dass
lz(t) — y(t)| < 6Celt10) < ¢

gilt. Dann ist die Stetigabhéngigkeit bewisen.

Bemerkung 5.3 Sei to =7y, ©o =yo f = ¢, dann nach der Stetigabhéngigkeit
ist

Ve >0, gilt |z(t) —y(t)| <&Vt e J
Da J C (t_,t;) beliebig ist, ist die Losung x(t) auf ihrem maximalen Existen-

zintervall eindeutig.

Korollar 5.4 (Die Stetigabhiingigkeit im Grenzwertschreiben) Sei G C
R™ offen, (to,z0) € G, f, fj: G = R™ stetig und lokal Lipschitz stetig in x,
und es sei x(t) die Losung auf ihrem mazimalen Existenzintervall (t_,t.). Es
gelte

tj — 1, Tjo0 — Zo

und
fi(t,x) = f(t,x) gleichmdfig auf kompakten Teilmengen von G.

Sei [a,b] C (t—,t4). Dann besitzt das Anfanswertproblem

1:3 =g,(t,z;), Vtea,b

j(t;) = xj0
fiir hinreichend groffes j genau eine Lisung auf [a,b] und es gilt

zj(t) = x(t) gleichmdfig auf [a,b].

Beispiel 5.5 (Lotka-Volterra Modell)

2 =ax —bry, a,b,c,d>0
Y = —dy + cxy
x(0) =x¢ > 0,y(0) =70 > 0.

Gezeigt wird ist die globale Existenz und Eindeutigkeit der Losung. Nach der
Stetigabhéngigkeit der Losung von den Daten (zg, o, f), ist die Losung von
(20, Yo, a, b, ¢, d) stetig abhéngig.
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5.2 Anwendungen der Abhingigkeit
5.2.1 Comparison Prinzip

Lemma 5.6 Sei u: J xR — R stegig und lokal Lipschitz stetig in z, J =
[to,t1], p € H(J;R) erffullt die Differentialungleichung

{ p<ultp(t), te,
p(to) < wo.

Sei ¢ € CY(J;R) die Lisung von

{ ¢ =ult,pt), teJ,
©(to) = po.

Dann gilt p(t) < @(t), YVt € J.

Beweis: Wir setzen u,(t,2) = u(t,x) + = . Sei ¢, die Losung von

{ o = un(t,on(t)), te,
SOn(to) = o + %

Dann gilt
{ P <u(t,p(t)) <ult,p(t)) + 5, te,
p(to) < po < o + =

Nach dem Lemma 3.19 folgt
p(t) < pu(t), Vte J¥neN.
Die Stetigabhéngigkeit der Losung ¢ von den Daten liefert
on(t) = o(t)  gleichmaBig auf J.
Dann nachdem Grenziibergang n — oo gilt

p(t) < (t), Vte

5.2.2 Positivitidt von Losungen

Sei z € C*(J;R™) eine Losung von 2/ = f(t, ) . Wenn die Anfangswerte xqj > 0
fir ein k € {1,---,n}, unter welchen Bedingungen wird x(t), V¢t € J, auch
nicht negativ sein?
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Definition 5.7 (Positivititsbedingung fiir f) Sei z € R" und x, > 0 fir
k=1,---,n. Wenn Yk =1,--- ,n mit t >ty und x;, =0, gilt fp(t,z) >0,
dann heifit f quasipositiv.

Beispiel 5.8 (Lotka-Volterra)

' =ax —bry, a,b,c,d>0
Yy = —dy + czy
z(0) =z > 0,y(0) = yo > 0.

Fir x = 0 oder y = 0, gelten f1(0,y) = 0 oder fy(x,0) = 0, damit ist die
Positivitédtsbedingung 5.7 erfiillt.

Beispiel 5.9 (Chemische Kinetik (Gleichgewichtsreaktion))

dy=—kicacg +k_cp, ca(0)=7Y
g = —kycacg +k_cp, cp(0)=7Y%
p=kycacg —k_cp, cp(0)=7%

wobei k_,k, > 0. Es ist offenbar dass die Positivitdtsbedingung erfiillt.

Satz 5.10 Sei f : R x R® — R" stetig und lokal Lipschitz stetig in x wund
es sei f quasipositiv. Ist x(t) die Losung von (5.17) und gilt zo; > 0, Vj =
1,2,---,n, so folgt x;(t) > 0, Vt € [to,ty) wobei [to,ty) das maximale Exis-
tenzintervall der Lésung nach rechts ist.

Beweis: Sei e = (1,---,1) € R"” und 2™(t) lost

{ (@™) = f(t,2™) + & = f7(t, 2™)

™ (ty) = vo + & =1 ap’, mit x5, > 0,Vm € N,
Nach der Stetigkeit von f gilt fiir m — oo
fm(t,x) = f(t,x) gleichméBig auf kompackten Teilmengen von R x R".

AuBerdem ist xj" — xo. Dann die Stetigabhéngigkeit der Losung von den Daten
liefert
z™(t) — x(t)

gleichméBig auf kompackten Teilmengen vom ihren Maximalen Existenzinter-
vall. Sei t; > to die erste Zeit, an der ein Komponent von z™(t) verschwin-
det, O.B.d.A., sei zj*(t;) = 0 und 27'(¢;) > 0, Vj # k. Dann gilt einerseits
(") (t1) < 0, andererseits

(23) (t1) = fu(tr, 2™ (t1)) +

1 1
_Z_>07
m m
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wobei die Positivitatsbedingung fiir f verwendet wird. Das ist ein Widerspruch.

Das heifit x}*(t) > 0 gilt fiir alle £ € {1,--- ,n}, m € N und ¢ > ¢,. Daher fiir
m — oo gilt xx(t) >0 firalle k=1,--- ,n und t € [ty,ty).

5.2.3 Periodische Losungen

Sei f:R xR" — R" stetig und lokal Lipschitz stetig in x, 7— periodisch in ¢,
d.h.
ft+7,2)= f(t,z), teRxeR"

Frage: Ob es auch 7— periodische Losungen gibt.

Leider ist es im Allgemeinen nicht der Fall. z.B. Das Anfangswertproblem

2" +x = cost
z(0) = x,2'(0) = a1

hat eine eindeutige Losung durch
. t .
x(t) = xocost + xy sint + 3 sint

gegeben, und die ist nicht 27— periodisch. Und diese Eigenschaft ist nicht vom
Anfangswert abhéngt.

Nun suchen wir zusétzliche Bedingung fiir f, damit eine periodische Losung
existiert. Sei z(t) eine 7— periodische Losung von 2’ = f(t,z), also z(t+7) =
x(t), YVt € R. Dann z soll die Losung vom Problem mit einer periodischen
Randbedingung
= f(t,x), Vte|o,T]
{ x(0) = z(7). (5.23)

)
) eine Losung von (5.23) ist, dann ist die
auf R eine periodische Losung.

Falls f 7— periodisch in ¢ ist, und x(t

periodische Fortsetzung Z(t) von x(t

(
)
Definition 5.11 Sei y(t,z) die Losung vom Anfangswertproblem

{ y/ = f(tv y):
y(0) = 2.

Wir definieren eine Abbildung T : R™ — R™ durch
Tz :=y(T, 2).

Die nennt man Poincare Abbildung.
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Bemerkung 5.12 Die Existenz der Losung y(t) auf dem Intervall [0, 7] zeigt
dass die Abbildung T wohldefiniert ist. Nach der Stetigabhéingigkeit ist die Ab-
bildung T auch stetig. Die Existenz einer periodischen Losung ist dquivalent zu
die Existenz einem Fixpunkt der Abbildung 7.

Satz 5.13 (Fixpunktsatz von Brouwer) Sei D C R™ abgeschlossen, beschrinkt,
konvex, und T : D — D stetig, dann besitzt T mindestens einen Fixpunkt in
D.

Satz 5.14 Sei f : R x R® — R" stetig, lokal Lipschitz stetig in x und T—
periodisch in t. Es existiere R > 0 sodass

ft,z)-x <0 giltV|z| = R,Vt € [0,7]. (5.24)

Dann besitzt die Differentialgleichung x' = f(t,x) mindestens eine T— periodi-
sche Losung auf R.

Beweis: Zuerst nehmen wir eine stirke Bedingung fiir f, also 3R > 0 sodass

ft,z) -z <0 gilt V|z| = R,Vt € [0, 7]. (5.25)

Sei T : Br(0) = R™ durch Tz = y(7, z) definiert, wobei y(t,z) die Losung mit
dem Anfangswert z ist.
Nun behaupten wir dass T'(Bg(0)) C Bg(0).

Fir |z] < R, es gilt |Tz| = |y(t,2)] < R, Vt € [0,7] . Wenn es nicht der Fall ist,
dann existiert . € [0, 7] sodass

y(te,z) = R und |y(t,2)| < R,Vt € [0,1,].

Daraus folgt
d 2
—|y(t > 0.
5 1y(t, 2)] >0

*

Andererseits nach der Annahme (5.25) gilt

d
E|y(t7 Z)|2 = 2y,<t*v Z) ) y(t*7 Z) - 2f(t*7 y(t*7 Z)) ’ y<t*7 Z) <0.

Das ist ein Widerspruch.
Fir |z| = R, gilt

Sl 2P| = 20/(0.2)-50,2) = 2/0,5(0,2)) - 5(0,2) <0,

Dann dt; > 0 sodass
ly(t, 2)] < R gilt Vt € (0, o).



5.2 Anwendungen der Abhingigkeit

61

Nun ist der Fall y(tp,z) < R. Den kénnen wir als Anfangswert nehmen und
wiederholen die Argument fiir den Fall |z| < R und erhalten dass

ly(t,z)| < R, Vte(0,71].

Also mit der stirken Voraussetzung (5.25) haben wir die Aussage T(Bg(0)) C

Br(0) gezeigt.
Wenn die Bedingung (5.24) fiir f gilt, dann benutzen wir die Approximation

fult,a) = () -

und definieren wir Tyz = yi(7, 2), wobei yi(t, z) die Losung von

{ Y = fr(t, k),
yk(()) = Z.

ist. Dann ist die Bedingung (5.25) erfiillt. Dann ist T} (Bg(0)) C Bgr(0). Aufler-
dem nach der Stetigabhéngigkeit der Losung von den Daten, ist die Abbildung
tr stetig. Daher der Fixpunktsatz von Brouwer liefert dass zu jedem k € N, es
existiert einen Fixpunkt z; € Br(0) von T}, also

Te(zr) = 2z und  yr(0, z;) = ye(T, 25)-

Da die Menge Bgr(0) beschriankt ist, existiert eine konvergente Teilfolge von

(22)211

2., — To € Br(0), m — oo.
Nun betrachten wir das Anfangswertproblem

{ y = f(t,y),

Die Losung ist stetig von den Daten abhéngig, dann aus

fr, (t,x) — f(t, ) gleichméaBig auf [0, 7] x Bg(0)
folgt
Uk, (1) — y(t) gleichméfig auf [0, 7].

Ferner ist xo = y(0) = limy, 00 Y, (0) = limps00 27, = liMyy 00 Yi,,, (7) = y(7) .
Das zeigt dass eine periodische Losung existiert.
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5.3 Differenzierbarkeit der Losungen nach Daten

Wir betrachten nur das Autonome System, also den Fall f(t,z) = f(x), die
Funktion f ist nicht von ¢ abhéngig.

o' = f(),
{ 2(0) = 1 (5.26)

wobei f € C'(G;R") und G C R™ offen. Nach dem Existenz und Eindeutigkeit
Satz, es existiert eine eindeutige Losung © = z(t,y), z € C([0,t,(y)); R™) wobei
[0,t,(y)) ihren maximalen Existenzintervall nach rechts ist.

Sei xz(t,y) die Losung, die auch eine Funktion von y ist, die Frage sei ob z
nach y differenzierbar ist. Nach dem formalen Differenzieren, also leiten wir die
Gleichung 0,x(t,y) = f(x(t,y)) nach y ab folgt

0y (O (t,y)) = ['(x(t,y))0yx(t,y).

Im Fall dass z(t,y) glatt ist, gilt

O (9yx(t,y)) = f'(x(t,y)0yz(t,y).
Auflerdem aus x(0,y) =y folgt 9,2(0,y) = I, die Einheit Matrix.

Also wenn die Funktion z(t,y) nach y differenzierbar ist, muss die Ableitungs-
matrix J,x(t,y) das folgenden Anfangswertproblem erfiillen

X' = A(t,y)X,
{ X(0) :].y (5.27)

wobei A(t,x) = f'(x(t,y)).

Satz 5.15 Sei G C R" offen, f € CY(G;R™) und xz(t,y) sei die Lisung von
(5.26) auf einem Intervall J = [0,a) C [0,74(y)). Dann ist die Abbildung
(t,y) = z(t,y) stetig differenzierbar und X = X(t,y) = Oyx(t,y) erfillt das
Anfangswertproblem (5.27).

Beweis: Sei y € G fixiert und eine Umgebung Bj;(y) C G mit Radius 6 > 0
klein geniig. Sei h € R™ mit |h| < ¢ klein und X(¢) sei die Losung von (5.27).
Wir definieren

up(t) == x(t,y+h) —x(t,y) — X(t)h, Vte J

Um die Differenzierbarkeit der Losung z(¢,y) nach y zu beweisen, werden wir
zeigen dass Ve > 0 ein n(e) > 0 existiert dass

lup(t)| < elh| fiir |h] < n(e) gilt. (5.28)
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Wir differenzieren wuy(t) in ¢ und erhalten

Owup, = Owx(t,y+h)— dx(t,y) — X(t)h
= [flalt,y+h) = flzt,y)) — Alt,y) X (1)h
A(t,y)up + ri(t),

wobei

r(t) = f(x(t,y +h)) — f(z(t,y) — Alt,y)[z(t,y + h) — 2(t,y)].

Das heifit dass uy, erfiillt das Anfangswertproblem

{%@:Awwmw+mm

Da die matrixwertige Funktion X(¢) eine Fundamentalmatrix der Gleichung
2'(t) = A(t,y)x(t) ist, nach der Variation der Konstanten gilt

t
:Xt)/ X!
0

M, =max|X(t)] und M, = max |X (¢,
ted teJ

Nun setzen wir

dann folgt die Abschéitzung

0] < M, [ s
Aus der Stetigabhéngigkeit der Losung nach den Anfangswert folgt
z(t,y+h) — z(t,y) gleichmiBig in J x Bj(y).
Der Mittelwertsatz zeigt 30 € [0, 1] sodass

rn(t) = flx(t,y+h) — flzt,y) — At y)x(t,y + h) — z(t, y)]
= [f/(0x(t,y +h) + (1= 0)x(t,y) — [zt y)][=(t,y +h) —2(t,y)].

Da f € CY(G;R") auf kompakten Mengen gleichmiifiig stetig ist, dann Ve > 0,
In(e) > 0 sodass V|h| < n(e) gilt

Irn(t)| < elz(t,y +h) —x(t,y)| < elun(t)] +e| X (@)||h] < elun(t)] + eMi|hl.
Somit erhalt mann

rmmymmﬁwwwwmm
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Dann nach der Gronwallschen Ungleichung gilt
lup(t)| < eaM?My|h|es* M2t < Ce|n|, Yt € J.

Dann folgt aus der Definition der Differenzierbarkeit, ist die Losung x(t,y) nach
y differenzierbar und die Ableitungsmatrix 0,x(t,y) die Losung von (5.27).

5.4 Dynamische Systeme

Definition 5.16 (Dynamisches System) Sei (M,d) ein metrischer Raum.
FEine Abbildung ¢ : Rx M — M, (t,x) — ¢(t,x) heifst dynamisches System
(Fluss) falls die folgenden Bedingungen erfillt sind.

(D1) ¢(0,x) =x, Ve € M.

(D2) ¢(t+ s,x) = ¢(t,¢(s,x)), Vi, s e R, x € M. Gruppeneigenschaft
(D3) ¢ ist stetig in (t,x) € R x M .

Ersetzt man in dieser Definition R durch R™ |, so spricht man von einem semi-

dynamischen System (oder Halbfluss) suf M wund (D2) heifsit Halbgruppe-

neigenschaft.

Bemerkung 5.17 Die Abbildung ¢ beschreibt die Dynamik des Systems: Ist
das System zum Zeitpunkt t = 0 in z, so befindet es sich zur Zeit ¢ = t* in

ot x).

Satz 5.18 Sei G C R" offen, f: G — R™ lokal Lipschitz stetig und zu jedem
Anfangswert y € G existiere die Losung des autonomen Anfangswertproblem

o' = f(z)
2(0) = (5.29)

global, also fiir alle t € R. Dann definiert die Funktion
ot y) == x(t,y),Vy € Gt €R

ein dynamisches System. Ezistieren die Losungen wenigstens nach rechts global,
so erhdlt man entsprechend einen Halbfluss.
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Beweis: Fiir die Eigenschaft (D1), ist es offensichtlich dass ¢(0,y) = z(0,y) = y.

Fiir (D2), die Definition von ¢ ergibt sich ¢(t+s,y) = z(t+s,y) und ¢(t, ¢(s,y)) =

x(t,x(s,y)). z(t,z(s,y)) ist die Losung von 2’ = f(x) mit dem Anfangswert
x(0,2(s,y)) = x(s,y) . Andererseits ist z(t+s,y) die Losung von 2’ = f(x) mit
dem Anfangswert x(0,y) = y, spezial hat sie an der Zeit s den Wert z(s,y) . Das
bedeutet dass z(t,z(s,y)) und z(t + s,y) sind beide Losungen von 2z’ = f(x)
mit der Bedingung z(0,z(s,y)) = x(s,y) . Nach der Eindeutigkeit der Losungen,
erhélt man z(t + s,y) = z(t,z(s,y)) , also ¢(t + s,x) = ¢(t, P(s,x)).

Die Stetigkeit von ¢ in (D3) kommt aus der Stetigabéngigkeit nach den Anfangs-
wert. [ |

Bemerkung 5.19 e Autonome Systeme sind notwendig. z.B. fiir das System
[
{ i((i ?y ,ist z(t,y) eine Losung, erfillt z(t+s,y) die Gleichung ' (t+
x,y) = (t + s)z(t + s,y) , die nicht die selbe Gleichung ist.

e Sei ¢ : R x M — M ein dynamisches System. Ersetzt man R durch Z,
so spricht man von diskreten dynamischen Systemen.

e Sei y € M fixiert. Dann nennt man ~(y) := {é(¢,y) : t € R} Orbit oder
Bahn oder Trajektorie durch y. Entsprechend heifit v, (y) = ¢(R.,y)
positives Halborbit von .

e Ist ¢(t,x) ein Halbfluss und existiert
Too := lim ¢(t, zo),
t—o0

S0 ist o ein Fixpunkt des Halbflusses, also ¢(,Ts) = Too, VE > 0. Dies
zeigt

¢(tax00) - ¢(tash_¥.lo¢(sax0)

= lim ¢(t + s,20) = Too-
S§—00

Daher sind Grenzwerte von globalen Losungen einer autonomen Differenti-
algleichung = = f(x) fiir ¢ — oo stets stationaére Losungen der Gleichung.
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6 Elementare Stabilitdtstheorie

6.1 Definition der Stabilitit

Sei G C R™ offen, f: R x G — R" stetig und lokal Lipschitz stetig in z. Wir
betrachten das Anfangswertproblem

{ v =ft) (6.30)

l’(to) =29, to€ER,xg€ G.

Sei z(t) eine globale Losung nach rechts, und untersuchen wir ob die Losung x(¢)
’stabil’ bleibt. Das heifit ob nach eine kleine Anderung von Anfangsdaten bleibt
die Losung auch in einer kleinen Umgebung von x(t) . Die genaue Definition der
Stabilitat wird weiteren gegeben.

Sei Z(t) eine Losung von

{ ¥ = f(t, 1)

{Z‘(to) =T9, ty€ER z5€EQG.

Nun betrachten wir die Differenz der zwei Losungen. Sei y(t) = x(t) —(t) , diese
Funktion beschreibt die Anderung der Losung. Dann gilt ’

y(t) =a'(t) —2@t) = [f(t,z(t) = f(t, (1))
= f(ty(t) + () — f(E, () = gL, y(1)),

wobei ¢ stetig in ¢ und lokal Lipschitz stetig in y ist.
Es gilt dann offensichtlich ¢(¢,0) = 0, das heift

{ Y =g(ty)
y(to) =0

hat eine konstante Losung y,.(t) = 0. Daher geniigt es den Fall f(¢,0) = 0 zu
betrachten.

Definition 6.1 Sei f: R x G — R" stetig und lokal Lipschitz stetig in x und
f(t,0)=0.

e Die triviale Losung x, = 0 heifit stabil, falls zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0
gibt, sodass Bs(0) C G, die Lisung x(t,xo) mit xo € Bs(0) fir t > to
existiert und

|z(t, x0)| < e, Vt>to,|zgl <6
erfillt ist.

e x. =0 heifit instabil, falls es nicht stabil ist.
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o . =0 heifft attraktiv, falls 309 > 0 sodass Bs,(0) C G, die Lisung
x(t,zo) fir xo € Bs,(0) und alle t >ty existiert und

lim |z(t,xz0)] =0, z0 € Bs(0)

t—o0
qgilt.
o . =0 heifst asymptotisch stabil, falls es stabil und attraktiv ist.

Bemerkung 6.2 e 1, =0 ist stabil ist dquivalent zu lim,, o |z(t, 29)| = 0
gleichméBig in ¢ > to, und auch dquivalent zu dass xz(t,zo) ist steti-
gabhingig von xy an der Stelle o = 0.

o 1. = 0 ist stabil bedeutet nicht dass z, = 0 attraktiv sein muss. An-
dererseits x, = 0 ist attraktiv impliziert auch nicht dass xz, = 0 stabil
ist.

Beispiel 6.3 ' =ax, a € R, x € R".

x, = 0 ist eine trivialle Losung. Die eindeutige Losung mit dem Anfangswert g
ist x(t,zg) = zoe™ . Dann

e 1, =0 ist stabil wenn a < 0, denn Ve > 0 mit § = ¢, ist fir |zo| < ¢
gilt |x(t, z0)| < |xole™ < |xo| < €.

o 1, =0 ist stabil wenn a > 0, denn lim; . |2(t, 2o)| = oo sofern |zg| # 0.

e 1z, =0 ist attraktiv und asymptotisch stabil wenn o < 0, denn lim,_, [2(, 2¢)| =
0, Vzog € R™.

Beispiel 6.4 12/ = —z? fiir x5 € R\{0} . Die Losungsdarstellung ist durch
1
sz L
2t + 5 21y
%o

gegeben. Ve > 0, wir nehmen 0 = ¢, dann gilt fiir |zo| < 6,

x(t, ) =

1
|z(t, 20)| = ——= < |2o] < I = €.

2+
0
Da lim; o |2(t, z0)| = 0, ist die Losung ., = 0 auch asymptotisch stabil.

"+ w?r =0

z(0) = ,2'(0) = 0.

x, = 0 ist eine triviale Losung von der Gleichung. Fiir das mathematische Pendel,
ist z, = 0 die untere Ruhelage. Fiir den Anfangswert xy mit |zo| < J, also

Beispiel 6.5 {
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die eine kleine Abweichung von x, = 0 ist, bleibt die Losung (¢, z¢) in einer
¢— Umgebung von z,, denn es gilt

|z(t, x0)| = |zocoswt| < 6 = e.
Die Losung x, = 0 ist stabil, aber nicht attraktiv, denn

lim z(t,x9) = lim zq cos wt
t—00 t—o0

existiert nicht.

Bemerkung 6.6 Fiir die nicht lineare Gleichung z” +w?sinz = 0, gibt es zwei
konstante Losungen, die obere Ruhelage x, = m und die untere Ruhelage z, = 0.
Wir werden spiéter zeigen dass 0 stabil ist und 7 instabil ist.

6.2 Ebene lineare autonome Systeme

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Losungsverhalten der 2-Dimensional
homogenen linearen System

ag1 A22.

¥=Ax, A= ( a2 ) (6.31)

Das System hat eine triviale Losung x, = 0. Das Ziel ist die Stabilitdt von 0
mittels der Eigenwerte vollstédndig zu characterisieren.

Sei P = a1 + 99 — SpAA7 q = Q11099 — 421012 = detA Dann ist p()\> =
det(A — A) = A? — p) + ¢. Die Nullstelle sind

A = g

+4/=—q.
4(1

Es gibt die folgende 3 Fille, die spater separat behandelt werden.
(1) A2 sind Reell und A\ # Ay, oder dquivalent ¢ < %2
(2) A12 sind Reell und A\ = g, oder dquivalent ¢ = %2
(3) A2 sind konjugiert komplex Ay = A, , oder #dquivalent q > %2

In dem Fall (1). Sei vy,ve die Eigenvektoren zu A1, Ay, und C = (v, vs),
dann gilt

A O
C ( Ol )\2 > = AC = (/\1’[}17>\2U2).
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Sei x = Cy, dann folgt

y =0 =C ' Ax = CTACY = A0 Y.
0 X

Damit folgt die Losungsdarstellung

yi1(t) = ke, Yk € R o (@)
ya(t) = kae™!, Vky € R Ya= R\ )

Es gibt fiinf Unterfalle

L. <0< X (g<0).

Abbildung 6.3: Sattelpunkt

2. A< <0 (O<q<”;,p<0).

Abbildung 6.4: Stabiler Knoten

3. 0< A, N (O<q<”§,p>0).
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Abbildung 6.5: Instabiler Knoten

4. \1 <0, Ay=0 (qu,p<0)

Abbildung 6.6: Stabile Zustédnde

5. A1 >0, Ay=0 (q:O,p>0).

Abbildung 6.7: Instabile Zusténde

In dem Fall (2). Es gibt zwei Unterfille
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1. A= Ay ist halbeinfach, also mgy(A) = m(A) = 2. Sei vy,v, die Eigenvek-
toren und sei C' = (v, v2), dann mit x = C'y folgt

, (A0

Damit folgt die Losungsdarstellung

yi(t) = ke, Vk €R )
{ yat) = kpe, Wk e R 2T R0
Fir A <0 ist
Abbildung 6.8: Stabile echte Knoten
Fiir A > 0 ist

Abbildung 6.9: Instabile echte Knoten

2. X = Ay ist nicht halbeinfach. Sei v der einzige Eigenvektor zum Eigenwert
A. Sei w die Losung von der Gleichung (A — AI)w = 0, wobei offenbar w
linear unabhéngig von v ist. Nun setzen wir C' = (v, w) und es gibt

AC’:(/\U,)\w):()\U,)\w—i-U):C(())\ i\)
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Dann erfiillt y = C~'z die Gleichung

>~

/- Al
yzClACyz(O )y.

Daraus folgt die Losungen

y1(t) = (ki + kot)eM, Vk €R
Ya(t) = koe™, Vky € R

Fir A <0 ist

Abbildung 6.10: Stabile falsche Knoten

Fir A > 0 ist

Abbildung 6.11: Instabile falsche Knoten

In dem Fall 3. A\, =\ (¢ > %2)
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Sei vy, vy die Eigenvektoren zu Ay, Ao, und C = (v1, v3), dann erfiillt u = C~ 'z

das komplexe System
u = A0 u
L0 '
Nun betrachten wir den Reell und Imaginérteil von w. Seien y; = Rew; und

Yo =Imu;, A=0=x1p mit p > 0. Dann

{ Yi = oy — pye
Yh = 0Ys + pYs-

Mit Hilfe von Polarkoordinaten y; = rcos¢ und y, = rsin g ist das System wie
folgt geschrieben

{ r’ cosp — Y'rsinp = orcos — prsin { r' =or

r'sin g 4+ ¢@'r cos p = orsin g + prcos g o =

Die Losungsdarstellung ist

r(t) = kie’, Vk €R
gD(t) =pt + ko, VkyeR.

Dann gibt es 3 Unterfille

1. 0<0 (p>0)

Abbildung 6.12: Stabile Spirale

2. 0>0(p<0)
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Abbildung 6.13: Instabile Spirale

Abbildung 6.14: Zentrum (Periodische Losung)

6.3 Stabilitit linearer Systeme

Das lineare System lautet

= A(t)r + b(t) (6.32)
wobei A € C([ty,0); R™™), b e C([ty,00); R™.
Seien z,(t) und xz(t) Losungen von (6.32), dann ist y(t) = z(t) — z.(t) eine
Loésung vom homogenen System

y = A(t)y. (6.33)

Das heifit eine Losung von (6.32) ist genau dann stabil (bzw. attraktiv), wenn
die triviale Losung vom homogenen System (6.33) stabil (bzw attraktiv) ist.

Das homogene System mit Anfangswert y(ty) = yo hat die Losung

y(t) =Y )Y (to)yo
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wobei Y (t) eine Fundamentalmatrix ist.

Satz 6.7 Sei Y(t) eine Fundamentalmatriz, dann gilt

e y. =0 ist genau dann stabil fiir (6.33), wenn sup,, Y (t)| < oo gilt.

o y. =0 ist genau dann attraktiv fir (6.33), wenn limy_, [Y ()| =0 gilt.

Insbesondere fiir lineares System fallen die Begriffe attraktiv und asymptotisch
stabil zusammen.

Bemerkung 6.8 In diesem Satz wird die Operator Norm |A| fiir eine n X

n Matrix A verwendet, die durch |A| = sup,cgn ‘ﬁ)—”' gegeben ist. Da die alle

Normen #quivalent sind, gelten die Ergebnisse auch fiir die andere Nomen von
Y(t).

Beweis:

e Sei y, = 0 stabil, dann gilt:

Ve > 0, 30 > 0 sodass |y(t)] < e fir alle |yo| < 0 und ¢ > t. Speziell
fir e =1 ist

ly(®)] =Y ()Y (to)yol <1, Vgl <6,V > to.
Um die Beschrankung von |Y(¢)| zu zeigen, muss man beweisen dass
Vo € R",3M > 0 sodass |Y (t)v| < M|v| gilt.

Nun Vv € R™, fiir yo = (5&8235‘ ist |yo| < 0 und dann folgt

Y ()| = 7Y (to)v] - V()Y (to)yol

< o (o] < Ty

Daraus folgt Y (¢)] < 3|Y (to)|, Vt > to.
Umgekehrt sei |Y(t)] < M gilt Vt > ¢y, dann Ve > 0, mit dem Wahl

5:m,1st

)| <Y ()] - 1Y ()] - lyo| < MY 1 (t)|6 < e.

Also ist y, = 0 stabil.
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e Sei y, = 0 asymptotisch stabil. Dann existiert ein §y > 0 sodass V|yo| < do

gilt
ly(®)| = [Y ()T (to)yo| = 0, t— oo.
Daher folgt Vv € R™, erhalten wir mit yy = f;(i?)):l dass

Y (o] = 6 YY (to)v] - Y ()Y " (to)yo| — 0, ¢ — oo

Also ist
Y(t)| =0, t— 0.

Umgekehrt gelte |Y(¢)| — 0, fiir ¢ — oo. Dann gilt V|yo| < oo,
()] < Y ()] - [V (to)] - [yol — 0.
Offensichtlich existiert auch eine Konstante M > 0 sodass
Y (t)] < M.

Und dann ist y, = 0 stabil. Also ist 0 auch asymptotisch stabil.

Eine Folgerung fiir konstante Matrix lautet

Satz 6.9 Sei A(t) = A € R"™™. Dann gelten

1. y, = 0 ist genau dann stabil, wenn ReX; < 0 gilt fiir alle Eigenwerte \;
von A, im Fall Re\; =0 ist \; halbeinfach.

2. Yy, = 0 st genau dann asymptotisch stabil, wenn ReX; < 0 gilt fir alle
Eigenwerte gilt.

Bemerkung 6.10 Die Spektrumschranke ist durch
s(A) = max{Re A : det(\ — A) = 0}

gegeben. y, ist genau dann asymptotisch stabil wenn s(A) < 0 gilt, und s(A4) >
0 impliziert Instabilitidt. Der Fall s(A) = 0, wenn es Eigenwerte auf die ima-
ginédren Achse gibt, erfordert weitere Informationen iiber diese, die iiber Stabilitét
und Instabilitéit entscheiden. Dieser Fall wird hdufig marginal stabil genannt.
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6.4 Das Prinzip der linearisierten Stabilitét

Wir untersuchen die nichtlineare autonome Gleichung
2’ = f(z) wobei fe& CYR™R"). (6.34)

Sei z, ein Equilibrium von (6.34), welche dquivalent zu f(z,) =0 sei.

Unser Ziel ist es, die Stabilitéit dieser speziellen Losung zu charakterisieren. Es
sei x = z(t) eine Losung, man setze u(t) = x(t) — z., und erhélte

u'(t) = 2'(t) = flu(t) +2.) = fla.) = f(@)ult) + r(u(t))

wobel

r(u) = f(u+z.) — f(z.) — f'(x)u = o(|u]) fiir |u] — 0.
Nun betrachten wir das dquivalente semilineare System
u = Au+r(u), mit A= f'(z.), (6.35)
und vergleichen dieses mit dem linearen System
u = Au. (6.36)

Satz 6.11 Sei f € CY(R™;R"), x, ein Equilibrium von (6.34) und A = f'(z.).
Dann gelten die folgenden Aussagen.

e Gilt Re); < 0 fir alle Eigenwerte \; von A, so ist das Equilibrium .
asymptotisch stabil fir (6.34).

o Euxistiert ein Eigenwert \; mit Re\; > 0, so ist x, instabil fir (6.34).
Damit gilt fir ein Equilibrium x, von (6.34):

e Wenn s(f'(x.)) <0, dann ist x, asymptotisch stabil.

o Wenn s(f'(x.)) >0, dann ist x, instabil.

Daher ist die Spektralschranke von f'(x.) charakteristisch fir die Stabilitit vom
Equilibrium x, von (6.34).

Beweis: Sei u(0) = ug, Die Stetigdifferenzierbarkeit von f liefert:

Vp>0, 3Jnp) >0: |r(u)|<plul, falls|ul <n.



6.4 Das Prinzip der linearisierten Stabilitéit

78

Mit der Formel der Variation der Konstanten, kann man die Gleichung (6.35) im
folgenden umschreiben

t
u(t) = e*uyg +/ A (u(s))ds, t>0.
0

Ve > 0 miissen wir zeigen dass ein d(¢) > 0 existiert sodass
lu(t)| <e falls |up| <6, Vt>0,

und limg o |u(t)] =0.

Da Re\; < 0 fiir alle j, existiert eine Konstant w > 0 sodass w < min;<;<, | Re \;]|.
Dann dM > 1 sodass gilt
|€At’ < Mefwt.

Daraus folgt die Abschéitzung

t
u(®)] < IeAtI-IuO|+/ [ [r(u(s))|ds
0

t
< Me || + M / ==y (u(s))|ds, Vit > 0.
0

Wir fixieren p > 0 so dass Mp —w < 0 gilt. Sei ferner |ug| < 6 < 7, solange
lu(s)| <n, fir 0 <s <t, erhalten wir

t
lu(t)] < Me " ug| + ]\/[/ e plu(s)|ds.
0

Nun setzen wir ¢(t) = e**|u(t)], es gilt

610) < Mlua| + Mp [ o(s)ds.
Dann aus dem Lemma von Gronwall erhalten wir
lu(t)] < eMP= M |uy).
Aufgrund der Wahl von p > 0 gilt Mp —w < 0, also ist
|u(t)| < |ug|lM <M <n und |u(t)] < ¢,
wobei § = 53> min{n,e} . Ferner ist

lu(t)] < MeMP=)yg| — 0, fiir t — oo

Den Beweis fiir Instabilitdt von z, im Fall s(f'(x.)) > 0 lassen wir von diesem
Skript weg. [1]. |
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Bemerkung 6.12 Satz 6.11 gibt keine Aussage im Fall s(f'(z.)) =0.

Beispiel 6.13 (Das mathematische Pendel) u” + w?sinu = 0.
Die obere Ruhelage, der Punkt (7,0), ist ein Equilibrium des System

wobei f(u,v) = ( 2 sinu ) mit f'(u,v) = ( _WQ?:OSU (1) ) . Dann an der

Stelle (7,0) ist

A:fI(W,O):(£2 é), :>)\172:iw750.

Das heifit dass A einen positiveren Eigenwert hat. Dann nach dem Satz 6.11 ist
die obere Ruhelage des mathematischen Pendels instabil.

Fiir die untere Ruhelage ergeben sich zwei imaginére Eigenwerte von f/(0,0), also
ist der Satz 6.11 nicht anwendbar. Die Stabilitit der unteren Ruhelage werden
wir spéter zeigen.

Beispiel 6.14 (Das Lotka-Volterra-Modell mit Sittigung)

(6.37)

¥ =ax —bry — gz® a,b,c,d, g > 0.
y' = —dy + czy.

Die Equilibria von (6.37) sind die Losungen von

0 = ax — bry — ga?
0= —dy + cxy.

Es gibt drei Equilibria, Ey = (0,0), Ey = (£,0), und B3 = (¢,¢ — %), und mit

[ ax — bry — g2? , (a—=by—2gz  —bx

Fiir das Equilibrium E; , ist f/(0,0) = 8 —Od

a>0, Ay =—d < 0. Daher ist F; instabil.

. Ihre Eigenwerte sind A\ =

ab

.. K . . / 2 — - g
Fiir das Equilibrium Ej , ist f'(7,0) ( 0 —die
AM=—a<0, g =—d+ £ <0 genau dann, wenn ac < dg. Daher ist Fy fiir
ac < dg asymptotisch stabil, um fiir ac > dg instabil.

) . Thre Eigenwerte sind
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cb 06739 0
= :
gilt Spf'(Es) = —% < 0 und det f'(B3) = 4(ac — dg) . Dann fiir ac > dg, also
sind die reelle Teile der beiden Eigenwerten negativ, ist das Koexistenzequilibrium
E3 biologisch sinnvoll, d. h. ist es asymptotisch stabil.

_dg _bd
Fiir das Equilibrium FEj , ist f’(‘zl, 7= ady — ( c ) . Fiir diese Matrix,

Bemerkung 6.15 In hocheren Dimesionen sind die Nullstellen von P()\) =
det(AI — A) nicht immer leicht zugénlich, aber sind die Kriterien niitzlich, die
Re A; < 0 fiir alle Nullstellen \; sicherstellen. Das bekannteste ist das Kriterium
von Routh-Hurwitz, das nicht im diesen Skript weiter erklaren wird.

6.5 Ljapunov Funktionen (Lyapunov functionals)

Ein wichtiges Konzept in der Stabilitdtstheorie fiir die Differentialgleichungen ist
die Ljapunov Funktion. In diesem Abschnitt betrachten wir das autonome System

7 = f() (6.38)

wobei f : G — R"™ lokal Lipschitz stetig ist und G C R" eine offene Teilmenge
ist.

Definition 6.16 FEine Funktion V € C(G;R) heifst Ljapunov Funktion fir
(6.38) falls V' entlang der Losungen von (6.38) fallend ist, d.h. die Funktion
o(t) .=V (x(t)) ist fir jede beliebige Losung x(t) fallend in t .

V' heifit strickte Ljapunov Funtion falls V' entlang nichtkonstanter Lisun-
gen von (6.38) streng fallend ist, d. h. die Funktion ¢(t) := V(x(t)) ist fir jede
beliebige nichtkonstante Lisung x(t) streng fallend in t .

Beispiel 6.17 Sei V € CY(G;R), = = z(t) eine Losung von (6.38). Dann gilt

d

P(1) = SV (@(t) = YV (a(t) - 2'(t) = YV (a(t) - F((t))

Daraus folgt dass V € C'(G : R) eine Ljapunov Funktion ist, wenn VV(z) -
f(z) <0 fiir alle z € G gilt. Und V ist eine strickte Ljapunov Funktion, wenn
VV(z)- f(z) <0 fir alle x € G\E, wobei € ={z € G: f(zx) =0}.

Beispiel 6.18 Seien n =1 und V(z) die Stammfunktion von —f(z), dann gilt

d

oV (@) = V'(@(®)a'(t) = —f(z(1)) f(2(1)) < 0.

Dann ist V' eine Ljapunov Funktion fiir die Gleichung.
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Seien n > 1 und VV(z) = —f(x), dann gilt

d

oV (@) = VV(z(t) - 2'(t) = —f(a(?)) - f(2(1)) <0,

und f(z) =0 genau dann, wenn x € €.

Also fiir n > 1 ist V eine strickte Ljapunov Funktion.

Beispiel 6.19 (Das gedampfte Pendel)

/ 2

u =0 a>0,w>0
V= —av — wsinu

Wie definieren V' (u,v) = $v* + w?(1 — cosu), dann gilt

d w?sinu v
£V(u,v) = VV'f—( v )'(_(w—wzsinu>

= wvwlsinu — av? —vwlsinu = —av? <0, Vv eR

und 4V (u,v) = —aw? < 0, Yo € R\{v = 0}. Fiir v = 0, erhalten wir
u = Const., dann sind (Const.,0) Equilibria. Daraus folgt dass V' eine strickte
Ljapunov Funktion ist.

Beispiel 6.20 (Das Lotka Volterra System mit S&ittigung)

¥ = ar — cxy — bx? a,b,c,d,g > 0.
y' = —dy + gzy.

(4 ‘W—_bd) . Wie definieren

Dieses System hat ein Equilibrium (z., y.)

g’ cg
V(w,y) = ar(— = log =) + fy.(- —log =), a,BER.
Dann gilt
d a(l —2) ar — cxy — ba?
V@), yt) = VV-f= o))
Gva.am) = e (G078 ) (e

alx —z,)(a —br — cy) + By — ys) (—d + gz)
= —ab(z —2.)* + (Bg — ac)(y — y)(z — 2.),

wobei —d + gr = g(x — x,) und a — bxr — cy = b(w. — =) + c(y. — y) verwendet
wurden. Jetzt wiahlen wir &« = ¢ und = ¢ und erhalten

e ) S0 VryeR
VV . f=—gblx — ) {<0 Vo £z,

Fir x = z, ist y = y, die eindeutige Losung. Das bedeutet dass V ist eine
strikte Ljapunov Funktion.
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Proposition 6.21 Sei G C R" offen, f : G — R" local Lipschitz stetig. Sei
V € C(G;R) eine Ljapunov Funktion und es gelte

1. im0 V(2) = 00, falls G unbeschrinkt ist. (V' ist koerziv).

2. limmﬁag V(ﬂ?) =0

Dann ezistiert jede Losung von (6.38) global nach rechts. Ferner gelten

sup |z(t)] < oo, wund infdistiso(x(t), 0G) > 0.
>0

Beweis: Sei z(t) eine Losung mit maximalen Existenzintervall [0,¢, ). Dann ist
o(t) := V(z(t)) monoton fallend fiir ¢ € [0,%,).

Angenommen z(t) ist nicht beschrénkt, dann existiert eine Folge ¢, — ¢, mit
|z(t,)| = oo fiir n — oo . Daher aus der Voraussetzung lim,| o, V' (z) = oo folgt
V(z(t,)) — +oo, welche ein Widerspruch gegen der Monotonie von ¢(t) .

Angenommen dist(x(t,),0G) — 0 fir ¢, — ¢, , dann folgt dass V(z(t,)) — oo.
Das ist auch ein Widerspruch gegen der Monotonieeigenschaft.

Dann nach dem Fortsetzungssatz ist ¢, = oco. [

Beispiel 6.22 (Das Lotka Volterra System mit Sattigung) Sei G = (0, 00)x
(0,00) .

V(z,y) = gr.(— — log —) + cyu (= — log =
(.0) = g —log ) + ey (L —log )

ist eine Ljapunov Funktion. Nach dem Proposition 6.21, existiert die Losungen
global und sind vom Rand weg auch beschrénkt.

Beispiel 6.23 (Das geddimpfte Pendel) Sei G = R?.
Lo o
V(u,v) = v + w(1 — cosu)

ist eine strikte Ljapunov Funktion, die die Bedingung in Proposition 6.21 nicht.
Jedoch gilt Vu, lim, o V(u,v) = oo. Daraus folgt dass |v| beschriankt sein
muss, also IM > 0 sodass

|| = |v]| < M, Vt>0.
Daher nach der Gleichung v” + au + w? sinu = 0 folgt

|u"| = | — av — w?sinu| < aM +w? V¥t >0.
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Nun multiplizieren wir die Gleichung mit «' und integrieren die bzgl. ¢t von 0

bis oo,
/ u”u’dt%—/ &\u’]th—l—uﬂ/ u' sinudt = 0.
0 0 0

oo 1 -
— a/ |u'|2dtg)-|u'|2\ ‘+
0 2 0

w? COSU’;O‘ < M + 2w2.

Da u”(t) beschrénkt ist und das Integral [ [u/|dt auch beschréinkt ist, muss
dann v(t) =u/(t) — 0 als t - +0.

Die Ljapunov Funktion V' ist nichtnegativ und V(u(t),v(¢t)) monoton fallend in
¢, dann hat V(u(t),v(t)) = 0%(t) + w?(1 — cosu(t)) einen Grenzwert Vo, > 0
fiir ¢ — oco. Dann aus v(t) — 0 folgt cosu(t) = coo = 1 — % € [—1,1] fiir
t— 00.

Dann Ve > 0, dt. > 0 sodass
|cosu(t) — coo| <&, Vt>t..
Da cos ' ([ceo — €,¢0 + €]) ist aus einer Vereinigung beschrinkter disjunkter
Intervalle, folgt dass |u(t)| < C for t > t..
Zusammenfassend sind die Losungen u und v global beschrankt.
Lemma 6.24 Sei V € C(G) eine strickte Ljapunov Funktion fir ' = f(z).

Sei x(t,zq) eine nach rechts globale Lisung mit x(tg,xo) — o € G fiir eine
Folge ti, — oo. Dann qilt v € £, also ist xo ein Equilibrium.

Beweis: Die Funktion ¢(t) := V' (z(t)) ist fallend, daher existiert der Grenzwert
p(00) = lim p(t) = lim p(tx) = lm V(z(tg, z0)) = V(2), (6.39)
t—00 k—o00 k—ro0

wobei in der letzte Gleichung wird die Stetigkeit von V' verwendet.
Eindeutigkeit und stetige Abhéngigkeit der Losung implizieren fiir jedes ¢ € J
(Js ist das maximal Existenzintervall von z(-, ) ),
lim x(t 4 tg, xo) = lim z(t, x(tx, z0)) = x(t, im x(ty, 20)) = z(t, Too).
k—o0 k—o0 k—o0
Daraus folgt
p(oo) = V() =V(2(t, 2s0)), Vt€ Jo,

Wenn die zweite Gleichung nicht gilt, da V' strickt und V(z(t + tg,z0)) —
V(z(t, 2s)) , muss gelten dass V(x(t, 7)) < V(zs), Vt > to, welche ein Wi-
derspruch gegen (6.39) gibt.

Da V eine strickte Ljapunov Funktion ist, muss x,, daher ein Fuquilibrium sein.
|
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Satz 6.25 Sei V € C(G;R) eine Ljapunovv Funktion und x, sei ein Equilibri-
um, dann gelten

1. Ist xz, ewn striktes Minimum von V', so ist x, stabil.

2. Ist z, isoliert in € = f~1(0) ein striktes Minimum von V und ist V eine
strikte Ljapunov Funktion, so ist x, asymptotisch stabil.

Beweis: Zu 1. Sei ¢ > 0 gegeben, sodass B.(z.) C G und V(z) > V(z,),

Vo € B.(z.)\{z.} gilt. Sei ferner

= min V(x).
2EO0B: ()

Es ist offenbar dass V(z.) < n und 3§ € (0,e) sodass V(z) < n gilt fir
x € B(;)(J]*) .

Fir z(0) = xp € Bs(z.) gilt V(z(t)) < V(zg) < n solange die Losung existiert,
denn die Komposition V oz ist eine monoton fallende Funktion in ¢.

Angenommen 3t, > 0 mit z(t,) € 0B-(x,). Dann gilt V(x(t.)) > n. Das ist
ein Widerspruch von V'(z(t,)) < n. Das heiit dass die Losung niemals den Rand
der Kugel B.(z,) erreichen kann. Daher existiert die Losung global und es gilt

x(t) € Be(z4),¥t > 0.

Zu 2. Seien § > 0 und ¢ > 0 wie im ersten Teil vom Beweis, mit zuséitzlicher
Bedingung, dass ¢ > 0 so klein ist dass z, das einzige Equilibrium in B.(x,)
ist, denn x, ist isoliert in & .

Angenommen die Losung = = z(t;zo) fiir xg € Bs(z,), konvergiert nicht gegen
das Equilibrium z,. Dann dp > 0 und eine Folge t,, die monoton wachsend
gegen oo, so dass

|x(tn; xo) — x| < p, Vn.

Aus dem ersten Teil vom Beweis folgt, dass die Losung x(t; zo) , V& > 0 gleichméBig

beschrankt ist. Daraus folgt eine Teilfolge ¢,, — 0o existiert sodass der Grenz-
wert
lim z(t,,;z0) =: Too € Bc(x,) CG

k—o00

existiert. Nach dem Lemma 6.24 ist 2., € £ ein Equilibrium. Das ist ein Wider-
spruch, denn z, ist das einzige Equilibrium in B.(x,) ist. [

Bemerkung 6.26 Die Methode heifit direkt, da keine Information der Matrix
f(z,) gebracht wird.
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Beispiel 6.27 [Bewegung eines Teilchens im Potentialfeld]
ma” = -Vo¢(z), x¢eR>.

wobei x(t) die Position des Teilchens zur Zeit ¢ ist und m dessen Masse ist.
Man setze ¢ = x und p = ma’, so erhalt man die Hamiltonische Formulierung

¢ =a'=2=0V(qp)
{ P =ma" = -Vé(zx) = —Vé(q) = -9,V (q,p) (6.40)
wobei o o
V(g,p) :=m :c2 +o(z) = % +o(q)

die Gesamtenergie des Systems ist, und %, ¢(q) die kinetische Energie und
potentielle Energie sind.

Sind ¢ = ¢(t) und p = p(t) Losungen von (6.40), so gilt

d

SV(alt). pH) = Vola) - + -1 = Vla)p+ - p- (~Vola)) =0

welche als Energieerhaltung genannt wird. Somit ist V' eine Ljapunov Funktion
(das ist ein erstes Integral fiir (6.40)).

Die Equilibria (g, ps«) sind durch p, =0 und V¢(q.) = 0gegeben.

Da V¢(q.) =0 ist, ist (g, 0) genau einen kritischen Punkt von V.

Wenn ¢, ein striktes Minimum von ¢ ist, ist (gs,0) ein striktes Minimum von
V', denn es gilt

L0 1
det D’V =det [ ™ = — det D?¢.
e V e(o D%) me 0]

Dann der Satz 6.25 liefert dass (g, 0), die Ruhelage eines Teilchens, stabil ist.
Aber die Ruhelage ist aufgrund der Energieerhaltung nicht asymptotisch stabil
sein konnen.

Wenn ¢, ein Sattelpunkt oder ein lokales Maximum von ¢ ist. Das heifit die
Matrix D?¢(q.) mindestens einen negativen Eigenwert p besitzt, dann hat die

s
Matrix < 76 B D;zb(q ) ) einen positiven Eigenwert /—£ . Nach dem Satz
6.11 ist (g«,0) instabil.

Beispiel 6.28 (Das mathematische Pendel) (das ist ein spezial Fall von Bei-
spiel 6.27 )

2+ w?sinz = 0.
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V(2! x) = 3|2']* + w*(1 — cosz) ist eine Ljapunov Funktion. Ihre Gradient und

Hesse-Matrix an der Stelle (0,0) sind

0

0

vV (0,0) = ( -

2 (JJ2 0
, DV (0,0) = > 0.(positiv definite).
Dann nach dem Satz 6.25 ist die untere Ruhelage stabil. Die ist aber nicht asym-
ptotisch stabil.
Fiir gedampften Pendel,
2" + oz’ + w?sinz = 0,
ist V(g,p) = 3|p|* + w?(1 — cosq) eine strikte Ljapunov Funktion, weil
d

5V (), p(t) = V,Vd+V,Vp =w’singp+p-(—ap—w’sing) = —alp|* < 0.

Dann zeigt der Satz 6.25 dass (0,0) asymptotisch stabil ist.
Beispiel 6.29 (Das Lotka Volterra System with Sittigung) Ubung.

Satz 6.30 Sei V' eine strikte Ljapunov Funktion, K C G compakt, x(t)
z(t, o) sei eine Lisung mit {x(t,zo) :t >0} C K und es sei € := f~1(0) C
die Equilibriumsmenge. Dann gilt

tlim dist(z(t),&) = 0.

Q

Ist ENV=Y({a}) diskret fiir jedes o € R, so existiert der Grenzwert
lim z(t) = 2o € €.

t—o00

Beweis: Die erste Aussage folgt aus Lemma 6.24.

Nun sei ENV~Ha), Va € R, diskret. Angenommen der Grenzwert lim;_,, z(t)
existiert nicht. Da die Losungskurve in einer kompakten Menge K legt, wihlen
wir die Folge t;, — co und s, — co mit ¢ < sp < txy1, Vk > 1 so dass

2(tp) = Too UNd Ts, — Yoo F Too, filr k — 00
Fiir s =V (2s), sei € > 0 so klein dass

B(r) NENV Hag) = {7}, (6.41)

denn ENV " ay) ist diskret. Also Yoo & B:(Zoo) , daher kg sodass fiir k& > kg,
T € (g, s) existiert mit |z(ry) — zoo| = €. Die Menge 0B.(z) ist kompakt,
dann existiert eine konvergente Teilfolge von z(ry), die als x(rg,) bezeichnet,
mit

z(rg,) = Zoo UNd |20 — Too| = €.
Dann nach dem Lemma 6.24 folgt 2., € €NV (ay). Das ist ein Widerspruch
zu (6.41). n



6.6 Anwendung der Stabilitidtstheorie zur Dynamik von Viren

87

Beispiel 6.31 (Das geddmpfte Pendel) V(g,p) = 3[p|> + w?(1 — cosq) ist
eine strikte Ljapunov Funktion.
Die Equilibriumsmenge £ ist durch & = {(km,0);k € Z} gegeben, die offenbar

diskret ist. Damit konvergiert jede Losung dieses Systems gegen eine der Gleich-
gewichtslagen.

Beispiel 6.32 (Das Lotka Volterra System mit S&ittigung) Die Menge der
Equilibria € ist diskret. V(z,y) = g(z — z.log =) + c(y — y.log yl) ist eine
strikte Ljapunov Funktion fir (z,y) € G\E, wobei G = (0,00) x (0,00) . Fiir
Anfangswerte xg,yo > 0 existieren die Losungen global und sind vom Rand weg
beschiankt. Dann es gilt

(z(t),y(t) = (Te,ys), t— 00.

Die anderen Equilibria Liegen auf dem Rand von G, sie sind instabil.

Beispiel 6.33 (Teilchen im Potentialfeld mit Ddmpfung)
z" +g(2') + Vo(z) =0,

wobei g € Lip.(R";R") die Ddmpfung beschreibt. V(z,2') = $|2'|* 4+ ¢(x) ist
die Ljapunov Funktion, dann

d / _ / /
57 (@(t),2'(t) = —g(a) - 2.

Wenn g die Bedingung

9(y) -y >0, VyeR"\{0}

erfiillt, ist V' eine strikte Ljapunov Funktion. Dann zeigt der Satz 6.25 die Kon-
vergenz beschrankter Losungen, sofern die kritischen Punkte von ¢ in jeder Ni-
veaumenge ¢ '(a) diskret sind. Man beachte auch dass mit Proposition 6.21
jede Losung beschrankt ist, sofern ¢ koerziv ist.

6.6 Anwendung der Stabilitdtstheorie zur Dynamik von
Viren

Eine anfache Modellierung fiir Virale Infektion einer Zellkultur ist das folgende
System

V'=kl —-vV,
Z'=X—mZ+bV —rVZ
I'=rVZ —ul.

Hiermit sind V(t) die Anzahl der freien Viren zur Zeit ¢, Z(t) die der nicht
infizierten Zellen und I(t) die der infizierten Zellen. Im diesem Modell werden
die folgenden Faktoren beschrieben.
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e Nicht infizierte Zellen Z(t) werden mit einer festen Rate A > 0 bereitge-
stellt.

e Die freien Viren V() infizieren die gesunden Zellen Z(t) mit der Rate
rV(t)Z(t).

e Die Sterberaten der drei Klassen sind —vV (t), —mZ(t), —ul(t).
e Dic infizierte Zellen I(¢) produzieren neuen Viren mit Rate kI(t) > 0.

e Die Anwesenheit der Viren wird die Zellproduktion mit der Rate bV (t)
anregen.

Nach einer Skalierung kénnen wir dieses System reduzieren nach

' =z—¢&x,
Yy =0—py+ox—uzxy (6.42)
2 =xy— 2.

mit Anfangswerten z(0) = xo > 0, y(0) = yo > 0, und 2(0) = 2z > 0.
& o0,p>0 und 6 > 0 sind gegeben.

Proposition 6.34 6 € [0,€), dann hat das Problem (6.42) eine eindeutige, be-
schrdinkte, positive, globale Lisung nach rechts. Ferner gibt es nur die Equilibria

o—p§
=)

&6

('T7:U>Z> = (07 %70) und (x*ay*az*) = (

e Sei 0 < &p, dann ist (Z,y,z) das einzige positive Equilibrium und es
ist asymptotisch stabil und die Losung mit aller Anfangswerten konvergiert
gegen (Z,9, %) -

o Sei o> &p, dann ist (T,y,z) € R instabil, und das strikte positive Equi-
librium (., Ys, 2«) asymptotisch stabil.

Bemerkung 6.35 Im Fall ¢ > £p, kann man auch zeigen dass die Losunggen
mit Anfangswerten zo+ 2o > 0 gegen (x4, ys, 2«) konvergiert. Den Beweis lassen
spéater zu machen.

Beweis: Nach dem Satz von Picard-Lindeldf, existiert eine eindeutige lokale
Losung. Ferner ist die Positivitdtsbedingung in Definition 5.7 erfiillt, dann bleibt
die Losung positiv. Nun zeigen wir die Losungen beschrinkt sind. Dann ist die
Losung auch global nach dem Fortsetzungssatz.

Sei u=ax+y+ z firein o € (0,1). Dann erfiillt u die Gleichung,

uW=0—(a—=0)z—py—(1-a)z.
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Fir x = min{p,1 — o, & — %} > 0, erhalten wir die Ungleichung fiir u
v <o — Ku.

Daraus folgt u(t) < e *u(0) + fot e =) gds < u(0) + 2.

Es ist offenbar dass (Z,9,z) und (x,,ys,2«) sind Equilibra. Nun werden wir
mit Hilfe vom Prinzip der linearisierten Stabilitdt die Stbilitdt der Equilibra zu
zeigen. Sei

z—&x
flz,y,2)=| o—py+odr—uy
Ty — 2
mit der Jabobianmatrix
—£ 0 1
fllayz)=| 0-y —p—z 0
Y T -1
Dann sind
—& 0 1 — 0 1
f/<j,g’ 2) — 6 — % —p 0 , f’(l-*’y*’z*) — 6 —5 —p_ 0-5__%5 0
¢ 0 -1 13 = -1
Die Matrix f'(Z,y,z) hat Eigenwerte
1+¢ 1 o
AM=—p dog=———F = J(14+6)2—4(6—=
(= —p das= -t kg Ju g -ae- %)

Dann ist im Fall o < {p, (Z,7, %), das einzige Equilibrium in R? , asymptotisch
stabil.

Fir o > &p ist die Darstellung der Eigenwerten von f’(z.,ys, z«) nicht leicht
zu rechnen. Wir werden die Stabilitdat mittels Ljapunov Funktion beweisen. Wir
versuchen die Entropie Funktion ¢.(u) = v — clnwu mit der Ableitung ¢/(u) =

u'(1 — £) zu verwenden.

#.(1) = (-€)(1-")=z-""—totim

¢,.(y) = (pye — 0 + 2y, — py + 6z — 2y) (1 — %)
= Lyt 2o m)y - ) ey ot g — £
B e e GRS VAL

B2 = (ay— )1 - ) may e = S e
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Nun mit der Definition ¥(x,y,2) = ¢, () + ¢y. (y) + ¢.,(2) erhalten wir

) 2
V' (z,y,2) = —S(y — )%+ g(:v — )y — yi) — x*( + % + §7y - 39).

Der erste Term is negativ, der zweite Term kann man mit Hilfe vom ¢ (v)
korrigieren, und der dritte Term is negativ, denn die Funktion ¢(a,b) =a+b+
— 3¢ >0 fiir (a,b) € R7, und a =b = ¢ ist ihre lokales Minimum. Also ist

2
_+%+§_y—3§>0 und =0 z=x€y=¢.

Wir korrigieren die Funktion ¥ mit ¢ (y)

@*(:E,y,z) = \I](C(],y, ) 5 5¢y*( )
so dass
(a0 9(0)2(0) = ~ Sy - G S S g <

Dann ist @, eine Ljapunov Funktion auf R? . Und wenn @/, (z(t), y(¢), 2(¢)) =0,
gilt y =y, =& und 2(t) = &x(¢) . Dann nach der Gleichung ¢ = o0 —py+dz—xy
erhalten wir dass z(t) = z, und aus 2’ = z — {x folgt 2(t) = &x, = z,. Das
zeigt dass @, eine strikte Ljapunov Funktion ist.

Nach dem Satz ist (2., ys, 2.) asymptotisch stabil. |



