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Definition 1
Sei X ein kompakter metrischer Raum und f : X — X ein Hom6omorphismus.
f generiert eine Familie von Homoéomorphismen, sogenannte Iterationen von f mit fol-

genden Eigenschaften: f" = fof---of, fO=1id, f"=(f")"*
—

n
Eine Familie {f"}7° __ oder einfach f nennen wir ein dynamisches System.

Es ist klar, dass f"o f™" = fof---ofofof--of=fof---0f=frtm
" m n+m

VYn,m € Z

Definition 2
Sei € X. Die Menge {f™(z)}>°__, nennen wir ein Orbit von = unter f. Notation:
Orb(z, f) oder Orb(z).

Proposition 3

Zwei Orbiten sind entweder disjunkt oder identisch.

Beweis:

Sei x,y € X. Definiere eine Relation x ~ y :< x liegt im Orbit von y. Wir behaupten
jetzt, dass es eine Aquivalenzrelation ist.

1) Reflexivitiat = ~ x ist klar, weil fO(x) = id(z) = .

2) Symmetrie wenn x ~ y, dann 3n € Z, sodass f"(x) =y. Wende f~" an und erhalte
o f(x) = f""(x) =2 = f"(y). Dann folgt y ~ x.

3) Transitivitdt wenn x ~ y und y ~ z git, dann In,m € Z, sodass f"(x) = y und
f™(y) = z. Kombiniere die zwei Eigenschaften und erhalte f™*"(z) = f™ o f"(z) =
f™(y) = z. Also = ~ z.

Jetzt sehen wir, dass die Zugehorigkeit zu einer Orbit eine Aquivalenzrelation bildet und
der Orbit selber eine Aquivalenzklasse ist. Wir wissen aber, dass zwei Aquivalenzklassen
entweder disjunkt oder identisch sein miissen. Daraus folgt die Behauptung. B

Definition 4
Die Menge {z, fz, f?z,---}, bzw. {z, f~'z, f~?z,---} nennen wir ein positiver, bzw.
negativer Orbit. Notation: Orb™(z), bzw. Orb™(x)

Definition 5

a) Den Punkt x € X nennt man periodisch , wenn 3n > 1, sodass f"(z) = x.

b) min{n > 1|f"(xz) = £} nennt man die Periode von x.

c¢) Den Orbit von einem periodischen Punkt nennt man einen periodischer Orbit.

d) Periodische Punkte mit der Periode 1 nennt man Fixpunkte.

e) Die Menge von periodischen Punkten, bzw. Fixpunktenvon f notieren wir als P(f),

bzw. Fix(f).



Proposition 6

x € X ist periodisch < Orb(z) besteht aus endlich vielen Punkten

Beweis:

" =" Sei x € X periodisch.Nach Definition In > 1, sodass f"(x) = z, bzw.f"(z) = x .
Wir mochten zeigen, dass Orb(z) aus n Punkten besteht. D.h. [t (z) = f"o f™(z) =
f™(z) , bzw.f"t™(z) = f~" o f™(x) = f™(x) Fir —n < m < n ist es klar. Wenn
m >mn , bzw. m < —n, dann

fr(w) = frrmEn () = foo frmEn(r) = fho 7o 7o fm N (e), baw,
fm(x) — fz-nfz-n#»m(x) — ffz% o ferzn(m) — f—n o?c—n .. .0 f—ri OferZ-n(x) .

Wiederhole z-mal, bis m — z-n < n,bzw. —n < m + zz- n

" <" Wir beweisen die Riickrichtung durch einen Widerspruch.

Zu zeigen: x € X ist nicht periodisch = Orb(x) ist nicht endlich.

Sei x € X ist nicht periodisch, d.h. #n > 1, sodass f"(x) = 2. Die anderen Punkten aus
dem Orbit diirfen sich aber nicht wiederholen, weil sonst x periodisch wird. D.h. wenn
es m # n gibt, mit f"(x) = f™(x) , dann gilt x = f™ " (z), was nicht sein kann. Daher
besteht Orb(x) aus unendlich vielen Punkten, die ungleich « sind. Also Orb(z) ist nicht
endlich.l

Definition 7
Eine Teilmenge A C X nennt man invariant unter f, wenn f(A) = A

Proposition 8

a)Jeder Orbit ist invariant

b)A ist invariant < A ist die Vereinigung von Orbiten

Beweis:

a) Sei {f"(x)}>2_, ein Orbit von . Wenn wir ein Element aus dem Orbit nehmen,
dann ist es von der Form f™(z),m € Z. Es ist klar, dass f o f™(z) = f™"!(x) in dem
Orbit von x liegt. Also ist jeder Orbit invariant.

b) " <" Jeder Orbit ist invariant und daher ist die Vereinigung von den Orbiten auch
invariant

" =" Sei A invariant, dann Vz € A gilt, dass f(x) € A und f~'(z) € A. Man setzt das
induktiv fort und erhélt {f™(x)}s°__ € A, Vo € A. Weil die Orbiten von allen z in A
liegen, folgt mit der Proposition 3, dass A eine Vereinigung von Orbiten ist. H

Satz 9

Wenn A invariant ist, dann sind auch A, int(A), d(A) invariant

Beweis:

(1) Sei z € A, dann gibt es eine Folge z,, € A mit x,, — x, dann f(x) = f(limy,_e0(T0)) =

limy oo (f(x,)) Weil A invariant ist liegen f(z,) € A. Daraus folgt liegt f(x) € A
(2) Sei O C A eine offene Menge. Weil f ein Homoomorphismus ist, ist f~!, was



O — f71(O) abbildet, stetig. Daraus folgt, dass das Urbild (f~1)71(O) = f(O) offen
ist. Weil A invariant ist, ist f(O) C A. D.hint(A) D O — f(O) C int(A) und damit ist
int(A) invariant.

(3) Sei z € AA. Oder #dquivalent x € A\ int(A) Wir wissen schon , dass A,int(A)
invariant sind. Deswegen muss auch der Rand d(A) invariant sein.

Proposition 10

a) Fix(f) ist kompakt, invariant

b) P(f) ist invariant und mdoglicherweise leer

Beweis:

a) Invarianz: Vo € Fiz(f): f(z) =z € Fiz(f)

Kompaktheit: Fiz(f) C X, wobei X kompakt ist. z.z. Fiz(f) ist abgeschlossen.
Sei (xp)neny € Fiz(f) eine konvergente Folge mit lim,, o (z,) = © € X . Dann gilt
x = liMmpeo(Tn) = limpoo f(xn) = flimyoo(xn)) = f(z) . Dhe @ = limy,oo(x,) €
Fiz(f) und damit ist Fiz(f) abgeschlossen. Also Fiz(f) ist eine abgeschlossene Teil-
menge von einem kompakten Raum Xund damit auch selber kompakt.

b) 1) Invarianz: Sei z € P(f) und n > 1 die Peiriode von z, dann gilt f(z) = fo f*(z) =
fof*(x)="--- usw. Also f(z) € P(f) und damit ist P(f) invariant.

2) Beispiel: Sei f:S! — S! mit ¢ — f(¢) = ¢ + a, wobei @ € R\ 27Q. Die Abbildung
f ist genau dann periodisch, wenn es ein n > 1 gibt, sodass f"(¢) = ¢ +an = ¢+ 271m,
wobei m € Z. Also muss a = 277, was wir ausgeschlossen haben. Daraus folgt

P(f)=0. 1

Definition 11

a) Der Punkt y € X heifit w - limes von x € X, wenn es eine Teilfolge n; — oo gibt,
wobei n; natiirliche Zahlen sind, sodass f"(z) — y

b) Der Punkt y € X heifit a - limes von z € X, wenn es eine Teilfolge n; — oo gibt,
wobei n; natiirliche Zahlen sind, sodass f~"(z) — y

c) Die Menge von allen w - limes, bzw. « - limes von = € X bezeichnen wir mit w(z),
bzw. a(x)

Proposition 12

Wenn x € P(f), dann w(z) = a(z) = Orb(x)

Beweis:

(1) "a(z) C Orb(z)” Wir wissen, dass a(xz) C Orb(z), weil a(z) 3 y = limp, oo (f ™ (x
und (f~"(z));en eine Folge in Orb(z) , liegt y als Grenzwert der Folge (f~"(x))ien
Orb(z) in Orb(z). Orb(z) ist endlich, dann Orb(z) = Orb(x). Folglich gilt a(x)
Orb(z) = Orb(x)

"a(x) D Orb(x)” Weil z ein periodischer Punkt mit der Periode n ist, ist Orb(z) =
{f™(x)|0 < m < n}. Wir konstruiren eine Folge in Orb(x) ,die folgendermaflen aussieht:
f™(z), fo"(z), fm2"(z),. .., wobei 0 < m < n und n ist die Periode von z. So erhalten
wir eine konstante Folge, die aus f(z) besteht. Und deswegen liegt f™(x) € a(x) und

—_n;
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daher a(z) D Orb(x)

(2) "w(z) C Orb(z)” Wir wissen, dass w(x) C Orb(z), weil w(z) 2 y = limy, oo (f™ ()
und (f"(z));en eine Folge in Orb(x), liegt y als Grenzwert der Folge (f™(x));en
Orb(z) in Orb(x). Orb(x) ist endlich, dann Orb(z) = Orb(z). Folglich gilt w(x)
Orb(z) = Orb(x)

"w(z) D Orb(x)” Weil x ein periodischer Punkt mit der Periode n ist, ist Orb(z) =
{f™(x)|0 < m < n}. Wir konstruiren eine Folge in Orb(zx) ,die folgendermafien aussieht:
f™(x), [ (), f20(x),. .., wobei 0 < m < n und n ist die Periode von z. So erhalten
wir eine konstante Folge, die aus f™(x) besteht. Und deswegen liegt f™(x) € w(x) und
daher w(z) D Orb(x). B

C
C

Satz 13

Fiir jedes x € X ist w(z) nicht leer, kompakt, invariant und lim,_,..d(f"(x),w(z)) =0
Beweis:

(1) Seixz € X. Betrachte eine Folge (f™(z))nen . Weil X ein kompakter metrischer Raum
ist, ist er auch folgenkompakt, d.h. es gibt eine Teilfolge n; — oo wobei n; natiirliche
Zahlen sind, sodass f™(z) — y mit y € X. Daher ist w(x) nicht leer.

(2) Sei (zy)nen eine Folge in w(z) mit limy,oo(z,) = y € X. WIr definieren induktiv
eine monoton wachsende Folge (ny)ren, sodass d(f™(x),x;) < +. Wir benutzen die

k
Dreiecksungleichung und erhalten, dass d(f™(z),y) < d(f™(z),zx) + d(xg,y) Daraus
—_——————  ——

—0 —0

folgt , dass limg_oo (f™ (2x)) = y. Damit haben wir die Kompaktheit von w(z) gezeigt.
(3) Sei y € w(z), dann In; — oo , sodass f"(xr) — y. Dann folgt, dass f o f"(x) =
fritl(x) — f(y). Dh. f(y) € w(z) und f(w(z)) C w(x). Gleichzeitig gilt, dass
fto fri(x) = fmYz) — f~'(y). Das impliziert f~!(w(x)) C w(z) und folglich
f(w(z)) D w(x). D.h.f(w(z)) = w(z).

(4) Nehme an, dass lim,—.od(f"(x),w(x)) = 0 nicht gilt. Dann Je > 0 und eine Teil-
folge n; — o0, sodass d(f'(z),w(x) > € Vi Wenn wir eine Teilfolge n;, nehmen, folgt
fre — z ¢ w(z), was ein Widerspruch ist. l

Definition 14
Die Menge L(f) = U,cx w(z) U a(x) heiBit eine Limesmenge.

Bemerkung 15

L(f) ist nicht leer, kompakt und invariant

Beweis:

1) Nach Satz 13 ist w(x) Vo € X nicht leer, deswegen ist L(f) auch nicht leer

2) L(f) C X ist abgeschlossen nach Definition und X ist kompakt, deswegen ist L(f)
auch kompakt

3) i) Sei x € U,exw(r) U a(z), dann liegt f(r) auch in (J, .y w(z) U ax) , weil
a(z) und w(z) invariant sind. Daher ist |J, .y w(z) U a(z) invariant. Nach Satz 9



ist (J,cx w(z)Ua(z) invariant. W

Definition 16

a)Der Punkt x € X heifit positiv, bzw. negativ rekurrent, wenn z € w(z), bzw. = € a(x)
b)Positiv oder negativ rekurrente Punkte nennen wir rekurrent. Die Menge von den
rekurrenten Punkten von f bezeichnen wir mit R(f).

Bemerkung 17

R(f) ist nicht leer und invariant

Beweis:

(1) Sei x € A C X, wobei A minimal. Dann ist w(x), bzw. «a(z) eine abgeschlossene
invariante Teilmenge von A. Daher liegt Orb(x) und Orb(z) in A. Weil w(x), bzw. a(z)

nicht leer sind, folgt w(x) = A und a(x) = A. Daher liegt € w(z) und x € a(z) und
schlieflich x € R(f). Wegen dem Satz 27, besitzt X eine minimale Teilmenge A # ()

und deswegen ist R(f) # 0.

(2) Seixz € R(f), dann In; — oo, sodass f"(x) — x. Fir f(z) gilt, dass f(lim;—e(f™ (2))) =
limisoo(f"H(2)) = f(x) . D h. 3m; :=n; + 1 — oo, sodass f™(z) — f(z) . Also R(f)

ist invariant. W

Definition 18

a) Der Punkt x € X heifit nicht wandernd unter f, wenn es fiir jede Umgebung von x
V ein n > 1 gibt, sodass f*(V)NV £

b)Die Menge von solchen Punkten bezeichnen wir Q(f)

Bemerkung 19

Q(f) ist nicht leer , kompakt und invariant

Beweis:

a) Sei x € R(f) und V eine Umgebung von z, sodass B(x,e) C V fiir ein € > 0 . Nun
wissen wir, dass lim;_.o(f™ (x)) = z, daraus folgt Ve > 0 AN € N : d(f™(x),z) < €
Vi > N. D.h. Ve > 0 Imy := N, sodass fV(z) € B(z,e) C V liegt. Folglich gilt,
dass es fiir eine beliebige Umgebung von x V ein N > 1 gibt, sodass fN(V)NV # ()
und insbesonde R(f) C Q(f). Die Bemerkung 17 sagt uns, dass R(f) # 0, deswegen ist
Qf) #0.

b) Sei (z;)ien € Q(f) mit lim; o(z;) = x € X . Sei V; eine beliebige Umgebung von
x;, dann In; > 1, sodass [ (V;) NV, # 0. Gleichzeitig wissen wir, dass jede Umgebung
V von z alle bis auf endlich viele z; enthalt. Deswegen finden wir ein n > 1, sodass
f"(V)NV #£(ist. D.hz € Q(f) und daher ist Q abgeschlossen und weil sie in X liegt
ist Q(f) kompakt.

c)Sei x € Q(f), dann VU 3z In > 1: f"(U)NU # . Weil f ein Homéomorphismus
ist, ist f(U) eine Umgebung von f(z). Und daher YU = f(U) 3In > 1: f(f*(U)NU) =
A O)NU #0. Also f(x) € Q(f). B



Definition 20

a) Eine € -Kette von x nach y definieren wir als eine endliche Folge xq, z1,. ..,z mit
xo = x und z =y, sodass d(f(x,), Tpy1) < efirn=0,1,... . k—1

b) Wenn z = y, dann nennt man eine € -Kette periodisch

c) Der Punkt z € X nennt man Ketten-rekurrent von f, wenn es fiir alle € > 0 eine €
-Kette von z nach z existiert.

d) Die Mengen von solchen Punkten bezeichnen wir mit CR(f)

Bemerkung 21

x € X ist Ketten-rekurrent < fiir jedes € > 0 3 eine periodische € -Kette, die durch eine
e- Umgebung von = durchgeht.

Beweis:

"= 7 trivial

" < 7 Weil X kompakt ist, ist f gleichméfBig stetic. D.h. Ve > 0 35 > 0, so-
dass Vo,y € X gilt, dass d(z,y) < 6 = d(f(z), f(y)) < §. Sei € > 0 beliebig und
T, T1,. .., Tn_1,Tn = To eine § periodische Kette mit § < g . Wahle yo,y1,. .., Yn—1,Yn,
sodass d(z;,y;) < 0 VO < ¢ < n. Dann folgt mit der gleichméBigen Stetigkeit von
[, dass d(f(x), f(y:)) < § VO < i < n. Daher ist d(f(y:),yir1) < d(f(yi), () +
d(f(xi), viy1) + d(Tiy1,yiv1) < 5+ 5+ 5 =€ V0 < i <n. Damit ist yo,y1,. ., Yn—1,Un
eine e-Kette. Weil € beliebig gewahlt wurde, ist z Kettenfirekurrent. B

Korollar 22

CR(f) ist kompakt invariant und P(f) € L(f) € Q(f) € CR(f)

Beweis:

(1) Kompaktheit: Sei (z,)neny € CR(f) mitlim, oo(z,) = y. Weil (z,)nen gegen y
konvergiert, Ye > 0 Jzy, sodass (d(zn,y)) < €. Weil 2y € CR(f), folgt es mit der
Bemerkung 21, dass y € CR(f). Daher ist CR(f) kompakt.

Invarianz. Sei g € CR(f) beliebig, dann Ve > 0 gibt es eine € periodische Kette
T, L1y, Tn_1,Tn = xg. Weil f gleichmafig stetig ist konnen wir Ve > 0 eine e-Kette
durch f(zo) konstruiren. Also ist CR(f) invariant.

(2)"P(f) € L(f)" Sei = € P(f), dann 3(zp)nen € P(f), sodass limy_ee(zn) = x. Weil
alle z,, periodisch sind, Vn € N 3m,, € N, sodass f™(z,) = x,. Konstruire eine folge
n =m, -2, mit z, € Z und wihle z,, sodass m < n + 1. Man kann leicht sehen, dass
f™(x,) = x,¥Yn € N. D.h. f*(x,) — x. Also € w(z). und damit auch in L(f).

"L(f) CQ(f)"Seix € X undy € w(z), bzw. a(x) .Wir wissen , dass es fiir eine beliebige
Umgebung V von y ein m > 1 gibt, sodass f™(z) € V, bzw. f~™(z) € V liegt. Dann
gibt es ein n > 1, sodass f"™™(z) = f"o f™(x) € V, bzw. [T (z) = fofT™(z) €V
liegt. Schliefllich folgt, dass f*(V)NV # 0, bzw. VN f7(V) # 0. Also Vz € X gilt,
dass w(x), bzw. a(z) in Q(f) liegen und damit auch L(f).

"Q(f) C CR(f)" Sei z € Q(f), dann fiir alle Umgebungen V' von z, gibt es eine n > 1,
sodass f"(V)NV # 0. Sei xg = x, 11 = f(),... 2,1 = f* 1 (x). Weil z nicht wandernd
ist , liegt f(zn—1) = f"(z) € fA(V)NV # 0. Wahle z,, = z und erhalte eine e-Kette



von x nach x. Weil V' beliebig ist, kann auch e beliebig gewéahlt werden. Daher liegt
x € CR(f).

Definition 23
Eine Teilmenge A C X nennt man minimal,wenn A nicht leer und kompakt invariant
ist, aber es gibt keine echte Teilmenge von A | die kompakt invariant ist.

Bemerkung 24

Ein periodischer Orbit ist eine minimale Menge

Beweis:

Sei z ein periodischer Punkt mit der Periode m > 1, dann ist Orb(xz) = {f"(z)|0 <
n < m}. Wenn wir eine echte Teilmenge A von Orb(z) rausnehmen, dann 3i, wobei
0 <1 < m, sodass fi(x) € A, weil aber x periodisch ist, Jg, wobei 0 < q < m, sodass
f?0 fi(x) ¢ A liegt. Daher ist A nicht invariant und Orb(x) minimal. B

Definition 25

Sei S eine Menge und < eine bindre Relation fiir die Paare von Elementen aus S
a)Man sagt, dass < eine partielle Ordung ist, wenn (1) x < x Vo € S, (2) z <y A
y<rx=z=yund B)r<yANy<z=zx<z

b) Eine Teilmenge A C S nennt man total geordnet bzgl. <, wenn V(z,y), wobei x,y € A
entweder z < y oder y < x gilt.

Definition 26

Sei ze€ Sund A C S.

a) Der Punkt z ist ein minimales Element von S, wenn Vx € S sowohl z, als auch x
nicht vergleichbar sind oder z < x

b) Man sagt, dass z eine untere Schranke von A, wenn z < z, Vor € A

Satz 27

Jede nicht leere kompakte invariante Menge enthalt eine minimale Menge.

Beweis:

Sei I" eine nicht leere kompakte invariante Menge von f. Sei C die Menge von allen nicht
leeren kompaten invarianten Teilmengen von f, die in I' enthalten sind. Die Inklusion
C ist eine partielle Ordnung auf C. Sei A eine total geordnete Teilmenge von C. Sei A
der Durchschnitt von alllen Elementen in A. Jetzt miissen wir zeigen, dass A eine nicht
leere kompakte invariante Menge ist. Kompaktheit und Invarianz sind klar, weil jedes
Element von A invariant und kompakt, bzw. abgeschlossen ist, daher sind die beliebige
Schnitte von A invariant und abgeschlossen und damit auch kompakt invariant. Jetzt
miissen wir nur noch zeigen, dass A # (). Wenn A eine total geordnete Teilmenge von
C ist, deren Schnittmenge leer ist, dann tiberdecken die Komplemente der Elemente von
A T'. Wegen der Kompaktheit von I" gibt es eine endliche Teiliiberdeckung. Die Kom-
plemente dieser endlichen Teilueberdeckung bilden dann eine endliche Teilmenge von A,



deren Schnittmenge auch leer ist. D.h. wenn A leer ist, dann ist die Schnittmenge von
endlich vielen Elementen von A leer. Das ist aber nicht moglich, weil A total geordnet
ist und die Elemente von A nicht leer sind, deswegen wenn wir endlich viele Elemente
von A betrachten, konnen wir immer die kleinste Menge finden, die nicht leer ist. Also
ist der Schnitt von endlich vielen Elementen von A nicht leer, daher ist A eine nicht
leere kompakte invariante Menge von f. Folglich ist A eine untere Schranke von A.
Nach dem Lemma von Zorn [Wenn jede total geordnete Teilmenge A C S eine untere
Schranke hat, dann enthélt S einen minimalen Element] hat C ein minimales Element,
was einfach die minimlae Menge von f ist.H

Satz 28

Eine kompakte invariante Menge A ist minimal < der Orbit von jedem x € A liegt dicht
in A

Beweis:

" =" Sei A minimal und = € A beliebig. Weil Orb(z) C A eine nicht leere kompakte
invariante Menge und A minimal ist , ist Orb(z) = A.

" <" Sei A nicht minimal, dann 3A; C A, die nicht leer kompakt invariant ist. Sei

x € Ay beliebig, dann Orb(x) C Ay #A. A

Definition 29
Eine Teilmenge A C X nennt man nirgendswo dicht, wenn A keine innere Punkte in X
hat.

Satz 30

Sei X zusammenhangend, dann ist jede minimale Menge von f entweder der ganze Raum
X oder nirgendswo dicht in X.

Beweis:

Sei A eine minimale Menge von f. Der Rand OA ist kompakt invariant, weil OA C A
abgeschlossen ist.

i) Wenn OA = (), dann ist A = int(A) und deswegen offen. D.h. A ist offen und
abgeschlossen und gleich X, weil X abgeschlossen ist.

ii)Wenn OA # (), dann ist A C A eine nicht leere kompakte invariante Menge. Weil A
minimal ist, muss sie gleich A sein. D.h. int(A) = () und A hat keine innere punkte in
X, also nirgendswo dicht in X ist. B

Definition 31

Eine kompakte invariante Menge A nennt man nicht zerlegbar, wenn A nicht als eine
disjunkte Vereinigung von zwei (nicht leeren ) kompakten invarianten Mengen darstell-
bar ist.

Definition 32
Eine kompakte invariante Menge A C X heifit topologisch transitiv (oder transitiv),



wenn Jzr € A, sodass w(z) = A

Bemerkung 33

Transitive Mengen sind nicht zerlegbar.

Beweis:

Sei A C X eine transitive Menge. Wir nehmen aber an, dass sie zerlegbar ist. D.h.
JA, B C A nicht leer, sodass AU B = A. O.B.d.A. Sei x € A und A € B. Wir wis-
sen, dass es eine Folge n; — oo gibt, sodass f™(x) — A. Weil A invariant ist, muss
A € A liegen, was ein Widerspruch ist. Damit haben wir unsere Annahme widerlegt und
gezeigt, dass A nicht zerlegbar ist. B

Satz 34 (Birkhoff)

Sei A eine kompakte invariante Menge von f. Die folgenden Aussagen sind dquivalent
(1) A ist transitiv.

(2) Fiir zwei offene Teilmengen U,V C A 3n > 1, sodass f"(U) NV # )

(3) 3z € A, derer positive Orbit dicht in A ist.

Beweis:

"(1) = (2)” Sei A ist transitiv, dann Jz € A, sodass w(x) = A. Dann gibt es fiir jede
offene Menge unendlich viele n > 1, sodass f"(z) in der offenen Menge liegt. Wenn
wir zwei offene Menge U und V nehmen, dann Im > 1, sodass f"(x) € U liegt und
gleichzeitig Ik > m, sodass f¥(z) € V liegt. Daher enthilt f*~™(U) das Element
fE=M o (fm(x)) = fF(x) € V. Also (2) ist gezeigt.

"(2) = (3)" Sei V4, V4, . .. eine abzdhlbare Basis von A. Vi > 1 ist die Menge |, f"V;
offen in A und sie ist auch dicht in A | weil es fiir jede offene Menge U C A eine n > 1,
sodass f"(U) N'V; # 0, was auch nichts anderes als U N f~"(V;) # 0. Wegen dem Satz
von Baire [Wenn X ein vollstandiger Raum ist, dann ist der Durchschnitt von abzahlbar
vielen dichten, offenen Mengen wieder dicht] ist B = (.2, U, —,(f~"V;)nicht leer und
dicht in A. Sei x € B, dann Vi > 1 dn > 1, sodass x € f~"V;, insbesondere f"(z) € V;.
Das zeigt, dass Orb™(x) dicht in A liegt.

"(3) = (1)” Wir nehmen an, dass es ein « € A gibt, sodass A = Orb*(z), dann liegt
f~Yz) € Orbt(x). Wenn f~!' € Orb™(z) liegt, dann ist x periodisch und daher ist
A =w(x). Wenn f~' ¢ Orb*(z) liegt, dann liegt f~' € w(z) und daher Orb(z) C w(x).
Dann dilt, dass A = Orb*(z) C w(z). Aber A enthélt z und deswegen auch w(z), also
A D w(x). Folglich gilt A = w(z). A

Definition 35

a)Zwei Punkte z,y € CR(f) heiflen Ketten-aquivalent (Notation x ~ y), wenn es Ve > 0
eine e-Kette von x nach y und eine e-Kette von y nach x gibt.

b) Eine Aquivalenzklasse dieser Relation nennt man eine transitive Kettenklasse, oder
einfach eine Kettenklasse von f.

Satz 36



Sei (' eine Kettenklasse von f. Dann gilt:

(1) Ve > 0 3§ > 0, sodass fiir jede z € C, jede §- Kette durch z in einer e-Umgebung
von C' B(C,€) enthalten ist

(2)C ist nicht zerlegbar.

Beweis:

(1)Wir nehmen an, dass es ein €y > 0 existiert, sodass Vn > 1 ein zf € C' und eine 1/n-
periodische Kette x, 27, ..., 27 gibt, sodass 3 & B(C, €) fiir eine k,, € N. Nehme an,
dass z{ — x, v, — y. Dan ist x Ketten-aquivalent zu y. Aber x € C' und y € C, was
ein Widerspruch ist.

(2)Wir nehmen an, dass C zerlegbar ist. D.h. C' = C; U Cy, wobei Cy, Cy nicht leere
kompkakte invariante Mengen sind. Wéhle ein € > 0, sodass B(Cy.€) N B(Cy,€) = () und
(f(B(C1,€)))NB(B(Cay€),€) = . Seijetzt x € Cy, dann 35 > 0, sodass jede periodische
d-Kette durch x in B(C, €)UB(Cy, €) enthalten ist. Wir nehmen an, dass § < e. Weil C}
und C in der gleichen Ketten-klasse liegen, gibt es eine periodische ¢ -Kette durch z, die
B(Cy,€) beriihrt. Dann Jy € B(Ch,¢€), sodass f(y) € B(B(Cy,¢€),0) C B(B(Cy,€),¢€),
was zur Wahl von € widerspricht. B
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