Zentrumsmannigfaltigkeiten

Seminar:
Ausgewahlte Themen gewohnlicher
Differentialgleichungen und dynamischer Systeme

Sonja Groffmann

Universitat Mannheim
11. April 2019



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 1
2 Grundlagen 1
3 Das Zentrumsmannigfaltigkeitentheorem 4
4 Anwendungen von Zentrumsmannigfaltigkeiten 6
5 Zusammenfassung 11

6 Literatur 12



1 Einleitung

Bei der Analyse des Stabilitétsverhaltens der Fixpunkten von Differentialgleichungen
wird haufig vom einfachen, hyperbolischen Fall ausgegangen, bei dem das neutrale
Spektrum leer ist. Doch in der Realitdt treten natiirlich auch nicht-hyperbolische
Fixpunkte auf. Um diese auf Stabilitdt zu untersuchen, ist es duflerst hilfreich Zen-
trumsmannigfaltigkeiten zu betrachten. Dies liegt daran, dass in gewissen Féllen die
Stabilitit des Fixpunktes allein von der Stabilitdt der Zentrumsmannigfaltigkeiten
abhéngt. Zudem kann haufig mit Hilfe von Zentrumsmannigfaltigkeiten die Ordnung
von Differentialgleichungen reduziert werden, was die Suche nach Bifurkationen stark
vereinfacht.

Diese Ausarbeitung soll daher einen kleinen Einblick in die Theorie der Zen-
trumsmannigfaltigkeiten bieten und anhand von ausgewéhlten Beispielen deren An-
wendung erkléren.

2 Grundlagen

Bevor das Zentrumsmannigfaltigkeitentheorem eingefiihrt werden kann und anhand
dessen Untersuchungen der Stabilitédt von Fixpunkten vorgenommen werden kénnen,
miissen zunéchst die Grundlagen dafiir geschaffen werden. Dazu wird im Folgenden
stets von einer Funktion f : R® — R" ausgegangen, die mindestens einmal stetig
differenzierbar sein soll, also in C' enthalten ist. Zudem wird mit =, der Fixpunkt
der Differentialgleichung 2’ = f(z) bezeichnet und A = d,, f bildet die zugehdorige
Linearisierungsmatrix.

Definition 1. Der stabile, instabile und zentrale Raum von xq wird definiert durch:
1
E* = {z € R"\{0} : limsup - log|e*z| <0} U {0}
t—too L
1
E* = {z € R"\{0} : limsup mlog“e“x“ <0}u{o}
t——o0

E¢ = {z € R"\{0} : limsup i10g||eAtac|| =0} U {0}
t—+oo |t|

Um diese Rdume besser zu verstehen, betrachte den nicht-trivialen Fall x €

E#\ {0}.
z erfiillt die Bedingung limsup,_, . 1 log|lez| < 0, somit gilt Je > 0 sodass fiir
t — +oo gilt:

1

glogHeAt:UH < —¢
& log|letz|| < —et
et

& |lea|| < e”

Da sich e® fiir t — +o0o der Null anniihert, muss sich somit auch |e“*z| der
Null anndhern. Dies ist allerdings nur moglich, falls x aus dem stabilen Eigenraum
von A ist, also aus dem Vektorraum, der von den zu den stabilen Eigenwerten
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gehorenden Eigenvektoren aufgespannt wird. Daher muss x ein Element aus dem
stabilen Eigenraum sein.

Fir z € E* bzw. E° folgt die Aussage analog.

Folglich kéonnen E* E" und FE° als der stabile, instabile bzw. zentrale Eigenraum
aufgefasst werden.

Proposition 2. Wenn xq ein kritischer Punkt der Gleichung ' = f(z) ist, so gilt:
1. B, E* und E° sind Unterrdume von R™ und es gilt E° & E* & E° = R"
2. Vt € R gilt: eM(E®) C E*, eM(EY) C B, e4Y(E°) C E°

Beweis. a) Sei xy Fixpunkt von 2’ = f(z) und B = d,, f die zugehorige Linearisi-
ungsmatrix. Dann gibt es eine Zerlegung R" = F* & F* @ F°, sodass B in Jordan-
normalform A gebracht werden kann, und

As 0 0
A=10 A, O
0 0 A

C

wobei A, A, und A, die Jordanblocke zu den stabilen, instabilen bzw. neutralen
Eigenwerten sind.
Sel z € F* und betrachte t — +oco

= |lez|| =0
= log|le*z|| — —o0
1
=3Je>0: ;logHeAtxH < —€
1
= lim sup - log||e*z|| < 0
t—+o00 t
=z €k’

Fiir z € E* gilt limsup,_, ., 1 log|le*z| < 0, somit gilt: Je > 0, sodass fiir ¢ — oo

1
¥10g||e‘4tx|| < —¢
& logllez|| < —et

& |letz| < e

Da sich e fiir t — oo der Null annéhert, kann die letzte Aguivalenz nur erfiillt
sein, falls z nur auf den Block A® reagiert, somit muss x € F* gelten.
Sei nun x € F" und betrachte t — —oo

—Alt|

= [leta|| = [le™*"lz]| — 0

Analog zu x € F* folgt schliellich € E

Fiir x € E* verlauft der Beweis der Riickrichtung ebenfalls analog zum Fall z € E*.
Hierbei gilt allerdings |lez| = |le~ 2| < e~¢*l kann fiir ¢ — oo nur erfiillt
sein, falls z nur von den instabilen Jordanblécken betroffen ist. Somit muss x € F*
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enthalten sein.
Sei zuletzt z € F¢ und betrachte ¢ — 400

= |le™ x| wichst hochstens polynomial in t

= log||ez|| wichst langsamer in t als ||

1
= —log|le*z|| =0

g

1
= limsup — log|le*z| =0
t—=+o0 ‘t’

=x € k°

L

i log|le?x|| = 0

Fir z € E¢ gilt umgekehrt limsup,_,,
1
g

= log||e**z|| muss langsamer in t wachsen als ||

= —log|e™z| = 0 fiir t — +o0

= |le*z| kann nicht exponentiell in t wachsen
= z kann keine Anteile im stabilen oder instabilen Unterraum haben
=zxefl°

Somit gilt £° = F*, E* = F* und E° = F°, woraus folgt, R" = £ ® E* ® E°
b) Nun muss noch die zweite Aussage gezeigt werden. Sei dazu z € E®\ {0}, t,seR
und betrachte e?*z. Dann gilt Vt — oo, dass ez — 0.

AteAst — ||6A86At$H -0

AteAs

= |le

= log||e z|| - —oo

AteAs

1
=3e>0: glogHe x| < —€

1
= lim sup 7 log||etes

t——+o0

x| <0

= er e B°
= eM(E°) C E° Vs€R

Fiir E* und E° verlauft der Beweis analog. [
Bemerkung 3. Bifurkationen konnen nur auftreten, falls gilt E¢ # {O}

Beweis. Sei xg ein Fixpunkt der Differentialgleichung ' = f(z) und sei £¢ = {0}
Um zu beweisen, dass in diesem Fall keine Bifurkationen auftreten kénnen, muss
gezeigt werden, dass es einen Homoomorphismus gibt, der die Losungen der Diffe-
rentialgleichung in einer kleinen e-Umgebung des Fixpunktes in einander iiberfiihrt.

Da xo hyperbolisch ist, gilt dies auch fiir die Linearisierungsmatrix A von z.
In Ubungsaufgabe 36 der Vorlesung “Dynamische Systeme und Stabilitét” wurde
gezeigt, dass die Menge der hyperbolischen Matrizen offen und dicht in £(R") liegt.
Somit gilt fiir Matrizen aus einer e-Umgebung der hyperbolischen Matrix A, dass
diese ebenfalls hyperbolisch sind, wobei € gewéhlt werden muss, als das Minimum der
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Realteile der Eigenwerte von A. Daher stimmen sowohl die Anzahl der Eigenwerte
mit positivem, negativem bzw. verschwindendem Realteil als auch die Dimensio-
nen der entsprechenden Eigenrdume der jeweiligen Matrix in dieser e-Umgebung
iiberein. Wegen Satz 2.15 der Vorlesung “Dynamische Systeme und Stabilitéat” folgt
nun, dass die beiden hyperbolischen Linearisierungen in dieser Umgebung topolo-
gisch konjugiert sind. Nach dem Satz von Grobman und Hartman ist es zudem im
hyperbolischen Fall moglich, von der Linearisierung auf den urspriinglichen Fluss
zu schlieffen, weshalb auch die Fliisse, also die Losungen der Differentialgleichung,
in der e-Umgebung topologisch konjugiert sind. Diese Tatsache zeigt gerade, dass
es einen Homéomorphismus gibt, welcher die Losungen ineinander iiberfiihrt. Daher
gilt im hyperbolischen Fall, es kann keine Bifurkation auftreten. |

3 Das Zentrumsmannigfaltigkeitentheorem

Um das Stabilitéatsverhalten nicht-hyperbolischer Losungen von Differentialgleichun-
gen zu untersucht, wird zusétzlich die folgende Aussage benotigt:

Satz 4 (Zentrumsmannigfaltigkeitentheorem). Sei zg € R" ein kritischer Punkt von
2’ = f(z) und f : R* — R" eine Funktion aus C*.

Dann gibt es k-mal differenzierbare Mannigfaltigkeiten W*, W* und W€, die xq
enthalten und fir die gilt:

1. T,,W® = E*, T, W* = E*, T, W¢ = E°

2. die Losungen von x' = f(x) mit Anfangswerten in W, W bzw. W€ bleiben
in diesen Mannigfaltigkeiten fiir jede ausreichend kleine Zeit.

W*e und W* sind in einer ausreichend kleinen Umgebung von xq eindeutig bestimmt.

Der Beweis des Zentrumsmannigfaltigkeitentheorems geht in seiner Léange und
Komplexitét iiber den Rahmen dieser Ausarbeitung hinaus und wird daher ausge-
lassen.

Definition 5. W?* und W" werden als stabile bzw. instabile Mannigfaltigkeit be-
zeichnet.
W€ heifit Zentrumsmannigfaltigkeit.

Im Gegensatz zur stabilen und instabilen Mannigfaltigkeit muss die Zentrums-
mannigfaltigkeit nicht eindeutig bestimmt sein, wie das folgende Beispiel zeigen
wird.

Beispiel 6. Betrachte das Differentialgleichungssystem
:E/ _ :L‘2
/

y=-v

Fir (',y) = f(z,y) = (2, —y) ist der Ursprung ein Fixpunkt, da gilt f(0,0) =
(0,0). Mit Hilfe der Eigenvektoren lassen sich die Eigenrdume bestimmen, daher
betrachte die Linearisierungsmatrix
_ (0 0 )
(0.0) 0 —1

2¢ 0
A= d(0,0)f = ( 0 _1)




Anhand dieser Matrix lassen sich die Eigenwerte \; und -vektoren v; leicht ablesen:
A =0 v, = (1,0)
Ay = —1 vy = (0,1)"

Hierbei ist A; ein neutraler und A ein stabiler Eigenwert. Aufgrund der Eigenvek-
toren und da es des Weiteren keinen instabilen Eigenwert gibt gilt:

E*={0} xR, E*= {0}, E°=R x {0}

Nun soll anhand einer allgemeinen Losung eine Zentrumsmannigfaltigkeit hergeleitet
werden. Fiir (z(0),y(0) = (70, v0)) gilt (z(t),y(t)) = (155, ¢ "yo) ist eine Losung
der Differentialgleichung, da

(2(0). 5(0)) = (7=5+¢ %) = (x0,%0)
F(a(t),y(1) = <(1_""”—t) —etyo) = (2/(1), ¥/ (1))

Da E° gerade der x-Achse entspricht und der zentrale Raum tangential zur Zen-
trumsmannigfaltigkeit verlaufen muss, sowie diese in (0,0) beriihren soll, enthélt ¢
Tupel von der Form (x,n(z)). Um 7 zu bestimmen wird x(t) nach t aufgelost, somit
ergibt sich: ¢ = Iio — 2. Durch Einsetzen von t in y(t) ldsst sich y(x) bestimmen:

1 1 1

y(x) = (yoe ™0 )er = cex

1
Hierbei ist ¢ = yge #0 eine Konstante, die nur durch den Anfangswert bestimmt
wird. Da es unendlich viele Méglichkeiten gibt einen Anfangswert zu wéhlen, ergibt
sich das folgende Phasenportrét:

A\ 4
A,

Da die Trajektorien in Rf X R nicht durch den Ursprung verlaufen und somit
nicht in W€ enthalten sein kénnen, kénnen die Trajektorien zu den Anfangswerten
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mit xg > 0 nicht Teil der Zentrumsmannigfaltigkeit sein. Somit kann die Zentrums-
mannigfaltigkeit definiert werden durch

We = {(z,n:(x)) : * € R}

1
ce= x <0
770(1:) = {

0 <0

fir

fiir eine beliebige Konstante ¢ € R

Da c beliebig gewéhlt werden kann, ergeben sich unendlich viele Zentrumsmannig-
faltigkeiten, was zeigt, dass W¢ im Gegensatz zu W?* und W*" nicht eindeutig sein
muss.

4 Anwendungen von Zentrumsmannigfaltigkeiten

Dieser Abschnitt soll aufzeigen, wie die Stabilitét eines nicht-hyperbolischen Fix-
punktes anhand von Zentrumsmannigfaltigkeiten untersucht werden kann.

Dazu ist die folgende Bemerkung hilfreich, die durch eine Verallgemeinerung des
Satzes von Grobman und Hartman hergeleitet werden kann.

Bemerkung 7. Sei (z,7,z) € W* x W" x W€ in einer ausreichend kleinen Umge-
bung von xg.
= Losungen von x' = f(z) sind topologisch konjugiert zu den Lésungen von

z’ T

fiir eine Funktion F.
Mit Hilfe dieser Erkenntnis erhélt man das folgende:

Bemerkung 8. Sei xy ein Fizpunkt von ' = f(x), so lisst sich die Stabilitit von
xo folgendermaflen bestimmen:

a) es gilt B* # {0}
= xq 15t instabil

b) es gilt E* = {0} und E°= {0}
= xqg st asymptotisch stabil

c) es gilt E* = {0} und E°# {0}
= die Stabilitat von xy stimmt mit der Stabilitit des Ursprungs in der DGL
z' = F(z) tberein

Die Félle a) und b) sind bereits aus der Vorlesung “Dynamische Systeme und
Stabilitat” bekannt. Da im letzten Fall der instabile Raum, und daher auch W*",
nur die Null enthélt, und xy in W* stabil ist, kann eine Instabilitiat lediglich durch
instabiles Verhalten in der Zentrumsmannigfaltigkeit verursacht werden.

Wie die Stabilitdt im Fixpunkt anhand von W¢ untersucht werden kann, sollen
die folgenden Beispiele zeigen.



Beispiel 9. Betrachte das Differentialgleichungssystem

¥ =—x+ y2

y/ — y2 . .1'2
Der Ursprung ist somit ein Fixpunkt von (z/,9') = f(x,y) = (—x + y2, y* — 2?).
Um die Eigenrdume zu bestimmen, wird nun die Linearisierungsmatrix benotigt:

B (-1 2y (=10
A_d(ovo)f_(_% 23/) (00)_(0 O>

Aufgrund der Eigenvektoren zu dem stabilen und neutralen Eigenwert und da es des
Weiteren keinen instabilen Eigenwert gibt gilt:

E*=Rx {0}, E*={0}, B°={0} xR

Somit handelt es sich um den Fall ¢), dass heifit es kann von der Stabiltét der
Zentrumsmannigfaltigkeit auf das Verhalten des Fixpunktes geschlossen werden. Es
muss also zunéchst W bestimmt werden. Da E° in der zweiten Koordinate voll-
kommen flexibel ist und zudem W€ in z tangieren muss, gilt:

We = {(e(y),y) : y € (—6,0)}

wobei ¢ : (=d,0) — R eine Funktion aus C* sein muss, die ¢(0) = ¢'(0) = 0 erfiillt.

Letzteres liegt daran, dass der Ursprung ein Fixpunkt ist, der in W€ enthalten ist.
Durch die Taylorentwicklung kann x = ¢(y) beschrieben werden als = = p(y) =

ay?® + by + ...

Somit ergibt sich beim Ableiten dieser Funktion

/

o' = (W) ='Wy =W —2%) = W)Y —v(y)*)
Gleichzeitig gilt aber nach der Definition der Differentialgleichung

/ E—

o' =~z +yt=—py) + v
Durch Gleichsetzen folgt

—o(y) +v* = ' W)Y — ¢(v)*)
s —ay? — by’ — .. +y* = (2ay + 3by* + ) (Y — Pyt — )

Der Vergleich von Termen gleicher Ordnung liefert @ = 1 und b = —2 und somit
gilt:

r=op(y) =y>—2y° + ...
4

=y =y -2t=y -y -
Anhand dieser beiden Gleichungen kann nun das Verhalten des Fixpunktes (0,0) in
einer kleinen Umgebung beschrieben werden.
In kleiner Umgebung um die Null ist y* + ... betragsméBig verschwindend gering
im Vergleich zu y2. Daher gilt nahe Null ¢/ =~ y2. Da die Ableitung aber durch den
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positiven Exponenten immer positiv ist, muss der Ursprung in der Zentrumsmannig-
faltigkeit instabil sein. Somit flieen die Losungen auf W€ zunéchst in den Fixpunkt
hinein und danach hinaus. Daher ist der Ursprung ein instabiler Fixpunkt.

Zudem gilt mit der selben Begriindung nahe Null auch z ~ 3?2, und es entsteht

das folgende Phasenportrét:
/A?
kc/

Analog kann auch die stabile Mannigfaltigkeit hergeleitet werden. Dies wurde
aber im Zuge dieser Ausarbeitung ausgelassen, da W?* nach Bemerkung 8 fiir die
Stabilitdtsuntersuchung nicht weiter relevant ist.

i

Das folgende Beispiel verlauft analog, jedoch ist hierbei die bestimmende Koor-
dinate in der Zentrumsmannigfaltigkeit vertauscht.

Beispiel 10. Betrachte daher das folgende Differentialgleichungssystem
¢ =2 —xy
Y =-y+a’

Der Ursprung ist wieder ein Fixpunkt von (2/,y) = f(z,y) = (2* — zy, —y + 2?).

Es gilt:
20 —y —=x 0 O
R I
2z -1 0.0) 0 —1

Mittels der Eigenwerte und -vektoren ergibt sich:

E*=Rx {0}, E*={0}, E°={0} xR

Daher kann wieder vom Verhalten der Zentrumsmannigfaltigkeit auf die Stabilitét
des Ursprungs geschlossen werden. Dieses Mal ist £ in der ersten Koordinate voll-
kommen flexibel, somit gilt:

We={(z,¢(z)): z € (=6,6)}



Hierbei muss ¢ : (—9,9) — R k-mal stetig differenzierbar sein und ¢(0) = ¢'(0) =0
muss gelten, da der Ursprung ein Fixpunkt ist, der in W*¢ enthalten ist.

Mittels der Taylorentwicklung kann y = ¢(z) beschrieben werden als y = p(z) =
ax® + bx® + ...

=y = (p(x)) = ()2 = ¢'(z)(2? — 2y) = ¢ (2)(2® — zp(x))

Nach der Definition der Differentialgleichung gilt zudem aber auch
y = —y+a®=—p(x)+ 2’

Durch Gleichsetzen folgt
—p(x) +2° = ¢(2)(2* — zp(x))
& —ar? —br® — .+ 2% = (2ax + 3br* + ) (2* — ax® — b2t — )

Durch das Vergleichen der Terme gleicher Ordnung ergibt sich wieder ¢ = 1 und
b = —2 und somit gilt:

y = p(r) =2%—22° + ...
=a =—ay=a2>—23+221 + ...

Es wurde also wieder eine Funktion F gefunden anhand derer nun das Verhalten des
Fixpunktes (0,0) in einer kleinen Umgebung beschrieben werden kann.

In der Nihe der Null ist 2® — 22* + ... deutlich kleiner als x?. Daher gilt nahe
Null 2’ =~ 22. Die Ableitung muss somit aufgrund des positiven Exponenten immer
positiv sein, das heifit der Ursprung ist in der Zentrumsmannigfaltigkeit instabil.
Die Losungen auf W€ flielen zunéchst in den Fixpunkt hinein und danach hinaus,
daher ist der Ursprung auch insgesamt ein instabiler Fixpunkt.

Durch die selbe Argumentation gilt nahe Null auflerdem y ~ 22, und es entsteht
das folgende Phasenportrét:

ES
WS
\ 4
WC
/?
A




Das letzte Beispiel soll die Untersuchung des Stabilitdtsverhalten in Falle eines
gestorten Differentialgleichungssystem erklédren und zugleich den Zusammenhang
zur Birfurkationstheorie herstellen.

Beispiel 11. Betrachte hierzu das Differentialgleichungssystem

R

y =-y+a’

Dieses enthélt einen Storfaktor . Durch hinzufiigen einer dritten Komponente ¢’ = 0
entsteht die neue Differentialgleichung (2/,9'¢’) = f(z,y,¢) = ex—a*+y?, —y+a2,0)
mit dem Fixpunkt (0,0,0). Die dazugehorige Linearisierungsmatrix ist von der Form

e—322 2y ¢ 0 0 0
A= d(0,070)f = 2x -1 0 =10 -1 0
0 0 0/ (000 0 0 0

Somit gilt fiir die entsprechenden Eigenrdume
E*={0} xRx {0}, B*={0}, E°=R x {0} xR

Um die Zentrumsmannigfaltigkeit zu bestimmen, wird nun eine Funktion ¢ benétigt,
die sowohl von x als auch von ¢ abhéngig ist. Es gilt also

W= {(z,p(z,¢)) : z,e € (—4,6)}

Mit ¢ : (—=9,9) x (—0,0) — R k-mal stetig differenzierbar und ¢(0,0) = ¢’(0,0) = 0,
da der (0,0,0) ein Fixpunkt ist, der in W¢ enthalten ist.
Nach der Taylorentwicklung in zwei Variablen folgt y = (&) = ax? + bxe + c£?

=y = ((x,€)) = (@ 0e) (@', €)' = pua’ + @€’
= pu(ex — 2° + ) = pu(ex — 2° + p(z,¢)?)

Nach der Definition der Differentialgleichung gilt aber zudem
Yy = —y+a*=—p(x,¢e)+2?
Durch Gleichsetzen der beiden Ableitungen ergibt sich

(i, 2) + 2 = pu(ex — 7 + pl,2)?)
& —ar? —bre —ce? — .+ 27 = (ar+be +..)(e —2® +a*x* +..)

Nach dem Vergleich der Terme gleicher Ordnung ergibt sich a = b = ¢ = 0 und
somit gilt in der Nithe der Null y = p(x,¢) ~ 0 und 2’ ~ ez — 2.

In diesem Fall ist das Stabilitdtsverhalten also abhéngig von der Stérung e. Fiir
e < 0 flieBen die Losungen in den Fixpunkt hinein, da durch ein negatives Vorzei-
chen von e auch 2’ negativ wird in der Nihe von Null. Daher ist in diesem Fall
der Ursprung stabil, was in dem ersten der beiden nachstehenden Phasenportrits
dargestellt ist. Im Fall von € > 0 flielen die Losungen nahe Null allerdings aus dem

Fixpunkt hinaus, aufgrund des positiven Vorzeichens von €. Somit ist der Ursprung
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instabil, wie in der unteren Graphik zu erkennen ist. Das Stabilitédtsverhalten dndert
sich also sehr stark bei € = 0. Diese extreme qualitative Anderung im Flussverhalten
ist Ausdruck einer Pitchfork-Bifurkation.

5 Zusammenfassung

Wie die Beispiele gezeigt haben, war es mittels der Zentrumsmannigfaltigkeiten nun
auch im nicht-hyperbolischen Fall moglich, Aussagen iiber das Stabilitédtsverhalten
von Fixpunkten zu treffen. Dies folgte aus der Tatsache, dass fir E* = {0} und
E° # {0} die Stabilitét des kritischen Punktes einer Differentialgleichung alleine auf
die Stabilitit der zugehorigen Zentrumsmannigfaltigkeit zuriickzufiihren ist. Somit
reicht es aus das Verhalten von W€ zu untersuchen um die Stabilitdtsanalyse eines
Fixpunktes durchzufiihren. Des Weiteren kénnen Zentrumsmannigfaltigkeiten auch
bei der Untersuchung auf Bifurkationen sehr niitzlich sein, da die Ordnung des Dif-
ferentialgleichungssystem anhand von ihnen reduziert werden kann, wie gerade im
letzten Beispiel zu erkennen war.

Insgesamt bilden Zentrumsmannigfaltigkeiten somit ein duflerst wichtiges Hilfs-
mittel bei der Analyse des Stabilitdtsverhaltens der Fixpunkte von Differentialglei-
chungen.
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