Kapitel 3

Funktionenriaume

3.1 Banachriume
Zuerst erinnern wir an ein paar grundlegende Begriffe.

Definition 3.1. Fin normierter Vektorraum ist ein K-Vektorraum X mait einer Norm,
d.h. einer Abbildung || - || : X — R mit folgenden Eigenschaften:

(i) |lz|]| > 0 und Gleichheit nur fir x = 0. (i) || Az]| = |A] ||z]| fir x € X, X € K.
(iii) [z +yll <zl + |yl fir 2,y € X.

Eine Norm erzeugt durch d(z,y) := ||z — y|| eine Metrik Ist X mit dieser Matrix
vollstiandig, d.h. jede Cauchyfolge ist konvergent, so heifit (X, || ||) ein Banachraum.

Eine symmetrische, positiv definite Bilinearform (-, -) auf X heifit inneres Produkt
oder Skalarprodukt auf X. Sie erzeugt durch ||z|| := y/(z, z) eine Norm auf X. Ist die
erzeugte Metrik vollstédndig, so heifit (X, (.,.)) Hilbertraum.

Der Raum aller stetigen, linearen Abbildungen £(X,Y") zwischen zwei normierten
Vektorrdumen X,V ist mit der Norm [|T'[| := sup,<; [|[Tz| wieder ein normierter
Vektorraum, und ein Banachraum, wenn Y ein Banachraum ist. Der Dualraum X’ :=
L(X,K) ist der Banachraum der stetigen linearen Funktionale auf X.

Wir konstruieren mit folgendem Kriterium von Lax und Milgram Isomorphien:

Satz von Lax und Migram 3.2. Fulls ein T € L(X, X) auf einem Hilbertraum X
folgendes erfiillt, dann ist T ein Isomorphismus, d.h. T ist bijektiv und T—' € L(X, X):

(Tx,z) > Clz|? fir ein C' > 0 und fiir alle v € X. (3.1)
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32 KAPITEL 3. FUNKTIONENRAUME

Beweis: Aus (3] folgt C||z||? < (Tx,z) < ||Tz| - ||| aund damit auch
Cllx|| < || Tx|| fiir alle x € X (3.2)

Insbesondere ist T injektiv. Fiir eine Cauchyfolge (T'z,,)men im Bild von 7', die gegen
y konvergiert, ist (2, )men Wegen (B.2)) eine Cauchyfolge, und konvergiert gegen ein x
mit Tx = y. Fiir z € (BildT)* folgt z = 0 aus (B1) und 0 = (T'2,2) > C||z||?, und
damit Bild7 = BildT = X. Also ist T bijektiv und wegen ([3.2)) ist T~! stetig. g.e.d.

Eine stetige Abbildung 7" : X — Y heifit kompakt, wenn die Abschliisse der Bilder
von beschrankten Mengen kompakt sind. Fiir jede beschrinkte Folge (z,,)men in X
konvergiert eine Teilfolge von (T'z,,)men. Die Verkettung einer lipschitzstetigen mit
einer kompakten Abbildung ist wieder kompakt.

Lemma von Ehrling 3.3. Es seien X,Y,Z Banachriume und X — Y — Z zwei
stetige, lineare Abbildungen, deren erste T : X — Y kompakt und deren zweite [ :' Y —
Z ingektiv ist. Dann ezistiert zu jedem € > 0 ein C(€) < oo mit

|Tx|ly <e€lz||x +C(e)|[ITz| 2 fir alle x € X.
Beweis: Andernfalls existiert ein € > 0 und eine Folge (2,,)men € X mit
|l zm|lx +m|ITzn|z < |Tzm|y = 1.

Dann ist z,, € X beschriankt, und, da T" kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge von
(TZp)men gegen y € Y. Der Grenzwert ist y # 0 wegen ||y|ly = 1. Aufgrund der
Annahme konvergiert die entsprechende Teilfolge von (I7x,)men gegen Null und wegen
der Stetigkeit von I gegen ||Iyl||z, im Widerspruch zu der Injektivitit von 1.  q.e.d.

Injektive kompakte Stérungen von Isomorphismen sind wieder Isomorphismen:
Lemma 3.4. Seien T, K : X — Y stetige lineare Abbildungen zwischen zwei Ba-

nachraumen X,Y . Die erste T sei ein Isomorphismus, und die zweite K sei kompakt.
Ist T — K ingjektiv oder surjektiv, so ist T'— K ein Isomorphismus.

Bemerkung 3.5. Allgemein kann man zeigen, dass eine kompakte Storung eines Iso-
morphismus ein Fredholmoperator vom Index 0 ist, sieche Lemma 4.45 Y.A. Abramo-
vich, C.D. Aliprantis: “An Invitation to Operator Theory”. Dabei heift eine lineare
stetige Abbildung T : X — 'Y zwischen Banachrdumen Fredholmoperator, falls

(i) BildT CY ist abgeschlossenen, (ii) dimKern 7' < cc.

(iii) dim Kokern7T = dim(Y/BildT) < oo.
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Die Differenz Ind T := dim KernT' — dim Kokern T" heifit der Index von T'.

Beweis: O.B.d.A. konnen wir X =Y und 7" = 1y annehmen.
Zuerst sei 1 — K injektiv. Wir behaupten, dass dann folgendes gilt:

|(1— K)z| > Clz|| fiir ein C > 0 und alle z € X. (3.3)

Andernfalls existiert eine Folge () men in X mit [|(1— K)zy, || < L2,/ und 0.B.d.A.
|z || = 1. Nach Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert Kz, — y und z,, — y wegen
|(1—- K)zp,| — 0. Dann ist (1 — K)y der Grenzwert von (1 — K)z,, — 0. Weil 1 — K
injektiv ist folgt y = 0 im Widerspruch zu 1 = ||z, || — |ly||. Das zeigt ([B.3)).

Dann ist fiir jede Cauchyfolge ((1 — K)x.,)men im Bild(1 — K) mit Grenzwert y
auch (z,,)men eine Cauchyfolge, mit einem Grenzwert x mit (1 — K)x = y. Also ist
Bild(1 — K) abgeschlossen. Wenn 1 — K nicht surjektiv ist, sei x € X \ Bild(1 — K).
Mit 1— K ist auch (1 — K)" injektiv und von der Form 1— K mit K kompakt:

(I-Kr=1-3" (7[‘) (1)K

Aus (1-K)"z = (1-K)" 'y mit y € X, wiirde (1-K)"(z—(1—K)y) = 0 folgen, und da
(1— K)™ injektiv ist, auch x = (1— K)y € Bild(1— K') im Widerspruch zur Wahl von z.
Das ergibt (1—K)"z € Bild(1—K)™\Bild(1— K)™! und d((1— K )"z, Bild(1— )" >
0, weil Bild(1 — K)*™! abgeschlossenen ist. Sei y, € Bild(1 — K)*™! mit
(A= K)"z — ynll (- K)"x —yn

d((1- K)rz,Bild(1 — K)»+1) |(1— K)"z — y,||
Aus d((1— K)"z,Bild(1 — K)"™) = d((1— K)"z — y,, Bild(1 — K)"!) folgt
d((1— K)"z,Bild(1 — K)™1)

11 = )"z = yn|

HKi&n - Ki&mH = Hgn — Um — (]l - K)gn + (]l_ K)gmH > 1/2 fir m > n,

<2 und g, := € Bild(1 - K)".

d({, Bild(1 — K)™) = und

1
> =
-2

da g, + (1— K)g, — (1— K)g,, € Bild(1— K)"*!. Also konvergiert keine Teilfolge von
(K¥m)men, Was ||Um|| = 1 und der Kompaktheit von K widerspricht. Also ist 1 — K
surjektiv und ein Isomorphismus, weil wegen (B.3]) die Umkehrabbildung stetig ist.

*Nun sei 1— K surjektiv. Wenn 1— K nicht injektiv ist, wihle 0 # x; € Kern(1—K).
Da 1 — K surjektiv ist, existieren induktiv (1 — K)z,,1 = z, fir n € N. Daraus folgt
1-K)" 'z, =2, #0und (1- K)"z, = (1— K)x; =0, also z,, € Kern(1— K)"\
Kern(1 — K)™! fiir n > 1. Wihle k,, im abgeschlossenen Kern(1— K)"~! mit

d(x,, Kern(1— K)»=1) — " e — K|

€ Kern(1— K)".
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d(z,, Kern(1— K)"1)

und
|20 — Kull

Dann folgt wieder  d(Z,, Kern(1 — K)" ') = >

1
2
IKZn — Kl = [[in — G — (1= K)an + (1= K)aw| >1/2  fir m > n,

da Z,, + (1 - K)z, — (1 — K)&,, € Bild(1 — K)""!. Das widerspricht wieder der
Kompaktheit von K und ||Z,,| = 1. Also ist 1 — K auch injektiv. q.e.d.

Fixpunktsatz von Schauder 3.6. Sei X Banachraum, G C X abgeschlossen und

konvexr und T : G — G stetig mit kompaktem T[G]. Dann hat T einen Fixpunkt.

Beweis: Weil G abschlossen ist, liegt T'[G] in G und wird fir jedes € > 0 durch endlich
viele (B(x;, €))i=o....n mit x; € T[G] iiberdeckt. Die Schnittmenge K aller abgeschlosse-
nen und konvexen Teilmengen von G, die T'|G] enthalten, ist in der konvexen Teilmenge

B(K.e) =

enthalten. Die kompakte Menge K. wird durch endlich viele B(y;,e€), und K durch
B(yj, 2¢) tiberdeckt. Das gilt fiir alle € > 0, und K ist vollsténdig, also kompakt. Sei

P.:T[G] - K., z~ P.z)= %?i:g(if?\\BB(Sjg;)

Als konvexe Linearkombination von z; € B(x,€) liegt P.(z) in B(z,€). Der minimale
Wert von y — ||z — y|| auf der kompakten Menge K \ B(xz;, €) hingt wegen der Drei-
ecksungleichung lipschitzstetig von z ab. Also sind P. und P, o T|g, : K. — K. stetig.
Wegen der folgenden Ubungsaufgabe ist K, homoomoprh zu K, ~ B(0,1) C RdimKe
wobei dim K, die Dimension des von x; aufgespannten affinen Raumes ist. Wegen dem
Brouwerschen Fixpunktsatz hat P. o T'|k, einen Fixpunkt y. € K. C K mit

Blz,¢) mit K, = {Z N € X‘ AE 0,1 mit Y A = 1}

IEGK&

1y = T(ye)ll = [1P(T'(ye)) — T(ye) |l < e
Eine Teilfolge von y. konvergiert in K fiir € | 0 gegen einen Fixpunkt von 7. q.e.d.

Ubungsaufgabe 3.7. Die Abschliisse zweier offener, nichtleerer, beschrinkter und
konvezer Teilmengen des R? sind homdomorph.

Satz von Leray-Schauder 3.8. Sei T eine kompakte stetige Selbstabbildung auf einem
Banachraum X . Wenn fir ein M > 0 folgendes gilt, dann hat T einen Fizxpunkt:

lz|| < M fir alle x € X mit x = oTx fir ein o € [0, 1].
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Beweis: Sei 7' die Verkettung I o T von T' mit der stetigen Abbildung

1 fict<M
[:X—BOMCX, zv f(e)r mit f:R-R, t»—){ =

% fir ¢t > M.

Der Abschluss des Bildes T[B (0, M)] ist kompakt und T hat wegen dem Fixpunktsatz

von Schauder einen Fixpunkt z € B(0, M). Wir zeigen x € B(0, M), so dass x auch ein

Fixpunkt von T ist. Aus [|[Tz|| > M wiirde Tx = %T‘r =0Tz mit 0 = ”T—]Vi” € (0,1]

und laut Voraussetung ||z|| < M folgen, im Widerspruch zu ||z| = ||Tz| = M. q.e.d.

3.2 Holderraume

Definition 3.9. (Ho6lderrdume) Sei ) C R" offen und k € Ny. Der Raum der k-fach
stetig differenzierbaren Funktionen auf Q bzw. auf A mit Q C A C € ist

CH(Q) == {u: Q — R | "u emistiert fiir |y| < k und ist stetig auf Q}
C*(A) := {u e CKQ) | Du setzt sich fiir |y| < k stetig auf A fort}

und C®(A) := NrenC*(A). Der Index 0 bezeichnet Funktionen mit kompaktem Triger:
CE(A) = {u € CH(A)| supp(u) € A} C3(A) = NyenCh(A).

Fiir beschrinktes Q ist C*(Q) ein Banachraum mit  |lul|cr gy = ngk 107 ul| 120 () -

Fiir 0 < a <1 ist die Hélderkonstante definiert als  holg o u := sup M
wryeq T —yl*

und eine Lipschitzkonstante lipg u 1= holg 1 w. Eine Funktion v mit endlicher Hélder-
bzw. Lipschitzkonstante heifst holder- bzw. lipschitzstetig. Der Raum der Funktionen
mit beschrinkten und hélderstetigen Ableitungen bis zur k-ten Ordnung ist

CF(Q) = {u € C*(Q) | |07ul| 1o () + h&la,o(07u) < oo fiir |v] < k}.

zusammen mit der Norm ]| craqq) = Z| |<k(||8'yu]|Loo(Q) + holg 4 0"u).
7I<

Wir nennen C**(Q) Hélderrdume. Schlieflich sei fiir Q C A C Q

C{f)f(A) ={u¢€ C'k(Q) | Vo € A:3o>0:ulanB@,e) € C’k’a(Q N B(z,0))}.

Ubungsaufgabe 3.10. Zeige dass fiir o > 1 lokal u = const aus holg o u < 0o folgt.

Proposition 3.11. C*%(Q) ist ein Banachraum.
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Beweis: Sei (u;);en eine Cauchyfolge in C**(2). Weil die stetigen und beschréinkten
Funktionen auf einem metrischen Raum mit || - || ein Banachraum sind, konvergiert
0 fiir |y| < k gleichméfig gegen eine solche Funktion w,. Fiir v > e; folgt aus

t
" (x +te;) = 07 % (x) +/ Nuj(x+se;)ds auf {z+te; ||t <e} C
0

die analoge Gleichung fiir die entsprechenden Grenzwerte. Deshalb folgt ., = 0"u mit
u = lim u; aus der gleichméBigen Konvergenz aller partiellen Ableitungen der Ordnung

< k. Genauso konvergiert Zle)=01ulv) ¢ {(z,y) € QA x Q| z # y} gleichméaBig

|z—yl

gegen eine stetige beschréankte Funktion. Der Grenzwert stimmt mit dem punktweisen
Grenzwert % {iberein. Also kovergiert u; in C**(Q) gegen u. q-e.d.

Das Produkt zweier holderstetiger Funktionen ist wieder holderstetig.

Proposition 3.12. Seien k € Ny und 0 < o < 1. Dann gilt fiir u,v € C%*(Q)

hélg o (uv) < holg o u||v||eq + ||u]| o) holg.qa v
und fiir u,v € C*(Q)  [uv||ora@y < C(n, k)llullera@llvllora)-
Beweis: Die erste Abschitzung folgt aus folgender Ungleichung fiir x,y € €2

juo(z) = wo(y)] < lu(e) — u(y)] (@) + lu(y)] lo(x) = v(y)|
< (hélg,auH'UHLOO(Q) + ||u|| zo () hola.a v) lx — y|?,
Die zweite folgt aus dieser unter Beachtung der Produktregel (IT). q.e.d.
Proposition 3.13. Fiir Q2 € R" und 0 < § < « sind folgende Einbettungen kompakt:
Co(Q) = COP(Q) — C°(Q).

Beweis: Eine Funktion u € C%%(9) ist gleichmiBig stetig und 148t sich daher stetig
auf Q) fortsetzen. Klarerweise ist die Einbettung C%*(Q2) — C°(Q) stetig. Eine in
C%*(Q) beschrinkte Folge von Funktionen (u;);cy ist auf Q0 gleichgradig stetig und
beschrinkt. Da ) kompakt ist, gibt es nach dem Satz von Arzela-Ascoli eine gleichmiBig
konvergente Teilfolge, und die Einbettung der Holderrdume in den Raum der bis zum
Rand stetigen Funktionen ist kompakt. Fiir 0 < f < a, x #y € Q und § > 0 gilt

M < holgqu 0477 wenn |z —y| <0 (3.4)
|z —yl?
[u(z) — u(y)] < 2[u] oy 677 wenn |z —yl >4 (3.5)

|z —y|?
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Fiir 6 > diam Q folgt daraus die Beschrinktheit von C%%(Q) — C%#(Q):
hélg g u < holg,q udiam® (1)

Nach Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert also eine in C%*(Q) beschriinkte Folge
u; gleichméBig in C°(Q) gegen eine Funktion u. Mit (3.4) und (3.5) folgt fiir alle § > 0

lim sup holg g(u; — u;) == lim sup holg g(u; — u;) <
i,j—00 k=00 j>k
< lim sup 50‘_6(h619,a w; + holg , u;) + limsup 2077 ||u; — U o) < Co P,
1,j—+00 2,j—>00
Also ist u; eine Cauchyfolge, und konvergiert damit in C%%(Q). q.e.d.

Fiir Einbettungen mit £ > 0 muss 0f) eine gewisse Regularitéit aufweisen.

Definition 3.14. Seien Q C R™, k € Ny und 0 < a < 1. Wir nennen 92 C*- bzw. C*-
requlir (02 € C* bzw. C*), wenn O lokal der Graph einer C* bzw. C** Funktion
ist. D,h. fiir alle xo € O existieren o > 0, M < oo und ¢ € C*(B"71(0,0)) bzw.
Cka(B™ 10, 0)) mit p(0) = 0 und ||¢||ee < M, so dass nach einer geeigneten Rotation

{r—20 | 2 € QNB"71(0,0) x (=M, M) = {(y,t) € B"7(0,0) x (=M, M) [ t > p(y)}.
Damit erhalten wir den Kompaktheitsansatz fiir Holderrdume mit k& > 0.

Proposition 3.15. Seien Q € R” offen 00 € C%', k> 1€ Ny, 0 < B, < 1 mit
k+a > 1+ . Dann sind die Einbettungen C**(Q) — C4(Q) kompakt.

Beweis: Fiir k = [ folgt die Aussage sofort aus Proposition B.13] Auch der allgemeine
Fall folgt aus Proposition [3.13] wenn wir zeigen, dass die Einbettung

L) < COL(Q) (3.6)

wohldefiniert und stetig ist. Da 9Q € C%!, hat Q nur endlich viele Zusammenhangs-
komponenten, und diese haben alle positiven Abstand § zueinander. Fiir x,y € 2, die
nicht in derselben Zusammenhangskomponente liegen, gilt somit

u(z) — u(y)] < 2l < C@Qlullm@le -yl mit  C(@Q) =2

Fir z,y € Q in der selben Zusammenhangskomponente gibt es nach dem folgenden
Lemma einen stetig differenzierbaren Weg v : [0, 1] — €, mit v(0) = z,v(1) = y und

Ly) = / W (Oldt < CQ)]z -y,
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Daraus folgt fiir u € C*(Q)

u(z) — u(y)| < /0 [Vu(y (@)Y @) dt < [Vl e C(Q) |z — yl. (3.7)

Also ist lipg u = holg; u < C(Q)||ullc1(q), und ([B.6) wohldefiniert und stetig.  q.e.d.

Lemma 3.16. Es sei Q @ R™ offen und zusammenhdngend, 9 € C%'. Dann gibt es
C(Q) < oo, so dass fiir zwei beliebige Punkte x,y € Q ein stetig differenzierbarer Weg
v :10,1] = Q mit v(0) = x,v(1) = y und folgender Eigenschaft existiert:

Liy) = / V(1) dt < @)l -yl (3.8)

Beweis: Fiir x; € 0f) setzen wir nach einer geeigneten Rotation
U, = {x €Q|x—xz€ B0, 0) x (—Mi,Mi)}

mit o;, M; > 0, ¢; € COY(B" 10, 0)) und |||l < M wie in Definition B.14. Weil
die Halbgeraden mit Steigung =+ lip(¢;) weg vom Rand den Rand nicht schneiden,
ist B8) fir U; N Q mit C; := /14 1lip®(¢;) < oo erfiillt. Fiir z; € Q wihlen wir
Ui == B(z;, 0;) € Q, und sehen dass [B.8) fiir U; mit C; = 1 erfiillt ist. Da Q kompakt
ist, existieren endlich viele z1, ..., 2y € Q mit Q C U;U...UUy. Fiirjedesi =1,..., N
ist (B.8) fir U; N2 mit einem C; < oo erfillt. Wir setzen C' = max{C},...,Cy}. Die
stetige Funktion max{dy,...,dy} mit &;(x) = d(x,Q\ U;) ist auf Q nicht kleiner als
d > 0, so dass beliebige x,y € ) mit |[x — y| < § in einem U; enthalten sind. Also ist
BI) fiir z,y € Q mit |z — y| < § mit C = max{C,...,Cy} erfiillt.

Da Q zusammenhéngend ist, existiert fir z,y € Q mit |z — y| > § ein stetig
differenzierbarer Weg « von z nach y mit (er durchlauft jedes U; hochstens einmal)

Ly <3 Cidiam(U;) < i - yl S Cidiam(U;) =: Colz — g,

Mit C(Q) := max{Cy,...,Cn} < oo ist ([B.8) erfiillt, und das Lemma bewiesen.q.e.d.

3.3 Sobolevraume

Wir beginnen mit einer kurzen Erinnerung an [P-Riume.
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Definition 3.17. (IP-Rdume) Sei (2, A, ) ein Mafiraum, d.h. A eine o—Algebra auf
Q und p ein o—-additives Maf$ auf A. Fir 1 <p < oo und mefbares u : 0 — K sei

|y = (Jo |u|pd”)l/p fir 1 < p < oo,
) inf{\ | u-fast iberall gilt |u| < X}  fiir p = oo,

und definieren den Raum der p—integrablen bzw. der beschrinkten meffbaren Funktionen
D(p) =LA p) = {u: Q=K mefbar | ||ul|peo) < o},

wobei wir wie iblich Funktionen identifizieren, die p—fast iberall ibereinstimmen. IP ()
ist mit der Norm, || - ||p(u) ein Banachraum und fiir p = 2 mit dem Skalarprodukt

(u,v) = /qu dp

ein Hilbertraum. Fir Q C R™ messbar schreiben wir abkirzend IF(Q2) = IF(Q, A, u),
wobei i das n—dimensionale Lebesqguemaf ist und A die o—Algebra der lebesguemefsba-
ren Teilmengen von §2 bezeichnet. Weiter setzen wir

Lp

loc

() :={u: Q= K| ulo € IP() fiir alle Q' € Q},

wobei u,, in I, (Q) gegen u konvergiert, falls w,,|q — ul|q in IP(SY) fir alle Q' € Q.

loc

Fiir 1 < p < 0o heifit 1 < ¢ < oo mit + +% = 1 der zu p konjugierte Exponent, und
es gilt fir u € IP(u),v € L(p) die Holderungleichung

/qu du‘ < el llollzo-

Fir 1 < p,q,r < oo mit %—I—%: % folgt fiir u € IP(u),v € L1(p)

1 1 1
[wv|[ ey = "0 |y < llu H;}(M)HU ||£g(u) = [lull 2y 10l z2.-
11 .
|l gy < ()7 % ||| fiir p(Q) <ocound 1 <r<p<oo (3.9)

Mit Induktion erhalten wie die verallgemeinerte Hélderungleichung

‘/ul...um du‘ < Jwrll e - Nt pmy  fidr I)il—l—...jt]%:l. (3.10)
0



40 KAPITEL 3. FUNKTIONENRAUME

Auf einer offenen Menge 2 C R™ ist fiir 1 < p < oo jede Treppenfunktion in IP(£2) ein
Grenzwert von Funktionen in Cy(€2). Also liegt Cy(£2) dicht in IF(2).

Diese Aussage wollen wir verschérfen, indem wir zeigen, dass die unendlich oft
differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger in 2, d.h. C§°(Q2), fur 1 < p < 00
in IP(Q) dicht liegen. Dazu withlen wir A € C§°(R™), A > 0 mit [ A =1 und supp A C

B(0,1). Wir definieren den glatten Mollifier A(z) := e "A(%) fiir ¢ > 0 und sehen

supp Ac C B(0,¢) und [ A\, = 1. Fiir Q C R" offen, u € L} () definieren wir

ue(x) = (A xu)(x) = /)\e(z —y)u(y) d"y fir x € Q mit € < d(x,0). (3.11)

Wir sehen u, € C*(Q) fiir ' € Q mit d(,99Q) > e. Fiir u € L'() kénnen wir u, auf
ganz R" definieren mit u, € C>°(R"). Fiir supp(u) € 2 und € < d(supp(u), Q) gilt
ue € C°(Q). Fiir u = yor mit ' € Q" € Q und € < min{d(',00Q"),d(QY",00)} gilt
ue € C3°(Q) 0<u <1 u. = 1 auf 0.
ue approximiert v in lokalen Rdumen, wie die folgende Proposition zeigt.
Proposition 3.18. (i) Firu e [P(2),1 < p < oo gilt uc — u in IP(Q).
(ii) Fiir u € C°(Q) gilt fiir alle ¥ € Q ue — u in C°(V).

(iii) Firue CF*(Q), 0<a <1, keN,, git fir 0 <8< a u— uin CFP(Q),

loc loc

und fiir alle ' € Q gilt ||uc||croy < |Jullcra@), falls e < d(Y,00Q).
Beweis: Fiir u € L} .(Q),z € @ € " € Q und e < d(,09") gilt, wegen [\ =1,

loc
) =) = [ Ao = 9)00) (@) &y =] MG =) — ). (312
(i) Wir identifizieren IP(£2) mit dem Banachunterraum {f € I’(R") | flgmo = 0}.
Weil || flollw@) < [|fllp@n) fir alle f € IP(R™) gilt, gentigt es 2 = R™ zu betrachten.
Wegen A\ > 0, [ A = 1 und der Konvexitéit von z +— |z|? folgt] (SALFD? < [ A fIP
fir f € I[P(B(0,¢)) aus Jensens Ungleichungﬁ. Dann gilt fiir 1 < p < oo und zuerst fiir
alle Treppenfunktionen, und dann, weil diese dicht liegen, fiir alle u € IP(R™) und € | 0

lte = ully oy < / / ) u(z — ) — u(z)P dy e =
R" J B(0,¢)

- /B(O ))\e(y)Hu(' —y) —ullpEnd'y < sup lu- —y) —ullpEs = 0. (3.13)

{yl lyl<e}

!Diese Ungleichung folgt auch aus der allgemeinen Holderungleichung ([B39) fiir das Maf8 A dy.
?In Rudin:“Real and Complex Analysis” findet sich folgender einfache Beweis: Sei ¢ = [ A|f].
Aus der Konvexitiit von s +— sP folgt sP > tP + ptP~!(s — t) (Tangente an s — sP) fiir s > 0, also

|[f(@)[P = 1% +pt?= (| f(x)| — ). Daraus folgt [ A|f[P > [ Act? +ptP~" [ A(|f| =) =7 = (] A|£])P.
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(i) Fiir w € C°(Q) und Q' € Q" € Q ist u gleichméiBig stetig auf Q”. Aus (3.12) folgt

|te — w|| oy < sup lu(z) —u(y)] — 0 fiir € . 0.
{(y)lzetl |z—y|<e}

(iii) Fir x € & gilt B(z,€) € Q, A\e(z —.) € C§°(2) und fir |y| <k

N u(z) = /QAE(x — ) u(y)d"y.

Daher geniigt es & = 0 zu betrachten. Aus (ii) folgt ||ue — oy = 0. Mit (3I2) folgt
aus ([B.4) fir x1 # xo € Q' und x1 — y # x2 — y oder fir 1 # x; —y und x9 # x2 — y

|(ue —w) (1) = (ue — u)(22)] < /B(AOE()y)\(U(Scl —y) —u(z1)) — (w2 —y) —u(z2))| d"y
S Qh(.jlgn,a(u) min{|x1 — 1’2|a, Ea} S QEOC_B h@lg//7a(u)|1’1 — 1’2|B.

Dies ergibt hélgr g(ue — u) < 2e* P holgr o u — 0 fiir € | 0. Weiter gilt
|ue()] < / Ac)|u(z = y)[d" < [Jul|p=@)  und
B(0,¢)
|ue(21) — ue(r2)] < / Ac()|u(ry —y) — u(zs — y)[d"y < holga(u)|zy — 2"
B(0,¢)
Dies ergibt e || oy < el oraay- q.e.d.
Daraus folgt sofort
Proposition 3.19. C§°(Q) liegt dicht in IF(Q) fir 1 < p < oco.

Beweis: Die Treppenfunktionen mit kompaktem Triger in 2 liegen dicht in IP(£2).
Fiir u € IP(Q),supp(u) € ' € Q, 0 < € < d(supp(u), o) gilt u. € C§(2). Mit Pro-
position BT (ii) folgt fiir € L 0 [Jue — vl oy < () ?|lue — ul| ey — 0. q.e.d.

Wir kommen zu den Sobolevraumen.

Definition 3.20. (Sobolevriume) Auf einer offenen nicht leeren Menge @ C R™ sei
fiir 1 < p < oo der Raum der Sobolevfunktionen mit k-fachen IP-Ableitungen

WhP(Q):= {u eI’ (Q) “v’|7| < k3Ju, € IF(2) :/uygp dp = (—1)|7yu87<p duVp e C5° () } .
Wir nennen 0"u := u, die schwache Ableitung von u und definieren die Norm

Jalhen = 3. 07Ul
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Fiir 1 < p < oo sei WEP(Q) der Abschluf C°(Q) ¢ Wk»(Q) der unendlich oft diffe-
renzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager. Fir QQ C A C Q sei

WEP(A) = {u € I8 () |V € A3 > 0: ulonpe € WFP(QN B(x, 0))}.

loc

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir abkiirzend WOP(Q) := IP(Q). Wir nen-
nen WyP(Q) und W*?(Q) Sobolevriume und ihre Elemente Sobolevfunktionen.

Proposition 3.21. W*?(Q) und WJP(Q) sind Banachriume, und fir p = 2 sind
WHh2(Q) und W2 (Q) mit folgenden Skalarprodukt Hilbertriume:

(u,v) = Z|v|<k/9muawdu

Beweis: W*P(Q) ist isometrisch zum abgeschlossenen Unterraum

WE(0) 2 (o€ @)X furio = (1) fundp v € G ()]

von IP(2) x ... x [P(§2) und damit ein Banachraum ist. Als abgeschlossener Unteraum
von WHP(Q) ist damit auch W2*(Q) ein Banachraum. Die Normen der oben definierten
Skalarprodukte sind dquivalent zu den Normen von W*2(€) und WF2(0Q). q.e.d.

Folgende Proposition gibt eine Charakterisierung der Sobolevridume fiir 1 < p < oo.
Proposition 3.22. Fir 1 < p < oo,k € N gilt u € W*P(Q) genau dann, wenn u €
() und fir ein M < oo, |y| < k, ¢ = &5 folgendes gilt (< ||ullwrr) < C(n, k)M ):

P F)] < Mgl mit 0'Fy: CF(®) R TFe) = (<) [ uorpdp
Q

Beweis: folgt aus der isometrischen Dualitat [9(Q2) = [P(Q2) fir 1 <p < oco. q.e.d.

Proposition 3.23. Es sei Q C R™ offen, zusammenhingend, und v € W51 (Q) mit
Vu = 0. Dann st fast tiberall u = const auf €.

Beweis: Wir betrachten zy € 2 und B(zg,20) C 2. Fiir € < p ist die Faltung u. €
C*®(B(x9, 0)) und fir x € B(zg, o) ist Ae(z—.) € C5°(B(x¢,20)) C C5°(£2). Dies ergibt

Vu(z) = /We(x —y)u(y)d'y = /Ae(ﬂj —y)Vu(y)d"y = 0.

Daher ist u, = const auf B(xg,0), und, da u. — u in L'(B(xg,0)), ist fast iiberall
u = const auf B(zg, 0). Da  zusammenhiingend ist, folgt u™'[{u(z)}] = Q. q.e.d.

Sobolevfunktionen kénnen lokal durch glatte Faltungen (B.11]) approximiert werden.
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Proposition 3.24. (i) Firue W*»(Q),k € Nund 1 < p < 0o gilt uc — u in WP(9).

(ii) Fiir supp(u) € Q oder Q = R" existieren u,, € C°(Q) mit u,, — u in WEP(Q),
also u € WJP(Q) wenn supp(u) € Q, und WHP(R"™) = WiP(R™).

(iii) Fir Q@ =R :=R"1x(0,00) ezistieren u,, € Cg°(RY) mit wy, — u in WHP(R™),
d.h. WEP(R?) = Cg°(RY%).

Beweis: (i) Wir betrachten die in (3.11]) definierte Faltung u. := Acxu € C°(R"). Fiir
r € Qe <d(x,00)ist A(z —.) € C5°(Q), und wir sehen fiir |y| <k

Nue(x /8“’)\ r—y)u(y)dy :(—1)7/(28;’)\6(x—y)u(y) d"y
= [ Ma = p)erutn) &y = @), (a)

im Sinne einer schwachen Ableitung. Da 0"u € I} () folgt mit Proposition B.I§
M (ue) = (0u)e — 0w in I (), also ue — u in VVIIZf(Q)

(ii) Ist supp(u) € Q oder Q = R, so gilt mit obiger Rechnung u, — u in W*?(Q).

Im Fall supp(u) € §2 wissen wir weiter, dass u. € C3°(£2), wenn € < d(supp(u), 092).
Im Fall Q = R" kénnen wir mit obigem Argument u € W5?(R") N C*(R") annehmen.

Wir wéhlen 7, € C§°(B(0,2)) mit 7, = 1 auf B(0,1). Fiir Multiindex ~ gilt

10"nR] < 107m | o B0.2)) R X B0.2R)\BO.R) mit nr(z) = m (%)

Wir setzen up := nru € Cg°(R"). Dann gilt fiir |y| < k im Grenzwert R — oo

muR = Z <g) 86171%87_5% ||0PYUR - anuHLn(Rn) S C(?’L, k)R_1||u||Wk,p(Rn) — 0.
0<B<y

Da npd’u — 0 in IP(R™) folgt ug — O in [P(R™), und ug — u in W*P(R™).

(iii) Im Fall @ = R” wihlen wir den Faltungskern in A € C5°(B(0,1)NR" ! x (—oc, 0)).

Fiir € R} héngt die rechte Seite von (3.12) nur von den Werten von u auf R’} ab.

Wegen |[uelrr — wlrr [[p®n) < [[ue — ul|p@n) folgt auch dieser Fall. q.e.d.

Schwache Ableitungen konnen durch endliche Differenzen approximiert werden. Fiir
QCR”offen, h #0,l=1,...,nund u : 2 — R setzen wir

Pulr) = L h? — u@) fiir z € QN (Q— hey). (3.14)

Wenn wir z 4 he; durch x substituieren erhalten wir die diskrete partielle Integration:

/8lhu¢d,u =— /ua pdp fiir u € L, (), € Co(Q) und 0 < |h| < d(supp ¢, ).
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Proposition 3.25. (i) Set Q CR" offen k e N, 1 <p<oo,undl=1,...,n. Fir
u e WkP(Q), O € Q und 0 < |h] < d(Y,09Q) gilt dann
100 ull w100y < O]l wr-1p@) und 9w — du in WESMP(Q) fiir b — 0. (3.15)
(ii) Gilt umgekehrt fir 1 < p < oo,u € WELP(Q),0 < |h] < d(V,0Q),l=1,...,n
fiir alle Q' € Q 107wl yyre-1iry < C(), (3.16)
so ist u € WrEP(Q) mit |0yl we-1p0y < Cln, k, ). (3.17)

(
loc (
Beweis: (i) Fiir ue WkP(Q)NC®(Q), |y <k—-1,2 € U € Q,0 < |h| < d(,09) gilt

_ Ou(x + hey) — Pu(z
B h

1 1
187 0 ullf S/ /|8”8lu(x+thel)|” dtd"z S/ /|37(91U(y)|pdny dt < [|079ull o
'J0 0JQ

O Olu(x)

1
) = / " Oyu(x + they) dt
0

wegen Jensens Ungleichung. Fiir glatte u folgen nacheinander beide Seiten von (B.15]).
Fiir allgemeines u existiert nach Proposition Uy, € C®() mit u, — u in
WEP(Q). Mit @ € Q' == {z € R" | d(z, ) < §} € Q und fiir |h| < & < d(Q,9Q) gilt

||azhu||wkfl’p(9’) A ||8lhum||wk71’p(9') < ||8lum||wk71»p(9") - ||alu||wk*17p(m)>

also (B.I5)) linke Seite. Die rechte Seite folgt im Grenzwert m — oo, weil folgendes gilt:

lim sup ||0f'u — dullwr-1py <
h—0

< liIfILI sup || 0ty — Ot || wr—1p(0ry + 100 (u — U ) |lwr—10 () + || Ot — Opu|lyr—10 (0
—0

S 2||8lum — alu”kal,p(Qn).
(ii) Umgekehrt folgt fiir %+% =1, CP(Y), |7 <k—1und 0 < |h| < d(supp ¢, 0)

‘/u@lavgod,u‘ = ‘/ayualgodu' — '/mu@l_hgod,u‘ = ‘/malhugpd,u‘ <
< [0 ullwr-so@nllellme < CE)ellme)

aus (3I6). Fiir 1 < p < oo folgt mit Proposition B22u € WP(Q) und (I7). g.e.d.

Bemerkung 3.26. Fiir u € W??(Q),1 < p < oo sehen wir durch zweimalige Anwen-
dungen von [BI8) fir VY € Q" € Q, 0 < |h| < d(,00"),d(Y",090),

107" O ull ey < 100 ull ey < 107 ullpe)

und O "Ofu — 0P in IF () durch Approzimation mit Proposition [3.23
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Fiir p = oo kénnen wir W1 mit Holderrdumen identifizieren.
Proposition 3.27. (i) Fiir Q C R" offen, k € N gilt C*=11(Q) € Wh>=(Q) und
|Vl 0y < C(n)lipgu fir u e C*H(Q). (3.18)

(ii) Ist Q @ R™ mit 9Q € C% oder Q konvez, so gilt W*=°(Q) C C*11(Q), und, falls
Q zusammenhdingend ist, lipg u < C(Q,n)||Vul| = firue WH=(Q).

Beweis: (i) Es geniigt den Fall k¥ = 1 zu beweisen. Fiir u € C%(Q), p € C5(Q2) und
0 < |h| < d(supp(p),0(Q2),l =1,...,n gilt mit diskreter partieller Integration

‘ / ualgpdu‘ - ‘ / uﬁlhgodu‘ _ ‘ / 8fhus0du‘ < lipg ull¢ll oo,

Dann folgt mit Proposition B:22, dass u € WH*(Q) und (BI).

(i) Fiir u € Wh>2(Q), @' € Q und € < d(Q0Q) folgt |ucllcr @) < l|ullwre) aus
Vu. = A * Vu. Mit (3.6) aus dem Beweis von Porposition folgt dann lipg, u, <
C()|lw|[wr.ee() mit dem entsprechenden C'(€2) fiir die Menge €. Wegen dem Satz von
Arzela-Ascoli konvergiert eine Teilfolge von u. im Grenzwert € | 0 in C°(€') gegen
u. Weil das fiir alle ' € Q gilt, liegt w in C*'(Q) mit lipgu < C(Q)|luflwre(q). In
zusammmenhéngenden (2 gilt wegen (B.7) sogar lipg u < C'(2)||Vul| s q.e.d.

Wir stellen einige einfache Rechenregeln fiir Sobolevfunktionen zusammen.

Proposition 3.28. (Produktregel) FEs sei 1 < p,q,r < oo mit % = %+% und
u € WP (Q) und v € WH(Q). Dann ist uv € W(Q) und

V(uww) = (Vu)v + uVo. (3.19)

Beweis: Zuerst betrachten wir p, ¢ < co. Geméafl Proposition [3.24] existieren w,,, v, €
C®(Q) mit u,, — u in W,2P(Q) und u,, — v in W,24(Q). Dann folgt v, — uv aus

loc loc

U Uy, € C(2) mit der Holderungleichung in I .(€2) und

loc
V(tUmvm) = (V) + 4 Vo, — (Vu)v + uVo.

Damit folgt uv € W27 (Q) und BI9) in L/ (Q). Da uwv € I'(Q), folgt uv € W (Q).

loc

Ohne die Endlichkeitannahme an p, ¢ erhalten wir fiir » > 1 zuerst uv € VVlicl(Q)
und anschlieBend uv € WH(Q), da wv € LI'(Q) und V(uv) € L'(Q). Ist r = 1 und
0.B.d.A. p = 00, ¢ = 1 so approximieren wir u,, — u, vy, — v in W21 (Q) durch glatte

loc
U, Uy Flir ein festes [ € N folgt u,,v; — uv; in VVliCl(Q) fiir m — oo, und ww; erfiillt

(BI9). Dann folgt uv; — uv in W21 (Q) fiir I — oo und BI9), da u € WH(Q).q.e.d.
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Proposition 3.29. (Kettenregel) Es seiu € W'P(Q),1 < p < oo und f € C*(R) =
Whe(R), f(0) = 0. Dann ist f(u) € WHP(Q) und V(f(u)) = f'(u)Vu.

Beweis: Gemif Proposition B2 exitieren wu,, € C°(Q) mit u,, — u in W>!(Q) und

Uy — U, Vi, — Vu punktweise fast iiberall. Aus u,, € CLL(Q) € W,2>°(Q) folgt

loc

fum) €CRH(Q) CWEX(Q), | () — f(uw)| SHD £+ [t — ul,  f () Vit — f/(u) Vu

in L1 .(Q) und punktweise fast iiberall in Q. Mit der Konvergenz von f(u,) in W, (2
|

folgt f(u) € WEH(Q) mit V(f(u)) = f'(v)Vu € IP(Q). Aus f(0) = 0 folgt |f( )

loc

)

<
lip f - Jul, also f(u) € IP(2) und schlieBlich f(u) € W'P(Q). e.d.
Proposition 3.30. Firu e WhHH(Q) ist |u| € WH(Q) mit

1 fiir u > 0,
Viu| =Vu-<0 fiir u =0,
-1 firu<DO.
Auperdem ist Vu = 0 fast tiberall auf u=[{0}] N Q.

Beweis: Mit Proposition ist fiir alle # € R und € > 0

fe
— 2 2\1/2 211 e = ut .
e 1= ((u 0" + ) = e/ TEWHHQ) - Ve = ooy Vi

Im Grenzwert ¢ | 0 konvergiert u, — |u| in L'(Q) und wegen Lebesgues Satz der
beschrénkten Konvergenz

1 fir u > 0,

9 O
Vu, = Vu - T fir u = 0,
-1 fir u < 0.

punktweise fast iiberall in © und in I'(Q). Daraus folgt |u| € W1(Q) und

1 fiir u > 0,
V0u| = Vu - \/% fiir u =0,
-1 fiir u < 0.

Da die schwache Ableitung wohldefiniert ist, ist obiger Ausdruck unabhéngig von 6 € R,
und somit ist Vu = 0 fast {iberall auf u=*[{0}]. Dies ergibt die Behauptung.  q.e.d.

Fiir Transformationen im Definitionsbereich haben wir folgende Proposition.
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Proposition 3.31. Sei U : Q; = Qy eine bi-lipschitzstetige Abbildung zwischen offenen
Mengen Q1,Qy C R™ mit lipg, ¥ < A und lipg, ¥=!' < A. Fir 1 < p < oo folgt
uoW € WhP(Qy) ausu € WP (Qy). Die Eintrige der Jacobimatriz ¥’ von ¥ € C% ()
liegen gemdf$ Proposition[3.27 in W1>°(Qy) und es gilt

Viuo W)= (V) o U - mit |uoV¥|wis,) < CA ) ||ullwirqy. (3.20)

Beweis: Zuerst sei u € C({)). Fur Q] € ; konvergiert mit Proposition B.I8 die
Faltung (B.11) ¥. — ¥ gleichméfig auf ), ¥, — U’ punktweise fast iiberall in €y mit

[ o) < W[ oy < A
Wihlen wir U(Q)) € Q) € Qy, so gilt U () C Q) fiir kleine €. Dies ergibt uo U, €
C*>®(Q)) und uo ¥, — uo U gleichmifig auf ) und punktweise fast iiberall auf (2]

ViuoW,) = ((Viu)o W) - V. — (V'u)o ) - W',

Weil Vu auf Q) und ¥ auf Q] beschriinkt sind, folgt auch die Konvergenz in L' (£2}).
Daraus folgt uo W € VVl(l)Cl(Ql) und die linke Gleichung von (3.20). Die lipschitzstetige
Abbildung ¥~! bildet jeden Quader @Q C € mit gleichen Kantenlinge [ auf eine
Teilmenge von §2; ab, die in einem Ball mit Radius C'(A,n)l enthalten ist. Dann folgt
u(PHA]) < C(A, n)u(A) zuerst fiir Quader A mit rationalen Kantenléingen und dann
fiir messbare Mengen A C €25. Deshalb definiert v — voW eine stetige lineare Abbildung

von IP(€y) nach IP(€). Daraus folgt uo ¥ € WHP(Q) mit
||u o \I/HWl,p(Ql) S C(A, n)||u||W1,p(Q2). (321)

Ist schlieBlich u € W'P(Qy) so existieren mit Proposition Uy € C®(Qp) mit
Uy — w in W,oH(Qy) und punktweise fast iiberall. Aus B2 folgt, dass u, o ¥ in
Wh(Q,) konvergiert. Andererseits konvergiert u,, — u und Vu,, — Vu fast iiberall
auf Qy, z.B. auf Qy — N mit u(N) = 0. Da p(¥~H(N)) = 0 und U~ lipschitzstetig ist,
konvergiert u, oV — woW und (Vu,,)o¥ — (Vu)oV fast iiberall auf §2;. Daraus folgt
wo¥ € W,oH(Q), und die linke Gleichung von (B:20) aus der entsprechenden Gleichung

loc

fiir u,, € C*(Qy). Aus B2I) fiir u,, folgt uo ¥ € WHP(Qy) und (B:20). q.e.d.

Als néchstes setzen wir Funktionen iiber einen geniigend glatten Rand hinweg fort.

Fortsetzungssatz 3.32. Es sei Q @ R" offen mit 00 € C* 11 k€ N,1 < p < 0.
Dann ezistiert fiir jedes Q' o Q ein Fortsetzungsoperator E : W*P(Q) — WeP(QY) mit

EU|Q =u und ||EU||Wl,q(Q/) S C(Q,Q/,n, ]{?)Hu"wl,q(g) V0 S l S ]{?, 1 S q S p-
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Beweis: Fiir R :=R""! x (0, 00) definieren wir einen Fortsetzungsoperator
k41
Eo : WEP(R™) — WHP(R™) (Bou)(y,t) := Z,_l ou(y, —it) fiir t < 0,

wobei die g; so gewéhlt sind, dass Zf:ll ai(—_z')m =1fiirm =0,...,k gilt. Damit folgt

Eou € CER™) € WFP(R™) aus u € C3°(R%). Und mit Proposition folgt auch
Equ € C*1H(R™) € Wh(R") aus v € C* 1 (R?) und

[ Eoullwer@ny < C(n, k)|luflwen (RY).

Da Cg°(R%) gemiB Proposition in WHP(R?) dicht liegt bzw. mit Proposition B.27]
CFLIR™) = Wheo(R™) gilt, setzt sich Ey stetig auf W*P(R%) — WHP(R"™) fort.

Da 02 € C*~1! kompakt ist, konnen wir endlich viele zy, ..., zxy € 02 mit Umge-
bungen z; € U; € ' und bi —C*~11-Abbildungen ¥; wihlen, die nach einer Rotation

Uiy, t) = A7 (.t — 9(y) — ) Uy, t) = Nj(y,t) + dj(y) +a;  mit
Aj >0, @; € CFBHR™Y und
\I’jIUng(O,l), \I’j(Ij):O, \I]](Uij):B(O,1>mRZL_

und ?Q CcUyU...UUy € erfiillen. Dazu wihlen wir eine offene Teilmenge U, €
mit Q C UgUU; U...UUy € ' und eine entsprechende Zerlegung der Eins

N _
meCEU;) 0<m <1 firj=0,...,N mit» i =lauf Q. (3.22)
J:
Damit definieren wir fiir u € W*?(Q) als Eju = Ey ((nju) o ¥, ') o W
Aus Propositionen und B3T] folgt ¥; € C*~11(U;) € Wh>(U;) und

Eju e WH(Q)  mit  ||Bjullwreoy < Oy, Uy, Us, s B) ullwee). (3.23)

Da supp(n;) € U; folgt supp(E;u) € U; € Q' aus der Definiton von Ey, also E;u €
WP (V) aus der Proposition B24 Weiter gilt Ejulq = n;u. SchlieBlich setzen wir

N
Eu = nou + ijl Eue WP,

N n
Aus (3:22) und Eju|q = n;u folgt E|Q:770u+z‘ 1Eju|Q:770u+Z‘ U= s q.ed.
j= j=
Damit konnen wir die Approximation aus Proposition [3.24] verschérfen.

Approximationssatz 3.33. Es sei () €@ R" offen mit 9 € CF1EeN, 1<p<oo
und u € WHP(Q). Dann ezistieren u,, € C*(Q) mit u,, — u in WHP(Q).
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Beweis: Sei E : WH2(Q) < WFP(QV) der Fortsetzungsoperator aus Satz fiir ein
Q' 3 Q. Wir withlen v, € C§°(Q') mit v,, — Eu in W*P(€’). Dann folgt
Um = Ul = Bulg = uin WPP(Q)  fiir wy, == vm|o € C®(Q). q.e.d.

Ubungsaufgabe 3.34. Zeige mit den folgenden Aussagen, dass fi, ..., fn € CO1(Q)
auf einer offenen beschrinkten Menge Q @ R™ mit 00 € C%' den Divergenzsatz erfiillt.

(i) Fir f € W >(B" 10, 0) x (=M, M)) und ¢ € C*'(B" (0, 0)) definieren wir
/ foNdo= [ ) (Ve - d
{lye)lyeB™=1(0,0)} Bn=1(0,0)

Fiir 0Q € C* stimmt das entsprechende f(’)Q [+ N do mit Definition [1.7] iberein.
(i) Zeige fiir fi, .., fu € C(B™(0, 0) x (—M, M)) und ¢ € CO(B"(0, 0))

Lo v swnaaty= [ et (Tt -n

»(y) Bn=1(0,0)

Folgende Proposition macht mithilfe von VVO1 P Aussagen iiber die Randwerte:

Proposition 3.35. Es sei Q € R™ offen mit 02 € C™', und 1 < p < oo. Ein
ue C%Q) NWWP(Q) gehirt genau dann zu Wy (Q), wenn u auf OQ verschwindet.

Beweis: (=) : Es sei u € C%(Q)NW,?(Q). Falls sup,, [u| > 0, so existiert zo € dQ mit
einer Umgebung U(zy), so dass 0.B.d.A. u > € in U(xy), also min(u,€) = € in U(zg)
gilt. Wegen u € W,P(Q) exisitiert u,, € C*(Q) mit u, — u € W (Q) und u,, — u
und Vu,, — Vu punktweise fast tiberall. Es gilt min(u,,, €) — min(u, €) in IP(2), und
mit Proposition gilt min(un,,€) € WH(Q), V min(tm,, €) = Xu<qVu punktweise
fast {iberall, V min(u,,, €)| < [Vii,|, also min(u,,, €) — min(u, €) in WhP(Q).

Fiir ¢ € C}(U(z), R") rechnen wir mit min(t,,, €) € Cy'(Q)

/m ep-Ndo = /QV - ((min(u, €)@) dp <+ /QV - ((min(tnm, €)¢) dpt = 0.

Auf 9Q € C%" gilt dies nicht fiir alle ¢ € C(U(xg), R™). Also folgt ulaq = 0.
(<) : Es sei u € CQ) N WH(Q) mit u = 0 auf 9. Fiir u, := max(u, €) — € mit € > 0
gilt supp(ue) € Q, ue — uy in IP(2), und mit Proposition B30 gilt weiter u, € WHP(§),

Ve = Xu>qVt = Xjus0) Vu punktweise fast iiberall, und  |Vue| < Xpuso|Vul,

also u, — uy in WHP(Q2). Mit Proposition ergibt sich u. € W,*(), also uy €
Wy (Q). Genauso folgt (—u), € WyP(Q) und schlieBlich u € W, 7(Q). q.e.d.

Dies legt folgende Definition nahe.
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Definition 3.36. Es sei Q C R"™ offen, I' C 0Q offen und 1 < p < oo. Wir sagen
u € W'P(Q) hat Nullrandwerte auf T' in W'P(Q), geschrieben v = 0 auf T, wenn
un € Wy P(Q) fiir allen € CH(QUT). Wir sagenv € W'(Q) hat die gleichen Randwerte
wie u, falls w —v =0 auf I'. Die Randwerte bleiben unter Konvergenz erhalten.

Proposition 3.37F Es sei Q C R™ offen und I' C 99 offen 1 < p < oo. Dann ist
Vi={ue W (Q) |u=0 auf T} C WH(Q)  ein abgeschlossener Unterraum.

Beweis*: Klarerweise ist V' ein Unterraum. Nun sei u,, € V mit u,, — u in WP(Q).
Fiir n € CHQUT) gilt nu,, — nu in WH(Q). Da nu,, € Wy*(Q) und Wy*(Q) C
W1P(Q) abgeschlossen ist, folgt nu € Wol’p(Q) und v = 0 auf I', alsou € V. q.e.d.

Fiir Q@ C R™ bezeichne Q4 := QN R" x £(0,00) und Qp = QN R"* x {0}.
Approximationen kénnen mit Erhaltung von Nullrandwerten durchgefiihrt werden.

Proposition 3.38. Seiu € WHP(B(0,1),),1 < p < oo mit u =0 auf B(0,1). Dann
existieren u,, € C*(B(0,1);) mit u, = 0 auf B(0,1)y und u,, — v in WHP(B(0,1)4).

Beweis: Sei u(y,t) = 0 fir t < 0 und Q := B(0,1) UR"™ Fiir n € C}(Q) gilt nach
Definition un € WyP(B(0,1)1). Fiir u = 57 (yu) auf n7'[R*] € Q folgt mit der
Produktregel u € W,2P(Q). Also liegt mit yp(.1), « und gru = 0 auch u in WP(Q).

Wir setzen uy(y,t) := u(y,t — h) mit (y,t) € Qp := Q + he,, und wihlen h > 0
fir gegebenes § > 0 mit ||up — u||wir(o1),) < 0. Da B(0,1)+ € Q4, konvergiert die
Faltung uy. € C*°(B(0,1),) nach Proposition B24 uy . — up, in WHP(B(0,1);). Wir
konnen also € > 0 so wéhlen, dass |une — up|lwir(po),) < 0 gilt. Fiir € < h gilt
up = 0 auf B(0,1)y. Wéhlen wir fiir eine Folge 6,,, | 0 entsprechende h,,, und €,, < hy,,
so hat u,, = up,, .,, die gewiinschten Eigenschaften. q.e.d.

Wir setzen eine Funktion u : B(0,1); — R folgendermafien auf B(0,1) fort:

u(y,t) falls ¢ > 0,

3.24
{£,0}u(y,—t) fallst <O0. (3:24)

E:I:,Ou(yut> = {
Proposition 3.39% Firu € WH(B(0,1),),1 <p < oo gilt E,u € WH(B(0,1)) und,
falls w =0 auf B(0,1), gilt weiter Eyu € W'?(B(0,1)) und E_u € W'?(B(0,1)).

Beweis*: Mit dem Approximationssatz [3.33 und Proposition B.38 existieren w,, €
C>(B(0,1)4) mit u,, — u in W?(B(0,1),), und, falls u = 0 auf B(0,1),, so gilt
weiter u,, = 0 auf B(0,1)o. Dies ergibt Fy gu,, € C%'(B(0,1)) C WP(B(0,1)),

IV Ex 0t r30.1y) < 27|Vl rso.1),) < C
und F. gu,, — Eiou in IP(B(0,1)). Daraus folgt Eyou € W'P(B(0,1)). q.e.d.

Bei zwei schwachen Ableitungen iibertragen sich Nullrandwerte auf Ableitungen.
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Proposition 3.40F Firu e W»P(B(0,1),),1 <p < oo mit u=0 auf B(0,1), gilt
Ou =0 auf B(0,1) fiir I=1,....,n—1.

Beweis*: Fiir 0 < § < 1/2 wahlen wir B(0,1 —§); C Qy C B(0,1); mit 0Q € C*®
und betrachten den Fortsetzungsoperator E : W2P(€y) — WP (R") aus Satz 332 Mit
Proposition 325l folgt Of Bu — 9y Eu in WLP(R™) € W'P(B(0,1-0),). Da 8} Eu = dj'u

in B(0,1 —20), fiir 0 < |h| < 4, folgt O'u — u in WIP(B(0,1 — 2§),). Nun gilt
OMu = 0 auf B(0,1 — 2§)y, und die Behauptung folgt aus Proposition B.37] q.e.d.

Wir setzen Funktionen mit zwei schwachen Ableitungen ungerade duch E_ fort.
Proposition 3.41F Firu e W»P(B(0,1),),1 <p > oo mit u=0 auf B(0,1), gilt
E_u € W*P(B(0,1)).

Beweis*: Proposition B39 und B40 ergeben 9, (E_u) = F_(Gu) € W'P(B(0)) fiir [ # n
und 0, (E_u) = E,(9,u) € WHP(B(0,1)), also E_u € W?P(B(0,1)). q.e.d.

3.4 Einbettungsitze fiir Sobolevriaume

Wir beginnen mit dem Satz von Rellich.

Satz vom Rellich 3.42. Fiir Q @ R" offen mit 9Q € C%! und 1 < p < oo ist folgende
FEinbettung kompakt: WP(Q) — ().

Beweis: Fiir p = oo folgt aus den Propositionen B.13] und .27 die Kompaktheit von
Wt (Q) = C(Q) — O(Q) — L(Q).

Fiir 1 < p < oo betrachten wir eine beschrinkte Folge u,, in W1P(Q2). Mit dem Fortset-

zungsoperator E aus FortsetzungssatzB32fir B(0, R) 3 Q folgt Fu,, € W,”(B(0, R)).

Wir kénnen also 0.B.d.A. u,, € Wy*(B(0, R)) mit |[tnm|lwirsor < C annehmen.
Fiir die Faltung B.1T] wy, . eines ., gilt wegen Ac(z) = ¢ "A(%) und (3.9)

n [ Al o (B(0,1 C’
[t o()| = ' / A = ghun) dy| < S EO ullp o) < o
(3.25)
n IVl 1 (B(0.1 c”
|Vt o()] = ’ / YAz = yun(y) | < =20 o) < S

Weiter gilt mit BI3)  [[um — tm.cllp@ny < sUDp < [[tm(- +h) = Ul p@ny  und
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1 p
[t (- ) = Ui [ ey §/|um(x+h)—um(x)‘l’dnx g/(/\h - Vi (x +th)| dt) A"z
0
1 1
n n _ p
< //O\h-Vum(x+th)|pdtd z < |h|p/0/ |V (z+th)|P d"e dt = [hP[|Vtm||]gny-

Zusammen ergibt dies |t — Umel| p@r) < €]V 1 @ny.- (3.26)

Wegen ([B25) und dem Satz von Arzela-Ascoli kénnen wir induktiv fiir jedes j € N
die Folgenglieder u,, zu m > j durch eine Teilfolge von (u,)m>; ersetzen, so dass
Upnj i= Um,e; Mit €5 = % gleichméBig auf B(0, R) und somit in I?(B(0, R)) konvergiert:
hHll Sup ||um,; — wij| pBo,ry) = 0. Mit (3.26) folgt lin} Sup ||t — w2 (B(0,R)) < 2C%;.
m,l—00 m,l—o0

Der Grenzwert j — oo zeigt, dass u,, in IP(B(0, R)) eine Cauchyfolge ist. q.e.d.

Mit dem Satz von Rellich erhalten wir eine Poincaréungleichung.

Poincaréungleichung 3.43. Fs sei 2 € R" offen, zusammenhdingend mit 0€) €
C*11 < p < oo, und M C WIP(Q) ein abgeschlossener Kegel, d.h. mit u € M
folgt Mu € M fiir X > 0, der aufler 0 € M keine Konstanten enthdlt. Dann gilt

ul| ) < C||Vul @ fiir ein C' > 0 und fir alle w € M.
Beweis: Angenommen die Gleichung ist falsch, dann existieren u,, € M mit
IVunllp@) < 5 llunllo)-

Nach Ubergang zu € M kénnen wir weiter ||upy,||p@) = 1 annehmen, und u,,

lumllre (o
ist beschrénkt in Wl’f”(Q().) Nach dem Satz von Rellich konvergiert fiir eine Teilfolge
Up, — w in IP(2) mit ||u||p) = 1. Andererseits konvergiert wegen obiger Ungleichung
Vi, — 0 in IP(Q) und daher u,, — u in W'?(Q). Also ist u € M mit Vu = 0,
und nach Proposition ist 4 = const, also nach der Vorraussetzung v = 0. Dies
widerspricht ||u||zp) = 1, und die Ungleichung ist bewiesen. q.e.d.

Die Kombination des Satzes von Rellich mit dem Lemma von Ehrling B.3] ergibt das

Interpolationslemma fiir Sobolevridume 3.44. (i) Fiir uc W*?P(R"),1<p<oo gilt
1 1
IVull @y < C(nap)HuHEp(Rn)||D2u||;]?(Rn)‘
(ii) Fir Q @ R"™ offen mit 902 € C*, w € W?P(Q) und 1 < p < oo gilt fiir 0 <e <1

IVull ) < €llD?ull @) + C(Q,n,p)e ull )
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Beweis: (i) Sei @), ein offener Wiirfel mit Seitenléinge p. Die Einbettungen
WP(Q1) = W (Q1) — I(Qu)

sind wegen dem Satz von Rellich [3.42] kompakt. Mit dem Lemma von Ehrling folgt

IVullpy < 5llullwer@n) + 5C (1, p)l|ullmg) <
< VUl pign) + 2Dl @1y + 5C(n, )|l p(qy) fiir w € WP(Qy), also

IVl < 1Dl mgu) + C(n, ) ||ull (qu)-

Fiir o > 0 und u € W??(Q),), reskalieren wir v(z) := u(px) und erhalten

IVl = 0 7 [ Vullm@y < 07 [ D*l|mg + C(n,p)o” v
= ol D*ullpq,) + C(n,p)o  lullp,)-

|| (@)

Wir iiberdecken R™ bis auf eine Nullmenge N durch abzahlbar viele disjunkte Wiirfel
der Seitenléinge o: R" \ N = |J;2, QL. Fiir a,b > 0 gilt (%) < ¥ < maxP{a,b} <
(a + b)? wegen der Konvexitit von x — 2?. Fiir u € W*P(R™) und 1 < p < oo folgt

_ CP(n,
IVl = S N9l < 27 S (@102l gy + S22 ul g )
i=1 =1

20 n, ac n, p
= 120l D*ullpen)” + H(EC2 fu) ey < (20l D%l ey + L2 ful )

also ||Vl p@ny < 8| D*ul|p@ny + 4C (0, p)o |l ey fiir alle = 20 > 0. (3.27)

Fiir p = oo erhalten wir [Vl e mny = sup [[Vu| = qs) <
ieN

< sup (ol D%ul =gy + . )™ ) = el Dl + . o)™ e

U ny + €
also wieder (3.27)). Fiir € > 0 setzen wir o := el e >0  und erhalten

o ||D2’LL||U)(Rn) + €

IVullp@ny < Clnp)(ID*ull ey + €)(lull ) + €)

mit C(n,p) = 1 +4C(n,p) aus [F27). Im Grenzwert € | 0 folgt (i).
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(ii) Fiir Q € R"™ offen mit 92 € CH und 1 < p < oo erhalten wir mit dem Fortset-
zungssatz B.32 fiir u € W?P(Q) wegen 0 < e < e ' <= 0 < e <1 und 2ab < a* + V?

1/2 1/2
IVl @) < [|Bulliis@ey < Conp) | Bull hian | D2Eull iz + 1Bl pen)

1/2 1/2 € _
< 20(Q n,p)l|ull ey 1l 0y < Sllullwenio) + 2672, p)e ™ ull ) <

< §||D2ur|m> + 51Vl + (2022 np) + 1) €l

Nach Absorption von €||Vul| (o) folgt (ii) mit C(Q,n,p) =4C*(Q,n,p) +1. q.e.d.
Wir zeigen jetzt, dass Sobolevfunktionen hohere Integrabilitit besitzen.

Sobolevungleichung 3.45. Es sei u € WP(R"), 1 < p < n. Dann gilt

]| gy < C'(n, p) VU] 1) fir p* = & dh.1—2=—%.

Beweis: Zuerst sei p = 1,p* = < und u € C5°(R"). Dann gilt

T4
w(ry, . o Ty Ty) = / Ou(xy, ...ty ... xy) diy, also
—00

2)| §/\Vu(xl,...,ti,...,xn)\dti und
R

l’)|% SH:;l </R|vu(l’1,,tl,,l’n)|dtz) . .

Nun integrieren wir beziiglich ;. Dles ergibt mit (3.10) / lu(zy,. .., x,)|"1 day <

1

< (/ |Vu(ty, xa,...,x |dt1) /H 2(/ |Vu( xl,...,ti,...,xn)|dti)n dxy
R 1=

1

< (/ NVulty, 2o, ..., © )|dt1) ) (//|Vu 931,...,ti,...,xn)|dtidz1)n .
R

Sukzessive Integration iiber xo, ..., z, ergibt |u|n1 dp < ( |Vu| d,u) , also
Rn Rn

lll s gy < IVl 2y (3.28)

Fiir u € WHH(R™) gibt es nach Proposition u; € C°(R™) N WH(R™) mit u; — u
in WHH(R"). Eine Teilfolge von u; konvergiert fast iiberall gegen u. Mit (3.28) folgt

]

L () S hjlggjlf ||“j||Ln—’lr(Rn) < hjrggolf /Rn |Vu;|dp = /Rn |Vu|du. (3.29)
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Im Fall 1 < p < n setzen wir v = |u|? fir v € C§°(R"™) und v > 1. Mit (3:29) gilt

0 2 Wl oy < 10l < f A= 9d < 91l  [9le
Wir Wahlenv so, dass I = p—p = bzw. - 17 = "7_1(7—1) also <pp1 - "T_1> v = —"T_l
und 7% = lil = 12 —p Dies ergibt ||| ®ny < YVl @n)-

Fiir allgemelne u € Wlp (R™) folgt dies mit Proposition [3.24] wie oben. q.e.d.

Soboleveinbettungssatz 3.46. Fir Q €@ R" offen mit 00 € C%, k,l € Ny, und
1 < p,q < oo sind folgende Finbettungen stetig und bei strikten Ungleichungen kompakt:
WEP(Q) — Wh(Q) fiir k>1 und —n>1-n (3.30)

p

Beweis: Zuerst betrachten wir den Spezialfall k = 1,1 =0,1 <p<n,1 -2 > —

Fiir u € Wh?(Q) folgt Eu € W'P(R") mit dem Fortsetzungsoperator F aus Satz B
aus der Sobolevungleichung [3.45] und

HUHU’*(Q) < | Bullp @y < Cln, p)IV Eul| ey < C(Q, 1, p)[|ullwno

Aus —% =1-2> -2 folgt 1 < ¢ < p*. Wegen (B.9) ist W'*(Q) — I (Q) — LI(Q)
stetig. Gllt die strlkte Unglelchung in (330), also 1 < ¢ < p und ist w,, beschrankt
in WP(Q), so ist u,, nach dem Gezeigten beschriinkt in I7" (), und nach dem Satz
von Rellich konvergiert eine Teilfolge u,, in () gegen u. Fir 1 < ¢ < p folgt
der Spezialfall aus (B9]). Fiir p < ¢ < p* und M > 0 folgt lim sup ||u,, — uH%ﬂ(Q) =

m—ro0

= Timsup ([ (tm = 0N i3I0 + | Won = 0)X(unsi30 [0y

m—o0

< M Plimsup [[wn — ullfp ) + M* P hmsup||um—u||p

@ < Mq—p*(QC)p*
weil U, —ul? < M97P|u,, — ulP auf [|u, —u| < M], und MP" ~9|u,, — u|? < |, — u|P”
auf [|u,, —u| > M] gilt. Im Grenzwert M — oo folgt der Spezialfall.

Die allgemeine Aussage beweisen wir mit Induktion in k — [ € Ngy. Fir k£ = [ gilt
1 < ¢ < pund die Aussage folgt mit (3.9) aus der Stetigkeit von [F(€Q) — L1(£2).

Nun sei k =1+ 1. Dann gilt 1 — % > —%. Da ¢ < o0, gilt —% < 0, und wir kénnen
0.B.d.A. 1 < p < n annehmen. Fiir v € W"?(Q) und |y| < [ist 97u € W'P(Q), und

107wl o) < C(, 1, p)[|0"ullwrr) < C(Qn, p)|[ullwrr@)

folgt aus dem Gezeigtem. Dann ist W*P(Q) — W4(Q) stetig. Fiir strikte Ungleichheit
in (330) und wu,, beschrinkt in W*P(Q) ist Ou,, fiir |y| < I beschrinkt in WHr(Q).
Mit dem Spezialfall konvergiert eine Teilfolge 9 u,, in L1(2), also u,, in WH(Q).
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SchlieBllich sei k > [ + 2. Ist p > n, so gilt k:—% >(k—-1)-2 2l>l—% und per
Induktion ist die folgende Einbettung kompakt:

WHEP(Q) — WF Q) — Wh(Q).

st 1<p<mn,sogilt k—-2=(k—-1)—-22>1[-—

p* =

Q|3

: (3.31)

»
und per Induktion ist die Einbettung W"?(Q) < W 1" (Q) — WhH(Q) (3.32)

stetig. Ist die Ungleichung in (3:30) strikt, dann auch in (8:31]), und per Induktion ist
die zweite Einbettung in (3.32)) kompakt, also auch die Einbettung (3.30). q.e.d.

Bemerkung 3.47. Im kritischen Fall 1 — % = —2:=0, also p = n, gt firn > 2

o0

Wtn(Q) & L°(2). Dazu betrachten wir auf B(0,1)
u(z) == In(1+ |In|z||).
Klarerweise gilt u & [°(B(0,1)). Weiter gilt w € W™ (B(0,1)) fiir n > 2 wegen

1 L nw,rntdr *nw,, dt nw
\% = Vul|? = | e = i
Vo) = s ey Voo = ) oy = |

1+t n-—1
Nun betten wir Sobolevrdumen in Holderrdume ein. Dazu folgende Abschétzung:

Lemma 3.48. Fiir Q @ R" konvez, S C Q mefbar mit u(S) > 0 und u € WHH(Q) gilt

1
|u(z)—u5|§7/|z y|" " Vu(y)| dy a.e. in Q mit uS——/ud,u.
n 1(S) Js
Beweis:Mit Approximation von u durch glatte Funktionen wie in Proposition [3

erhalten wir fast iiberall auf z # y € Q mit d = diam Q, r = |z — y| und w = é ;

|z—yl
u(z) —u(y) = —/0 Vu(z + sw)wds.

|z—y|
Integration von y iiber S ergibt  pu(S)|u(z) — ug| < / / |[Vu(z + sw)| dsd"y

d
/ |Vu(z+sw)|xa(z+sw)d"y ds // /|Vu T+ sw) | xa(r+sw)r™ !t dr dw ds
B(x,d) 0B(0,1)

// |Vu x + sw)|xa(r + sw)dwds = —/ lz —y|' " Vu(y)|d"y. qe.d.
0B(0

Nun kommen wir zum Einbettungssatz in Holderrdume.
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Satz von Morrey 3.49. Fiir Q @ R” offen mit 002 € C%', k >1€ Ny, 1 <p < o0
und 0 < a < 1 sind folgende Einbettungen stetig und bei strikter Ungleichung kompakt:

WHEP(Q) — C(Q) mit k—2>1+a. (3.33)

Beweis: Die Kompaktheit der Einbettungen ergibt sich sofort aus der Stetigkeit der
Einbettungen und Proposition BI3t Gilt in (333) die strikte Ungleichung, so wéhlen
wir 0 < 8 <1 mit k — % > [+ 8 > 1+ «, und erhalten die stetige Einbettungen

WEP(Q) e CHF < Ch(Q).

Nach Proposition [3.13]ist die zweite Einbettung kompakt, also auch die Gesamteinbet-
tung. Daher geniigt es die Stetigkeit der Einbettungen zu beweisen.
Zuerst betrachten wir den Spezialfall k = 1,1 = 0,1 -2 = a € (0,1). Mit dem

Fortsetzungsoperator E aus Satz gilt fiir B(0, R)  Q und u € WP(Q)
Eu € Wy"(B(0, R)) [ Eulwieso.r) < C(E%n,p)l[ullwisg).
Zum Beweis der Stetigkeit der Einbettung im Spezialfall geniigt es folgendes zu zeigen:
|ullco.e@ny < C(n, p)||ullwieme) fir alle u € Cg°(R™). (3.34)

Im Spezialfall gilt n < p < oo und deshalb 1 < ¢ < -2 fiir % + é = 1. Es folgt

n—1

1/q
Iz = 1" mBo1) < (/B(O . [y d“y> < C(n,p) fiiralle =z € B(0,1).

Mit Lemma 348 und der Holderungleichung folgt fiir u € C§°(R™)

osc u:= sup u(z) — u(y) < 2|lu — upellremo1) < Cp)|Vullpmey. (3.35)
B(0,1) 2 4eB(0,1)

Durch Reskalieren v(z) := u(z+ ox) erhalten wir fiir alle B(z, o) C R" wegen 1—-2 = a

osc u = sup u(x) —u(y) = osc v < C(n,p)||Vv| o) = Cn,p)o®||Vull i (B(:,0)>
B(z,0) z,y€B(z,0) B(0,1)

Daraus folgt fiir x # y € R", o := |m;y|, 2=z y € B(z,0), dass

lu(z) —u(y)| < B(zfcg)u < C(n,p)o®*|VullpBez0)  hOlgn o u < C(n, p)|| V| ny.-

SchlieBlich folgt aus (B.35) fiir beliebiges By = B(z,1) C R” ||| 0o (By) <

< lw = upllpesy) + [us | < Cln,p)IVullp@) + C)l|ullps) < C'(np)[ullwias,)-
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Damit ist (3.34) und der Spezialfall bewiesen.
Wenn 1 — 2 > a, ist fiir @ :=1— 2 € (0,1) die Einbettung

WP(Q) — CO¥(Q) — C%(Q)

mit dem eben Gezeigten und Proposition stetig.
Die allgemeine Aussage beweisen wir mit Induktion in &k — 1 € N. Fiir £ = [+ 1 gilt
-2 >a Firue WkEP(Q) und || <1 gilt 9u € WP(Q), und wegen dem Gezeigten

||87U||CO’Q(Q) < C(Qan,p)HayUHWl’p(Q) < C(Q,%P)Hunwk’p(m-

Also ist die Einbettung W*?(Q) — C¥(Q) stetig.
Firk>1+2undn<pgilt k-2 > (k—1) > 1+ a. Fiir grofies p < oo ist

WEP(Q) — WFP(Q) — CH(Q)

wegen Satz [3.46] und durch Induktion eine kompakte Einbettung.
Firk>14+2und 1 <p<n gilt k—%: (l{;—l)—}% > [+ «a, und die Einbettung

WEP(Q) — WP (Q) — Ch(Q)

ist durch Induktion und mit dem Satz stetig. q.e.d.
Auf einer offenen Teilmenge Q € R" erfiille f € L'(Q) fiir ein K > 0

v(r):= / |f|dp < Kr™  fiir ein § € [0,1] und alle z € Q,r > 0. (3.36)
B(z,r)N

Dann gilt fiir 0 < p < 40, d = diam €2 und alle z € Q2

d d
< / p~ " dv(p) = d~"v(d) + np / p~"w(p) dp
0 0

/ r — g f () dy
Q

d
<MK +nuK / p" Ol dp = Kqr (1 - L)) , also
0 n

(6 —p
—n n 5
/ o~y ) dy
B(z,p)NQ2

< 5—d"(5‘“)K fiir all € Q. (3.37)
Die Menge aller Funktionen f € L'(Q) die (8.30) fiir 6 = 1 — > mit p € [0, oc] erfiillen
bilden mit dem Infimum aller Konstanten K in (3.30) als Norm einen Banachraum.
Fir f € Ir(Q) und %+% = 1 gilt wegen der Holderungleichung || f|p@rnali <

IxB@n eIl = w,‘ir"‘sﬂf“p(m, also K < w,‘i”f“lp(g). Dieser Banchraum ist also etwas
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grofer als IP(€)), aber verwandt. In den beiden abschlieenden Sétzen betrachten wir
Funktionen, deren Ableitungen in diesem Banachraum liegen. Zuerst zeigen wir, dass
sich die Einbettung W'?(Q) < C%*(Q) fiir p = 15 = = = 125 > n auf diese
Funktionen fortsetzt. Danach zeigen wir im John-Nirenberg L%mma, dass im Grenzfall
p = n, diese Funktionen zwar nicht beschriankt sind, aber exponenziert werden kénnen.

Satz 3.50. Fir Q € R" offen mit 9 € C*', a € (0,1] und u € WH(Q) mit
/ |Vau|dp < Kr™= e fiir ein K > 0 und alle B(z,r) € €, (3.38)
B(z,r)NQ

folgt u € C%*(Q) mit holg,u < C(n,a,Q)K.

Beweis: Wir setzen u mit dem Fortsetzungsoperator £ nach W1(R") fort. Aufgrund
der Konstruktion von Ey erfiillt Eyu (B.38) auf Q = R" mit K — C(n)K fiir alle
B(z,r) € R", wenn [B3]) fiir alle B(z,r) € R% gilt. Fiir ¢ > max{3y/2n — 2,3

iiberdeckt B(0, 9) C R™ eine Umgebung von (—1,1)""! x (=30, 30) und es gilt 0 > 2.
Wenn der Abschluss von B(z,r) Punkte in Ry enthélt, tiberdecken fiir jedes [ € Ny
jeweils 2~V Bille € R” und ebensoviele € R™ mit Radius 7, = 27 or die Teilmengen

{y € B(z,7) | yn € 3ri,5m)} und {y € B(z,r) |y, € (=37, —311)}.  Wegen
2C(n) leo 2(”_1)lKrl"_1+a = 20(n)K (or)" 1t Zz:o 27l = O(n, ) Kr" 1T
gilt dann ([B.38)) fiir alle Bélle mit K — C(n, a) K. Wie im Fortsetzungssatz gilt das auch

fir Fu mit K — C(n,a,Q)K. Fir Q = S = B(z,r) folgt aus Lemma .48 und (3.37)
fiirf:Vu,n—1+oz:n5<:>5:1—1_Taund—n,uzl—n<:>,u:1—%<5

osc u < sup u(y)—u(z) < 2r)"O WK = C(n,a, QK7  q.e.d.

B(z,r) y,2€B(z,7) nwpr™ 6 —

Auf einer offenen Teilmenge 2 @ R™ erfiille f € L'(Q2) wieder (3.36)). Fiir 1 < ¢ gilt
wegen —np = n(l_T“ — 1)% +n ((1 —p)(1+ é) — 1) (1— %) und der Holderungleichung

\ /\x—y\‘"“f(y)d“y‘s ( /Ix—y|"(17”‘”|f(y)\d”y)5( /\x—y\"m—“’“*%)—”|f<y>\d“y)7.
Q Q Q

Mit (3.37) fir 6 - pund p— 1 — (1 — p)(1+ %) schitzen wir den zweiten Faktor ab

() dty < a &K =Tt K
T q a = q .
/g| / 7)) TR T CEn ISy 1—p
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Wegen I_T“ € (0, 1] ist fiir gegebenes u(€2) die Verteilungsfunktion pp,, (t) = p({y € Q |

|hae(y)| >t} von h,(y) = \x—y\"(l%_l) punktweise dann am grofiten, wenn Q = B(z, R)
1

fir w, R" = p(Y) <= R = (M) ™. In diesem Fall ist die Verteilungsfunktion gleich

Wn,

Q f + < 1*5*11 Q
:U’hz(t) = Iu( ) q . 7—17;#(1 mit 7 = IU( ) = R".
Wpti-p—a  flirt > 71

Dann ist auch die I[}(Q)-Norm ||h,]|; beschrinkt durch

nmm:iﬁm%=—me?aﬁ%m&=/mﬂmw;
0 0 0

< M(Q)Tlﬂ‘;iq +/ wntl——zfq dt = wnT-Tli — wan- T _ dWn (M(Q)) .q
T —u + 1 11— M

1—p—q
Wn

Mit Fubini, (3:30) fiir 6 = g und pu(Q) < w,d™ schitzen wir folgendes Integral ab

n(pt+2t)
n(i=t— n n qw"Kd !

l//h%ﬂ“q Uy ' < sup el 7] < 205 |

Q0JO xEN -

Zusammen mit der Abschitzung des zweiten Faktors erhalten wir dann fiir alle 1 < ¢

q n(ptH) - q—1 n q

/’ g < enBd < WLJHfK) :Wﬂi<qKﬂ>'
Q

I—p I—p poo\1—p
Mit dem Wurzelkriterium und lim;_, o, # = e folgt die Beschranktheit von

/ exp
Q

Firp=0= "T_l folgt aus Lemma [3.48 das folgende Lemma von John und Nirenberg:

/ﬁ—erﬂww@
Q

nd" N1 : 1—
dnxgw Z—'<U'u)<oofiira< ,u'
W z:ol' 1—p el

o -
% [y

John-Nirenberg Lemma 3.51. Sei Q @ R" offen und konvex und u € W(Q) mit

/ \Vu|dp < Kr™™! fiir ein K > 0 und alle B(z,r) C R",
QNB(z,r)

dann ezistieren o9 = og(n) > 0 und C' = C(n) > 0 mit

/ exp <%|u(z) - UQ|> d"z < Cdiam"(Q) mit o = oou(Q2) diam™"(Q2). q.e.d.
0



