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1 Einleitung

Diese Seminararbeit baut auf dem Buch Differentiable Dynamical Systems - An Introduction
to Structural Stability and Hyperbolicity von Lan Wen auf, das eine allgemeine Einfiithrung in
grundlegende Konzepte der hyperbolischen Theorie auf zeitdiskreten dynamischen Systemen
mit inhaltlichem Schwerpunkt auf struktureller Stabilitdt bietet. In dieser Seminararbeit
wird Kapitel §1.2 Topological conjugacy and structural stability genauer beleuchtet werden.

In Abschnitt 2 Topologische Konjugation dieser Arbeit wird zunéchst der grundlegende
Begriff der topologischen Konjugation eingefithrt und grundlegende Eigenschaften zweier
topologisch konjugierter Homoomorphismen genauer untersucht werden. Als bedeutends-
tes Resultat werden wir an dieser Stelle zeigen, dass zwei beliebige orientierungserhaltende
Homéomorphismen auf einem kompakten Intervall [a,b], ohne Fixpunkte in (a,b), stets to-
pologisch konjugiert sind.

Aufbauend auf den Ergebnissen aus dem vorherigen Abschnitt, werden in Abschnitt 3 Struk-
turelle Stabilitdt nun Diffeomorphismen, statt allgemeineren Homéomorphismen, betrachtet
werden. Wir wollen untersuchen, wann ein dynamisches System auf einem kompakten Inter-
vall strukturell stabil ist.



2 Topologische Konjugation

Zunéchst werden in diesem Abschnitt einige grundlegende Begriffe, wie topologische Kon-
jugation definiert und Eigenschaften konjugierter Homoomorphismen genauer untersucht,
bevor zentrale Lemma dieser Seminararbeit bewiesen werden kénnen.

Definition 2.1 (Homéomorphismus) Seien X ein topologischer Raum, dann heifit eine Ab-
bildung f : X — X genau dann Hom6éomorphismus, wenn gilt:

e f ist bijektiv
e f ist stetig
e die Umkehrfunktion f~! ist stetig

Definition 2.2 (Topologische Konjugation) Sei X ein kompakter metrischer Raum, dann
heiflen zwei Homéomorphismen f : X — X und g : X — X topologisch konjugiert zueinan-
der, wenn ein HomGomorphismus h : X — X existiert, so dass ho f = g o h gilt.

h heifit dann die (topologische) Konjugation von f nach g

Korollar 2.3 Die Relation zweier zueinander konjugierter Homéomorphismen ist eine Aquiva-
lenzrelation.

Beweis: Zu zeigen sind die drei Eigenschaften einer Aquivalenzrelation.
o Reflexivitdt: Sei Iy : X — X die Identitét, dann gilt: I.f = fI, = f

e Symmetrie: Aus Definition 2.2 folgt: ho f =goh = f=h"logoh
Diese Umformung setzen wir nun fiir f ein, dann gilt: foh™' = h™logohoh™ = htog

e Transitivitit: Seien f, g, h, ¢, K Hom6omorphismen in X und seien weiterhin ho f = goh
und kog=1iok, dann gilt: koho f =kogoh=iokoh

Fiir die Iterationen der Hom6omorphismen f und g ergibt sich dann direkt aus der obigen
Definition:

Proposition 2.4 Ist h eine Konjugation von f : X — X nach g : X — X, dann ist h auch
eine Konjugation von f™ nach g".

Beweis:

hof=goh=hofoh =g
= (hfh™ ) (hfh7Y) . (hfRTY) = g"
= hf"h 't =g"
= hf"=g"h



Proposition 2.5 Eine topologische Konjugation h erhélt Orbits und periodische Sets.

Beweis:

Es soll zunéchst gezeigt werden, dass eine topologische Konjugation h Orbits erhélt, d.h.

h(Orb(z, f)) = Orb(h(x), g).

Zur Erinnerung: der positive Orbit eines Punktes xy wurde wie folgt definiert:

Orb*(zo) = {f"(x9) : n > 1}

Seien nun X, f, g und h wie zuvor definiert und sei zudem zy € X, dann gilt mit Lemma 2.1:

h(Orb*(xq)) = {ho f*(xg) :n>1} = {g" o h(xg) : n > 1} = Orb™ (h(xp), g)

analog fiir Orb™(zo)

Zunichst folgt der Beweis, dass h Fixpunkte erhilt, also Fiz(g) = h(Fiz(f)).

7 D7 Seizg € X ein Fixpunkt von f, d.h. f(xg) = x¢ und sei yo = h(zg), dann gilt:
9(yo) = g o h(zo) = h o f(zo) = h(z0) = yo
= Fiz(g) 2 h(Fiz(f))

7 C7” Sei nun g, ein Fixpunkt von ¢, d.h.
fxo) = foh ™ (yo) = h™ o g(yo) =
= Fiz(g) C h(Fiz(f))

(o) = yo und A1 (y) = z¢, dann gilt:
h= (yo) = o

Nun bleibt noch zu zeigen, dass h auch periodische Punkte mit n > 2 erhélt.
Sei zyp € X ein Punkt mit Periode k > 2 fiir f und sei yo == h(zg), dann gilt:
fE(z0) = o und f™(xg) # 70 fiir m < k
Dann gilt auch:
9"(yo) = g* o h(wg) = ho f*(wg) = h(wo) = yo und fiir m < k gilt:
9" (yo) = g™ o h(zg) = ho f™(xo) # h(z0) = Yo
O

Bemerkung 2.6 Eine topologische Konjugation h erhélt nicht nur Orbits und periodische
Sets, sondern auch das w-Limit Set, das Set der Kettenrekurrenzen und die nichtwandernde
Menge,d.h.

hw(z, f)) = w(h(z), 9), H(CR(f)) = CR(g), h((f)) = 2(g)

Im Folgenden werden zur Vereinfachung nur noch Intervall-Homéomorphismen der Form
f :[a,b] = [a,b] betrachtet. Zunichst soll der Begriff des orientierungserhaltenden Homéo-
morphismus eingefithrt und einige zugrundeliegende FEigenschaften, wie beispielsweise die
Rekurrenz, dieser Homdomorphismen genauer untersucht werden.

Definition 2.7 (orientierungserhaltender Homoomorphismus) Ein Homéomorphismis f :
[a,b] — [a,b] heiBt orientierungserhaltend, wenn er streng wachsend ist und die beiden End-
punkte des Intervalls fixiert.

Analog heifit ein Homoomorphismus orientierungsumkehrend, wenn er streng fallend ist und
die Endpunkte des Intervalls vertauscht. (Siehe Figure 1)



Lemma 2.8 Ein Homéomorphismus f : [a,b] — [a,b] ist entweder orientierungserhaltend
oder orientierungsumkehrend.

Beweis:
Sei f ein Homdomorphismus auf [a, b]. Dann ist f per Definition injektiv und somit entweder
streng monoton wachsend oder fallend auf [a, b]. Sei f nun streng monoton wachsend, dann
muss f(a) = a und f(b) = b gelten, da f sonst nicht surjektiv ist. Analog, falls f streng
fallend ist.

O
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Abbildung 1: Intervall-Homdomorphismus

Korollar 2.9 Ein orientierungserhaltender Homéomorphismus kann niemals zu einem ori-
entierungsumkehrenden Homodomorphismus konjugiert sein.

Beweis:

Sind zwei Homoomorphismen auf dem Intervall [a, b] konjugiert zueinander, so gilt dies auch
auf dem Rand 0([a,b]). Auf diesem hat ein orientierungserhaltender Homéomorphismus
genau zwei Fixpunkte, ndmlich f(a) = @ und f(b) = b. Ein orientierungsumkehrender
Homdoomorphismus hat hingegen keine Fixpunkte auf dieser Menge. Da eine topologische
Konjugation nach Lemma 2.5 Fixpunkte erhélt, folgt, dass die Homdomorphismen nicht zu-
einander konjugiert sein konnen.

Proposition 2.10 Fiir einen beliebigen orientierungserhaltenden Intervall-Homéomorphismus
f:a,b] = [a,b] gilt:
CR(f) = Fiz(f)



Beweis:
7 C 7 schon bekannt aus Kapitel 1.1
727 Seix ¢ Fix(f), f(x) >z und € := W, Ve > 0:
nach der Definition der Kettenrekurrenz gilt dann fiir xq = x:

f(xo) — x0 = 2€ und |z — f(xo)] <€

r1 — 29 = f(wo) —xo+x1 — f(T0) >26—€=¢

-~ -~

=2 >—€

Somit gilt 7 > zp und da f streng monoton steigend ist folgt f(x1) > f(xo).
Fiir x5 gilt dann:
To — Ty = f(.iEl) — .’L'(l +£132 — f(l’l) > €

- -~

> f(zo)—wo=2€ >—€

Induktiv kann man nun mit der Eigenschaft der Monotonie von f zeigen:
Ty — To > € = Ty # T
Hieraus folgt, dass keine e-Kette von = nach x existiert.

Falls f(x) < z und € wie oben definiert, gilt:
xo —x1 = xo — f(x0) + f(xg) — 1 > 2 —€=¢

Vv vV
=2e >—€

Analog zu dem obigen Vorgehen kann man nun induktiv zeigen:
To— Ty > € = Ty F# T
O

Wir wollen nun die letzte und auch wichtigste Aussage dieses Abschnitts beweisen, die eine
tragende Rolle in Kapitel & Strukturelle Stabilitdt und dariiber hinaus hat.

Satz 2.11 Zwei beliebige orientierungserhaltende Homéomorphismen auf dem Intervall [a, b],
ohne Fixpunkte in (a,b), sind topologisch konjugiert.

Beweis:

Voriberlegungen: Seien f und g zwei orientierungserhaltende Homomorphismen auf [a, b]
ohne Fixpunkte in (a,b). Weiter seien f(z) > z, g(xz) > x Va € (a,b). Dann gelangen wir
aus der Darstellung beider Homéomorphismen, analog zu Abbildung 1, zu einer neuen Dar-
stellungsform der Intervall-Homéomorphismen. Hierfiir wird zunéchst ein beliebiger Punkt
p € (a,b) betrachtet. Abbildung 2 (a) zeigt nun graphisch, wie f"(p) Vn € Z iterativ be-
stimmt werden kann, da f"*'(p) = f(f"(p)). Analog fiir ¢"(p) in Abbildung 2 (b). (Siehe
Figure 2) Nun konnen diese Punkte wie in Abbildung 3 gezeigt, in einer vereinfachten Grafik
zusammen gefasst werden. (Siehe Figure 3)
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Abbildung 2: Tterative Ermittlung der Punkte f"(p) und g™ (p)

a 1(p) P f(p) Pp) b

a g'(p) p gp g b

Abbildung 3: Vereinfachte Darstellung der beiden Homoomorphismen

Es gelte nun weiterhin f(x) > z, g(x) > x Va € (a,b).
Definiere einen beliebigen Homoéomorphismus
ho : [p, f(p)] = [p, 9(p)]
fur ein beliebiges p € (a,b) und mit ho(p) = p und ho(f(p)) = f(p).
Definiere weiter
he = [f7 (), " ()] = 197 (0), 6" ()]

fir alle n € Z mit h, = g"ohgo f™"
Wir wollen diese Abbildungsvorschrift nun genauer untersuchen. Es gilt:

ha(f"(p)) = g"(ho(f " (f"(P)))) = 9" (ho(p)) = g"(p)

ha(f"1 (D) = g™ (ho(F 7 (f" (0)))) = ¢"(ho(f(p))) = 9" (D)

Die Abbildung f~" bildet den Definitionsbereich von h,, also wieder auf den Definitionsbe-
reich von hg ab, dessen Bildbereich gerade wieder dem Definitionsbereich von g" entspricht.



Grafisch entspricht h,, nun folgender Darstellung:

a 1(p) p  flp) Pp) b

...... h. ho | hi| ...

a g*(p) p &b g b

Abbildung 4: Darstellung der konstruierten Abbildung h,,

Die Abbildung hy kann vollkommen frei gewahlt werden, unter der Voraussetzung, dass hg
streng monoton und stetig ist. Die Abbildung h,, hingegen wird durch die Homéomorphismen
f und g und die Wahl von h festgelegt.

Offenbar ist h,, als Verkettung von Homoomorphismen selbst wieder ein Homéomorphismus.
Nun bleibt zu zeigen, dass das Zusammenfiigen aller h, wieder einen Homoomorphismus
h: [a,b] — [a,b] ergibt, der zusétzlich ho f = goh erfiillt. Hierfiir wollen wir in einem ersten
Schritt zeigen, dass f und g tatséchlich auf das gesamte Intervall [a, b] abbilden.

Da f monoton wachsend und beschréankt ist, ist f folglich konvergent. Fiir n — oo gilt
aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwertes dann lim,, ., f"™(p) = lim, . f™(p) fiir ein
beliebiges p € (a, b).

Sei y = lim,,_,~ f"(p), dann gilt:

fly) = f(lim f*(p)) = lim f""}(p) = lim f"(p) =y
n—oo n—oo n—oo
Die zweite Gleichheit gilt aufgrund der Stetigkeit von f.
Da nun f(y) = y ein Fixpunkt ist, folgt sofort lim, ., f™(p) = b, denn f ist orientierungser-
haltend auf [a, b], ohne Fixpunkte in (a,b).
Analog lasst sich zeigen, dass lim, o, f~"(p) = a. Diese Aussagen gelten ebenso fiir den
orientierungserhaltenden Homéomorphismus g auf [a, b].

Im nachfolgenden Abschnitt wird gezeigt, dass das Zusammenfiigen der h,, zu h tatsichlich
einen Homoomorphismus auf [a, b] ergibt.

Mit dem obigen Zwischenresultat erhalten wir direkt:

Ul ), 177 ) = Ulg" 1), 9" (0)] = (a,b)
neL neZ
Und seien weiterhin h(a) = a und h(b) = b, so gilt h : [a, b] — [a, b].
Die Bijektivitat von h folgt sofort aus der Bijektivitéit der h,,.
Die Stetigkeit von h ist zum einen durch die Stetigkeit der h,, zum anderen durch die
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Ubereinstimmung der rechts- und linksseitigen Grenzwerte zwischen den einzelnen Punkten
gegeben. (siehe Figure 4). Analog folgt die Stetigkeit fiir A1,

Die Stetigkeit von den h an den Randpunkten a und b ist ebenfalls leicht einzusehen. Wie
bereits zuvor gezeigt, gilt:

lim f"(p) = lim ¢"(p) =0

n—00 n—o0

und
lim f7"(p) = lim g""(p) = a
n—oo n—oo
Des weiteren ist h streng monoton wachsend, da fiir p € (a,b) gilt:

ho = [ (), S ()] = (9" (p), 9" (p)]
und

hosr = L (), 72 ()] = 19" (), 9" 2 (p)]

Da laut Voraussetzung f und g streng monoton wachsend sind, folgt die Monotonie von h
sofort. Wére h nun in a, b nicht stetig, so miisste es eine Umgebung § > 0 um f(a) = g(a) = a
geben, so dass fiir ein beliebiges p € (a,b) gilt:

39 > 0 mit lim,,_, | f"(p) —a| <0, s.d. Ve >0 gilt

lim, o0 [R(f™) — h(a)| = lim, . |g"(p) — a| > €.

Da aber lim,,_,, ¢"(p) = a, existiert eine solche Umgebung nicht. Analog folgt die Stetigkeit
in dem Punkt b.

Im letzten Beweisschritt wird nun gezeigt, dass h o f = g o h erfiillt ist.

Sei v € [f™(p), [*(p)], dann ist f(v) € [f"T(p), ["T(p)]. AuBerdem gilt

goh| (png) i) = g0 b = [9"(0), 9" (D))
Hieraus folgt:
ho f(v) =hpsrof(v) =g ohgo f7™ o f(v) =gogtohgo f"of o f(v)
—_—

=hn

— gohu(v) = go h(v)
Somit folgt die Behauptung.

Blicken wir nochmals zuriick auf die Voriiberlegung. Dort wurde angenommen, dass f(x) >
z, g(x) > x Vo € (a,b) gilt. Mit wenigen Anpassung ist der obige Beweis auch auf die an-
deren drei Fille iibertraghar. Dieses Vorgehen wird im Folgenden exemplarisch fiir den Fall
f(z) <z, g(z) >z Vx € (a,b) skizziert.

Definiere einen beliebigen Homoéomorphismus

ho + [p, £~ (p)] = [p, 9(p)]
fiir ein beliebiges p € (a,b) und mit ho(p) = p und ho(f~1(p)) = g9(p).



Definiere weiter

ho = [f7"(0), £~ (0)] = (9" (p), 9" ()
fiir alle n € Z mit h,, = g" o hgo f"
Der neu definierte Homéomorphismus bildet nun wie folgt ab:

a f(p) P fip) £2(p) b

...... h-]_ ho hi\ ...

a g(p) p el g(p) b

Abbildung 5: Angepasste Konstruktion der Abbildung h,,

Der restliche Beweis verlauft ganz analog zu den Beweisschritten fiir den ersten Fall; ebenso
fiir die anderen beiden Félle.
O
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3 Strukturelle Stabilitat

Im nachfolgenden Abschnitt soll die strukturelle Stabilitét eines Diffeomorphismus auf einem
kompakten Intervall untersucht werden. Hierfiir werden zunéchst einige neue Definitionen
eingefiithrt und diverse Eigenschaften eines Diffeomorphismus genauer untersucht.

Definition 3.1 (Diffeomorphismus) Seien U und V offene Teilmengen des R”, dann heifit
eine Abbildung f : U — V Diffeomorphismus, wenn gilt:

e f ist bijektiv
e f ist stetig differenzierbar
o f~1ist stetig differenzierbar

Eine Verallgemeinerung hiervon stellt der C*-Diffeomorphismus dar, mit der Eigenschaft,
dass f und f~! k-mal stetig differenzierbar sind, fiir k& € Nj.

Bemerkung 3.2 Jeder Diffeomorphismus ist ein Homdomorphismus. Die Umkehrung gilt
nicht.

Definition 3.3 (strukturelle Stabilitdt) Sei [a, b] ein kompaktes Intervall und f € Diff"([a, b]).
f heifit dann C” strukturell stabil, wenn es eine C” Umgebung U von f in Diff"([a, b]) gibt,
so dass jedes g € U topologisch zu f konjugiert ist.

In anderen Worten bedeutet dies also, dass das System sein Verhalten unter kleinen Stérungen
nicht dndert. Wird ein Diffeomorphismus in einer kleinen Umgebung gestort, ist er immer
noch konjugiert und verédndert sein Verhalten nicht grundlegend, so dass er, bzw. alle kleinen
Storungen, immer noch mit dem urspriinglichen System identifiziert werden kénnen.

Bemerkung 3.4 Die Umgebung der Topologie von C" auf dem kompakten Intervall [a, b]
lasst sich durch die folgende Norm, die diese Topologie induziert, beschreiben. Wir fordern
hierbei direkt, dass sich die Ableitungen stetig auf [a, b] fortsetzen lassen.

—p asz<

I£lle- =3 sup |£/(x)
§=0

Korollar 3.5 Ist f C7 strukturell stabil, so ist f auch C™! strukturell stabil. Deshalb
ist C'! strukturelle Stabilitéit die stérkste strukturelle Stabilitéit.

Beweis:

Es gilt C™ C C". Sei f also ein C"*!-Diffeomorphismus, so ist jede Umgebung beziiglich
der Topologie des ™! von f in einer Umgebung beziiglich der Topologie des C™ um diesen
Diffeomorphismus f einhalten. m
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Satz 3.6 Sei f : [a,b] — [a,b] ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus, ohne Fix-
punkte in (a,b). Fiir jedes r > 1 gilt, f ist genau dann C” strukturell stabil, wenn f’(a) # 1

und f'(b) # 1

Beweis:

7 =7 Mit Korollar 3.4 folgt, dass es ausreichend ist, den Beweis fiir r = 1 zu fiihren.
Wir wollen nun mit Hilfe von Satz 2.11 zeigen, dass es eine C* Umgebung von f in
Diff'([a, b]) gibt, so dass jedes g in dieser Umgebung zu f topologisch konjugiert ist.

Sei zunéchst f'(a) > 1, so existieren aufgrund der Stetigkeit von f’ ein ky € (a,b) und
e >0, so dass f'(x) — 1 > € Vz € [a, ki].

Analog findet man fiir den Fall f'(a) < 1 ein ko, so dass f'(z) < 1 — € Va € [a, k.
Fiir k== min{ki, k2} gilt dann also,

|f () — 1| <€ Va € [a, k]
Analog existiert fiir f'(b) # 1 ein [ € (a,b) und € > 0, so dass
|f () — 1| < eVx el
Sei nun g € C'([a,b]) und orientierungserhaltend mit

€
7) = g @)l < 5
dann gilt ¢'(x) > 1+ 5§ > 1 Vx € [a, k].
Nach dem Mittelwertsatz gilt dann

g(.T) — g(a) _ g(ZL’) —a >1Vre (CL, k)

r—a T —a

deshalb folgt g(z) > x Vx € (a, k.
Sei nun U := [a, k), dann ist g auf U orientierungserhaltend und hat einen eindeutigen
Fixpunkt mit g(a) = a. Entsprechend ldsst sich eine Umgebung V' := (I, b] konstruie-

ren, auf der g ebenfalls orientierungserhaltend ist mit dem eindeutigen Fixpunkt
g(b) =b.

by

Abbildung 6: Veranschaulichung der gewéhlten Umgebungen U und V
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In in einem zweiten Schritt wird nun gezeigt, dass eine C* Umgebung von f existiert,
so dass ¢ in dieser Umgebung keine Fixpunkte auf [a,b] — U — V besitzt.
Da f nach Voraussetzung nur die Fixpunkte f(a) = a und f(b) = b besitzt, gilt

i —z|>0
xe[ag]n_%_vlf(x) |

Und mit Hilfe der Dreiecksungleichung gilt
[f(2) = = = [f(2) = 9(z) + () — =] < [f(2) = g(z) + [9(z) — x|
Hieraus folgt:
€
l9(2) — 2| 2 |f(2) — 2| = | f(z) —g(2)] 2 5 > 0.
<

~
€

Es gilt also, dass g in der gewéhlten Umgebung orientierungserhaltend ist und keine
weiteren Fixpunkte besitzt. Nach Satz 2.11 sind g und f topologisch konjugiert zu
einander. Somit ist f C! strukturell stabil.

7 <7 Die Riickrichtung wollen wir nun anhand eines Gegenbeispiels beweisen.
Zu zeigen ist hierbei, dass C" nicht strukturell stabil ist, wenn f’(a) = 1 oder f'(b) = 1
Zur Vereinfachung seien zunéchst f'(a) = 1, a = 0 und b = 1. Dariiber hinaus sei
0.B.d.A. f(z) > x. Sei eine C*° Funktion wie folgt definiert:

a:[0,1] — [0,1]:
_J1 oz e0,1/3]
@W=10 sepm

I
o] 1/3 2/3 1

Abbildung 7: Konstruktion des Diffeomorphismus o

Fiir alle € > 0 sei g(z) = g.(x) == f(x) — ea(x)z. Wenn € hinreichend klein wird, ist

g ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus und konvergiert fiir ¢ — 0 gegen f.

Da g(0) = f(0) = ea(0) 0 = f(0) = 0 und g(1) = f(1) —ea(l) = f(1) = 1, hat g
—~— —~—

= =0
ebenfalls zwei Fixpunkte bei 0 und 1.

Des weiteren gilt fiir z € [0,1/3], dass ¢'(z) = f'(z) — € und somit ¢'(1) =1 —e.
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Das heift, 3z € (0,1/3] mit g(x) < x.
Umgekehrt folgt fiir x € [2/3, 1], dass g(z) = f(x) und deshalb auch g(z) > z.
Dann hat g aber mindestens noch einen weiteren Fixpunkt und ist nach Korollar 2.9
nicht zu f konjugiert.
O
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4 Quellen

1. https://www.spektrum.de/lexikon/mathematik /ck-diffeomorphismus /1561
(Definition, C* Diffeomorphismus)

2. Wen, L: Differentiable Dynamical Systems: an introduction to structural stability and
hyperbolicity
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