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Abstract

In diesem Vortrag werden wir den Zusammenhang zwischen Warmelei-
tungsgleichung und Brownscher Bewegung kennen lernen. Als erstes bespre-
chen wir kurz die Warmeleitungsgleichung und die Theorie der Halbgrup-
pen. Danach definieren wir Brownsche Bewegung und die korrespondierte
Halbgruppe. Als letztes zeigen wir, dass diese Halbgruppe bis zur Reparame-
trisierung mit der Warmeleitungshalbgruppe iibereinstimmt. Die Quelle fiir
diesen Vortrag ist Kapitel 8 von Jost (2013).

1 Vorbereitung

Definition 1.1. (Warmeleitungsgleichung) Sei Q@ C R” offen , (0,7) C RT und Qp :=
Qx(0,7).
Dann ist das Anfangswertproblem der Warmeleitungsgleichung gegeben durch:

w(z,t) — Au(x,t) = f(z,t), (z,t) € Qr
u(x,0) = ug(x)

Wobei man Au(z,t) == >, 62;;5’0 Laplace Operator nennts.
Definition 1.2. (Fundamentalosung der Warmeleitungsgleichung) Fundamentalosung
der Warmeleitungsgleichung ist gegeben durch

1 Lﬁ\"’ . n
(. 1) = (4m)%e 1 firz e Rt >0
0 firz e R",t<0

Bemerkung. Wenn f eine zweimal stetig und beschrinkt differenzierbare Funktion auf
R"™ x [0,00) und ug eine stetige und beschrankte Funktion auf R" sind, dann ist die
Losung der Warmeleitungsgleichung gegeben durch :

w(@,t) = fgn Pz — y, uo()d™y + J§ Jor ®(x —y,t — 7)f(y, 7)d"ydr

Definition 1.3. (Stetige Halbgruppe) Sei B ein Banachraum und fiir ¢ > 0 seien
T, : B — B stetige lineare Operatoren mit folgenden Eigenschaften:

i) To =1d
11) E1+t2 = El o E27 fur alle tl,tg Z 0
iii) limy_, Tyv = Ty, v, fir alle to > 0 und fir alle v € B

Dann heifit dei Familie {T}};>( eine stetige Halbgruppe (von Operatoren)




Definition 1.4. (Kontraktive Halbgruppe) Eine stetige Halbgruppe {7}};>¢ auf dem
Banachraum B mit einer Norm || - || heifit kontraktiv, wenn fiir alle v € B und fiir alle
t > 0 gilt:

| Te|| < [[v]]

Definition 1.5. (Infinitesimaler Generator der Halbgruppe) Sei {7} };>¢ eine steige Halb-
gruppe auf einem Banachraum B. Sei ferner

D(A) :={v € B :limpp (T} — Id)v existiert} C B
Ein linearer Operator
A:D(A) = B, v— Av :=limp %(Tt —Id)v

heiBt infinitesimaler Generator der Halbgruppe {7} }:>0 -

Satz 1.6. (D(A) liegt dicht in B) Sei {T};}:>0 eine kontraktive steige Halbgruppe mit
einem infinitesimalen Generator A. Dann liegt D(A) dicht in B.

Satz 1.7. (Hille-Yosida) Sei B ein Banachraum und A : D(A) — B ein linearer
Operator, wobei D(A) eine dichte Teilmenge von B. Wenn die Resolvente R(n,A) =
(nId— A)~! existiert ¥Yn € N und

|(Id— ;A <1, VneN
Dann generiert A eine eindeutige kontraktive Halbgruppe.

Jetzt werden wir eine Technik kennen lernen, die uns hilft, aus einer L' Funktion eine
C* Funktion zu bekommen.

Definition 1.8. (Mollifier) Seien U C R™ offen, f € L'(U) und & > 0 beliebig.
i) U.:={x €U :d(z,0U) > e} (wenn U = R", dann ist U, := R")
i)

(2) = C, exp(w%l) x € By(0)
7 0 z € R\ By(0)

C,, ist eine Konstante, die von der Dimension abhéngt, sodass [z. n(z)dz = 1 gilt.

iii) 7.(z) := e7"n(%) Diese Funktion nennt man standard mollifier.

iv) fo:U. = R,
= fo(x) = (e x f)(x) = fyn(z —y) f(y)dy = ™" [y n(*2) f(y)dy

Bemerkung. Man kann zeigen, dass f € L} (R") = f. € C®(R")




2 Konstruktion des infinitesimalen Generators der
Brownscher Bewegung

In diesem Abschnitt werden wir eine bestimmte Halbgruppe, die durch Brownsche Be-
wegung erzeugt wird, definieren. Sie beschreibt genau die Losungen der Warmeleitungs-
gleichung zu einem gegebenen Anfangswert. Wir werden sehen, dass der Laplaceoperator
die Halbgruppe, die die Losungen der Warmeleitungsgleichung zu einem gegeben An-
fangswert beschreibt, erzeugt. Andererseits lasst sich diese Halbgruppe durch bestimmte
Eigenschaften vollsténdig charakterisieren. Die raumliche Homogenitéat driickt sich darin
aus, dass die Koeffizienten der Warmeleitungsgleichung nicht vom Ort abhangen. Die
zeitliche Homogenitéat sieht man dadurch, dass die Koeffizienten der Warmeleitungsglei-
chung nicht von der Zeit anhangen. Die Kontraktionseigenschaft sorgt dafiir, dass alle A
mit positivem Realteil in der Resolventenmenge des Laplaceoperators liegen.

Bevor wir aber mit der Theorie anfangen, besprechen wir das folgende Gedankenex-
periment. Wir betrachten ein Teilchen, das sich in einer messbaren Teilmenge S C R"
bewegt. Zum Zeitpunkt ¢ befindet sich es im Punkt z € S. Mit P(z,t;s, F) bezeichnen
wir die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen zum Zeitpunkt s > ¢ in E C S landet.

In unserem Fall gilt dann auch, dass P(z,t;s,5) = 1 und P(xz,t;s,0) = 0. Zusétz-
lich mochten wir auch, dass diese Wahrscheinlichkeit unabhangig von der Position des
Teilchens ist. Das heifit, dass unser Prozess die Markoveigenschaft besitzt, bzw. dass
Chapman-Kolmogorov Gleichungen gelten.

Weiterhin mochten wir annehmen, dass unser Prozess nur von s — t abhéngt, bzw.
homogen ist. Dann bekommt man, dass P(x,t;s, E) = P(z,0,s—t,E) = P(s—t,z, E).

Somit haben wir die Definition von einem Markovprozess konstruiert.

Definition 2.1. (Markovprozess) Sei B eine o-additive Menge der Teilmegen von S mit
S € B. Sei ferner P(t,z, E): Rt x S x B — [0, 1] ein Operator, der folgende Bedingungen
erfillt:

i) P(t,z,F) >0, P(t,z,5) =1

ii t,z, F) ist o-additiv beztiglich F € B fiir alle ¢,z

(
) P
iii) P(t,z, E) ist B-messbar beziiglich z fiir alle ¢, £/
iv) P(

t+7,2,E)= [¢ P(r,y, E)P(t,x,y)dy fir alle t,7 > 0,2, F
(Chapman-Kolmogorov Gleichungen)

Dann nennt man P(t,z, E') einen Markovprozess auf (S, )

Bemerkung. Den Ausdruck P(t,z,y) sollte man als eine Wahrscheinlichkeitsdichte ver-
stehen.

Definition 2.2. ( T;f ) Sei L*°(S) der Raum von beschrénkten Funktionen auf S.
Fir f € L*(S) und ¢t > 0 definiert man einen Integraloperator:



(Tif) (@) := Js P(t, x,y) f (y)dy

Lemma 2.3. (Halbgruppeneigenschaft von Ty f ) Die Chapman-Kolmogorov Gleichungen
impliziren die Halbgruppeneigenschaft fir Ty, d.h.

E+S:EOTS f’l):?"t,5>0

Beweis. Sei f € L>®(S) beliebig. Dann gilt fiir beliebige ¢, s > 0
(E—i—sf)(x) = fS P(t + S, xay)f(y)dy = fS[fS P(Sa Z>y)P(t7'T7 Z)dZ}f(y)dy =
= Js P(t,z,2)[[s P(s,2,y) [ (y)dyldz = [s P(t, z,2)[(Tsf)(2)]dz = (Ty o Ts f)()
Daraus folgt Ty, =T, o T, fiir t, s > 0 ]

Lemma 2.4. (Kontraktionseigenschaft von T;) Sei f € L>(S) beliebig, dann besitzt T,
die Kontraktionseigenschaft d.h.

SUPgeg |Tif ()] < sup,eq | f(2)]

Beweis. Aus der Definition 2.1 (i) wissen wir, dass P(¢,z, F) > 0 und
Js P(t,z,y)dy = 1. Daher gilt
SUPges |nf<llf)’ = SUPges ’ fS P(th.a y)f(y>dy’ < SUPges ‘f(x)‘ [

Um eine stetige Halbgruppe von Operatoren zu bekommen, brauchen wir zusatzliche
Eigenschaften fiir unseren Prozess.
Ab jetzt betrachten wir nur den Fall S = R?

Definition 2.5. (rdumlich homogen) Ein Markovprozess P(t,z, F') nennt man
raumlich homogen, wenn fiir alle Translationen 7 : R — R? gilt,

P(t,i(x),i(F)) = P(z,t, E)

Definition 2.6. (Brownsche Bewegung) FEin raumlich homogener Markovprozess
P(t,z, E) heiit Brownsche Bewegung, wenn fiir alle ¢ > 0 und fiir alle z € R? gilt,

limt\o % f|ac—y|>g P(ta xZ, y)dy = 0

Satz 2.7. (Kontraktive Halbgruppe) Sei B ein Banachraum von beschrinkten und
gleichmidfig stetigen Funktionen auf R zusammen mit der Supremumsnorm. Sei fer-
ner P(t,z, E) eine Brownsche Bewegung zusammen mit dem Integraloperator

(Tif)(x) = Jpa P(t,2,9) f(y)dy firt >0,
Tof=1r.

Dann definiert {T;}1>0 eine kontraktive Halbgruppe auf B.



Beweis. Wir werden den Beweis in 4 Schritte aufteilen.
Schritt 1 (Halbgruppeneigenschaft und Konraktionseigenschaft)
Halbgruppeneigenschaft, bzw. Konraktionseigenschaft von {7;};>0 folgen aus dem
Lemma 2.3, bzw Lemma 2.4.
Wir miissen noch Stetigkeit von {7} };>0 nachweisen.
Schritt 2 (i1, = Tyi)
Sei 4 eine Translation vom Euklidischen Raum und f € B beliebig. Definiere
if(x) == flix)
Wegen d(iy) = dy und rdumlicher Homogenitét gilt:
iy f(x) = Ty f(iz) = Jpa P(t,12,y) f(y)dy = Jpa P(L, iz, iy) f (iy)d(iy) =
= Jpa P(t iz, 1y) f(iy)dy = Jpa P(t,2,y) f (iy)dy = T; i f (x)

Das bedeutet nichts anderes, als:
iTt - Ttl

Schritt 3 (T, f ist gleichméBig stetig bzgl. x)
Seien z,y € RY zwei beliebige Punkte. Wir konnen eine Translation i : RY — R?
finden, sodass iz = y. Dann folgt aus 7T, = T;i, dass

(Tef) (@) = (T ()] = [(Tef) (@) = (Tf) (i) = [(Tof) (@) = (Tef) ()| = [(Te(f —if) ()]

Nach Voraussetzung ist f gleichméfig stetig. Sei ¢ > 0 beliebig, dann existiert ein
d > 0, sodass gilt: |z —y| < 0 = |f(x) — f(y)| < e. Weil iz = y folgt sofort, dass
|z —iz| < d = |f(2) — f(iz)| < € fiir z € R. Deswegen ist T, f auch gleichméaBig stetig,
namlich:

T (f —if)(@)| = | Jpa P(E, 2, 2)(f(2) — f(iz))dz] <sup, |f(z) — fiz)] <e
Wie man auch sieht, diese Abschatzung héngt nicht von ¢ ab.

Schritt 4 (T, f ist stetig bzgl. t)
Seien t > s, € R% o > 0 und f € B beliebig. Definiere 7 := t — s und ¢ := T, f.
Weil T, f gleichméBig stetig ist und [pa P(t, z,y)dy = 1 gilt:

(T2f (x) = T f(2)] = [(Trg(z) — 9(@)| = | Jaa P(7,2,9)9(y)dy — g(2)| =

= | Jpa P(1,2,9)9(y)dy — Jra P(7, 2, y)g(x)dy| = | Jpa P(7,2,y)(9(y) — 9(2))dy| =
= | Jjomyi<o P(1:2,9)(9(y) — 9(2))dy + [lo—yzo P(7,2,9)(9(y) — g(2))dy| <

< | omyi<o P2, 9)(9(y) — 9(2))dyl + | flo—ypso P72, 9) (9(y) — 9(x))dy| <

<| P(r,2,y)(9(y) — g(x))dy| +2sup | f(2)] P(7,2,y)dy

lz—y[<e z€R |[z—y|>0

() (1)




Jetzt kann man fiir ein gegebenes € > 0 ein p > 0 finden, sodass () < £/2 und dann
fir dieses ¢ ein 7 finden, sodass (I1) < /2. Wegen der rdumlichen Homogenitét kann
man so ein 7 unabhdngig von x und y wéhlen. Somit haben wir die Stetigkeit von T} f
bzgl. t gezeigt.

[

Satz 2.8. (Infinitesimaler Generator der Brownscher Bewegung) Sei P(t,x,E) eine
unter allen Isometrien invariante Brownsche Bewegung, d.h.

P(t,i(z),i(E)) = P(z,t, E) fir alle Isometrien i : R — R¢ |

Dann ist der infinitesimale Generator der durch diesen Prozess definierten kontrakti-
ven Halbgruppe gegeben durch:

A=cA,

wobei ¢ > 0 und A ist Laplace Operator.
Diese Halbgruppe stimmt bis zur Reparametrisierung mit der Wdrmeleitungshalbgruppe
tiberein, d.h.

_lz—yl?

p(t, x’ y) = (47rit)% (& det

Beweis. Wir werden den Beweis in sechs Schritte aufteilen.
Behauptung (1) : D(A) liegt dicht in B.

Sei B ein Banachraum von beschrinkten und gleichméfig stetigen Funktionen auf R?
zusammen mit der Supremumsnorm. Nach dem Satz 2.7 ist {7;};>0 eine kontraktive
Halbgruppe auf B. Deswegen folgt aus dem Satz 1.6, dass D(A) dicht in B liegt.

Behauptung (2) : D(A) N C*°(RY) liegt auch dicht in B.

Wir wissen, dass D(A) C B, deswegen folgt sofort, dass D(A) N C*°(R?) C B.

Jetzt miissen wir nachweisen, dass es fiir alle f € B und fiir alle » > 0 ein f, €
D(A) N C*°(R?) existiert, sodass ||f — fr]l < 7. Dafiir benutzen wir Mollification
Technik. Sei f € D(A), dann ist f,(2) = 7% [ra (=) f(y)dy. Definiere z := £, dann
ist f,(x) = faa () (2 — 2r)d.

Wir haben angenommen, dass unser Prozess translationsinvariant ist. Deswegen wissen
wir, dass wenn f(x) € D(A), dann muss auch (i, f)(z) := f(z —rz) € D(A) fir alle
r >0,z € R weil

Alivef) () = Tt (et P2, 9) v F) )y — (e ) (@) =

= limy o %(/Rd Pt,x —rz,y—rz)f(y —rz)dly —rz) —f(z — rz)) =Af(x —rz)

()

Jetzt approximieren wir das Integral (x) mit den Treppenfunktion von der Form

Yo f(z—rz,).




Dann wissen wir, dass wenn limy g %( Jra P(t,z,y) f(y)dy— f (m)) existiert, muss auch
fr(z) diese Bedingung erfiillen , deswegen liegt f,. € D(A).

Weil f. € C*°(R?) fiir r > 0 und konvergiert fiir r — 0 gleichméBig gegen f, folgt dass
D(A) N C*°(R?) dicht in B liegt.

Behauptung (3) : Es existiert eine Funktion ¢ € D(A) N C*(R?) , sodass gilt

d 9% d 2 d
> k=1 xjka(()) > >0 x, fur allex € R

Um das zu zeigen, nehmen wir eine Funktion ¢ € B mit

0?1 2 firj==~k
0) =20, =
3xj8xk() 7k {0 sonst

Weil D(A)NC*(RY) dicht in B liegt, existiert eine Folge { fn }nen C D(A) NC>(R?),
die gleichméfig gegen 1) konvergiert.
Jetzt wenden wir Mollification Technik auf { fn}neN und erhalten, dass:

0 (fn)r P2(r=? Joan(5*)fn(v)dy) _ 2p(22)
Gaz(Jf@x)k (0) = fR(Z)xjaxk — d fRd W x:Ofn(y)dy —n—00

—d ()
oo T fRd Oz Bmk

=0

U(y)dy

Jetzt konnen wir die Aﬁgitung nach x mit der Ableitung nach y ersetzen. n hat einen
kompakten Trager, deswegen wenn wir den obigen Term zwei mal partiell integrieren,
erhalten wir, dass
-’
1 o S| )y = 1 e (S5 B0 dy 5, 52 (0) = 26,
Deswegen kénnen wir ¢ = (f,,), fir passende n € N und r > 0 setzten, um
Ty, 6228“; k( ) > ZJ " ] , fiir alle z € R? zu bekommen. Wegen der Euklidischen

Invarianz gibt es fiir jedes x, € R? eine solche Funktion ¢, die folgende Bedingung
erfullt:

2 .
(xj — o) (K — ka)%(ago) > Z;l Wz — x04)?, fiir alle z € R?

Behauptung (4) : Fiir alle o € RY, j,k € {1,...,d}, r>0,t >0, 2o = (zo1,.--Toa)
gilt:
/ — wo,) P(t, w0, 2)dz = 0
$0|<7‘
/ - x()j) P(ta Lo, x)dl' - / (xk; - a:'()7]<;)2.F)(7f7 Zo, I)dl‘
Jfo|<7” |z—z0|<r

/| - — x0,) (@) — xos)P(t, xo, x)dx =0, fir j # k
T—T0 r



Wihle j € {1,...,d} und betrachte eine Euklidische Isometrie i : R — R? | die wie
folgt definiert ist:

i(zj — wo;) = —(x; — To,5),
i(xp — Tog) = Tp — Tog, fUurk#j
Diese Abbildung ist die Spiegelung an einer Hyperebene im Punkt zy in die Richtung,

die orthogonal zu der j-te Koordinate ist.

Wegen der Invarianz von P, bekommt man, dass [,,_, <. (¥; — o) P(t, 2o, z)dz =
Soma<r 1T — T03) P, i(20), i(2))dr = — [l,_p0 <, (%5 — To ) P(t, 2, x)dx

Also gilt [, 1< (% — @0,5) P(t, 20, x)dx = 0

Wegen der Invarianz von P, bzgl. aller Drehungen auf R? bekommen wir, dass:
Jio—ao)<r (i — 203)?P(t, 20, 0)d = [l po1<r (¥ — 2o x)*P(t, 20, x)dx fiir alle xy € R¢,
G k=1,....,d,r>0,t>0

Analog wie bei (a) bekommt man, dass [, <. (2; — Zo;) (@ — Tox) P(t, 20, 2)dz = 0,
fir j # k, wenn 29 € RY, j, k€ {1,...,d}, r>0,t>0

Behauptung (5) : Ap(rg) existiert fiir ein ¢ € D(A) N C?*(RY).

Sei o € D(A) N C?(R?) und 7 € [0, 1) beliebig.

Ap(wo) = limpo ¢ Jaa Pt 0, 2)(0(2) — p(0))du =

limso 3 (fumapice Pt 30, 0) (@) = plao)do+ [ P(t,a0,2)((w) - p(ao))d) =

|x—x0|>e

=0 Brownsche Bewegung
= limp 0 ¢ flo—so|<c Pt 20, ) (0(2) — p(0))d

Nach der Anwendung der Taylor Entwicklung, erhalten wir, dass Ap(z) existiert und
nichts anderes ist, als

Ap(zo) = limp o % f|:pfmo|§€ P(t, zo, 2)(p(x) — (o)) dx =

= 1m0 § Jflg—uo)<c (T = 20) - Vip(0)) P(t, 20, v)da—+
1m0 § Jipagj<e 31(€ — 20) Hesse, (2 + 7(x — 20)) (x — x0)] P(t, 20, x)dx =

d 6g0
— limp g ~ / P(t, 20, 2)d
1mt\0 e x0‘<€ ]:1 l’oj)axj (.CE())] ( i ZE) X +
N
I / Ly Yk — 204) X —2F (2 4+ 7(x — 20))] P(t, 0, 2)dz
J— I’ R
1M\ 0 o w0|<5 ; :1 0, )\ Tk — Lo,k o axk 0 » 40,

(a7
Aus (4) folgt, dass (I) =0



Weil limgp o(11) existiert, folgt aus (3) und P(t, g, ) > 0, dass
W SUP o § Jla—aoj<e Sogert (€5 — 0) 2P (¢, 2o, )dx < o0

Wegen der Eigenschaft der Brownscher Bewegung, hangt dieses Limes superior nicht
von ¢ ab. Fiir liminf folgt die Aussage analog.

Behauptung (6) : Af(xg) = cAf(zo)

Jetzt kombinieren wir alle vorherige Schritte zusammen.

Sei f € D(A)NC?(R?) und £ > 0 beliebig. Wir benutzen wieder die Taylor Entwicklung
von f im Punkt xy und erhalten, dass:

1 (Tef (zo) — f(@0)) = 1 Jpa(f(x) — f(@0)) P(t, 20, x)dw =

= U e—aoj<e(f (@) = f(20)) P(t, w0, 2)d] + {[[lo—so 5 (f () = f(@0)) P(t, 20, x)da] =

= tUie—so>e (f (@) = f(20)) P(t, 70, ¥)d]
(25— xOJ)ax (wo)] P(t, o, x)da+

+1 f|:c x0\<a[zd
+1 fl:c—:co\ge[z Z;‘l,k:1<x] Zo J)(xk — Zo k) X %(Q? + T(% - xo))] P<t7 $0,l’>dl’—|—
1 Jloaoj<e ke (20 = @0 4) (2 — 20 4)035(2)] P(L, 20, 7)d

Wegen (4a) und (4c) bekommen wir, dass:
(T f (zo) — f(wo)) =
1
t

f(.%') - f(wO))P(thO’ :L’)dl’] +

|x—x0|>e

(1)

= w0 L ) Pl wo, )t
- - T xo, T )dx
\x—x0|<5 j=1 0] 8%2 0 o
(17
1 d
+ - Z g — xo;)(Tk — ok)0i(€)] P(t,xo, x)dx
t |lx—x0|<e k=1
(I11)

Wir lassen jetzt ¢ — 0 laufen. Nach der Definition der Brownscher Bewegung konver-
giert (I) — 0 fiir ¢ — 0 fiir alle € > 0.

Jetzt schauen wir (I17) genauer an. Unsere Funktion ist C?, deswegen gilt lim._, 05 =
0. Zusammen mit dem Resultat von (5) folgt, dass (/11) — 0 fir € — 0 fiir alle ¢ > 0.

Es bleibt nur noch (17) iibrig. Wie wir in (5) gesehen haben, die Grenzwerte von (I1)
unabéngig von ¢ sind, deswegen bekommt man fir alle ¢ > 0 die Existenz von Af(z),

namlich

Af(wo) = o § flpgol<l 2f1 (2 — xo,j)Q%(fEO)] P(t, o, z)dx



Nach (3) gilt, dass [, <.l Y7 (x; — 20,)?] P(t, o, x)dz unabhingig von ¢ ist.

Nach (4b) gilt, dass Z?Zl(xj —1x0,;)? fir jedes j = 1,. .. d existiert und unabhéngig von
J ist. Wegen der Translationsinvarianz ist diese Summe auch unabéngig von zy. Dann
bekommen wir, dass

1

— T 2 d 0*f —
Af(wo) = lim > |x_mo|§€[ () = @0;)°] Pt 20, x)da 3j-; ggz(20) = cAf(20)
Weil A die Voraussetzungen vom Satz 1.7 erfiillt, folgt die Behauptung. n
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