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1 Einfiihrung

1.1 Motivation

Ziel dieses Vortrages ist es, einen abstrakten Zugang zu linearen partiellen
Differentialgleichungen zu finden. Dafiir sei im folgenden X ein Banachraum
tiber Funktionen, v € X und A: D(A) — X eine lineare Abbildung. Die
allgemeine Form der Anfangswertprobleme zu diesen partiellen Differential-
gleichungen sei gegeben durch:

%u(:p,t) = Au(z,t) (2,0) € Qx[0,T] QCR" (1)
u(z,0) =g(z) € (2)
u(z,t) =0 (z,t) € 02 x [0,T] (3)

Es ist "einfach" zu sehen, dass zum Beispiel die Warmeleitungsgleichung in
diesen Rahmen fallt.

Bemerkung 1. Um den Zusammenhang zwischen der Funktion u(x,t) und
dem Anfangswert g(x) deutlich zu machen wird folgende Notation eingefiihrt.
Wir lassen wir lassen das Arqument x der Funktion weq und wenden den
Fokus dem Argument t zu. Nun schreiben wir u(t) folgendermafen

u(t) :=Stu t>0 (4)

Bei erneuter Betrachtung von (1) sehen wir nun, dass wir die Gleichung auch
als eine gewohnliche Differentialgleichung auf dem Banachraum X verstehen
kénnen

u(t) = Au(t) = AS(t)u  u(0) =u (5)



1.2 Grundlagen

Im Folgenden werden die grundlegenden Definitionen und Schreibweisen eige-
fiihrt.

Definition 2. Sei X ein reller Banachraum und sei eine Familie {S(t) }+=0
von beschrankten linearen Operatoren die von X nach X abbilden mit den
folgenden Eigenschaften gegeben:

(i) S(0)=1x (6)
(i) S(t1 +tz) = S(ta) 0 S(t1) Vity,t5 >0 (7)
(117) tlggl S(t)u = S(to)u Vty >0, Yue X (8)

so heifst die Familie der Operatoren eine Halbgruppe. Gilt zusdtzlich noch,
dass:

SO <1 vi=0 (9)
so heifit die Halbgruppe Kontraktionshalbgruppe.

Bemerkung 3. Um die Motivation der Halbgruppen besser zu wverstehen
wenden wir uns dem Beispiel der Wdrmeleitungsgleichung zu. Die Gleichung
hat folgende Form

uw—Ayu=0 (10)

Als kleine Erinnerung hier noch einmal die Definition des Laplaceoperators
auf C*(RY). Der Operator ist nichts anderes als die Spur der Hessematriz
und kann ggf. auch auf Sobolevrdumen definiert werden.

A:CHRY) = CRY) wrs Auc=)

=1

d*u
dx?

Mit Vorwissen aus der Vorlesung "Introduction to partial differential equa-
tions" ist die Fundamentallosung und der Wirmeleitungskern bekannt. Hier
qilt das Interesse insbesondere dem Wirmeleitungskern

1 |z —y]?
p(x,y,t) = ———=—7 exp( —




Folgende Funktion l0st also fiir den Anfangswert f € Cy(R?) die Wirmeleitungs-
gleichung mit u(z,0) = f(z)

wat) = [ o)) dy

Dies ist mithilfe der Eigenschaften der Konvolution beziglich Ableitungen
leicht zu sehen. Weiterhin beobachten wir fiir

SOF = [ o000 dy

folgende Figenschaften:

lim S(t)f = f bekannt aus Introduction to PDE

t—04

Sty +t2)f = S(t1)S(t2) f

Wobei die zweite Eigenschaft folgendermafien gezeigt werden kann

lz—yl|?

1 T
S(t1+t2)f(x)—/Rd me @) f(y) dy

1 _le—z? 1 z—yl?
a /Rd (47rt1)g ‘ 1 /Rd (47”52)% e 2 f(y)dydz
= 5(t1)S(t2) f(2)

Die letzte Gleichheit ist eine einfache Schlussfolgerung aus der Jacobi’schen
Transformationsformel. Die technische Ausarbeitung des letzten Schrittes
wird hier dem Leser tberlassen. Wir bereiten nun die Untersuchung solcher
Halbgruppen vor.




2 Eigenschaften von Halbgruppen und Infinites-
imalgeneratoren

Definition 4. Sei {S(t)}i>0 eine Halbgruppe von Operatoren und seien:

D(A): ={ueX: tlilgl S(t)q; existiert in X} (11)
—U4
Au: = lim Stu = u ue D(A) (12)
t—04 t

Man nennt A : D(A) — X den Infinitesimalgenerator von {S(t)}i>0 und
D(A) den Definitionsbereich von A.

Satz 5. Sei u € D(A), so gilt fir eine Halbgruppe {S(t) }+>0

(i) S(t)u € D(A) fir allet >0

(i) AS(t)u = S(t)Au fir allet >0
(iii) Die Abbildung t — S(t)u ist differenzierbar fir alle t > 0
(iv) LS(t)u = AS(t)u fir allet >0
Beweis. (i) und (ii) Sei u € D(A), so gilt

S(s)S(t)u — S(t)u (7) S(t)S(s)u — S(t)u

AS(tH)u = lim = lim
S*>0+ S S*)O_Q, S
(8) . S(8)u —u (Defa)
= S(t) im —— =" S(t)Au
s—04 S

Da nun S(t) Au wohldefiniert ist, folgt, dass S(t)u € D(A) sein muss. Ander-
erseits wurde oben auch gezeigt, dass (ii) aus der Definition der Halbgruppe
folgt.

(iii) und (iv): Betrachte wieder u € D(A),t,h > 0. So gilt

hhj& <S(t)u — i(t —hju S(t)Au)
2 lim <S(t = h)% = S(t)Au)
= Jim (S(t —h) <% - Au> +(S(t—h) — S(t))Au)
©5(t) (Au — Au) + (S(t) — S(t)) Au
=0



Hierbei wurde in der zweiten Gleichheit eine additive Null mit S(t — h)Au
eingefiigt. Es folgt also fiir die links- und rechtsseitigen Grenzwerte mit der
obigen Eigenschaft

hlgéi h = S(HAu
lim SUERe= SO gy, Su U g 4,
h—>0+ h h—>0+ h

Das die links- und rechtsseitigen Grenzwerte iibereinstimmen folgt aus der
Stetigkeit von ¢ — S(¢) und der Definition von A.
O

Bemerkung 6. Der Satz formalisiert also unsere Beobachtung aus dem
Beuspiel oben, dass im Falle einer solchen Halbgruppeneigenschaft fiir eine
lineare partielle Differentialgleichung eine Auswertung einer Lésung zum Zeit-
punkt t+s € Ry mit Anfangswert ug gerade gleich zu der Losung ausgewertet
zu Zeitpunkt t mit Anfangswert u, sein muss.

Definition 7. Ein Operator A heifit abgeschlossen, wenn fir jeden Folge
{ug}ren € D(A) mit u, — u gilt, dass Aug — h mit h € D(A) und h = Au.

Satz 8. Sei A der Infinitesimalgenerator einer Halbgruppe S(t), so gilt

(i) Der Definitionsbereich D(A) ist dicht in X

(11) A ist ein abgeschlossener Operator

Beweis. (i) Sei u € X und definiere u®) := [ S(s)uds. Mit der Stetigkeit

0
von S(t) fiir ¢t — 0, und L’Hospital folgt, dass u oy fiir ¢t — 0. Wir

t
zeigen jetzt

u) € D(A) Vt>0 (13)

Fiir r > 0 folgt dies mit der Betrachtung von



S(r)u® —u®
r

S(r) ( /0 t S(s)uds) - ( /0 t S(s)u ds))

S(r+ s)u — S(s)uds)

S

S|V 3| S|—= 3|K

7 N/ N/ N N

J
= /THT S(s)uds — /Ot S(s)u ds)
= /:Jrr S(s)uds — /OT S(s)u ds)
— (S(t) —1x)u r— 04

Wobei in der vorletzten Gleichheit die oberen und unteren Integralgrenzen
der beiden Terme vertauscht werden. Nun geniigt der obige Grenzwert der
Definiton von D(A) und es folgt, dass u(t) € D(A). Wir schliefsen aus der
Eigenschaft (6), dass fiir t € R, jede Funktion in X beliebig gut durch u®
approximiert werden kann. Da u® € D(A) folgt also D(A) liegt dicht in X,

(ii) Sei nun {uy}ren eine Folge in D(A) und gelte

up = u, Aup — v in X.

So ist zu zeigen, dass

(a) v= Au
(b) uwe D(A)

Nutze hierfiir Satz (5) und betrachte:

S(t)yuy —u, = Au,(:)

und fiir £ — oo folgt

S(tyu —u = /Ot S(s)vds

Als néchstes betrachten wir wieder den Differenzenquotienten und bilden den
Grenzwert fiir ¢ — 0, so folgt



S(t)u — I
Au = lim Su—u = lim - [ S(s)vds=wv
t—04 t t—0+ ¢ 0

Da v wohldefiniert ist muss u € D(A) liegen und somit folgt, dass v = Au
gelten muss. Somit gilt sowohl (a) als auch (b) und A ist ein abgeschlossener

Operator
]

Definition 9. Sei A: D(A) — X ein beschrinkter Operator der eine Abbil-
dung von D(A) C X nach X definiert. Die Menge

p(A) :={X € C: (\1x — A) ist invertierbar} (14)
heifit Resolventenmenge. Weiterhin heifit der Operator definiert durch
ANEp(A), Ry:D(A) = X, ur Ryu:=MNyx—A)tu (15)

Resolventenoperator. Nach dem Satz des Abgeschlossenen Graphen ist so
Ry : X — D(A) C X ein beschrinkter linearer Operator.

Mit dem Folgenden Satz werden wir wichtige Eigenschaften des Resolven-
tenoperators zeigen. Insbesondere stellt sich dabei heraus, dass der Resol-
ventenoperator gerade die Laplacetransformation der Halbgruppe zu dem
entsprechenden Anfangswert ist.

Satz 10. (i) die Resolventenoperatoren kommutieren, es gilt also
RA\R, = R, R, (16)

(ii) (Resolventengleichung)
Seien A\, i € p(A), so gilt

R,\ - RM = (,u — )\)RARM (17)
(iii) Falls X € Ry, so so gilt A € p(A), sowie

Ryu = /Oo e MS(Hudt u e D(A) (18)

Woraus weiterhin folgt |Ry|| < 5.



Beweis. Wir zeigen zuerst (i) durch direktes Ausrechnen
RU'R,T = Auly — AA — pA 4 A?
— R;lR;1

und somit folgt aus der Definition des Resloventenoperators und (16)

Ry — R, = R,'R,R\ — R,'R\R,
= (R, — R,")R:R,
= ((ulx — 4) — (\Ly — A)) Ry R,
= (N - )‘) R\R,
womit (ii) gezeigt ist. Nun wenden wir uns der Darstellung des Resolventen-
operators als die Laplace Transformation zu. Sei dafiir A > 0 und {S(¢) };>0

eine Kontraktionshalbgruppe, also ||S(¢)|| < 1 Somit ist das Integral aus (18)
wohldefiniert, da gilt

/ e—MS@)udt‘g/ e IS lullx dt §||u||X/ o gy
0 0 0

=— <
Sl < oo

Wir definieren nun Ryu := fooo e S (t)udt und zeigen, dass R, = R, sowie
{A > 0} C p(A). Fiir den ersten Teil beginnen wir mit dem Differenzenquo-
tienten fiir beliebiges u € X und h > 0

S(h)RAu — Ryu

1
i
1

e M(S(t+h)u— S(t)u) dt)
| e T NS+ ) + e NP () — NS () — S(t))udt)
/OO e MM S (yu dt + /00 e MS(t + h)udt

0 0

/O h (e7M=h) — _’\t)S(t)udt>

1 oo [o.¢]
== —e AN S(Hudt + / e MM S () dt
h 0 h

+/OOO (e =M — A)S(t)udt)

\h M 00
- _/ e MS(t)udt + ( )/ e MS(t)udt
0 h 0

9

o

+




Wir betrachten nun die beiden Integralterme einzeln und definieren deshalb

L(h) = —e’\h% /0 t NS (tyudt (19)
Ta(h) = (th‘ 1) /0 e My di (20)

Nun folgt fiir (19)

A h
‘——/ e MS(udt + u
0

h
/ (—e MM () + 1x )udt
h 0

s

IN

1
1] gm0 = el

—0 fiirh— 0,

Nun gilt fiir (20) mit L’Hospital

M 00 eM -
lim ( h )/ e*AtS(t)u dt = lim )\TR,\U = )\R)\U
0

h~)0+ h%0+

Es folgt also aus (19) und (20) fiir die Grenzwertbetrachtung h — 0, dass
folgendes gilt

S(h)R)\u — 1:2,\u .

h1i>r(I)1+ 7 ARyu = —u+ ARyu (21)
Mit der Defnition von A folgt also
(AMLlx — A)R,\u =u YueX (22)

Auf der anderen Seite gilt nun fiir u € D(A)

ARyu —A/ e MS(t)udt
0

:/ e MS(t) Au dt
0
:é)\AU

Also haben wir unter betrachtung von (22)
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Ry(Mx — A)u=u Yue D(A)

Somit ist fiir A > 0 R, links- und rechtsinvers zu ()\]lX — A) also invers. Es
folgt aus der Definition der Resolventenmenge {A € R: A > 0} C p(A) und

abschlieend R, = ()\ILX — A)_lz Ry und alle Aussagen sind gezeigt.

]
Beispiel 11. ("Heat Semigroup” auf R?)
Sei CyR? der Raum der stetigen beschrinkten Funktionen auf R sowie
1 7|-r—y\2
Pif(x) = | e ® fly)dy (23)
(4mt)2 Jra

Wir betrachten nun den Resolventenoperator angewandt auf f und P;. Dieser
kann aufgrund der expliziten Form von P, folgendermafen geschrieben wer-
den

yl

(o] 1 o 2

Raf@) = [ [ e ) dray 24
re Jo  (4mt)2

Als kleine Erinnerung hier noch einmal die Definition des Laplaceoperators

auf C*(R?)

d
d*u
L~ g2
=1 ?

A:C*RY — CRY urs Au =

Dies erlaubt uns eine interessante Interaktion zwischen dem Laplaceoperator
und dem Resolventenoperator zu Beobachten. Beachte hier, dass A durch die
Ableitung nach der Zeit ersetzt werden kann, da wir mit der Fundamentalli-
sung der Wirmeleitungsgleichung arbeiten.

ARy (x) = /R d / ) e—MAm( (4;)3 e-”“lfg)f@) dt dy
[ [ L) fy) dtdy
/Rd/OM ( - )
/Rd {6 ((m)‘ée )]0 f)

(4rt)2
o d 1 Jz—y)?
- Ae—”—( —e” ) dtd
/0 i G f(y) dt dy

= —f(@) + AR\ f ()

d
“at &
°
1

11



Aus den obigen Umformungen folgt insbesonere dass unter Betrachtung der
Indentitat aus (22), dass gilt:

ArRyf(z) = —f(x) + AR\ f () (25)

<~ AxR)\f($) = AR)\f(SU) (26)

Also gilt insbesondere fiir alle w € D(A) mithilfe der Bijektivitat aus dem
obigen Satz (10)

Au = Au (27)

12



3 der Satz von Hille-Yosida

Bemerkung 12. In diesem Kapitel erarbeiten wir einen Satz, der es erlaubt
die Generatoren von Kontraktionshalbgruppen zu Charakterisieren. Dabei
werden wir im wesentlichen auf die Betrachtungen der FEigenschaften dieser
Halbgruppen zuriickgreifen.

Satz 13. (Hille-Yosida)

Sei A: D(A) — X ein abgeschlossender linearer Operator und D(A) sei
dicht in X. So ist A der Infinitesimalgenerator einer Kontraktionshalbgruppe
{S(t) }+>0 genau dann, wenn gilt

(0,00) C p(A) (28)

IR <5 A>0 (29)

> =

Beweis. "=": folgt aus Satz (10)

"<": Sei A ein abgeschlossener Operator definiert auf D(A) dicht in X. und
gelte fiir A 28 und (29). Im folgenden werden wir eine Kontraktionshalb-
gruppe mit A als Infinitesimalgenerator konstruieren. Sei dafiir A > 0 und
definiere

Ay = —Ax + MRy = MR, (30)

Wir zeigen nun folgende Approximationseigenschaft fiir A

lim Ayu=Au u € D(A) (31)

A—00

Dafiir betrachten wir

ARyt — ul| = [[(ARy — Tx)ul| 2 ARyl

(18) 1
< [[Ra[l[|Aul| < XIIAUH
— 0 fir A — o0

Nun nutzen wir, dass D(A) dicht in X liegt und folgern, dass AR u — u fiir
alle u € X gilt. Wir betrachten nun die Definition von A, und sehen

AAU = )\AR)\U = )\R)\Au

Es folgt also das Zwischenresultat 31. Im néchsten Schritt definieren wir
einen Kandidaten Sy(t) := e fiir die zu A, gehorige Halbgruppe und
zeigen:

13



(i) Sx(t) ist eine Kontraktionshalbgruppe
(i) Sy(t) wird tatséichlich von A, erzeugt

(iii) der Grenzwert von S)(¢) fiir A — oo ist wohldefiniert

Wir zeigen (i) Kontraktionshalbgruppe und benutzen wieder 18.

Si(t) ist mit den Eigenschaften der Exponentialfunktion, sowie der Beschriank-
theit und Linearitdt von A direkt eine Halbgruppe. Es bleibt also die Kon-
traktionseigenschaft zu zeigen

ISA@)] = et - etA x|
O \2kk o0 \kih
SR SR N (D SR
k=0 k=0

Als néchstes (ii)

h -5
1 /= h
k=1

— Ayu  fiir h — 04

Es folgt zusitzlich D(A) = X, da der Resloventenoperator bijektiv von X
nach X Abbildet und A abgeschlossen ist.

(iii) Wohldefiniertheit des Grenzwerts fiir A — oo

Zuerst die Eindeutigkeit des Grenzwertes. Seien dafiir A\, u > 0. Aus 16 folgt
insbesondere A\A, = A, A, und somit aukerdem A,S,(t) = S\(t)A, fir alle
t > 0. Wir bendtigen dafiir folgende leicht einzusehende Indentitét

SA(t) = Su(t) = [Sult = $)Sa(s)], (32)
und berechnen die Ableitung der Stammfunktion
d
L (Sult = $)S1(5))= (Ax = A)S,(t = 5)2(5) (33)

St =S, 2 [ L5, - 95(5) ds

(23) /Ot(A/\ —A,)S,(t—s)S\(s)uds

14



Damit folgt also insbesondere
|Sx(t)u — Su(t)ul] < tl|Ayu —Aul] =0 A p— o0
und der Grenzwert von Sy(t) ist eindeutig. Wir definieren also
S(t)u := /\h_)ngo Sx(t)u Vt>0,u € D(A) (34)

Insbesondere ist die Konvergenz gleichméfig fiir alle kompakten Teilmengen
von [0,00) Ein Argument iiber die Darstellung als Grenzwert liefert, dass
{S(t)}+>0 eine Kontraktionshalbgruppe auf X ist. Es bleibt zu zeigen, dass
A der Infinitesimalgenerator von {S(¢)};>¢ ist. Wir bezeichnen den Infinites-
imalgenerator der Kontraktionshalbgruppe als B und zeigen A = B. Wir
betrachten zuerst folgende Abschétzung

[Sx(s)Axu = S(s) Aul| < [[Sx(s)[[[[Axu = Aul] + [}[[|Sx(s) = S(s)] | Au][ = 0

FiirA — oo,u € D(A). Also folgt insbesondere aus dem Ausdruck

t
Sh(t)u —u = / Sx(s)Axuds
0

mit einer Grenzwertbildung, dass

S(tu —u = /OtS(s)Au ds wue D(A). (35)

Somit gilt fiir den Definitionsbereich nun D(A) C D(B) und weiterhin

Bu = lim M
t—04

=Au u€ D(A)

Nun folgt aus der Vorraussetzung, dass fir A > 0, A € p(4) N p(B)

(Mx — B)(D(4))= (Ax — A)(D(A))= X

Also stimmen die Operatoren A und B auf D(A) iiberein. Es folgt nun mit
der Bijektivitdt von R,, dass die Definitionsbereiche sogar iibereinstimmen
miissen, also folgt sogar A = B und A ist gerade der Infinitesimalgenerator
der Kontraktionshalbgruppe {S(t) }+>o.

[
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4  Ausblick

Der Satz selbst hat weitreichende Konsequenzen fiir parabolische und hyper-
bolische lineare partielle Differenzialgleichungen und erlaubt es die Existenz
von Losungen fiir die entsprechenden Anfangswertprobleme im wesentlichen
auf die Eigenschaften der Resolventenmenge und des zugehorigen Resol-
ventenoperators zuriickzufiihren. Uber die Dichtheit von D(A) und der
abgeschlossenheit von A lésst sich also die Fundamentallésung einder gewohn-
lichen Differentialgleichung verallgemeinern und erlaubt es statt beschrénlten
Operatoren auch unbeschrinkte Operatoren wie eben gerade Differentialop-
eratoren fiir A zu verwenden. Dies wird hier allerdings nicht mehr ausgefiihrt.
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