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1. Schnitte von Untervektorraumbiindeln der Dimension 1.

Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

(a)

(b)

(c)

Sei F' € Vec™(X), f,g € C*(X;R). Zeige, dass

Or.r(9) = f - 0r(9)
gilt. (Also sind Vektorfelder sogar linear iiber C*°(X;R).)
Zeige fir F,G € Vec™(X) und f,g € C*(X;IR), dass
[fF. 9G] = f - glF.G] + f-0r(9)G — g - 0c(f)F
gilt.

Sei nun E ein 1-dimensionales Untervektorraumbiindel von 7' X. Dann gilt fiir alle
Schnitte F, G von E, dass auch [F, G| ein Schnitt von F ist. Hierbei ist die Lieklam-

mer als Kommutator beziiglich der Vektorfelder Vec™(X') zu verstehen.

(Jeweils 3 Punkte)

2. Uber Integralkurven.

Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, F' ein glattes Vektorfeld auf X, xy € X

und v :J — X die maximale Integralkurve von F' mit v(0) =z, (siehe Satz 2.7).

Zeige:

()

(b)
(c)

Entweder ist v konstant, oder -y ist injektiv, oder ~ ist periodisch, letzteres bedeu-
tet: Es gilt J = IR, v ist nicht konstant, aber es gibt mindestens eine Zahl p > 0

(eine Periode von -y ), so dass
vt +p)=~(t) firalle t € R

gilt. Man beachte, dass p nicht eindeutig bestimmt ist. (6 Punkte)

v ist genau dann konstant, wenn F'(xy) =0 gilt. (2 Punkte)

Ist v periodisch, so gibt es unter den Perioden von ~ eine minimale Periode py > 0,
d.h. py ist eine Periode von <, so dass es keine andere Periode p von ~ mit
0 < p < po gibt. Dann ist 7|[0,py) injektiv, und die Abbildung f : S! — X | die
durch

f(cos(t),sin(t)) =~ (5—7(; . t) fir alle t € R

charakterisiert wird (dabei fassen wir den Kreis S' als die Menge S' =
{(cos(t),sin(t)) |t € R} c R? auf), ist eine Einbettung mit f[S'] = ~[IR]. Al-
so ist das Bild 7[IR] eine Untermannigfaltigkeit von X . (4 Punkte)
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(d) Ist v injektiv, und X auBerdem kompakt, so ist J = IR und ~[IR] besitzt mindes-
tens einen Haufungspunkt in X . Daher ist die injektive Immersion v : IR — X in
diesem Fall sicher keine Einbettung, und v[IR] keine Untermannigfaltigkeit von X .

(6 Punkte)

3. Integralkurven auf Kreis und Torus.

Sei S' = {(z,y) € R*|2?+y? = 1} der Einheitskreis. Aus Aufgabe 2(b) Zettel 7 wissen
wir, dass das Tangentialbiindel T'S! von S! trivial ist, und dass

YR xSt — TS, (s,(x,y)) — s (—y,x)

eine globale Trivialisierung von T'S' ist (hierbei wird fiir (z,y) € S' jeweils T(,,)S' mit

{veR?*| (v,(z,y)) =0} =R (—y,x) identifiziert, siche Aufgabe 2(a) Zettel 7).

Fiir a > 0 betrachten wir das nullstellenfreie, glatte Vektorfeld
Fo:S' =TS, (z,y) = ¢(a, (z,y))
und die maximale Integralkurve 7, : R — S! von F, mit ,(0) = (1,0).

(a) Zeige, dass 7, durch
Ya(t) = (cos(a - t),sin(a - t))
gegeben ist; folgere, dass v, periodisch ist, und bestimme die minimale Periode von
Yo (sieche Aufgabe 2). (5 Punkte)

Die 2-dimensionale Mannigfaltigkeit T? := S' x S' bezeichnet man als (,,flachen®) 2-
Torus. Fiir «, 8 > 0 betrachten wir das Vektorfeld

Gap: T? = TT?, ((x1,31), (x2,92)) = (Fa(@1,41) . Fa(z2,92)) -
Zeige:

(b) Die Kurve
N R = T2t (Ya(t), 75(t))

ist die maximale Integralkurve von Gog mit 74,5(0) = ((1,0),(1,0)) € T?.
(8 Punkte)

(c) Ist 5 € Q, soist 744 periodisch, und folglich Na,s[IR] eine Untermannigfaltigkeit

von T?. Man bestimme die minimale Periode (sieche Aufgabe 2(c)) von 17,5. Das

Bild eines derartigen 7,5 heifit Torusknoten. (10 Punkte)
(d) Ist 5 € R\ Q, soist 74,4 injektiv, und daher nach Aufgabe 2(d) 7,5 : R — T?
sicher keine Einbettung. (5 Punkte)




