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30. (a) Skalierung der Wärmeleitungskerne.

Finde den Wärmeleitungskern von

(i) IR/(cZZ) mit c > 0 , (4 Punkte)

(ii) [a, b] mit −∞ < a < b <∞ . (4 Punkte)

(b) Eine explizite Lösung der Wärmeleitungsgleichung.

Berechne die Lösung u : (0, π)× IR+ → IR des Anfangs- und Randwertproblems
u̇− 7∂xxu = 0 für x ∈ (0, π), t > 0

u(0, t) = u(π, t) = 0 für t > 0 ,

u(x, 0) = 3 sin(2x)− 6 sin(5x) für x ∈ (0, π)

.

[Tipp. u ist genau dann eine Lösung von ∂u
∂t = 7 ∂2u

∂x2
, wenn ũ(x, t) := u(x, 17 t) eine Lösung

von ∂ũ
∂t = ∂2ũ

∂x2
ist und verwende Satz 4.16.] (10 Punkte)

31. Ein anderes Anfangs- und Randwertproblem.

Betrachte das folgende Anfangs- und Randwertproblem
u̇− ∂xxu = 0 in (0, π)× (0,∞)

u(0, t) = u(π, t) = 0 für t ∈ (0,∞)

u(x, 0) = x2(π − x) für x ∈ (0, π).

Zeige, dass gilt ∫ π

0
u(x, t)dx = 8

∑
k odd

1

k4
e−k

2t.

(Tipp: Bestimme dazu zunächst die Lösung u(x, t) wie in Aufgabe 30. Bemerkung: “odd” be-

deutet ungerade, passt aber einfach besser unter die Summe.)

(10 Punkte)

32. Wieder keine halbe Sache.

Betrachte das folgende Anfangs- und Randwertproblem auf der Menge Ω = (0,∞):
u̇−∆u = 0 auf Ω× (0,∞),

u(0, t) = 0 für alle t ≥ 0,

u(x, 0) = h(x) für alle x ∈ U,

(1)

wobei h eine beschränkte stetige Funktion auf [0,∞) ist, mit der Eigenschaft h(0) = 0. Die

gesuchte Lösung u(x, t) soll von der Klasse C2
(
U × (0,∞)) ∩ C(U × [0,∞)

)
sein.



(a) Ist u(x, t) eine Lösung von (1), so erweitere u(x, t) ungerade auf x ∈ IR, das heißt, setze

u(−x, t) = −u(x, t) für alle x > 0. Erweitere ebenso h(x) ungerade auf IR. Zeige, dass die

erweiterte Funktion u zur Klasse C2(IR × (0,∞)) ∩ C(IR × [0,∞)) gehört und dass u das

folgende Cauchy-Problem löst:u̇−∆u = 0 in IR× (0,∞)

u(x, 0) = h(x) für alle x ∈ IR
(2)

(6 Punkte)

(b) Zeige, dass wenn u eine beschränkte Lösung von (1) ist, dass für alle x ≥ 0 und t ≥ 0

|u(x, t)| ≤ sup
U
|h|

gilt. Folgere, außerdem, dass eine beschränkte Lösung von (1) eindeutig ist.

(Tipp: Benutze das Maximumsprinzip für das Cauchyproblem 4.11.) (4 Punkte)

(c) Zeige, dass eine beschränkte Lösung von (1) existiert und gegeben ist durch

u(x, t) =

∫ ∞
0

1

(4πt)1/2

(
1− e

−xy
t

)
exp

(
− |x− y|

2

4t

)
h(y)dy. (3)

(Tipp: Verwende 4.12 und rechne geschickt durch Aufteilen des auftretenden Integrals.) (9

Punkte)

(d) Zeige, dass die Lösung (3) für alle x ≥ 0 und t > 0 die Abschätzung

|u(x, t)| ≤ x

(4πt)3/2

∫ ∞
0

exp

(
− |x− y|

2

4t

)
|h(y)|ydy

erlaubt.

(Tipp: Verwende hierbei die Ungleichung 1− e−ξ ≤ ξ für alle ξ ≥ 0.) (3 Punkte)
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