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27. Uber den Wirmeleitungskern von S?'.

Mit ®(z,t) bezeichnen wir die Fundamentallssung der Wirmeleitungsgleichung.

(a)
(b)

(c)

(d)

(e)

Zeige, dass fiir jedes t > 0 die Funktion ®(-,t):IR"™ — IR eine Schwartzfunktion ist. (3 Punkte)
Berechne fiir ¢t > 0 die Fouriertransformierte der Funktion ®(-,¢): IR" — R. (7 Punkte)

[Tipp. Um das benétigte Integral auszurechnen, schreibe man die Fouriertransformierte von ®(-,t)
an der Stelle k£ € IR" in der Form a - [, e~ +ek)” gy mit (von k und ¢ abhingigen) Konstanten
a, b, c € IR ; dafiir fithre man im Exponenten eine , quadratische Ergdnzung” durch. — Es darf ohne
Beweis benutzt werden, dass ffooo e dz = V7 ogilt.]

Sei f:IR — IR eine Schwartzfunktion. Zeige, dass dann durch

flo):=3_ fla+n)

nez

eine glatte Funktion f: IR — IR definiert wird, die periodisch mit der Periode 1 ist. (4 Punkte)
Sei h: IR — IR eine stetige Funktion, die periodisch mit der Periode 1 ist, und u : IR x IRi — IR die
Losung der Wirmeleitungsgleichung mit u(-,0) = h. Zeige, dass u(-,t) fiir jedes t > 0 periodisch
mit Periode 1 ist.

Folgere hieraus, dass die Funktion

H({E7y7t) = Z‘P(x—y—&—n,t)
nez

ein Wirmeleitungskern von S! ist. (6 Punkte)

Zeige durch eine explizite Rechnung (also ohne Nutzung von Eindeutigkeitsaussagen fiir Losungen der
Wiérmeleitungsgleichung), dass der Wirmeleitungskern aus (d) mit dem in der Vorlesung angegebenen

Wiirmeleitungskern von S' iibereinstimmt, das heifit, dass fiir alle z,y € IR und ¢ > 0
Z O(z—y+n,t)=0(x —y,4mrit)
neZ

gilt, wobei ©(z,T) Jacobi’s Thetafunktion bezeichnet. Dabei darf ohne Beweis die Poissonsche Sum-
menformel verwendet werden; sie besagt, dass fiir eine beliebige Schwartzfunktion f :IR — IR und
ihre Fouriertransformierte f: IR — IR und fiir beliebiges =z € R

S ety =3 Flm) i

neZ neZ

gilt. (8 Punkte)

28. Uber den Wirmeleitungskern von [0,1].

(a)

Durch Transformation des in der Vorlesung angegebenen Wirmeleitungskerns von [—1, 1] zeige man,
dass der Warmeleitungskern Hi ) des Intervalls [0, 1] durch

A B
H[O,l](zvyvt) = 58( 2y77”t) - 56(%77””'

gegeben ist. Hierbei bezeichnet O(z,7) wieder Jacobi’s Thetafunktion. (4 Punkte)



(b) Sei A(IR) der Raum aller stetigen Funktionen f:IR — IR, fiir die fiir alle x € IR und n € Z gilt

f(x) fiir gerade n € 2Z

fn+x) =
—f(1—2z) fir ungeraden € 2Z + 1.

Zeige, dass es fiir jede stetige Funktion fy : [0,1] — IR, die auf dem Rand 9]0, 1] = {0,1} verschwin-
det, genau eine Funktion f € A(IR) mit f|[0,1] = fo gibt, und dass jede Funktion f € A(IR) auf
diese Weise von einer stetigen Funktion fy : [0,1] — R induziert wird. (4 Punkte)

[Tipp. Zeige zuerst, dass die Funktionen in A(IR) an allen = € Z verschwinden, und dann, dass
A(IR) genau aus den stetigen, ungeraden und periodischen Funktionen f:IR — IR mit der Periode
2 besteht.

(c) Zeige, dass fiir jede Schwartzfunktion f : R — IR die folgende Summe gegen eine glatte Funktion
f € A(R) konvergiert:
f(x)ZZf(Qn—l—x)—Zf(Qn—x)_ (4 Punkte)

nez neZ

(d) Sei h € A(R) und u: R x R} — IR die Losung der Wirmeleitungsgleichung mit u(-,0) = h.
Zeige, dass dann fur alle ¢ > 0 die Funktion u(-,t) eine glatte Funktion in A(IR) ist.

Folgere hieraus, dass die folgende Funktion ein Warmeleitungskern von [0, 1] ist:

H(z,y,t) = Z O(x+2n —y,t) — Z O(x+2n+y,t). (6 Punkte)
neZ nez

(e) Zeige durch eine explizite Rechnung (also ohne Nutzung von Eindeutigkeitsaussagen fiir Losungen
der Wirmeleitungsgleichung), dass die in (a) bzw. (d) gefundenen Wirmeleitungskerne von [0, 1]

iibereinstimmen, das heifit, dass fiir alle z,y € [0,1] und ¢ > 0 gilt:

1
Y Blz+2n—yt)— > D(x+2n+y,t) =05, mit) - 5@(’%9,7”'75) :
nez nez

Dabei benutze man wieder die Poissonsche Summenformel (siehe Aufgabe 27(e)). (4 Punkte)

29. Der Zusammenhang zwischen den Fundamentalldsungen der Wirmeleitungsgleichung und

der Laplace-Gleichung.
Es sei @ : R" x R — IR die Fundamentallgsung der Wirmeleitungsgleichung. Mit

Gz, \) := /00C Dy (z,t) - e Mdt (A>0)

bezeichnen wir die Laplace-Transformation von & beziiglich ¢.

Zeige, dass fiir x € IR"™ der Grenzwert von G(z,\) fir A — 0 existiert, und dass

eine kugel-symmetrische Losung der Laplace-Gleichung ist. Daher unterscheidet sich ®; von der Funda-
mentallésung der Laplace-Gleichung hochstens um je eine additive und multiplikative Konstante.
(5 Punkte)



