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30. (a) Skalierung der Wirmeleitungskerne.
Finde den Warmeleitungskern von
(i) R/(¢Z) mit ¢ >0, (4 Punkte)
(ii) [a,b] mit —co < a <b< 0. (4 Punkte)
(b) Eine explizite Losung der Wirmeleitungsgleichung.

Berechne die Losung w : (0,7) x Ry — IR des Anfangs- und Randwertproblems

U — T0pu =0 fir z € (0,7), t >0
u(0,t) = u(m,t) =0 fir t >0,
u(z,0) = 3sin(2x) — 6sin(bz) fir x € (0,m)

[Tipp.~u istfenau dann eine Losung von % =7 % , wenn u(z,t) := u(x, %t) eine Losung
von 2% — a—g ist und verwende Satz 4.16. 10 Punkte
ot ox

31. Ein anderes Anfangs- und Randwertproblem.

Betrachte das folgende Anfangs- und Randwertproblem

U— Ogau =0 in (0,7) x (0,00)
u(0,t) = u(m,t) =0 firt¢ e (0,00)

u(x,0) = 2?(r —x) fiir z € (0, 7).

Zeige, dass gilt

T 1
/ u(z,t)dr =8 Z ﬁe_k%.
0

k odd
(Tipp: Bestimme dazu zunichst die Losung u(z,t) wie in Aufgabe 30. Bemerkung: “odd” be-

deutet ungerade, passt aber einfach besser unter die Summe.)
(10 Punkte)

32. Wieder keine halbe Sache.

Betrachte das folgende Anfangs- und Randwertproblem auf der Menge Q2 = (0, 00):

u—Au=0 auf Q x (0, 00),
u(0,t) =0 fiir alle ¢t > 0, (1)
u(z,0) = h(x) fir alle z € U,

wobei h eine beschrénkte stetige Funktion auf [0,00) ist, mit der Eigenschaft h(0) = 0. Die
gesuchte Losung u(z,t) soll von der Klasse C?(U x (0,00)) N C(U x [0,00)) sein.



(a)

(b)

(c)

(d)

Ist u(z,t) eine Losung von (1), so erweitere u(x,t) ungerade auf x € IR, das heifit, setze
u(—z,t) = —u(x,t) fir alle z > 0. Erweitere ebenso h(x) ungerade auf R. Zeige, dass die
erweiterte Funktion u zur Klasse C2(IR x (0,00)) N C(IR x [0,00)) gehért und dass u das
folgende Cauchy-Problem 16st:

i—Au=0 in R x (0, 00)
u(z,0) = h(z) fir allez € R

(2)

(6 Punkte)

Zeige, dass wenn u eine beschrinkte Losung von (1) ist, dass fiir alle 2 > 0 und ¢t > 0

|u(z, t)| < suplhl
U

gilt. Folgere, aulerdem, dass eine beschrénkte Losung von (1) eindeutig ist.

(Tipp: Benutze das Maximumsprinzip fiir das Cauchyproblem 4.11.) (4 Punkte)

Zeige, dass eine beschrinkte Losung von (1) existiert und gegeben ist durch

[es) 2y T — 2
u(x,t) = /0 (4“1)1/2 <1 - et>exp< - ﬂ) h(y)dy. (3)

(Tipp: Verwende 4.12 und rechne geschickt durch Aufteilen des auftretenden Integrals.) (9
Punkte)

Zeige, dass die Losung (3) fiir alle x > 0 und ¢ > 0 die Abschitzung

|z —y|?

u(e, 0] < s /0 exp< - 47:) () lydy

erlaubt.
(Tipp: Verwende hierbei die Ungleichung 1 — e~¢ < ¢ fiir alle £ > 0.) (8 Punkte)



