Chapter 5

Wellengleichung

In diesem Abschnitt betrachten wir die homogene und inhomogene Wellengleichung
% —Au =0 und % — Au = f auf Teilgebieten von R™ x R. Es ist eine lineare Differ-
entialgleichung zweiter Ordnung. Die Matrix der zweiten Ableitung hat im Gegensatz
zur Laplacegleichung die Signatur (1,n), ist also weder positiv noch negativ definit.
Solche Differentialgleichungen werden hyperbolisch genannt. Thr Losungsverhalten un-
terscheidet sich deutlich von dem Losungsverhalten von elliptischen Gleichungen. Sie
beschreiben in der Physik solche Effekte, die sich nur mit endlicher Geschwindigkeit in

Raum und Zeit ausbreiten, wie z.B. elektromagnetische Wellen und Gravitationswellen.

5.1 D’Alembertsche Formel fur n =1

Wir wollen zunéchst folgendes Anfangswertproblem losen

Pu  OPu . n
w—@—o flir (l’,t)ERXR
u(z,0) = g(z) g—?(x, 0) = h(x) fir =z eR,

wobei g und h gegebene Funktionen auf R sind. Wenn wir diese Differentialgleichung
als ein gewohnliches Differentialgleichungssystem von C?(R)-wertigen Funktionen in
Abhéngigkeit von t auffassen, ist aus der Theorie der gewchnlichen Differentialgleichung
zu erwarten, dass jedes solches Anfangswertproblem genau eine Losung besitzt.

Fiir n = 1 faktorisiert der Wellenoperator (oder auch d’Alembertoperator)

@@ (o oN(0_o\_(0_0\(0, 0
o2 ox2  \ot Oz ot o0x) \ot Oz ot 0x)
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0 0
Sei al t)=| =—— — t).
ei also v(zx,t) <8t 8:6) u(z,t)
Dann erfiillt v die lineare Differentialgleichung erster Ordnung % + % = 0. Das ist
eine Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten, die die eindeutige Losung

v(z,t) =a(r —t) mit a(z)=v(z,0)
besitzt. Also erfilllt u(z,t) die inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

@—@:a(z—t).

ot Ox
Diese inhomogene Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten besitzt die Losung

u(z,t) = /a(:E + (t —s) — s)ds + b(x +t)

0

x4+t
1

-2 / a(y)dy + b(z + 1) mit  b(z) = u(z, 0).

T—t
Die Anfangsbedingungen u(z,0) = g(z) und 2%(z,0) = h(x) ergeben

b(z) = g(x) und a(z) = v(z,0) = g—?(x, 0) — g—g(x, 0) = h(z) — ¢'(2).

Setzen wir das in unsere Losungen ein, so erhalten wir

x4+t

uat) =5 [ (h0) = g @)y + (o +

T—t
Also ist die Losung gegeben durch

T+t

(so+0)+ 9@ =)+ 5 [ )y

r—1

1
U(l’,t) = 5

Damit haben wir aus der Losung der homogenen und inhomogenen Transportgleichung
die d’Alembertsche Formel bestimmt:
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d’Alembertsche Formel 5.1. Sei g eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf
R und h eine einmal stetig differenzierbare Funktion auf R. Dann ist

T+t

9o+ 8+ 9= 1)+ 5 [ b)dy

r—t

1
U(l’,t) = 5

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf R x RS, und die eindeutige Lisung
des Anfangswertproblems

Pu 0u . n
ﬁ—@—O fUT (x,t)GRX]R
w0 =gx) M@0y =h@) e ceR

An der d’Alembertschen Formel kénnen wir erkennen, dass die allgemeine Losung
der Wellengleichung fiir n = 1 sich schreiben lasst als

u(x,t) = F(x +t) + Gz —t).

Umgekehrt ist auch jede Funktion dieser Form eine Losung der Wellengleichung. Das
liegt daran, dass der Wellenoperator faktorisiert in die beiden Differentialgleichungen

OF  OF oG oG

o or ot Tar Y

deren Losungen gerade allgemeine Funktionen F'(z + ¢) und G(z — t) sind.

Die Losung u(z,t) hingt also nur von den Anfangswerten g bei x 4+ ¢ ab und den
Anfangswerten h im Intervall [x — ¢,z +t]. Das kdnnen wir so interpretieren, dass sich
die Losungen nur mit einer Geschwindigkeit nicht gréfler als Eins ausbreiten, weil die
Verbindungsgeraden von (z,t) zu allen diesen Punkten von R x {0} Geschwindigkeiten
nicht grofler als Eins haben. Auflerdem sind die Losungen des Anfangswertproblems
genau dann k—mal stetig differenzierbar, wenn g k—mal stetig differenzierbar ist und
h (k — 1)-mal. Die Regularitit dieses Anfangswertproblems verbessert sich also nicht
mit zunehmender Zeit, im Gegensatz zu der Warmeleitungsgleichung.

Aus der d’Alembertschen Formel folgt mit Hilfe einer Spiegelung auch die Losung
des folgenden Anfangswertproblems:

Pu u . )
w—@:o fir (z,t) e RT xR"  w(0,t) =0 fir teRy
u(x,0) = g(x) @(:c, 0) = h(x) fir xeRT,

ot
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Wir konnen u, g und h als ungerade Funktionen auf ganz R x R ausdehnen durch:

(2, 1) = u(x,t) fiir x > 0
’ —u(—z,t) firz <0
)

{g(x firx >0
—g(—z) firz <0
() = {h(x) fl?r x>0

—h(—z) firz <0

g(x) =

Fiir jede Losung @ des Anfangswertproblems

*u  0%u .
w—@zo fir (l’,t)ERXR+
. N ou = .
u(z,0) = g(z) E(w, 0) = h(x) fir z eR,
16st auch (x,t) — —a(—x,t) dieses Anfangswertproblem. Aus der Eindeutigkeit folgt
(—xz,t) = —u(z,t) und die Losung @ entspricht genau einer Losung w des obigen

Anfangswertproblems. Insbesondere setzt sich fiir die eindeutige Losung u des ersten
Anfangswertproblems die entsprechende Funktion @ zu einer Losung des zweiten An-
fangswertproblems auf R x R{ fort. Weil die Funktionen @, ¢ und h ungerade sind
beziiglich x, verschwindet fiir z < ¢ das erste Integral auf der rechten Seite von

x+t t—x t+x
/ﬁ(y)dyZ /ﬁ(y)dw/ﬁ(y)d@/-
r—t r—t t—x

Also ist die Losung des obigen Anfangswertproblems gegeben durch

—_

T+t
5 (g(x+t)+g(:)s—t)+ / h(y)dy) fir0<t<u
U(Iat) = 9;:;

%(g(t+x)—g(t—x)+ i h(y)dy) firo <z <t

t—x

Zu beachten ist hierbei, dass auf den Rand bei x = 0 zulaufende Wellen am Rand
reflektiert werden und wieder zuriicklaufen.

5.2 Spharische Mittelwerte in der Wellengleichung

Wir werden jetzt sehen, dass die sphérischen Mittelwerte der Wellengleichung eine
Differentialgleichung erfiillen, die wir spater 16sen wollen und daraus die allgemeine
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Losung folgenden Anfangswertproblems ableiten wollen: Gesucht ist die Losung u der

Wellengleichung % — Au =0 auf (z,t) € R" x R, die u(z,0) = g(z) und 2%(z,0) =

h(x) erfiillt. Sei also fiir alle x € R*,¢ > 0,r >0

[ uwndew = [ o),

nw, "1
0B(z,r) 0B(z,r)

Ulz,r,t) =

Hier bezeichnet das Symbol {den Mittelwert auf dem Gebiet €2, also das Integral tiber
das Gebiet €2 geteilt durch das Volumen von €). Analog definieren wir

Gz, r) = / g(y)do(y) und H(x,r) = / h(y)do(y).
0B(z,r) 0B(,r)

Lemma 5.2. Wenn v € C™(R™ x RT) eine m-mal stetig differenzierbare Losung des
Anfangswertproblems (mit auf R™ x RS stetigen Ableitungen der Ordnung < 2)

0?u n .

E—Auzo auf (z,t) e R" xR mit
ou ,

u(z,0) = g(z) und E(:c, 0) = h(x) ist,

dann ist fiir festes v € R"™ das sphdrische Mittel U(x,r,t) eine m-mal differenzierbare
Funktion auf (r,t) € RT x RT, die folgendes Anfangswertproblem der Euler-Poisson-
Darbouzgleichung lost (mit auf R™ x RS x R stetigen Ableitungen der Ordnung < 2)

Pl )= 2 oy - 200
gz arz " r or

x,r,t) =0 auf (rt)eR" xR

U(z,r,0) = G(x,r) und —(x,r,0)=H(x,r)
Beweis: Es gilt:

U = )
(x,r,t) o / u(ry + x, t)do(y)
8B(0,1)
Also gilt
oU 1
Srent) = [ Vulytan)-ydoty
8B(0,1)
= /Au(ry—i—x,t)d"y
Nwy,

B(0,1)
-
= — /Au(y,t)d"y.
n

B(z,r)



70 CHAPTER 5. WELLENGLEICHUNG

Also ist die partielle Ableitung eines sphérischen Mittelwertes nach dem Radius r gleich
L mal dem Mittelwert des Laplaceoperators angewandt auf die urspriingliche Funktion
uber den entsprechenden Ball. Insbesondere gilt lnr(l) U(z,r,t) = 0. Analog gilt

2
8U(zrt) = Q; / Au(y,t)d™y

or? Or nw,r"—1
B(z,r)
1—n

o 1
= / Au(y,t)d ?/+W / Au(y, t)do(y).

nwyr"
B(z,r) 0B(z,r)

- (%_1) /Au(y,t)d"y+ /AU(y,t)dU(y)-

B(m;r) aB(.CB,T)

Insbesondere gilt lim, o %(m,r, t) = =Au(z,t). Analog ist die particlle Ableitung
eines Mittelwertes tiber einen Ball nach dem Radius 7 gleich % mal dem entsprechenden
sphérischen Mittelwert minus » mal diesem Mittelwert:

o 1 . n !
or wyrn / uy, )"y = Wt /u(y,t)d / u(y, t)do(y)
B(ar) B(a,r) OB(x,r)
n " n
- / u(y,t)d y+; / u(y, t)do(y).
B(z,r) dB(z,r)

Mit diesen Formeln kénnen wir alle partiellen Ableitungen von den sphérischen Mit-
telwerten durch Mittelwerte von Potenzen des Laplaceoperators angewandt auf die
urspriingliche Funktion iiber Sphéaren und Balle ausdriicken. Andererseits gilt auch

g , 00U 1 0u
P el A — bl
o  or (z,7.1) 87’ nwy, / u(y ) nwy, o2 (y, t)do(y)
B(z,r) OB(z,r)
0T
=" 52 —(z,7,1).
0?U o OU 0?
Dann folgt 1@ =(n-—1)r 25 e 52 q.e.d

5.3 Losung fiir n =3

Es wird sich herausstellen, dass die Wellengleichung fiir ungerade Dimensionen sich
durch die sphérischen Mittel auf die eindimensionale Wellengleichung zuriickfiihren
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lassen, aber nicht fiir gerade Dimensionen. Deshalb wollen wir als nachstes die dreidi-
mensionale Wellengleichung 16sen. In diesem Fall miissen wir das Anfangswertproblem

’U  0*U 20U
- - _ - _Z = f Rt xRt
92 52 7o =0 auf (rt) e X

ou

U=G und E:H auf R x {t =0}.
l6sen. Die Transformation U = rU iiberfiihrt es in das Anfangswertproblem
U 9U ~
) 02—0 auf (r,t) € R" x R" U=0 auf (r,t)e {0} xR]
o o .
U=G=rG und E:H:TH auf (r,t) € R™ x {0}.

Dieses Anfangswertproblem haben wir aber schon gelost. Die Losung ist:
r+t

U(ZI}',’T’,T,) :% (é(.fll’,'f""t)—é(x’t—T)) +% / FI(QE,S)dS fU.I'OS’FSt
—r+t

Wegen der Stetigkeit von u(x,t) gilt

Uz, rt
u(z,t) =limU(z,r t) = lim M
rl0 rl0 r
Also erhalten wir fiir alle z € R3,¢ > 0.
t+r
u(z, t) = lim 1 (é(z,t-‘rr)—é(x,t) 4 é(x,t—r)—é(x,t)> 4 lim L H (z,5)d
’ 10 2 r —r 10 2r
OG (x,t) ~
= H(x,t
0
= 5t / 9(y)do(y) +1t / h(y)do(y)
OB(x,t) 0B(w,t)
0
= 5t / g9(z +ty)do(y) +1t / h(y)do(y)
aB(0,1) aB(x,1)
| ) + 5oy = Vi) - 2doty)
OB(z,t) OB(z,t)

Das ist die sogenannte Kirchhoff’sche Formel fiir das Anfangswertproblem der Wellen-
gleichung in drei Dimensionen.



72 CHAPTER 5. WELLENGLEICHUNG

5.4 Losung fir n =2

Fir n = 2 lasst sich die Euler-Poisson-Darbouxgleichung nicht in die eindimension-
ale Wellengleichung tiberfithren. Stattdessen wollen wir das Anfangswertproblem der
Wellengleichung fiir n = 2 als ein Anfangswertproblem der Wellengleichung fiir n = 3
auffassen, wobei die Anfangsdaten nur von den Koordinaten z; und x5 und nicht von
r3 abhéingen: Sei also u(z,t) auf (z,t) € R* x RT die Losung des Anfangswertproblems

2_
Oulz, i) Tg(;’ U Au(z,t) =0 fiir (z,t) € R® x R*

u(x,0) = g(z) und %(z, 0)=nh(z) fir zeR3

Hierbei ist Z = (zy,x9) fiir ¥ = (21, 22, 23) € R3. Der Mittelwert iiber dB(x,r) einer
Funktion f, die nur von z abhéingt héngt auch nur von z ab:

f(x +y) _
01'3 /f Ydo(y /fx—l—yda) /Tda(y)—().

OB(z,r) aB 0,r) oB(0,r)

Also ist u(x,t) von der Form u(z,t) und diese Funktion u(Z,t) ist die gesuchte Losung
des Anfangswertproblems fiir n = 2. Diese Funktion wollen wir jetzt ausrechnen. Sei
v(y) = +/t? — (y — T)? als Funktion auf dem zweidimensionalen Ball B(z,t) die Lange
der Koordinate z3, so dass (y,z3) auf dem Rand des Balles B ((z,0),t) liegen. Dann
kénnen wir die beiden Hemispahren {(y, £v(y)) € 0B(z,t) | y € B(Z,t)} durch den
Ball y € B(z,t) parametrisieren. Gemé&f Definition berechnet sich das Integral
iiber die Hemisphéhren als das Integral iiber B(Z,t) mal der Linge von (¥')# wobei ¥
die Abbildungen y — (y, £7v(y)) von B(Z,t) auf die beiden Hemispahren von 0B(x,t)
ist. Die lineare Abbildung ¥'(y) : z — (2,42 - V,v(y)) entspricht der 3 x 2 Matrix

(1ivyiy) mit (W (y)* = (FV0®) und [[(¥(y))#] = /T+ (V,7(y))?, wobei wir
Vektoren als Spaltenvektoren auffassen. Also ist das Integral iiber jede Hemispéihre
gleich dem Integral iiber B(Z, ) mit dem Ma8 do(y, £7v(y)) = /1 + (V,7(y))?dy*:
1 2
y)do(y) = d 1 2d°
[ s@art) = [ oo = [ ot /r+ Tty
OB(x,t) OB(x,t) B(z,t)
. ?—(y—1°+y—1)° t
mit /1 + (V = - =
( y’Y(iU)) \/ t2 o (y o x)g t2 (y — j’)2

Also haben wir

_ _ 1 9(y) 2, _ 1 9(y) 2
/ 9(g)do(y) = 5 / tz_(y_f)zdy—§ / 1t2_(y_f)20l y.

dB(z,t) B(z.t) B(z,t)
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Dann erhalten wir fiir u(z,t) fir alle (z,t) € R* x R*

uwt) =2t | ooty +t [ hgaoty)

OB(x,t) 0B(x,t)
o t? t2 h
T ot2 12 —g((y)— j)2d2y 3 ]/ Ve — ((y)— :z)2d2y
B(x,t) Y B(z,t) Y
ot [ 9@+t N / M)
ot 2 V1— 22 2 2 —(y — 1)
B(0,1) B(z,t)

1 ][ g(y) +th(y) + Vyg(y)(y — @)

E N

B(&,t)

Dies ist Poissons Formel fiir die Losung des Anfangswertproblems der Wellengleichung
in zwei Dimensionen. Diese Methode, die Losung des Anfangswertproblems einer
niedrigeren Dimension dadurch zu erhalten, dass wir dieses Anfangswertproblem in ein
Anfangswertproblem eines hoherdimensionalen Raumes verwandeln und dann zeigen,
dass die entsprechende Losung sich in die gesuchte Losung zuriickverwandeln lasst,
wird Methode des Abstieges genannt. De Formel zeigt, dass sich die Losung in zwei
Dimensionen mit allen Geschwindigkeiten ausbreiten, deren Langen kleiner oder gleich
Eins sind. In einer und drei Dimensionen breiten sich die Losungen dagegen nur mit
den Geschwindigkeiten der Lange Eins aus. Kann man die eindimensionale Losung mit
der Methode des Abstiegs aus der zweidimensionale Losung zurtickerhalten?

d%y.

5.5 Losung in ungeraden Dimensionen

Wir kénnen die Euler-Poisson-Darboux Gleichung wieder in die eindimensionale Wel-
lengleichung transformieren. Zunéachst benotigen wir

Lemma 5.3. Sei ¢ eine (k+ 1) mal stetig differenzierbare Funktion auf R. Dann gilt
fur alle k € N

(i) (£)7 (22)" 1) = (L4) " r2ede(r)

(ii) (%d%)k_l r2*=lo(r) = Zf;é ﬂfrj+1%(r) mit Konstanten 3 (j =0,...,k—1), die
nicht von ¢ abhangen.

2k—1)!
(iif) 65 =1-3-5-...-(2k - 1) = 755ty
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Beweis: Wir zeigen zunéchst (i) mit vollstdndiger Induktion. Fiir k = 1 gilt

%T@S(T) = 2245( )_‘_rd7«2( ): %%7’2%(7’),

Wenn die Aussage fiir & € N gilt, dann folgt fiir £ 4 1:

(GG ™ () = ()2 (hg) (2K + ) ( ) + 75 (r)
(2 + 1)g(r) + 752 (r))
i)k((Qk‘ + 2) 2kd¢>( ) + r2k+1t(i;¢( )) (%di)k-i-l 2k+22llf(,r)
Wegen der Leibnizregel bewirkt jede Ableitung in (ii) zwei Beitrige. Der eine erniedrigt
die Potenzen von r insgesamt um eins und wirkt nicht auf ¢, und der andere lasst die
Potenzen von 7’ insgesamt gleich und wirkt auf ¢. Die gesamten Potenzen von r sind
r?=1=k=1) = ¢% und die Gesamtordnung der Ableitungen (-£)¥~!. Daraus folgt (ii).
Im Beitrag zu 8F wirken alle Ableitungen nur auf die Potenzen von r. Die erste
wirkt auf r2*=1 die zweite auf r?*=3 und die letzte auf r*. Es folgt (iii). g-e.d.
Sein = 2k+1 > 3 ungerade und u € C*H(R?* 1 xR{) 16se das Anfangswertproblem

o
a—tg—Au: fir (z,t) e R" x R"
ou .
u(x,0) =g(r) und E(l’, 0) = h(x) fir x e R"
Dann definieren wir Uz,r,t) = (_8_) U (2,7, t)
ror

G, ) = (i a ) G,y Hnr) = (lg)k_lr%—lﬂ(x,r).

Lemma 5.4. Wenn u € C*(R**! x RY) das Anfangswertproblem der (2k 4 1)-
dimensionalen Wellengleichung lst, dann lost U(x,r,t) fiir jedes x € R?**1 folgendes
Anfangswertproblem der eindimensionalen Wellengleichung:

U 9*U i} - )

o2 orz 0 fir (r,t) €RT xRT [~](I,O,t) =0 fir teRg
- - oU ~ .. i
U(ZII’,’T’, O) = G(ZII’,T’) und («T r, 0) H(LU, 7”) fUT r e R™.

ot
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Beweis: Mit 2k =n — 1 16st U(x,r,t) das entsprechende Anfangswertproblem der
Euler—Poisson-Darbouxgleichung:

U 0? 10 _ 10 ou
87,2 ([L’ T t) = <w> (r@r) 2k IU([L’,T’,t) = (7’87“) rzkﬁ(l’ant)

_ (10 k1 PU 2h—20U
= <r 07“) <r (x,r,t) + 2kr E(m,r, t)

et
(10 op1 O°U PU
B <r 07“) " W( Tot) = o2 (z,7,)

Wegen Lemmata [5.2 und B3 (iii) verschwindet U(z,7,t) an der Stelle r = 0.  q.e.d.
Die Losung dieses Anfangswertproblems ist fiir (z,7,t) € R x R x Ry mit r < ¢

t+r

Ulz,rt) = % (é(x,t+r)—é’(x,t—r)> +%/F[(l’,$)d8

Andererseits ist u(x,t) = lim U(z,r,t) und

r—0

k—1 ;
Oent = (F) Ay =3 80 2 )

7=0

Wegen Lemma ist lim, 77 _1%%](% r,t) = 0 fiir alle j € N. Deshalb gilt

_ o Ulert)

Damit ist die Losung des Anfangswertproblems der Wellengleichung in ungerader Di-
mension gegeben durch

~ ~ t+r
2 (k-1 Gz, t+r)— Gz, t—r) 1 ~
U(.flf,t) = W}’l—% o + — /H(IL’, S)ds

2k=1(k —1)! [ 0G .
= @ (E(:c,t) —l—H(x,t)) :

Theorem 5.5. Fir ungerades n > 3 hat das Anfangswertproblem

2
%—AU—O fir (z,t) e R" x RF
du

u(z,0) = g(z) und 7 —(2,0) = h(x) fir zeR"
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mit g € C* (R") und h € C*= (R") fir alle (z,t) € R" x R} die Lisung

oy =222 (10) T e atgyaots) + (5 e fhianty

OB(z,t) OB(x,t)

Beweis Wir beweisen zunéchst den Fall ¢ = 0. Dann gilt wegen Lemma [5.3] (i)

Pu 2T(SH (10\T
T -2l o (za) f / My)do(y)

OB(x,t)
O I AN
= -2 (;5) " /h(y)da(y)
OB(z,t)
_ 2 (10N L0 1
T (n=2)! \tot ! Ot nwy, / Mz +ty)do(y)
9B(0,1)
B "73("7—3)! 19\ 2 !
= ooy \iar o / Vah(z +ty) - ydo(y)
9B(0,1)
() 19T 1
T (n=2) \tot nwWy, / Vyhy) - ny)do(y)
OB(z,t)
227 (n=B)l (1 9\ T
- (n—2)! (?&) W, / Bhly
B(z,t)
227 (223l (1 9\ T
- (n—2)! (?&) W, / Hhly)do(y)
0B(x,1)
227 (223l /1 9\ T
0B(0.t)
= Au(x,t).

Hier haben wir wieder den Diveregenzsatz und bei der Differentiation eines Integrals
iiber B(z,t) nach t Polarkoordinaten benutzt. Wenn wir h durch g ersetzen und u(z, t)
durch v(z, t) mit u(z, t) = 2(z,t) erhalten wir die Losung fiir h = 0. Also erfiillt v(z, t)
und damit auch wu(z,t) die Wellengleichung. Mithilfe von Lemmata [5.2] und B3] (iii)
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erhalten wir

0
u(z,0) = Iltl—%l at

/ 9(y)do(y) + t / Wy)do(y) | +O@®) = ga)

OB(z,t) OB(x,t)

Ou —(2,0) = lim /Ag Ydo(y gt /h(y)da(y) +0O(t) =h(z).qed.

ot t—0
8B(Z‘ t 6B(x7t)

Die Losung u(x,t) héngt nur von den Werten von g und h auf 0B(z,t) abhéngt.
Deshalb breiten sich die Losungen nur mit der Geschwindigkeit der Lange Eins aus.
Das wird Huygen’s Prinzip genannt. AufBlerdem ist u(z,t) um 23 mal weniger dif-
ferzierbar als die Anfangswerte, also um 25! mal weniger als ¢ und um "7_3 weniger
als h. Dies ist ein allgemeines Phanomen fiir hyperbolische Gleichungen. Bei der ho-
mogenen Warmeleitungsgleichung sind die Losungen fiir eine sehr grosse Klasse von
Anfangswerten immer glatt, unabhéangig von der Regularitiat der Anfangswerte.

5.6 Losung in geraden Dimensionen

Wir benutzen jetzt wieder die Methode des Abstiegs, um aus den Losungen in Di-
mensionen n + 1 die Losungen in Dimensionen n = 2k zu erhalten. Entscheidend ist

dabei, dass die Losung von Anfangsdaten g und h, die nur von z = (xq,...,z,) fir
x = (x1,...,7,.1) abhingen, auch nur von Z abhingen, also ihre Ableitungen axiH

verschwinden. Da die Losungen in Dimensionen n + 1 nur von den Funktionen

/ 9(y)do(y) und / h(y)do(y)

OB(x,t) OB(x,t)

abhangen, folgt dies daraus, dass fiir eine Funktion f, die 5 = 0 erfiillt, auch gilt

2 [ s [ Gt

8B(,t) 8B(0,t)

Weil das fur alle t € RT gilt, gilt es auch fiir die entsprechenden Ableitungen nach
t. Deshalb ist die Losung in Dimensionen n = 2k durch Einschrankung auf den
R" — R 2z + (2,0) der Losungen des Anfangswertproblems in Dimension n + 1
mit g(x) = ¢(z) und h(x) = h(x) gegeben. Die beiden Hemispihren {(y, £v(y)) €
0B(z,t) | y € B(Z,t)} werden wieder durch den Ball y € B(Z,t) parametrisiert mit
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= /1?2 — (y — ¥)%2. Und das Integral iiber beide Hemisphihren ist wieder zweimal
das Integral iiber B(z,t) mal der Lange von (¥')# mit ¥ : B(z,t) — dB(z,t),y —
(y,£7(y)). Die lineare Abbildung ¥'(y) : z +— (z,+2-V,y(y)) entspricht der (n+1) xn
Matrix (™) mit (9'(3))% = (F709) und [(¥/(9))#] = v/1+ (V,7(5))?, wobei
wir Vektoren als Spaltenvektoren auffassen. Das ergibt

B(z,t)
_ 2t flydy 2w, fly)dy
n+ 1)w,qt" 2 (y—7)2 n+ 1w, 2 (y—7)2
( ) i B(Z,t) (y x) ( ) i B(%,t) (y x)

Losung der Wellenglelchung in geraden Dimensionen 5.6. Sei n eine gerade
n+2
positive Zahl, g € C"= ( ") und h € C2 3 (R™). Dann has das Anfangswertproblem

62'& .. n +
W—AU—O fir (z,t) e R" xR
u(x,0) =g(z) und %(x, 0) = h(x) fir x»eR"

fir alle (z,t) € R™ x R{ folgende Losung:

1

S <t8t> ][\/tz—_xd"“(tat) /\/ﬁ

Beweis Wir berechnen zunéchst das Volumen der (n — 1) dimensionalen Sphére:

u(z,t) =

T2 = /e‘x2d$ :/e_IQd”x:/e_TQ/da(y)dr: %/e‘tt%_ldt: n;dnf(%)
oo Rr 0 B0 0
Es folgt nw, = 2”? . Mit I'(z 4+ 1) = 2I'(x) folgt w,, = 1“(1—3;1) Fiir gerade n gilt
2
' 022 gy, 25ml mHlog o 238 (n41)ldw, 1 od
e PR CES)] nwonn (n+ 1) (2580230, 23z 10T
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Die Formel zeigt, dass die Losungen u(z, t) von den Werten von g und h auf B(z,t) und
nicht nur auf 0B(x,t) abhéngt. Sie breiten sich sich also mit den Geschwindigkeiten
vom Betrag kleiner oder gleich Eins aus. AuBerdem ist u(x,t) § mal weniger differen-
zierbar als g und ”—2 mal weniger als h.

Zum Abschluss zeigen wir, dass man fiir £ € N die Losung in der Dimension n =
2k —1 durch die Methode des Abstiegs auch aus der Losung in der Dimension n+1 = 2k
erhalten kann. Die Anfangswerte g und h definieren als Funktionen auf R™ dann wieder
Funktionen auf R g(x) = ¢(Z) und h(z) = h(Z) mit (z1,...,2p41) = (T1,...,T0),
die nicht von x,,.; abhangen. Fiir eine differenzierbare Funktion f auf R" gilt

_ of (7 1 &
a / f(y) dn+1y — OTp41 (:E + y) dn+1y — O
0x,, /12 — (y — 1)2 [12 — 42 ’
o B(z,t) (y SL’) B(0,t) Y

Also ist die entsprechende Losung in den Dimensionen n + 1 wieder unabhéngig von
Zpy1 und definiert damit wieder eine Losung in der Dimension n. Die Abbildung y — ¢
bildet B(0,t) C R"*! auf den entsprechenden Ball B (O t) C R™ ab. Das Urbild von 37 E
B(0,t) unter dieser Abbildung besteht aus { (¥, yn11) | yn+1 € (=2 — 12,12 — 2)

Mit der Substitution z = —¥2 erhalten wir /{2 — 4% — y2,, = V2 — 21— 22 und

/ f(.l’ + y / / dyn—l—l dn,
B(O,t) t2 £/ t2 \/ - y - yn+l

N /B(ow /—1 mﬂj toay=m /B(:c,t) e

Die Formel fiir die Dimension n + 1 ergibt wieder die Losung u(z,t) der Dimension n:

U(%t) = m a (?E) / g(y)d Y+ <;a) / h(y)d Yy

B(x,t) B(x,t)

B TNWy, 9 (10\°7, . 10 L .
—m E(;E) " /9( )dy+<t8t) t" /h(y)dy 7
t

dB(x,t) OB(z,t)

(x7
11n—1 —31pn=3
™m Wy =W, o REIR(27T )P, BR12%e

n—1

25 Wy 2% nHl) Gwng 2”—“"+1| nlwy (n—2)!"

Fiir n = 1 ergibt die erste Formel mit wy = 7 die D’Alembertsche Formel. Insbesondere
folgt aus der Formel fiir die Dimension n € N diejenige fiir alle niedrigeren Dimensionen.
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5.7 Inhomogene Wellengleichung

Wieder konnen wir die Losung der inhomogenen Wellengleichung

2
%—Au:f fuir (z,t) e R" x RF
ou

u(x,0) =0 und E(m,()) =0 fir xeR"

mit Hilfe von Duhamel’s Prinzip aus der Losung des homogenen Wellengleichung er-
halten: Fiir alle s € RT sei u(z,t, s) die Losung des Anfangswertproblems

0*u . .
52 Au = fir (x,t) € R" x (s,00)
u(z,s,s) =0 und %(w, s,s) = f(z,s) fir = eR".

Dann ist u(z,t) = [wu(z,t,s)ds eine Losung des obigen Anfangswertproblems der in-

0
homogenen Wellengleichung. Es gilt namlich

t t
0%u 0 ou 0 [ 0u
w(flf,t) = a U(flf,t,t) —+ / E(I’,t, S)ds = a E(I’,t, S)ds =
0 0
t

! 2
- %(gj’t’t) * / %(m,t, s)ds = f(z,t) + /Au(i’f,t, s)ds = f(x,t) + Au(z, ).
0

0

Die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

2
%—Au:f fir (z,t) e R" x R"
ou

u(x,0) =g(r) und E(z, 0) = h(x) fir xeR"

ist dann die Summe von obiger Losung der inhomogenen Wellengleichung und der
Losung des entsprechenden homogenen Anfangswertproblems. Die Wellengleichung ist
invariant unter der Zeitspiegelung ¢ — —t. Deshalb lassen sich aus unseren Formeln
fir die Losung des Anfangswertproblems auch solche fiir das “Endwertproblem”

82

a—;‘—Au:f fir (z,t) € R" x R~

Ju

u(z,0) = g(z) und E(:c, 0) = h(x) fir zeR"
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gewinnen. Wir konnen also nicht nur von der Gegenwart aus in die Zukunft rechnen,
sondern auch zuriick in die Vergangenheit. Die erste Losung wird avancierte Losung
und die zweite retardierte Losung genannt. Beide Losungen zusammen ergeben eine
Losung auf R” x R, die nur durch u(z,0) und 2%(z,0) mit = € R" festgelegt sind.

5.8 Energiemethoden

Hyperbolische Gleichungen erfiillen kein Maximumprinzip. Damit eine Losung einer
homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung im Inneren kein Maximum haben
kann, darf die Matrix der Ableitungen zweiter Ordnung nicht negativ definit werden
kénnen. Dies wird nur durch elliptische oder parabolische Differentialgleichungen aus-
geschlossen. Allerdings lassen sich Energiemethoden auf hyperbolische Differentialgle-
ichungen anwenden und damit die Eindeutigkeit des Anfangswertproblems zeigen:

Eindeutigkeit der Losungen der Wellengleichung 5.7. Sei 2 C R"™ ein beschrank-
tes Gebiet. Dann besitzt folgendes Anfangswertproblem der Wellengleichung

%—Au:f auf Q x (0,T]
u(x,t) = g(x,t) auf Qx {t=0} und auf 0 x [0,T]
2_1:(;1;, 0) = h(x) auf Qx {t=0}

hochstens eine Losung.

Beweis: Die Differenz zweier Losungen 16st das analoge homogene Anfangswertprob-
lem mit f = g = h = 0. Von einer solchen Losung definieren wir die Energie als

e(t) = % / ((%(m,t))2 + (Vu(x,t))2> iz

Q
Dann gilt
de ou 0*u oVu n
Q
du 0*u .
= / —t(:v,t) (w(x,t) — Au(:)s,t)) d"z = 0.
Q

Hier haben wir einmal partiell integriert (den Diveregnzsatz angewendet). Aufgrund
der Anfangsbedingungen erfiillt e(0) = 0. Also ist e(t) = 0 fiir alle ¢ > 0. Dann
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folgt % = 0 und Vu(z,t) = 0. Also ist u konstant. Dann folgt wieder wegen den
Anfangsbedingungen v = 0 auf 0 x R™. q.e.d.

Zuletzt noch ein einfacher Beweis, dass sich die Losungen nur mit Geschwindigkeiten
der Lange nicht grofer als Eins ausbreiten

Theorem 5.8. Sei u eine Losung der homogenen Wellengleichung mit u = % =0 auf

B(xg,to) beit = 0. Dann verschwindet u auf dem Kegel {(x,t) | |x—xo| < to—t,t > 0}.

Beweis: Sei ,
e(t):% / ((g—?(x,t)) —|—(Vu(x,t))2> i

B(Z‘o,to—t)
Dann gilt
de du P*u OVu .
B(:C(),t()—t)
1 au 2 2
-3 / ((E(a’,t)) + (Vu(x,t)) ) do ()
OB(xo,to—t)
du 0*u .
= / E(m, t) (ﬁ(% t) — Au(:c,t)) d"x
B(:C(),t()—t)
1 S
+ / @(x,t)Vu(x, t)- N(z,t) — = a—u(x,t) — = (Vu(z,1))* | do(z)
ot 2 t 2
OB(zo,to—t)
ou 1 [(Ou 1 9
- <§<x, 0% ue,t) Net) = 3 (i) = 5(Vula,0) ) do(x)
OB(zo,to—t)
Weil der Normalenvektor N(x,t) Lange Eins hat, folgt
Ou 1 (Ou 21
— -N < - = - 2
Va0 Nt < 3 (G0 + 5 (Tulen)
mit a = Vu(z,t) und b = %(1’, t)N(x,t) aus folgender Ungleichung:
1 1 1
b<a-b+=(a—=0b)-(a—>b)==-a®+ =p%
a-b<a b+2(a b) - (a—10) 54 —|—2b
Wegen é(t) < 0 ist dann e(t) monoton fallend. Aus e(0) = 0 folgt also 0 < e(t) < 0 fiir
alle t € [0, tp] und damit auch u = 0 auf {(x,t) | |x — zo| < to —t,t > 0}. q.e.d.

Wegen der Invarianz unter der Zeitumkeht ¢ <+ —t folgt auch u = 0 auf dem Kegel
{(z,t) | |z — x| < to+1t,t <0} ausu=0und 2 =0 fiir t = 0.



