Kapitel 2
Vektorfelder

2.1 Vektorfelder und Integralkurven

Definition 2.1. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann heifit eine Abbil-
dung F': X — TX mit mo F' = 1x Vektorfeld von X. Den Raum aller Vektorfelder auf
X bezeichnen wir mit Vec(X). Fir r € Ny bezeichnet Vec"(X) den Raum aller r mal
stetig differenzierbaren Vektorfelder und Vec™ (X)) den Raum aller glatten Vektorfelder.

Satz 2.2. Seir € NgU {oo} und X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann defi-
niert jedes Vektorfeld F' € Vec"(X) fir allep=0,...,r eine lineare Derivation

und die Zuordnung F +— Op ist injektiv. Umgekehrt gibt es fiir jede lineare Derivation
0:C*(X,R) = C"(X,R) mit 0(fg) = f0(g9)+0(f)g ein I € Vec"(X) mit 0 = 0.

Beweis: Wegen Satz [[L40) definiert jedes Vektorfeld eine Abbildung von C*°(X,R) in
die reellen Funktionen auf X, die linear ist und eine Derivation ist. Wir zeigen jetzt, dass
fiir jedes Vektorfeld F' € Vec"(X) die Derivation 6 sogar C"(X,R) nach C"(X,R)
abbildet. Wenn wir mit einer Karte ¢ dem Vektorfeld F' eine r mal stetig differenzierba-
re Abbildung & — T,(¢)(F(z)) € Ty@)¢[U] >~ R™ von dem Definitionsbereich U C X
der Karte nach R" zuordnen, dann gilt

Or(f)(@) = To()(F(2)) - V(flv o ¢~ )(d(x)) fiir alle v € U.

Hierbei ist T(¢) o F|y die Abbildung U 2% 70 X% T[] ~ R* x U. Dann bildet
F € Vec"(X) offenbar C"1(X,R) nach C"(X,R) ab. Aus F' € Vec"(X) folgt fiir alle
p=0,...,7 auch F' € Vec’(X), so dass O auch CP™(X,R) nach C?(X,R) abbildet.
Umgekehrt ist F' genau dann r mal stetig differenzierbar, wenn 0 C*°(X,R) nach
C"(X,R) abbildet, und eindeutig durch §z bestimmt. q.e.d.
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46 KAPITEL 2. VEKTORFELDER

Korollar 2.3. Seien F' € Vec?(X) und G € Vec!(X) zwei Vektorfelder auf einer diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit X. Dann gibt es genau ein Vektorfeld [F, G| € Vec"(X)
mat

r=min{p—1,¢q—1} wund Opg=0rcbs—0cobr.

Beweis: Offenbar ist 0pofg — 05 00F eine lineare Abbildung von C*°(X,R) nach
C"(X,R) auch eine Derivation. Fiir alle f, g € C*°(X,R) gilt ndmlich:

(Opobc—0qolr)(f-g9)=0r0c(f-g)—0c0r(f-9g))

=0r(f0c(9) +0c(f)g) —0c(fO0r(g) +0r(f)g)

= fOr(fa(g ))+9F( )0c(9)  +0c(f)0r(g) +0r(0c(f))g
— [0c(0r(9)) —0c(f)Or(g)  —0r(f)0c(g) —O0c(0r(f))g
= [O0r(0c(g)) +0r(0c(f)

)g —f0c(0r(g)) —0c(0r(f))g
)

(
=f-(Opobg—0500r)(g +(@pobg—0cobr)(f)-g.

Damit folgt die Behauptung aus dem vorangehenden Satz. q.e.d.
Das Tangentialbiindel eines endlichdimensionalen normierten Vektorraumes V' ist
auf natiirliche Weise isomorph zu TV ~ V x V. Insbesondere ist das Tangentialbiindel
eines offenen Intervalls I auf natiirliche Weise isomorph zu R x I. Deshalb enthélt der
Tangentialraum T,/ ~ R fiir alle t € I aufler der Null noch das Element 11,r, das
(1,t) € R x I ~ T entspricht, also die Aquivalenzklasse von (—¢,e) — I, s+ s + L.

Definition 2.4. Fine Integralkurve x eines Vektorfeldes F' € Vec(X), ist eine diffe-
renzierbare Abbildung v : I — X, t — x(t) von einem offenen Intervall I C R nach
X, so dass s — x(t + s) fir allet € I dem Element F(x(t)) € TyynX entspricht.
D.h. Ti(z) bildet 1r,p € TiI fir alle t € I auf F(x(t)) € Towy X ab. Wenn ty € I und
x(tg) = xg € X gilt, dann heifst x Integralkurve von F mit Anfangswert x(ty) = xo.

Wir werden jetzt zeigen, dass jedes Vektorfeld F' € Vec'(X) fiir jedes 2o € X genau
eine Integralkurve mit Anfangswert xy besitzt. Diese Aussage ist eine Umformulierung
der Existenz und Eindeutigkeit von gewthnlichen Differentialgleichungen.

Satz 2.5. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und F € Vec'(X). Dann gilt:

(i) (Ezistenz von Integralkurven) Sei to € R und xo € X. Dann gibt es ein € > 0 und
eine zweimal stetig differenzierbare Abbildung

x:(to—€tog+e€) =X, t—x(t) mit x(ty) = o,

die eine Integralkurve von F mit Anfangswert x(ty) = o ist.
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(ii) (PEindeutigkeit von Integralkurven) Seien x und y zwei Integralkurven von F auf
offenen Intervallen I bzw. J. Wenn ty € I N J und z(ty) = y(to) gilt, dann
stimmen x(t) und y(t) fir alle t € I N J dberein.

Wir zeigen die Existenz und Eindeutigkeit mit Hilfe von Karten von X bei xy bzw.
x(to) und der Existenz und Eindeutigkeit von gewohnlichen Differentialgleichungen.

Satz 2.6. (Picard-Lindeldf) Sei (to, x9) € RXxR"™ und f : U — R" eine lipschitzstetige
Abbildung auf einer offenen Umgebung U C R™™ von (tg, 20) € R™ L. Dann gibt es ein
e > 0 so dass das folgende Anfangswertrpoblem auf (to — €,ty + €) eindeutig lGsbar ist:

Z—f(t) = f(t,z(t)) firallet € (to — €, to+e€) und z(ty) = xo.

Beweis: Wegen der Lipschitzstetigkeit gibt es ein L > 0, so dass fiir alle (s,y), (¢, 2) €
U auch | f(s,y) — f(t,2)|| < L(]s —t| + [ly — z||) gilt. Sei 6 > 0 so gewdhlt, dass
U das kartesische Produkt [ty — d,ty + ] x B(x,d) der beiden abgeschlossenen 6—

Bille um ty und o enthélt. Dann gilt fiir alle (s,y) € [to — d,t0 + 0] X B(xg,d) auch
If(s,9)|| < f(to, xo)|| + 2L6. Wegen der Stetigkeit von f ist die Abbildung

F:xzw— F(x) mit F(z)(t) =z —i—/t f(s,z(s))ds

eine stetige Abbildung von C([ty — 6, ty+ ], B(zo, d)) nach C([to — 9, to + ], R™). Wenn
e <6 und € (|| f(to, xo)|| + 2L0) < §, dann bildet sie wegen dem Schrankensatz C/([to —

€,to + €], B(xg,6)) auf sich selber ab. Fiir 2,y € C([to — €,to + €], B(xg,)) gilt dann
[1F(z) = F(y)ll < eLllz = yllo-

Sei also € kleiner als

1
5, < .
I.f (to, o) || + 2L5} 2L

Dann definiert die Abbildung F' eine Lipschitzstetige Abbildung mit Lipschitzkonstante
e- L <1/2von dem vollstdndigen metrischen Raum C([ty — €, to + €], B(zo, d)) auf sich
selber. Jeder Fixpunkt ist wegen dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
stetig differenzierbar und es gilt #(t) = f(t, z(t)) fir alle t € (tg—e, to-+€) mit x(ty) = wo.
Also 16st = dieses Anfangswertproblem auf (ty — €,ty + €).

Wenn umgekehrt x auf einer Umgebung von t, dieses Anfangswertproblem 16st,
dann ist z stetig differenzierbar. Deshalb ist die Ableitung von F'(z)—x gleich Null, und
beide Funktionen F'(z) und x sind bei t = tq gleich z4. Also stimmen beide Funktionen

egmin{
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iiberein und jede Losung des obigen Anfangswertproblems ist ein Fixpunkt von F. Also
folgt die Existenz und Eindeutigkeit dieses Anfangswertproblems auf (o — €, to + €) aus
dem Banachschen Fixpunktsatz. q.e.d.
Beweis der Existenz und Eindeutigkeit von Integralkurven:

(i) Sei ¢ : U — R" eine Karte um xy € X. Dann definiert

Fly

f=poT(¢)oFlyost: U] * U % 70 X9 TejU] ~ R* x g[U] 2 R”

eine einmal stetig differenzierbare Abbildung. Wegen dem Schrankensatz gibt es ein
r > 0, so dass die Einschrankung auf B(¢(zg),r) C ¢[U] Lipschitz—stetig ist mit
Lipschitzkonstante L > 0. Dann folgt aus dem Satz von Picard-Lindelof, dass es ein
€ > 0 gibt und eine eindeutige Losung

i’:(to—E,t0+€)—>¢[U], i"-)i’(t)
des Anfangswertproblems

dz (t)
at

Fiir jedes t € (to — €,tg + €) bildet T(Z) aufgrund der Definition der Ableitung das
Element 1n,r € Ti(tg — €ty + €) auf (dzgt),i(t)) € R" x ¢[U] ~ T¢[U] ab. Also ist
obiges Anfangswertproblem fiir # dquivalent dazu, dass z = ¢! o ¥ eine Integralkurve
von F' durch z(0) = x ist.

(ii) Sei s € I'NJ mit z = 2(s) = y(s) und ¢ : U — R"™ wieder eine Karte bei z € U.
Dann definieren & = ¢ o x und § = ¢ o y zwei Losungen des Anfangswertproblems

= f(z(t)) firallet € (tg—€,to+€) mit Z(ty) = ¢d(x).

Z—f(t) = f(Z(t)) fur alle ¢ in einer Umgebung von s mit Z(s) = ¢(z).

Also gilt £ = 7 auf einer Umgebung von s. Weil ¢ injektiv ist folgt x(t) = y(t) auf
einer Umgebung von s. Daraus folgt, dass die Menge {t € INJ | z(t) = y(t)} offen ist
und abgeschlossen wegen der Stetigkeit von x und y. Weil I und J Intervalle sind und
to € INJist I NJ ein nicht leeres Intervall und damit zusammenhéngend. Also gilt
x(t) =y(t) firallet € I N J. q.e.d.

Satz 2.7. Sei F € Vec'(X) und 29 € X. Dann gibt es eine eindeutige Integralkurve
x: I — X von F mit 2(0) = o, so dass jede Integralkurve y : J — X wvon F mit
y(0) = xg eine Einschrinkung von x auf ein Teilintervall J von I ist, das 0 enthdlt.
Allgemeiner ist jede Integralkurve y : JJ — X von F mit y(ty) = x¢ von der Form:

y(t+to) = z(t) fir allet +to € J, wobei {t e R|t+ty€ J} C 1.
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Beweis: Sei [ die Vereinigung der Definitionsbereiche aller Integralkurven = von F' mit
x(0) = x9. Wegen der Existenz und Eindeutigkeit der Integralkurven gibt es dann eine
eindeutige Integralkurve z auf I mit x(0) = xq, so dass jede Integralkurve von F' mit
y(0) = x¢ durch Einschrinken der Integralkurve x auf ein Teilintervall von I entsteht.
Offenbar ist fiir jede Integralkurve y : J — X von F mit y(ty) = 2o die Abbildung

{teR|t+toeJ} =X, tr 2(t)=y(t+to)

eine Integralkurve von F' mit z(0) = xy. Daraus folgt die zweite Behauptung. q.e.d.

2.2 Fliisse und Vektorfelder

Wir wollen jetzt alle maximalen Integralkurven aus dem vorangehenden Satz zu Ab-
bildungen von offenen Teilmengen von R x X nach X zusammensetzen.

Definition 2.8. Sei X ein topologischer Raum, W C R x X eine offene Teilmenge.
FEine Abbildung ¢ : W — X mit folgenden Figenschaften heifit lokaler Fluss auf X :

(i) Fir allex € X ist {t e R | (t,x) € W} ein offenes Intervall, das die Null enthilt.
(i) Sei (s,z) € W und (t,v(s,x)) € W, dann ist auch (t + s,x) € W und es gilt

¢(t>¢(5a$)) = ’gb(t + S,ZL’).

(iii) Fir alle x € X gilt ¢(0,2) = x.

Lemma 2.9. Sei ¢ : W — X ein stetiger lokaler Fluss auf dem topologischen Raum
X. Dann gilt:

(i) Firallet e R sei V, ={x € X | (t,x) € W}. Dann ist fir alle t € R die Menge
Vi offen. Fiir alle x € V; ist auch (t,z) € V_; und die Abbildung

’Qb(t, ) Vi— V—t> T = @D(t,l’)
ein Homdéomorphismus mit der inversen Abbildung ¥ (—t,-).

(ii) Fir jedes x € X gibt es ein € > 0 und eine offene Umgebung U C X wvon x, so
dass W die Menge (—e,€) x U enthdlt. Fiir alle t € (—e,€) sind insbesondere V,
und V_, offene Umgebungen von x und (t,-) ein Homdéomorphismus von der
offenen Umgebung V; von x auf die offene Umgebung V_; von x.
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Beweis: Fiir alle (g, zg) € W ist W eine offene Umgebung von (¢y, z9) € R x X. Dann
gibt es ein € > 0 und eine offene Umgebung U C X von xg, so dass (ty — €,tg +€) x U
in W enthalten ist. Also sind fiir alle t € R die Mengen V; offen.

Sei t € R und z € V. Wir fithren den Beweis fiir t > 0. Fiir t < 0 geht er analog.
Aus der Bedingung (i) folgt W O {(s,z) | s € [0,t]} = {(t +s,2) | s € [-t,0]}.
Fiir jedes s € [—t,0] gibt es ein ¢, > 0 und eine offene Umgebung Us; C X von
Y(t+ s, 7) mit (—e,,e) x Uy C W. Die offene Uberdeckung (Uy)se[_t,g der kompakten
Menge {¢(t + s,x) | s € [—t,0]} besitzt eine endliche Teiliiberdeckung. Sei € > 0 das
Minimum der entsprechenden (€;)sepo,1- Aus der Bedingung (ii) folgt fiir alle s € [—t, 0]

(ryp(t+s,x)), (t+s+r,x) € W und (r,(t+s,2)) = Y(t+s+r,x) fir alle r € (—¢, €).

Wenn (s,9(t,x)) in W liegt, dann folgt wegen der Bdingung (ii) (r, (s, ¥ (t,x))) =
(r,(s +t,z)) € W und damit auch (s + r,¢(t,z)) € W und (¢t + s+ r,x) € W und
Y(s+r,Y(t,x)) = Y(t+s+r, z). Induktiv folgt (s, (¢, x)) € Wund (s, ¥(t, x)) = P(t+
s, x) zuerst fir s = 0 und dann fiir alle s € [—¢,0]. Also liegt ¥(¢, z) in V_; und ¢(—t,-)
ist die Umkehrabbildung von (¢, -). Dann sind (¢, -) und ¢ (—t, -) Homéomorphismen.

Danach folgt (ii) aus dem Beweis von (i). q.e.d.

Satz 2.10. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und F' € Vec"(X) mit r € N.
Dann gibt es genau einen r mal stetig differenzierbaren Fluss Yp : Wp CR x X — X,
so dass fir alle x € X die maximale Integralkurve von F durch x aus Satz[2.7 gleich

{teR| (t,x) e Wr} = X, t—Yp(t,x) mit Yp0,z)=2x

ist. Die partielle Ableitung von Vg nach t ist dabei auch r mal stetig differenzierbar.

Umgekehrt gibt es fiir jeden r mal stetig differenzierbaren Fluss ¢y : W C R x X —
X, dessen partielle Ableitung nach t auch r mal stetig differenzierbar ist, ein Vektorfeld
F e Vec"(X) mit W C Wg und ¢ = ¢Yp|w.

Wir beweisen diesen Satz wieder mit Hilfe eines Satzes iiber Losungen von gewdhn-
lichen Differentialgleichungen.

Satz 2.11. Sei tg € R, 29 € R" und U eine offene Umgebung von xo € R™. Sei
f U — R"™ eine r mal stetig differenzierbare Abbildung mit r € N. Dann gibt es eine
offene Umgebung W wvon xzy in U, ein € > 0 und eine v mal stetig differenzierbare
Funktion h : (ty — €, to +¢) x W — R"™, so dass fir alle y € W die Funktion

z:(to—€tyg+€) = R", t— hit,y)

die eindeutige Losung des folgenden Anfangswertproblems ist

Z—f(t) = f(z(t)) firallet € (to — €, to+€) mit z(ty) =y.

Die partielle Ableitung von g nach t ist sogar auch r mal stetig differenzierbar.
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Beweis: Wir benutzen den Satz der impliziten Funktion. Weil U eine offene Umgebung
von x ist, gibt es ein § > 0, so dass U den abgeschlossenen Ball B(zg, d) enthilt. Wegen
Heine-Borel ist B(xg,d) kompakt. Weil f stetig differenzierbar ist, gibt es dann eine
obere Schranke L > 0 an die Norm von f'(z) € L(R") auf x € B(xo, ). Wegen dem
Schrankensatz ist dann f Lipschitz—stetig auf B(zg,d) mit Lipschitzkonstante L > 0.
Sei also 0 < € < min{m} halb so grofl wie in dem Beweis des Satzes von
Picard-Lindelof. Sei I das abgeschlossene Intervall I = [ty — €, g + €] und V' die offene

Umgebung V' = B(x,0/2) von zo € R". Wieder ist fiir alle y € V' die Abbildung
F,: C(I, B{z0,)) — C(I, Bz, ), & = Fy(x) mit F,(x)(t) =y +/ @

von dem vollstdndigen metrischen Raum C'(I, B(xg, d)) auf sich selber Lipschitz—stetig
mit Lipschitzkonstante eL < 1/2. Wegen der Ungleichung 6/2 + e(||f(zo)|| + Ld) <
0/24 /2 = 0 liegen die Bilder aller Abbildungen (F}) ey sogar in der offenen Teil-
menge C(I, B(xy,d)) des Banachraumes C'(1, R") mit der Supremumsnorm || - || . Des-
halb liegen die entsprechenden Fixpunkte in dieser offenen Teilmenge. Fiir alle y € V
ist die Ableitung der Abbildung = +— F,(x), als Abbildung der offenen Teilmenge
C(I, B(xg,0)) von C(I,R") auf sich selber gegeben durch

Fl(z) : C(I,R") = C(I,R"), 2 F/(2)(2) mit

/f fiir alle t € I.

Weil die Ableitungen f'(s, z(s)) beschrénkt sind durch L, ist die Ableitung F} () be-
schrankt durch Le < 1/2. Deshalb konvergiert fiir alle y € V und alle x € C(I, B(x, d))
die Neumannsche Reihe

(lemn — F)(2)) " = (F)(x)’

=0

in L(C(I,R")) gegen den inversen Operator von 1o gny — Fy (7). Offenbar ist fiir alle
y,z € V die punktweise Differenz Fj(z) — F,(x) eine konstante Abbildung in C'(1,R"):

Fye) — Fula) =y — =

Deshalb ist fiir jedes x € C(1, B(xo, 0)) die Abbildung y — Fj(x) eine glatte Abbildung
von V nach C(I,R"). Also ist die Abbildung

G:V x C(I, B(x0,0)) = C(LR™),  (y,2) = (legpuos) — Fy) () =z — F(x)
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eine stetig differenzierbare Abbildung und besitzt auf dem gesamten Definitionsbe-
reich eine invertierbare partielle Ableitung nach = € C(I, B(x,d)). Das Urbild der
0 € C(I,R") besteht genau aus den Fixpunkten der Abbildungen F,. Dann folgt aus
dem Satz der impliziten Funktion, dass es eine stetig differenzierbare Abbildung g von
einer Umgebung W von z, € V auf die entsprechenden Fixpunkte der Abbildungen F,
gibt. Diese Abbildung ist auflerdem genauso oft stetig differenzierbar, wie G. An den
expliziten Formeln fiir die ersten partiellen Ableitungen von F, erkennt man, dass die
partiellen Ableitungen von G bis zur selben Ordnung stetig sind, bis zu der auch die
partiellen Ableitungen von f stetig sind. Also ist G' genauso oft wie f stetig differen-
zierbar. Fiir alle y € W ist dann ¢(y) die eindeutig Losung des Anfangswertproblems

dx
dt
Alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung r von der Abbildung

(t) = f(x(t)) firallet € (to —€,tg+€) mit z(tg) = y.

h:(to—e€to+e)xW =R, (y,t)— h(t,y) = g(y)(t)

sind stetig. Deshalb ist diese Abbildung auch r mal stetig differenzierbar. Weil ¢ —
h(t,y) das obigen Anfangswertproblem l6st, ist die partielle Ableitung von h(t,y) nach
t gleich ah(ty = f(h(y,t)) und damit auch r mal stetig differenzierbar. q.e.d.
Beweis Von Satz Sei F' € Vec"(X) ein r mal stetig differenzierbares Vektorfeld.
Fiir alle z € X sei I, der Definitionsbereich der maximalen Integralkurven aus Satz 2.7
mit Anfangswert x(0) = z € X und Wp = U,ex o x {2} C Rx X. Fiir z € X
definieren wir ¢ — ¢p(t,x) auf ¢t € I, als diese maximale Integralkurve ¢ — z(t) mit
z(0) = x = ¢Yp(0,x). Dann erfillt ¢ : Wr — X die Bedingungen (i) und (iii).

Fir (s,z) € Wg und (t,¥p(s,z)) € Wg stimmen die beiden Integralkurven mit
Anfangswert x(0) = z und z(s) = ¥p(s, x) wegen der Eindeutigkeit von Integralkurven
auf der Schnittmenge ihrer Definitionsbereich iiberein und definieren zusammen eine
Integralkurve auf einem Intervall das sowohl 0, als auch s und t+s enthélt mit z(0) = =,
x(s) = Yp(s,z) und z(t + s) = Yp(t,¥r(s,x)). Dann erfillt ¥r auch (ii).

Es bleibt zu zeigen, dass W in R x X offen ist und ¥ r zusammen mit % r mal
stetig differenzierbar ist. Sei (t,x) € W mit ¢t > 0. Fiir t < 0 geht der Beweis analog.
Fiir s € [0, ] liegt ¥ p (s, z) im Definitionsbereich Us einer Karte ¢5. Wie im Beweis von
Satz entsprechen den Integralkurven z von F' in U, Losungen & = ¢, o x von

%(t) = f(z(t))  mit Z(tg) = ¢s(xo) und dem Vektorfeld

[ dslUs] = R, Y= F(y) = Ty (05 (F (67 (1))

Deshalb folgt aus Satz 2111 dass ¢r und %ﬁ—tF fiir jedes s € [0,t] auf einer offenen
Umgebung (—¢s, €5) X Vi C Wr von (0,v¢p(s, x)) r-mal stetig differenzierbar sind. Die



2.2. FLUSSE UND VEKTORFELDER 23

kompakte Menge {¢r(s,z) | s € [0,t]} wird von den offenen Mengen V; zu endlich
vielen s € [0, ] iiberdeckt. Sei ¢ das Minimum der entsprechedenc % . Dann liegen alle
Yp(le,x) mit 0 < 1 < Lin einer V;, zu den endlich vielen s. Wir definieren fiir 1 <1 <%
induktiv offene Umgebungen Vi, =0y D01 D ... D 0; D ... D O von x:

Or={yec 01 |¢(ey) e Vy,} mit (—2¢(2+1)e) x O, C Wp.

Die kleinste O wird fiir 0 <1 < £ durch (@bp(e, ))l nach Vj, abgebildet. Auf der offenen

Umgebung (—2¢,t +€) x O von (¢, x) ist ¢p mit £ r mal stetig differenzierbar.

Sei umgekehrt ¢ : W — X ein r mal stetig differenzierbarer Fluss auf X, dessen
partielle Ableitung nach ¢ auch r mal stetig differenzierbar ist. Fiir alle (¢,2) € W und

(s,9(t,x)) € W und jede Karte ¢ : U — R"™ von X um (¢, z) und ¢ (t + s, x) gilt

0b(y(t +s,2)) _ 9ot +5,2)) _ 9¢(P(s, ¥(t, 7))

ot 0s 0s

wegen (ii). Mit s = 0 folgt, dass die partielle Ableitung ad’gi’x) an der Stelle (¢, x) gleich
der partiellen Ableitung von W an der Stelle (0, (¢, x)) ist. Sei also ' € Vec(X):

das Vektorfeld von X, das jedem x € X den Funktionswert der Abbildung
T0.2)(¥) : TiomyW — T X

bei dem Element (1,0) € R x T, X =~ T{o,)W zuordnet. Weil die partielle Ableitung
von ¥ nach t r mal stetig differenzierbar ist, ist F' r mal stetig differenzierbar. Dann
ist fiir jedes © € X, die Abbildung ¢ + (¢, x) eine Integralkurve des Vektorfeldes F'.
Aus der Eindeutigkeit von Integralkurven folgt, dass v eine Einschrénkung von ¢ auf

die offene Teilmenge W des entsprechenden Definitionsbereiches W ist. q.e.d.
Aus Lemma 2.9 und Satz 210 folgt

Korollar 2.12. Sei F' € Vec"(X) ein Vektorfeld auf einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit X mit r € N. Dann ist fir alle t € R die Menge V; = {x € X | (t,x) € Wg}
eine offene Teilmenge von X und die Abbildung x — ¥p(t,x) ist ein v mal stetig dif-
ferenzierbarer Homdomorphismus von V; nach V_; mit r mal stetig differenzierbarer
Umkehrabbildung x — Yp(—t,x). Auflerdem gibt es fir alle v € X ein e > 0, so dass
fiir alle t € (—e,€) die Mengen V; und V_; offene Umgebungen von x sind. q.e.d.

Definition 2.13. (i) Ein lokaler Fluss ¢ : W — X auf einem topologischen Raum X
heifit globaler Fluss, wenn W =R x X ist.

(ii) Ein Vektorfeld F € Vec'(X) auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X heift
vollstiandig, wenn der entsprechende Fluss vg ein globaler Fluss ist.
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Satz 2.14. (i) Auf einem kompakten topologischen Raum X sind alle lokalen Flisse
auch globale Fliisse.

(ii) Alle Vektorfelder F € Vec'(X) auf einer kompakten differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit X sind vollstindig.

Beweis: (i) Wegen Lemma gibt es fiir jedes x € X ein ¢, > 0 und eine offene
Umgebung U, von x € X, so dass der Definitionsbereich W die Menge (—¢,,¢€,) x U
enthilt. Die Uberdeckung (Up)zex von X, hat eine endliche Teiliiberdeckung. Das
Minimum der entsprechenden ¢, nennen wir wieder ¢ > 0. Dann folgt aus der Be-
dingung (ii) des Flusses, dass fiir jedes (¢t,x) € W die Menge W auch die Menge
{(t+s,2) € Rx X|s € (—¢,€)} enthalt. Weil W die Menge {(0,z)|z € X} enthélt,
folgt induktiv fiir alle [ € N, dass W auch die Menge

(—(l+1)e,(I+1)e) x X ={(t+s,2) e Rx X | (t,x) € (=le,le) x X, s € (—€,€)}

enthélt. Also ist W gleich R x X.
(i) folgt aus (i) und Satz q.e.d.
Wir haben in dem Beweis nur benutzt, dass es ein € > 0 gibt, so dass der Definitions-
bereich W des Flusses 1 von F' die Menge (—¢, €) x X enthilt, bzw. die Integralkurven
von F' mit allen Anfangswerten z(0) € X auf (—¢, €) definiert sind.

Korollar 2.15. (i) Ein lokaler Fluss auf einem topologischen Raum ist genau dann
ein globaler Fluss, wenn W eine Menge (—e,€) x X enthdlt mit € > 0.

(ii) Ein Vektorfeld F € Vec'(X) auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X ist
genau dann vollstindig, wenn es ein € > 0 gibt, so dass fir alle v € X die
Integralkurven von F mit Anfangswert z(0) = x auf (—e, €) definiert sind.q.e.d.

Korollar 2.16. (i) Ein globaler stetiger Fluss auf dem topologischen Raum X definiert
durch

einen Homomorphismus von R in die Gruppe der Homdomorphismen von X.

Umgekehrt definieren alle Gruppenhomomorphismen von R in die Gruppe der
Homdomorphismen von X, die als Abbildungen von R x X nach X stetig sind,
einen globalen stetigen Fluss.

(ii) Sei F' € Vec"(X) ein vollstindiges Vektorfeld auf einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit. Dann definiert t — p(t,-) einen Gruppenhomomorphismus von R in
die Gruppe der r mal stetig differenzierbaren Homdéomorphismen von X.
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Umgekehrt definieren alle Gruppenhomomorphismen von R in die Gruppe der r
mal stetig differenzierbaren Homdoomorphismen von X, die als Abbildung v von
R x X r mal stetig differenzierbar sind mit v mal stetig differenzierbarer partieller
Ableitung nach t € R, ein vollstindiges Vektorfeld F € Vec" (X)) mit ¢ = ¢p.

Beweis: (i) Offenbar ist W = R x X dazu dquivalent, dass fiir alle t € R gilt V; = X.
Die Bedingung (ii) besagt genau, dass t +— (t,-) ein Gruppenhomomorphismus ist.
Also folgt die Aussage aus dem Lemma 2.9

(ii) folgt aus (i) und und Satz 210l q.e.d.

2.3 Die Lie—Ableitung

Definition 2.17. Sei ® : X — Y ein Diffeomorphismus der differenzierbaren Man-
nigfaltigkeiten X und Y und F € Vec"(Y') ein Vektorfeld auf Y. Dann definiert

T(@® ) oFod: X —»TX

ein v mal stetig differenzierbares Vektorfeld von X. Dasselbe gilt auch, wenn ® ein
Homdomorphismus ist, so dass ® und ®~1 (r + 1) mal stetig differenzierbar sind.

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass alle Vektorfelder F' € Vec'(X) lokale
Homoomorphismen von V; nach V_; definieren. Wegen Korollar gibt es fiir jedes
x € X ein € > 0, so dass fiir alle t € (—¢, €) die Mengen V; und V_; offene Umgebungen
von z sind. Dann ist fiir alle t € (—e¢, €) die Abbildung ¥g(t,-) : © — Yg(t, x) ein stetig
differenzierbarer Homéomorphismus von einer offenen Umgebung von z auf eine offene
Umgebung von z.

Definition 2.18. Seien E,F € Vec'(X) zwei Vektorfelder auf der differenzierbaren
Mannigfaltigkeit X . Sei ¢p der entsprechende Fluss des Vektorfeldes F'. Wir definieren
die Lie—Ableitung des Vektorfeldes E nach dem Vektorfeld F an der Stelle x:

d

Or @) = | Torar (0r(=1) (B(r(t,2)))

Dabei ist zu beachten, dass E(¢r(t, z)) fiir alle ¢ € (—€,€) in Ty, ()X liegt und
T (t,z) (@bF(—t, )) den Raum Ty, (¢2)X nach Ty, (—typt2)X = 13X abbildet. Deshalb
liegen die Werte von Ty, .. (Vr(—t,-)) o E(¢Yp(t,x)) fiir alle t € (—¢,€) in dem nor-
mierten Vektorraum 7T, X, so dass die Ableitung wohldefiniert ist, und ein Element von
T, X ist. Dadurch wird 6 E zu einem stetigen Vektorfeld auf X.
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Satz 2.19. Seien E, F € Vec'(X) stetig differenzierbare Vektorfelder auf der differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit X. Dann gilt

Or E = [F, E].
Beweis: Sei ® : Y — X ein Homdomorphismus und ®~! differenzierbar. Dann sind
®*: C(X,R) = C(Y,R), frsfod, (&) :CY.R)—=C(X,R), grrgod!

zueinander inverse Algebrahomomorphismen. Sei z : (—¢,€) — X mit z(0) = ®(y) und
y € Y in der Aquivalenzklasse von E(®(y)) € Ta(,)X. Dann gilt fiir g € C'(Y,R)

% _al@en)) = % (90@7") (1))

t=0

Mit der Definition [[L35] folgt fiir die entsprechenden Derivationen (vergleiche Satz[T.40)

*

Or@-1)0m00(9)(y) = 02 ((271)(9)) (®(y)) und  Or@-1)0m0e = " 0 Opo(d7")",

weil das fiir alle y € Y und alle g € C'(Y, R) gilt. Die Definitionsbereiche V; der lokalen
stetig differenzierbaren Homéomorphismen ¢g(t,-) : V; — V_; aus Korollar zZu
den lokalen Fliissen Up sind von jedem x € X Umgebungen fiir hinreichend kleine
t € (—¢,¢€). Wegen Satz geniigt es fir f € C*°(X,R) und = € X folgendes zu
zeigen:

d

0o 0(f)(x) = —

2 08 ((0(=4,)"()) (Vr(t,2)) = birm () (a).

t=0

Lemma 2.20. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, F' € Vec'(X) ein r mal
stetig differenzierbares Vektorfeld auf X und ¥p : Wrp — X der entsprechende Fluss.
Dann ist f op fiir jede (r + 1) mal stetig differenzierbare Funktion f € C"™1(X,R)
auf Wg r mal stetig differenzierbar. Die partielle Ableitung nach t bei t =0

O(f o)

w}(tv)(f)X_)Rv IHT(Q%)’

a
dt

t=0
heifst Lie-Ableitung von f nach F und ist gleich 0p(f) und liegt in C"(X,R).

Beweis: Der Fluss ¢ : Wrp — X ist dadurch definiert, dass t — ¢p(t, x) fiir allex € X
die maximale Integralkurve aus Satz[2.7] von dem Vektorfeld F' durch den Punkt z ist.

Dann ist wegen der Kettenregel %(0, x) gleich der Richtungsableitung von f an
der Stelle z € X in Richtung F'(x), und wegen Satz [[L40] gleich 6z (f)(x). q.e.d.



2.3. DIE LIE-ABLEITUNG 57

Fortsetzung des Beweises vom Satz [2.19: Wegen dem Lemma gilt dann

d
99FE(f) = E HE(waF(_tv'>>O¢F(t7') =
t=0
= QE (% fowF(_tf)) O¢F(O>')+ % QE(.fo,lva(Of))o,lva(t?')
t=0 t=0
= 0ol _p(f) +0r0bu(f) = [0r,05)(f) = Op.a(f).
Daraus folgt 0y, p = 0pg und damit auch  0p F = [F, E]. q.e.d.

Korollar 2.21. Fir zwei Vektorfelder E,F € Vec'(X) auf einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit X ist folgendes dquivalent:

(i) Die Vektorfelder E und F' kommutieren, d.h. [E, F] =0 = [0g,0F|.

(i) Fir alle x € X und s,t € R mit (t,z) € Wg, (s,x) € Wg, (t,¢Yr(s,z)) € Wg und

(s,Yp(t,x)) € Wg gilt Vet Yr(s,x)) = Yr(s, Yp(t, )).
(iii) 9 E =0

(v) Fiir alle (t,x) € W gilt E(z) = Typ@a)(Yr(—t, ) EWr(t, z))
(vi) Fiir alle (t,z) € Wg gilt F(2) = Ty (Ye(=t, ) F(¢p(t, x))

Beweis: Wegen der Bedingung (ii) an den lokalen Fluss ¢ folgt aus (iii)

d

_T(¢F(_ta )) oFo ¢F(t> ) =

dt TWp(—(t+5),") o Eopp(t+s,:) =

s=0

4
ds
d

= T(we(t. Vo (5| TWrl=s.9) 0 Eovr(s.)) o wrlt,) =o.

s=0
Also ist (iii) zu (v) dquivalent und analogerweise (iv) zu (vi). Wenn folgendes
E=T(p(—t,")) o Eotpp(t,-) baw. F=Tg(-t,")) o Fovg(t,)
gilt, dann sind auch die entsprechenden lokalen Fliisse gleich. Also gilt lokal
Vi(s,) =vr(=t,-) ovp(s,-) or(t,:)  vr(s,:) =vp(—t,) ovp(s,-) o vp(t,)

Diese beiden Gleichungen sind offenbar beide dquivalent dazu, dass ¥ g(s, ) und ¥g(t, -)
lokal kommutieren, und damit auch zu (ii).
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Wegen Satz sind sowohl (iii) als auch (iv) &quivalent zu (i). Also sind sowohl
(iii) und (v) als auch (iv) und (vi) dquivalent zu (i) und (ii). q.e.d.

Dieses Korollar besagt, dass die lokalen Homéomorphismen von zwei Vektorfeldern
E,F € Vec'(X) genau dann miteinander kommutieren, wenn auch 6z und 6y mitein-
ander kommutieren. Wenn die Vektorfelder vollstandig sind, definieren sie zusammen
eine zweidimensionale abelsche Untergruppe der Homoéomorphismengruppe, bzw. der
Diffeomorphismengruppe, wenn E und F glatt sind. Die Lie-Ableitung werden wir
spater auch auf Differentialformen definieren. Lemma 2.20] bedeutet dann, dass sie auf
Funktionen mit der Richtungsableitung 6 {ibereinstimmt.

2.4 Vektorfelder auf Untermannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt betrachten wir differenzierbare Untermannigfaltigkeiten X von
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit Y.

Satz 2.22. Sei X eine Untermannigfaltigkeit der differenzierbaren Mannigfaltigkeit Y .
Dann gilt folgendes:

(i) Die Einschrinkung TY |x des Tangentialbiindels von'Y auf die Untermannigfaltig-
keit X ist ein Vektorraumbiindel tiber X .

(ii) Das Tangentialbiindel TX wvon X ist ein Untervektorraumbindel von der Ein-
schrinkung TY |x. D.h. TX ist eine Untermannigfaltigkeit von TY |x und die
Urbilder der Einschrinkung von m @ TY|x — X auf TX C TY|x von allen

Punkten y € X sind Untervektorriume der entsprechenden Fasern von TY .

(iii) Jeder r—mal (stetig) differenzierbare Schnitt von TY |x auf einer offenen Menge
U von X ist die Finschrinkung eines r—mal (stetig) differenzierbaren Schnittes
von TY auf einer offenen Menge V von Y auf die Schnittmenge U =V N X.

(iv) Seien E und F stetig differenzierbare Vektorfelder von'Y auf einer offenen Um-
gebung von X, deren Einschrinkungen auf X in TX C TY|x liegt. Dann ist
die Einschrinkung von [F, E] auf X gleich dem Kommutator [F|x, F|x| der Fin-
schrdankungen von F und E auf X als Vektorfelder von X.

(v) Die Einschrinkung eines Vektorfeldes F € Vec'(Y) auf X liegt genau dann in
TX C TY|x, wenn der entsprechende Fluss v die Untermannigfaltigkeit (R x
X)NWg von Wg nach X abbildet. In diesem Fall ist W), gleich (Rx X)NWg C
WF und ¢F|X gl€ZCh ¢F|WF\X .



2.4. VEKTORFELDER AUF UNTERMANNIGFALTIGKEITEN 29

Beweis: (i) Sei f : X — Y die Einbettung der Untermannigfaltigkeit X in Y. Dann ist
die Einschrinkung TY|x des Tangentialbiindels von Y auf die Untermannigfaltigkeit
X offenbar das inverse Bild von TY unter f, also ein Vektorraumbiindel auf X.

(ii) Offenbar ist fiir jeden Untervektorraum R™ C R™ das Tangentialbiindel TR™ ~
R™ x R™ ein Untervektorraumbiindel von TR™ ~ R™ x R™. Dann folgt aus Satz [[.45]
dass T'X ein Untervektorraumbiindel von 7Y |x ist.

(iii) Wir wéhlen eine offene Uberdeckung von der Untermannigfaltigkeit X C Y die
aus Definitionsbereichen von vertréiglichen Karten von Y besteht, wie sie im Satz
beschrieben sind. Weil sich jede r—mal (stetig) differenzierbare Funktion auf einer offe-
nen Teilmenge U eines Unterraumes R™ C R™ offenbar zu einer solchen r—mal (stetig)
differenzierbaren Funktion auf das Urbild V' der orthogonalen Projektion von R™ auf
R™ von U fortsetzen lédsst, indem wir diese orthogonale Projektion mit der Funktion
verkniipfen, folgt die Aussage fiir alle offenen Mengen U, die in einer offenen Menge
der Uberdeckung von X enthalten sind. Mit Hilfe einer entsprechenden Zerlegung der
Eins folgt die Aussage fiir beliebige U. Wenn wir die offene Uberdeckung von X C Y
zu einer offenen Uberdeckung von Y ergénzen, wobei wir nur solche offenen Mengen
hinzufiigen, die mit einer Umgebung von X C Y schnittfremd sind, dann folgt mit der
entsprechenden Zerlegung der Eins die Aussage fiir globale Vektorfelder TY | x.

(v) Wegen dem Satz von Picard-Lindelof ist jede Losung eines Anfangswertpro-

blems i
= () = fla(t)) mit 2(0) =y

mit einer stetig differenzierbaren Funktion f : U — R™, deren Einschrankung f|yrre
auf die Schnittmenge U NR"™ von U mit einem Unterraum R™ von R™ eine Abbildung
mit Werten in diesem Unterraum R”™ ist, auch eine Abbildung mit Werten in diesem
Unterraum R”, wenn y € R” in diesem Unterraum liegt. Aus Satz folgt, dass die
Fliisse von Vektorfeldern von Y, deren Einschrénkungen auf X in TX C TY|x liegen,
die Untermannigfaltigkeit invariant lassen. Auflerdem ist ¢, die Einschrdnkung des
Flusses ¢¥p auf (R x X)NW, d.h. Wp, = (R x X)NWg und ¢Yp|, = wF|WF\X'

Wenn sie umgekehrt die Untermannigfaltigkeit X invariant lassen, dann definie-
ren sie einen lokalen Fluss auf X und wegen Satz [2.10 ein Vektorfeld auf X. Dieses
Vektorfeld muss wegen der im Beweis von Satz 2.10] benutzten Formel fiir das Vek-
torfeld als partielle Ableitung des Flusses, mit der Einschrinkung des entsprechenden
Vektorfeldes von Y auf die Untermannigfaltigkeit X iibereinstimmen.

(iv) Aus (v) folgt, fiir alle x € X und hinreichend kleine ¢

T(¢F(_t7 )) oEo wF(tv I) = T(¢F|X(_t7 )) © E‘X © ¢F|X (tv ZL’)

Dann folgt (iv) aus Satz 219 q.e.d.
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Umgekehrt stellt sich die Frage, wann ein Untervektorraumbiindel (£, Y, ) von dem
Tangentialbiindel (7Y, Y, 7), das Tangentialbiindel einer Untermannigfaltigkeit ist.

Satz 2.23. (Frobenius) Ein Untervektorraumbiindel (E,Y,n) der Dimension d von
(TY,Y, ) besitzt genau dann einen Atlas von Karten ¢ : U — R™ mit

T ENaU) ={z €R" | x4y = ... =z, = 0} x ¢[U] C TR™,
wenn fir alle Schnitte F,G € Vec™(Y') von E auch [F,G] ein Schnitt von E ist.
Beweis: Wegen Satz ist fiir jedes yo im Definitionsbreich einer Karte ¢ : U — R"

lye Ul da(y) = da(yo), -, on(y) = én(yo)}

eine Untermannigfaltigkeit. Gilt die erste Bedingung, so ist E das Tangentialbiindel
dieser Untermannigfaltigkeit, und aus Satz (iv) folgt die zweite Bedingung.

Es geniigt die Umkehrung auf einer offenen Umgebung U eines Punktes yy € Y
zu zeigen. Lokal ist E trivial. Wir kénnen also vorraussetzen, dass linear unabhéngi-
ge Vektorfelder Fi,..., Fy; € Vec™(U) existieren, deren Werte auf U die Fasern von
E aufspannen. Das Vektorfeld F} induziert einen lokalen Fluss ¢p . Wir wéhlen ei-
ne Karte 1; : U — R" auf einer gegebenfalls verkleinerten Umgebung U von yg
mit (yo) = 0, so dass F1(yo) nicht im Tangentialraum an die Untermannigfaltigkeit
{y € Y [ Y1(y) = 0} von U liegt. Dann definiert wegen dem Satz der inversen Funk-
tion ¥ (zy,...,2,) = ¥p (21,710, 2s,...,2,)) die Unkehrabbildung einer Karte
1 : U — R™ auf einer gebenenfalls verkleinerten Umgebung U von yy. Aufgrund der
Konstruktion parametrisiert v; die Integralkurven von F, und ldngs dieser Integral-
kruven sind die Koordinaten )y, ..., 1, konstant. Also hat beziiglich der Karte 1 das
Vektorfeld F} die Gestalt 8%1. Wir zeigen die Aussage mit vollstéindiger Induktion in
d. Fiir d = 1 wird E von Fj erzeugt und die Karte ¢ erfiillt die erste Bedingung.

Wir nehmen jetzt an, dass die Umkehrung fiir alle Untervektorraumbiindel der
Dimension kleiner als d € N gilt. Fiir jeden Schnitt F' € Vec™®(U) von E, ist F =
F—0p(t)F) ein Schnitt von E mit 6 z(1;) = 0. Deshalb induziert F' auch ein Vektorfeld
an die Untermannigfaltigkeit U = {y € U | ¥1(y) = 1(yo) = 0} von U. Wegen
Satz (iv) induziert dann [F, G] € Vec™®(U) fiir zwei Schnitte F, G' € Vec™(U) von
E ein Vektorfeld lings der Untermannigfaltigkeit U. AuBerdem ist [F G] wegen

Oir.c1 = [0r-0r(wor 0c-05wnm ] = [0F —O0r (1) Or, 0 — O (Y1) O]
= Q[F,G]—GF(%)[Fl7G}+9G(9F(¢1))F1—9G(¢1)[F7F1}—9F(9G(¢1))F1+9F1(GG(%))F—@Fl (Or(¥1)G

auch ein Schnitt von E. Fiir alle Schnitte I € Vec™(U) von E liegen die Werte von
F auf U in einem d — 1-dimensionalen Untervektorraumbiindel (£, U, 7) von der Ein-
schrinkung von (E,U,7) auf U. Offenbar spannen Fy, ..., Fy; die Fasern von E auf U
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auf. Wegen der Induktionsvorraussetzung gibt es eine Karte ¢ : U — R** mit
TOENTU) ={zeR" |2g=... = 2,1 =0} x ¢[U] c TR"!

auf einer gegebenfalls verkleinerten offenen Umgebung U von Yo in der Untermannig-
faltigkeit. Insbesondere verschwinden alle Schnitte von E auf ®@d, - -, On_1. Die Um-
kehrabbildung (5_1 kénnen wir wieder mit dem Fluss ¢¥p zu der Umkehrabbildung
¢z, ..., xn) = U (21,0 (2o, ..., 2,)) einer Karte ¢ : U — R”™ auf einer gegebe-
nenfalls verkleinerten offenen Umgebung U von yq fortsetzten.

Zuletzt zeigen wir, dass beziiglich dieser Karte ¢ die Derivationen der Vektorfelder
Fi, ..., F;auf den Funktionen ¢g4,1, ..., ¢, verschwinden. Das Vektorfeld F; hat wieder

die Gestalt 8%1. Also verschwindet 0, (¢2) =0,...,0p(¢,) = 0. Daraus folgt

%93((}5)):epl(epl(qu)):e[thJ(qu) fiir i:2,...,dundj:d+1,...,n.
Aus der zweiten Bedingung folgt [F;, Fi] = ¢;1 F1 + ... + ¢;qF; mit glatten Funktionen
cik.. Also erfilllen die Funktionen 65, (¢;) lings der Integralkurven von Fj auf denen
$2, . .., On konstant sind, eine gewohnliche Differentialgleichung mit glatten Koeffizien-
ten cp. Mit 07 (¢;-1) verschwinden auch 0, (¢;) auf U. Wegen dem Satz von Picard-
Lindelof ist 05, (¢;) =0 firi =2,...,dund j =d+1,...,n die eindeutige Losung der
Differentialgleichung. Daraus folgt die erste Bedingung. q.e.d.

Satz 2.24. Sei (E,Y, ) ein Untervektorraumbiindel von (TY,Y, ), dass die Bedin-
gungen aus Satz [2.23 erfillt. Dann gibt es fiir jedes y € Y eine injektive Immersion
[+ X =Y von einer zusammenhdngenden Mannigfaltigheit X mit T'(f)[TX] = E|x)
undy € f[X]. Sie kann in dem Sinne mazimal gewdhlt werden, dass jedes andere f die
Einschrinkung auf eine offene zusammenhingende Umgebung von f~'[{y}] in X ist.

Beweis: Der Beweis von Lemma zeigt auch, dass es einen abzihlbaren Atlas
(¢r)ren von Karten ¢, : Uy — B(0, 7)) auf offene Bélle gibt, die die erste Bedingung
im Satz erfiillen, so dass X durch Oy = ¢;'[B(0,2)] X iiberdeckt wird und sich
jeweils nur endlich viele Uy’s schneiden. Fiir jedes k£ € Nund z € Oy, gibt es dann genau
eine maximale zusammenhédngende Untermannigfaltigkeit V von O mit € V und
TV = E|y. Sei V die Menge aller solcher Untermannigfaltigkeiten. Neben der Topolo-
gie 7 von Y als differenzierbare Mannigfaltigkeit definieren wir eine feinere Topologie 7.
Beziiglich 7 heif}t eine Teilmenge O C Y offen, wenn fiir alle V' € V die Urbilder von O
unter V' — Y offen in V sind. Fiir V' € V sind die Schnittmengen VNV’ mit Unterman-
nigfaltigkeiten V' € V von O, offen und die Schnittmengen der Abschliisse V NV’ und
V N V" mit zwei verschiedenen Untermannigfaltigkeiten V' # V" € V von O, disjunkt.
WEeil sich nur endlich viele Uy’s schneiden, schneidet jedes V' € V hochstens endlich
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viele V' € V. Dann ist jedes V € V bexziiglich 7 offen und die Einschrankung ¢y|y der
Karte mit V' C Oy, eine Karte von dem lokal zusammenhéngenden topologischen Raum
(Y, 7). Also sind die Zusammenhangskomponenten von (Y, 7) offen und die Vereinigun-
gen {iber Teilmengen von V, die die Aquivalenzklassen folgender Relation bilden: Zwei
V, V' €V erfiillen die Relation, wenn es endlich viele V = V;, ..., Vy = V' in V gibt mit
VinVig # 0 fiirallel =1,...,L—1. Also gibt es hochstens abzihlbar viele Unterman-
nigfaltigkeiten V = V4,...,Vp € Vmit VNV, # 0 fiir alle l = 1,..., L — 1. Damit
sind die Aquivalenzklassen hochstens abzihlbar, und die Zusammenhangskomponenten
von (Y, 7) Mannigfaltigkeiten.

Das Bild einer injektiven Immersion f : X — Y mit T'(f)[TX]| = E|sx) ist eine
offene Teilmenge von (Y, 7). Wenn X zusammenhéngend ist, ist es eine offene Teilmenge
der entsprechenden Zusammenhangskomponente von (Y, 7). q.e.d.

Ubungsaufgabe 2.25. Finde eine Beispiel fir ein Linienunterbindel E von TY auf
einer kompakten Mannigfaltigkeit Y, so dass die injektiven Immersionen aus Satz|[2.2)
keine Einbettungen sind (Tip: definiere E durch ein glattes Vektorfeld ohne Nullstellen).

2.5 Zusammenfassung

Wir haben jetzt drei dquivalente Beschreibungen von Vektorfeldern kennengelernt:

Schnitte des Tangentialbiindels: Nach unser Definition sind Vektorfelder Schnitte
des Tangentialbiindels.

Derivationen: Wegen Satz [2.2] gibt es eine Eins—zu-Eins Beziehung zwischen Vek-
torfeldern und Derivationen von der Algebra der differenzierbaren Funktionen.
Dadurch bilden die Vektorfelder eine Lie—Algebra.

Lokale Fliisse: Wegen Satz gibt es eine Eins—zu-Eins Beziehung zwischen Vek-
torfeldern und lokalen Fliissen auf der Mannigfaltigkeit. Dadurch bilden die Vek-
torfelder so etwas wie die Lie-Algebra der lokalen Diffeomorphismengrupppe.

Die lokalen Fliisse, die von Vektorfeldern erzeugt werden, sind eindimensionale Unter-
gruppen der lokalen Diffeomorphismen. Durch diese lokalen Diffeomorphismen kénnen
wir alle moglichen geometrischen Objekte auf der Mannigfaltigkeit transformieren. Die
entsprechenden Ableitungen werden dann Lie-Ableitung genannt. Lemma be-
schreibt dann die Lie-Ableitung von Funktionen, und Satz die Lie-Ableitung von
Vektorfeldern. Im néchsten Kapitel werden wir auch die Lie-Ableitung von anderen
Tensorfeldern kennenlernen.



