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Dynamische Systeme

10. Übung

31. Flüsse einer Differentialgleichung 2. Ordnung
Gegeben sei die Differentialgleichung 2. Ordnung

ẍ+ 2ẋ− αx = 0 (1)

mit α ∈ IR und gesuchter Lösungsfunktion x : IR → IR. Transformieren Sie die Gleichung (1)
zunächst auf ein System erster Ordnung der Form

ẏ = f(y) (2)

mit einer Funktion f : IR2 → IR2. Charakterisieren Sie die Ruhelage y ≡ 0 (Spirale, Quelle,
Senke, Knoten, Sattel usw.) in Abhängigkeit von α und skizzieren Sie das Phasenportrait für den
Fall α = 0, indem Sie wie in Aufgabe 28 für den Fall α = 0 die Differentialgleichung (2) allgemein
lösen. (9 Punkte)

32. Attraktivität aufgrund negativen Realteils
Die Aussage, dass 0 eine Senke ist, wenn alle Eigenwerte einer Matrix A ∈ IRn×n negativen
Realteil haben, gilt nur für von t unabhängige A. Wir betrachten hierzu die Differentialgleichung
ẋ(t) = A(t)x(t) mit

A(t) :=

(
−1 + 3

2 cos2(t) 1− 3
2 sin(t) cos(t)

−1− 3
2 sin(t) cos(t) −1 + 3

2 sin2(t)

)

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte von A(t) und zeigen Sie, dass diese negativen Realteil haben.
(4 Punkte)

(b) Zeigen Sie, dass eine Lösung der Differentialgleichung gegeben ist durch

x(t) = et/2

(
− cos(t)

sin(t)

)
.

(3 Punkte)

(c) Zeigen Sie, dass die Ruhelage x ≡ 0 des Systems ẋ(t) = A(t) · x(t) nicht attraktiv ist.

(2 Punkte)

Bitte wenden.
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33. Topologische Flussäquivalenz

Wir betrachten die linearen IR2-wertigen autonomen Systeme ẋ = Ax und ẏ = −1l · y, wobei
ersteres durch

A := −α · 1l ∈ IR2×2

für α > 0 gegeben sei.

(a) Geben Sie explizit eine Abbildung h : IR2 → IR2 an, so dass die beiden Systeme ẋ = Ax

und ẏ = −1ly topologisch flussäquivalent sind, d.h.

h(etAx) = e−th(x) für alle t ∈ IR, x ∈ IR2.

Betrachten Sie dazu ein h(x) von der Form h(x) = x|x|γ mit einem zu bestimmenden γ in
Abhängigkeit von α (mit | · | ist hier die euklidische Norm gemeint). (3 Punkte)

(b) Zeigen Sie, dass die in (a) gefundene Funktion h tatsächlich ein Homöomorphismus ist,
indem Sie die Umkehrabbildung h−1 von h explizit bestimmen. Zum Nachweis der Stetigkeit
von h bzw. h−1 genügt der Nachweis der Stetigkeit jeweils bei Null. Für alle von Null
verschiedenen Werte darf die Stetigkeit als offensichtlich angenommen werden. (5 Punkte)

[Tipp: Für das Finden von h−1 mache man ebenfalls den Ansatz h−1(x) = x|x|δ mit einem
zu bestimmenden δ in Abhängigkeit von γ.]

(c) In diesem Teil wollen wir eine Alternative zur Bestimmung der Funktion h aus Teil (a)
angeben: Bestimmen Sie die Funktion h aus Teil (a) mit Hilfe von Lemma 2.13 und Lemma
2.14 aus der Vorlesung.

[Tipp: Für die Norm ‖ · ‖A in Lemma 2.13 dürfen Sie die euklidische Norm verwenden.
Bestimmen Sie zunächst die Umkehrabbildung von Φ̂ aus Lemma 2.13 und berechnen Sie
dann explizit die Abbildung Ψ aus dem Beweis von Lemma 2.14.] (6 Punkte)
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